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Abstrakt: Globalni modely zemské kiry, jako napt. CRUST1.0, popisuji 3-D rozloZeni
materidlové hustoty a rychlosti Sifeni seismickych vin v kife. Tyto modely jsou v
geofyzikalni komunité Siroce uzivany coby referencni modely pro lokélni a regionalni
seismické studie, a také jsou zidkladem soucCasnych predikénich modelt toku
geoneutrin z litospféru. V této praci jsme se zame¢fili na validaci seismického modelu
CRUSTI.0 pomoci gravitac¢nich dat ziskanych misi GOCE. Spocetli jsme anomalni
gravitacni potencial a jeho prvni a druhou radialni derivaci, indukované ve vysce 250
km nad stfednim polomérem Zemé rozlozenim hmoty v nejsvrchngjsi ~80 km mocné
vrstvé Zemé, jak ji popisuje model CRUST1.0. Tuto predikci porovndvame s daty
modelu sestrojeného na zakladé méteni satelitni gravimetrické mise GOCE. Zjistili
jsme, ze ve smyslu RMS hodnoty (root mean square) mé predikovany signal ~4 krat
vétsi amplitudu nez méfend data. K tomuto nadhodnoceni dochazi konzistentné napiic
sférickym harmonickym spektrem, pticemz spektralni korelace predikce vs. méfeni je
slabd. NaSe vysledky motivuji potifebu zlepSeni modelu CRUSTI1.0 a podobnych
modelil zaclenénim gravitacnich dat v obracené iloze pti konstrukei modelu.
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Abstract: Global models of the Earth's crust, such as CRUST1.0, describe the 3-D
distribution of seismic speeds and of material density in the crust. They are widely
used in the geophysical community as reference models in local and regional seismic
studies and are also the basis of current prediction models of geoneutrino flux from
Earth's lithosphere. In this study we attempt to validate the seismology-based
CRUST1.0 model using GOCE-derived gravity data. We calculate the anomalous
gravitational potential and its first and second radial derivatives, induced at altitude of
250 km by the density distribution in the uppermost ~80 km thick shell of the Earth as
described by CRUST1.0. We then compare the prediction with the GOCE model
datasets inferred from the GOCE mission satallite gravity measurements. We find that
the predicted signal is a factor of ~4 stronger than the measurement in terms of its root-
mean-square value. The signal overestimation is consistent across the spherical
harmonic spectrum and the spectral correlation of prediction vs. measurement is weak.



Our findings motivate the need for improvement of CRUST1.0 and similar models by
incorporating gravity data in the model inversion.
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Abstrakt: Globalne modely zemskej kory, ako je napr. CRUSTI1.0, popisuju
trojrozmernu distribuciu seizmickych rychlosti a materidlovej hustoty v zemskej kore.
V ramci geofyzikalnej komunity st Siroko rozSirené ako referencné modely pri
lokalnych ¢i regiondlnych seizmickych Studidch a su tiez zdkladom sucasnych
predikénych modelov toku geoneutrin z litosféry Zeme. V tejto praci sa snazime
validovat' (na seizmologickych datach zalozeny) model CRUST1.0 pomocou
gravitacnych dat zo sondy GOCE. Pocitame anomalny gravitacny potencial a jeho prvé
a druhé radidlne derivacie, ktoré¢ su vo vyske 250 km nad strednym zemskym
polomerom generované rozloZzenim hustoty v najvyssej, priblizne 80 km hrubej vrstve
Zeme, ako ju popisuje model CRUSTI1.0. Dalej porovnavame tato predikciu
s datovymi subormi modelu gravitaéného pol'a, ktory bol odvodeny z gravitacnych
merani satelitnej misie GOCE. Zistili sme, ze predikovany signal je asi 4-nasobne
silnej§i v zmysle kvadratickych priemerov (RMS). Nadhodnotenie signalu je
konzistentné naprie¢ vSetkymi sférickymi koeficientami a korelacné spektrum
porovnania nami ziskanej predikcie s meraniami je slabé. NaSe zistenia motivuju
potrebu po zlepSeni modelu CRUSTI1.0 a podobnych modelov zaclenenim
gravita¢nych dat do inverznych tloh pri ich tvorbe.
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Uvod

Gravimetria je jednym zo zakladnych néstrojov Stadia Zeme, ako aj inych telies.
Presnymi meraniami gravitacného (resp. tiazového) pola vieme Studovat’ hustotné
anomalie a variacie v zlozeni planét, ich mesiacov ¢i v principe akychkol'vek
vesmirnych objektov, ktoré ndm vedia blizSie odhalit’ nie len ich skladbu, ale aj
dynamiku pod ich povrchom, ¢i ich ¢asovy vyvoj. Hoci vo vSeobecnosti by sa dalo
tvrdit’, Ze jej prinos je mensi, nez je ten z dat ziskanych zo seizmickych merani, ked’ze
presne lokalizovat’ spominané anomalie je narocnejsie, predsa satelitné misie (ako bola
napr. misia sondy GOCE) nam dokazu z gravitaénych merani poskytnut’ cenné data
pre oblasti, kde dostatok inych dat nemame. (Geolab, Earth crustal modelling)
Pomocou gravimetrie sa dali tiez zlepS$it' merania tvaru naSej planéty aj na miestach,
kde tradi¢né geodetické metddy aplikovatel'né neboli. Ako uvddza Novotny (1998, str.
12), typicky tym méme na mysli oceany. Ak to zhrnieme, je celkom na mieste vyslovit
tvrdenie, ze zaradenie gravimetrie medzi Standardné néstroje geofyziky predstavovalo
historicky vel'mi délezita etapu vo vyvoji stadia fyziky Zeme. Jednym zo sposobov,
akym vieme gravimetriu vyuzit, je moznost pouzit’ jej zistenia na vytvaranie modelov
hustotnych anomalii v Zemi (inverzny gravimetricky problém). Druhym je moznost’
uz existujuce modely, ktoré vznikli prevazne zo seizmickych dat, pomocou nej
verifikovat. V praxi to znamend vypocitat’ na ich zaklade predikciu toho, ako by malo
vyzerat’ gravitacné pole a porovnat’ to s meraniami.

Tymito modelmi mézu byt napriklad globalne modely zemskej kory. Tieto
modely sluzia hlavne ako referenéné modely pri regiondlnych ¢i lokalnych
seizmickych §tadiach. Svoju délezitu tlohu zohravaja pri monitorovani zemetraseni,
¢i nuklearnych vybuchov (Laske a kol., 2013), kde je dodlezité urcit’ ich magnitadu
a presnu lokaciu, k ¢omu je potrebné mat’ dobry model rychlosti Sirenia seizmickych
vin v zemskej kore. Ak chceme toto $irenie naozaj dobre pochopit’ a $tudovat, je
potrebné na regionalnej Skale modelovat’ kratkoperiodické povrchové viny a Sirenie
Le vin (typ odrazenych povrchovych S-vin). Tento pristup je viak velmi citlivy na
zmeny v Strukture kory (Laske a kol., 2013), a preto plati, ze ¢im lepsi, presnejsi a
detailnej$i model mame, tym viac vieme na$ vyskum spresnit. PodrobnejSie sa

globdlnym modelom kory venujeme v teoretickej Casti prace.



Gravitacny signal modelov zemskej kory mé tak vyznam Studovat’ v rdmci
geofyziky hned’ z niekol’kych dovodov. V prvom rade nam pontka moznost’ lepsie
skumat rozloZenie hmoty v zemskej kore a porovnavat syntetické predikcie rozlozenia
gravitatného pola, ktoré by predpokladané rozlozenie hmoty podla modelu
generovalo, s redlnymi vysledkami gravimetrie. UmoZziiuje nam vSak aj lepSie
pochopenie tohto rozloZenia, ¢o ndm modze pomdct’ zlepsit' predstavu o rozlozeni
tazkych, radioaktivnych prvkov v zemskej kore.

Cast’ tychto prvkov sa rozpadava aj tzv.  rozpadmi. Ide o druh radioaktivneho
rozpadu, pre ktory je charakteristické uvolnenie ist¢tho mnozstva energie (tzv.
radiogenné teplo) a vznik malo interagujlicej Castice, ktorli nazyvame neutrino. Pre
svoj povod a na odliSenie on neutrin prilietajucich z inych vesmirnych zdrojov
nazyvame neutrina, ktoré vznikaji tymito rozpadmi v telese planéty Zem
geoneutrinami. Ak by sme ich tok dokazali merat’, vieme urcit’ to, ku kol'’kym takymto
rozpadom dochadza a aké velké mnozstvo tepla sa ich rozpadmi generuje. Avsak, ak
pozname geometrické rozloZenie hmotnostnej hustoty v zemskej kore a rychlost
§irenia seizmickych vin, vieme dokonca uviest’ istu predikciu mnoZstva § rozpadov
tazkych prvkov, ku ktorym by v nej malo dojst’ a predikovat’ tok geoneutrin z kory.
Takto vieme zvolit nie len najvhodnejSie miesta na stavbu detektorov, ale tiez od¢itat’
toto mnozstvo od celkového nami nameran¢ho toku za cielom zistenia toho, kol’ko
interakcii v naSom detektore pochddza od geoneutrin s povodom v zemskom plasti —
¢o je aktudlne najhlavnejSou vyzvou tohto pomerne mladého oboru.

Stadium geoneutrin, najmi tych plastovych, nam vie poskytnit viacero
odpovedi. Spomefime asponl to, Ze ndm moze pomoct’ spresnit odhady mnozstva
radiogenného tepla, ktoré sa generuje pri uz spominanych radioaktivnych £ rozpadoch.
Nasledne vieme tento zlepseny odhad pouzit’ pri urceni nerddiogénnych prispevkov
tepelnej bilancie Zeme (predovsetkym tzv. primordialneho tepla), ktoré ziskame tak,
ze celkové radiogenné teplo od¢itame od celkového tepelného toku z vnutra Zeme,
ktory uz dnes metédy geofyziky umoziuju urit pomerne presne.' ZlepsSenie tohto
odhadu nam pomdze nie len lepSie pochopit’ podmienky, aké panovali na Zemi, ked’
vznikala, ale aj to, ako prebiehal jej postupny dynamicky vyvoj neskor (najmé v oblasti
zemského plasta) a v neposlednom rade tiez moze pomoct’ lepsie urcit’ dobu, pocas

ktorej tejto proces prebiehal, ¢ize inak povedané jej vek.

! Jeho typicky uvadzanou hodnotou je 46+3 TW (Jaupart a kol., 2015).



Hlavnym cielom prace je teda validovat globalne modely zemskej kory
pomocou merani gravitatného pola Zeme. V praci postupne vysvetlujeme hlbSie
teoretické pozadie motivacie, opisujeme a struéne uvedieme pouzity matematicky
aparat ako aj predpoklady, z ktorych sme vychadzali. Uvaddzame tieZ postup a nakoniec

v zévere zhfiiame vysledky a interpretujeme ich.



1. Teoretické vychodiska prace

1.1. Motivacie a metodika prace

Motivaciou nasej prace bolo hlavne overit, ¢i sucasné poznatky
o geometrickom rozlozeni hustoty hmotnych mas v zemskej kore su naozaj dobre
pouzitelné pre Statistické spracovanie a zmysluplnt interpretdciu merania geoneutrin.
Preni je poznanie zlozenia zemskej kory v okoli detektorov kI'icové, ked’ze jednym
zjeho hlavnych cielov je meranie signalu (toku) geoneutrin prichddzajiiceho zo
zemského plasta. Ako hlavny ciel’ sme si teda stanovili validaciu globalneho modelu
zemskej kory z rodiny modelov CRUST pomocou gravitaného pola. Viedol nas
k tomu samotny fakt, Ze modely rodiny CRUST v sebe Ziadnu gravita¢nu informaciu
nemaju a je celkom uZito¢né sa pozriet’ na to, ¢i vobec gravitany signal, ktory
predikuju zodpoveda realite, t.j. meraniam.

Metodikou pre nami predkladani a vypracovani pracu bolo teda najma
Studovanie rozlozenia hmoty v zemskej kore tak, ako ju predpokladaju globalne
modely zemskej kory z rodiny modelov CRUST a po vypocitani gravitacného
potencialu, ktory by tymto modelom pre zemsku koéru zodpovedal, ich porovnanie s
druzicovymi datami, ktoré by sme nasledne diskutovali. V nasledujticich

podkapitolach sa poktisime tu pouzité pojmy trochu pribliZit’ a vysvetlit’.

1.2. Globalne modely zemskej kory vSeobecne

Zem je predmetom skimania prirodovednych odborov azda od nepamiti. Hoci
spociatku sme sa ako l'udstvo skor zameriavali len na nase bezprostredné okolie, a teda
nas zaujimali prirodné javy pozorovatel'né len na jej povrchu, neskor sa pridali aj javy
v malych hibkach pod vodou, v atmosfére a v blizkom vesmirnom okoli. Postupne sme
vSak zacali skimat’ nas svet a pozemsky domov ako celok a zacalo nas zaujimat’ aj
samotné teleso planéty Zem, ako planéty na ktorej zijeme, hybeme sa a sme. Aj ono
samotné sa tak stalo uZasnym nastrojom na pochopenie komplexnosti toho, ¢o
nazyvame vesmirom. Z pohladu geofyziky rozliSujeme na zéklade zmien rychlosti
Sirenia seizmickych vin zemskym telesom, ale tieZ tlaku, hustoty (hmoty) a teploty, tri
tzv. zakladné geosféry (vrstvy budujiice Zem), ktorymi sti: zemskeé jadro, zemsky plast’
a zemska kora (Encyklopedicky ustav SAV, 1999 — 2018). MoZeme si to schematicky

predstavit pomocou obrazku 1.1 niZsie.
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Obr. 1.1 Schematické znazornenie geosfér Zeme. Geofyzika rozliSuje tritzv. zakladné
geosféry: zemské jadro, zemsky plast a zemsku kbru (obrazok je prebraty a upraveny

Z https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Earth_cutaway_schematic-en.svg)

Na zaklade lokalnych seizmickych a geologickych dat (napr. hibkové vrty)
pripadne aj gravimetrickymi meraniami (najmi pre oblasti, kde data z prvej skupiny
neexistuju) boli postupom casu zostrojené globalne modely zemskej kory, ktoré
dokladne popisuju geometricki Struktiru, rozlozenie hustoty hmoty a rychlosti
propagacie seizmickych vin v pevninskej ako aj oceanskej kore. Sugastou tychto
modelov v sucasnosti dokonca nie st len data pre koru, ale aj pre najvrchnejsie Casti
vonkajSieho plasta. Ani v jednom pripade vSak nejde o gravitatny model, akoby sa
niekto mohol nazdavat, ale o ¢isto model kory Zeme, z ktorej parametrov vSak napr.
vieme gravitaéné pole vypoditat, ¢o je koniec koncov aj nasim ciefom. Castym
vyuzitim tychto modelov je ich pouzitie ako referencnych modelov pri lokdlnom
Stidiu zemetraseni. No ich vyuzitie moze byt SirSie. Okrem tych, ktoré sme naznacili
v uvode, spomenime este, Ze su velmi vyuzivané aj pri globélnej tomografii, kde je
Casto ziaduce odstranit’ efekt, ktory do vysledkov vnasa kora s cielom lepSie zobrazit’
pod nou leziaci plast (Pasyanos a kol., 2014). Ukazuje sa, Ze svoju aplikaciu
nachadzaju aj pri Studiu geoneutrin, pre ktoré je potrebné dobre poznat’ zloZenie

zemskej kory v okoli detektorov pouzitych na ich meranie (Sramek, 2020).



Ako zhfnajia Mooney, Laske a Masters (1998) a Tenzer (2015), historicky je
vznik tychto modelov uzko spéty z dostupnostou kvalitnych dat. Medzi skorSie
modely patril napr. model od Sollera a kol. (1982), ktory prinasal mapu hrabok kory,
aviak blizsie neuvadzal hodnoty rychlosti seizmickych vin ani hustot. Neskorsie
modely boli tvorené napr. nepravidelnymi oblastami s jednotnou $truktarou?. V roku
1995 publikoval svoj model Tanimoto (1995). Rok 1996 zas priniesol model kory
a vrchného plasta (pod ndzvom 3SMAC) od Natafa a Ricarda (1996), odvodeny zo
seizmologickych ako aj neseizmologickych dat (chemické zloZenia, polohy horticich
Skvin, tepelné toky), z ktorych urcoval hustoty a seizmické rychlosti pre jednotlivé

vrstvy. Bol definovany na sieti s rozmermi 2° x 2°.

1.3. Modely rodiny CRUST?

V roku 1998 bol publikovany model CRUSTS5.1, ktory na rozdiel od vyssie
spominanych spracovaval doposial nevidané mnozstvo dat (Mooney, Laske
a Masters, 1998). ISlo o jeden z prvych, naozaj komplexnych modelov zemskej kory
v globélnej mierke. Jeho zostavenie trvalo niekolko rokov, kedze vychadzal
z informécii ziskanych pri hibkovych vrtoch ako aj z aktivnych seizmickych metéd.
Vdaka tymto meraniam priniesol detailné data o hribke a fyzikalnych vlastnostiach
pre sedimentacné panvy, oceansku aj vnutrokontinentdlnu koru ¢i pasivne okraje
medzi oceanskou a kontinentalnou korou (Mooney, Laske a Masters, 1998). Veli¢iny
modelu pre oblasti, kde vel'a merani neprebehlo (hlavne Casti Afriky, Juznej Ameriky
¢i Grénska) priemeroval, vychadzajuc pri tom z  podobnych tektonickych
i geologickych podmienok a minulosti oblasti Zeme, pre ktoré bol dostatok dat.
(Mooney, Laske a Masters, 1998). Hrubky sedimentov a ladu boli ziskané z uz
publikovanych méap, batymetria (merania hibok morského dna) a topografia pevniny
je prebratd z modelu ETOPOS. Model pracuje s rozdelenim zemského povrchu na
dlazdice s rozmermi 5° x 5° v zemepisnej $irke a dizke (v ekvatoridlnych oblastiach
to zodpoveda priblizne §tvorcu zo stranami 550 km x 550 km), pri¢om kazdej dlazdici
pripisuje jeden zo 139 jednodimenzionalnych geologickych profilov. Kazdy profil je

tvoreny 7 vrstvami (definované hornou hranicou, pricom spodnd hranica vrstvy je

2 Ako ten z roku 1984 od Hahn a kol.

3 Nasledujuce odstavce sa vyrazne odvolavaji na oficialne webstranky modelov.



dand hornou hranicou vrstvy po nej nasledujucej), kde jednotlivé vrstvy zodpovedaji
(postupne): ladu, vode, mdkkym sedimentom, tvrdym sedimentom, vonkajsej kore,
strednej kore a spodnej kore. Kazda dlazdica moéze byt identifikovana svojim stredom,
ktorého zemepisné suradnice st jedinecné a predstavuju referenny bod danej dlazdice.
Stcastou modelu st aj hodnoty rychlosti Sirenia objemovych (tiez nazyvanych
priestorové) primarnych/pozdiznych (tzv. P-) a sekundarnych/prieénych (tzv. S-) vin
a hustoty pre kazdu z vrstiev. Po tychto 7 vrstvach je este posledna, doplnkova ,,vrstva®,
dana vsak len hornou hranicou, ktora pre danu dlazdicu predstavuje hodnotu hibky
tzv. Mohorovi¢i¢ovej diskontinuity*. T4 je skratene nazyvana aj MOHO a tvori
rozhranie medzi zemskou korou a zemskym plastom. Rovnako model aj pre tito
,vrstvu™ uvadza rychlosti $irenia P- aj S-vin, pri¢om hodnota hustoty zodpoveda
hodnote vo vrchnych ¢astiach vonkajsSieho plasta pod MOHO.

Pokracovatel'om tohto modelu bol model CRUST2.0 (Bassin, Laske a Masters,
2000). Ide o aktualizaciu modelu CRUSTS.1. Ako naznacuje aj jeho nazov, hlavna
zmena nastala v rozliSeni, kde boli predstavené po novom mensie rozmery dlazdic,
konkrétne 2° x 2° (zemepisna §irka x diZka). Mengie zmeny nastali tieZ v zlepSenej
presnosti hrubky 'adovej vrstvy a sedimentarnych vrstiev ako aj celkovej hrabky kory.
Zlepseny bol tiez odhad seizmickych rychlosti. Napriklad pre vodu bola rychlost’ P-
vin zmenena z 1,45 km/s na 1,50 km/s (prechadzajuca hodnota plati pre vyssie
zemepisné Sirky) (Laske, Masters a Reif, 2001).

Predposlednym evoluénym krokom v rodine modelov CRUST bol globalny
model zemskej kory, ktory je svetu zndmy pod ndzvom CRUST1.0. Bol zavfSenim
dlho ocakavanej prace, ktora po istych problémoch prototypu bola zakoncena jeho
oficidlnym vydanim v jali 2013. Model CRUST.0 priniesol rozdelenie povrchu Zeme
na dlazdice s rozmermi iba 1° x 1° . Pre predstavu uved'me, Ze v oblasti rovnika by
tato dlazdica zodpovedala $tvorcovej bunke s rozmermi 110 km? Rovnako, ako
svojho ¢asu pri CRUST2.0, aj do tohto modelu autori zapracovali nové, v tej dobe
najaktudalnejsie udaje o hrubke sedimentov (Laske, 2013). Batymeria a topografia je v

tomto modeli kory prebratd z modelu ETOPOL (je to globalny model zemského reliéfu,

4 Mohorovi¢i¢ovu diskontinuitu charakterizuje nahla zmena hustoty. Vznika tak rozhranie, od
ktorého sa mézu odrazat’ seizmické viny. Bola objavena chorvatskym geofyzikom A. Mohorovi¢i¢om
zaciatkom 20. storocia. Najhlbsie sa nachadza pod kontinentami a najplytSie pod oceanmi. Pre Gizemie

CR a SR sa jej hodnoty pohybujii od 27,5 km az po nie¢o okolo 42 km (Bielik a kol., 2018).



s rozliSenim 1 oblikovej minuty). Kazda dlazdica ma unikatny 8-vrstvovy profil,

pricom jednotlivé vrstvy st zndzornené na obrazku 1.2.

Obr. 1.2 Vrstvy jednej dlazdice v modeli CRUST1.0. Obrazok znazorriuje vertikalne
usporiadanie vrstiev, z ktorych je tvoreny dlaZdicovy popis globalneho modelu
zemskej kory.

Podobne ako v pripade predchadzajucich dvoch modelov z tejto rodiny, aj tu je akoby
doplnkova, zo spodnej strany neobmedzena vrstva, ktord ma len horni hranicu,
predstavujicu najvrchnejsSie Casti vonkajSieho plasta pre tu ktora dlazdicu. Opét
mame pre kazda vrstvu uréent hodnotu rychlosti seizmickych vin (pozdiznych (P) aj
priecnych (S)) i hustotu, ako aj hodnoty tychto veli¢in pre plast tesne pod
Mohorovi¢i¢ovou diskontinuitou. Jeho najvacSim prinosom je zlepSend presnost’
a rozliSenie, ktoré umozituje pozorovat' mensie nerovnomernosti v distribticii hmoty
naprie¢ korou, a tak aj moznost’ sledovat’ tieto zmeny na lokalnejsej baze.

Zatial’ uplne poslednym prirastkom do rodiny modelov CRUST je model, ktory
je svetu znamy pod menom LITHO1.0. Ide o model kory a vrchného pléasta, ktory pre
lepsie pokrytie cirkumpolarnych oblasti zvolil pristup tzv. feseldcie. Na rozdiel od
predchadzajicich modelov (CRUSTS.1 ¢i CRUST1.0), kde sa dlazdice pri po6loch
deformuji na zvlastne trojuholniky (ak by sme ich chceli premietnut’ na zemsky
povrch) a ich referencné body su tym padom vzajomne nerovnomerne rozmiestnené,
zvolili autori modelu LITHO1.0 rozdelenie zemského povrchu na celkovo 81 920

malych trojuholnikov (porovnaj s obrazkom 1.3). Tie sa ziskaju tak, Ze sa Zem najprv



aproximuje ikosaédrom (pravidelnym dvadsat’stenom), ktory je tvoreny 20
rovnostrannymi trojuholnikmi. Kazdy sa nasledne rozdeli na 4 mensie jemu podobné
trojuholniky, ¢o vzdialenost medzi myslenymi referenénymi bodmi (st tvorené
vrcholmi trojuholnikov) zmensi o polovicu, ak sa to opakuje Sestkrat, nakoniec sa
vzdialenost’ medzi nimi ustali na priblizne 1° v zmysle zemepisnej Sirky i dizky. Za
lepsie vzorkovanie v okoli pélu sa vSak plati dait v podobe mensieho celkového poctu
referencnych bodov, nez je tomu v pripadne rovnomerne pravouhlej 1° siete, akii ma
spominany CRUST1.0 (jeho pocet referencnych bodov je 64 800, pre kazdy stred
dlazdice jeden). Model je tiez oproti modelu CRUST1.0 rozsireny o vrch litosféry
a astenosféru (¢o vysvetl'uje jeho ndzov), celkovo mé tak 10 vrstiev (Pasyanos a kol.,

2014).

N % VS
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Obr. 1.3 Zobrazenie teselacnej parametrizacie modelu LITHO1.0 na globalnej
a regionélnej skéle. Cieme bodky reprezentuju referenéné body modelu, zatial' o
Cervené Ciary spajaju tieto body navzajom.

Posledné tri menované modely st si navzijom v celku podobné. Model
CRUST1.0 je prepracovanejsi nez CRUST?2.0, ale pracuje sa s nim azda trochu l'ahsie
nez s modelom LITHO1.0, ktory je vo¢i nemu rozsireny o d’alSie informacie a 3 vrstvy
dlazdic. Hoci sme povodne uvazovali skusit’ verifikovat’ viacero modelov (minimalne
v ramci rodiny CRUST, aby sme ich vedeli porovnat’), pre komplexnost’ a limitovany
rozsah, ktory by naSa praca mala pokryvat, sme sa rozhodli spracovat’ iba model
CRUSTI1.0. K tomuto nis opraviiuje aj ¢lanok Wipperfurtha, Sramka

a McDonougha (2020), v ktorom sa autori zaoberali predikciou toku geoneutrin



z litosféry a tiez radiogenného vykonu v litosfére. V ich praci sa im podarilo ukazat,
ze naprie¢ vSetkymi troma spominanymi modelmi dostavaji podobné vysledky, ktoré
leZia v rozmedzi fyzikalnej neistoty kazdéeho z modelov, naznacujuc tak, zZe volba
podkladového geofyzikalneho modelu nezmeni vysledky [toku geoneutrin] nijak

vyrazne — ale posunie strednu hodnotu az o 15%. “
1.4. Gravitané pole Zeme

Tak ako vSetky hmotné objekty vo vesmire, tak aj Zem vytvéra vo svojom okoli
gravitaéné pole.®> Kedze ide o pole konzervativnych sil, toto pole je v priestore
jednoznacne charakterizované skalarnou funkciou, ktort nazyvame potencial. Slovom
potencidl (vychadzajiice z latinského potentia - moc, moznost) vyjadrujeme
schopnost” silového pol'a konat’ pracu. MéZeme sa nail tiez pozerat’ ako na hodnotu
potencialnej energie na jednotku hmoty. Na zdklade polohy v silovom poli vieme totiz
telesam, ktoré sa v nom nachédzaju, pridelit’ ist hodnotu potencialnej energie a tieto
sa (ak su ponechané bez nejakych vonkajsich vizieb) samovolne vyvijaja tak, Ze sa
tomto premiestneni sa kona praca na ukor zmeny polohovej energie tohto telesa.

Gravitacny potencidl je neraz v geofyzike nazyvany aj gravitacnym signdalom,
snad’ je tomu pre nipadni podobnost popisu elektromagnetického pola v jeho
elektrostatickej aproximacii a spominané¢ho gravitatného pola. V elektrostatickom
poli mézeme rovnako zaviest' (elektrostaticky) potencial ako istd skalarnu funkciu.
Této popisuje priestorové rozlozenie pola, ktoré je generované nejakym rozlozenim
hustoty. T4 tvori jeho zdroj. Podobne sa mdézeme spitne pozriet’ na gravitacné pole,
teraz zas z pohl'adu pol'a elektrostatického. Zistujeme, Ze aj gravitaéné pole je tvorené
istou distribuciou hustoty, v pripade graviticie vSak nejde o rozloZenie hustoty
elektrického néboja, ale o rozlozenie hmotnostnej hustoty (nazyvanej aj objemova
hmotnost alebo cCasto len jednoducho ,hustota®) v priestore. Ide tak
0 ,,zdroj* gravitatného pola oistej intenzite, ktord je tym padom gravitatnou
intenzitou. (resp. intenzitou gravitatného pola). Nakoniec, rovnako ako vieme

v elektrostatickom poli zaviest jednoznacny vztah medzi veli¢inou intenzity

5 Navyse, ako je v§eobecne zndme, kona aj rotaény pohyb okolo vlastnej osi. Sily gravitatného
pola sa teda skladaju s dostredivym pdsobenim a vznikd tak pole tiazové (Novotny, 1998). Pre

jednoduchost’ ho vsak teraz nebudeme uvazovat’ a popisovat’ budeme len Cisto pole gravitacné.

10



a potencidlom pola, vieme zaviest vztah medzi intenzitou a potencidlom aj pri
gravitatnom poli. Ak sa tento gravitacny potencidl v priestore meni (pre stabilné
vyskové hladiny nad povrchom nie je vSade rovnaky), zaznamenavame ho ako
,,signal®.

Gravitacné pole Zeme, i ked’ ide o konzervativne silové pole, nie je homogénne.
Okrem toho, Ze z&visi na vzdialenosti od zdroja (t.j. hmoty), zavisi aj na polohe voci
zemepisnym stradniciam. To je dané tym, Ze v rdmci Zeme nie je rozlozenie hmoty
homogénne. UZ len samotny povrch Zeme je znacne Clenity, a tak ako na niektorych
miestach st velké masy hornin, inde st zas masy vod snavzidjom roéznymi
hmotnostnymi hustotami. Spomenime tiez fakt, ktory vo svojej knihe podotyka
J. Wahr (1996), ked’ pripomina, ze ,, navzdjom rozne rozlozenia hustoty mozu dat
rovnaké gravitacné pole. Cize znalost pola vie ohranicit mozné hodnoty hustoty, ale
neurcuje ju jednoznacne. *“ Preto by sme mali byt pri interpretdciach merani potencialu
vel'mi opatrni. KedZe v naSej praci sa neskér odvoldvame na data z merania
gravitaéného pola Zeme satelitnymi misiami, povieme si o tom, ako samotny zber

tychto dat prebieha v d’alSej podkapitole.
1.5. Meranie gravitaéného pol'a a misia sondy GOCE

Merania gravitaného pola Zeme sa do dneSného dna zcastnilo hned’
niekol’ko sond. Jednou z misii zameranych na vyskum a meranie gravita¢ného pol’a,
predovsetkym jeho Casovych zmien, bola napr. v rokoch 2002-2017 misia GRACE
(projekt pod zastitou NASA), pozostavajuca z dvoch satelitov. Meranie gravitaéného
pol'a fungovalo na principe neustaleho merania ich vzajomnej vzdialenosti pomocou
mikrovinného elektromagnetického ziarenia. Pri pohybe satelitov sa odchylka
v gravitacnom poli prejavi lokalnym zrychlenim ¢i spomalenim jedného satelitu voci
druhému, ¢o sa odrazi na ich meranej vzdjomnej vzdialenosti (NASA, 2007),

Lepsie priestorové rozliSenie vSak priniesla sonda GOCE (skratka pre Gravity
field and steady-state Ocean Circulation Explorer), urend na meranie statick¢ho
gravitaéného pol’a (referenéného geoidu), ktora bola vynesena na nizku obeznu drahu
v priebehu roku 2009. Lietala okolo Zeme na obeznej drdhe s polomerom okolo 250
km (v prvej etape misie), neskor klesla az na 224 km. Po prediZeni jej misia trvala az
do roku 2013. I3lo o projekt ESA, na ktorom sa podiel'a aj Ceska republika, konkrétne
Astronomicky ustav AV CR v Ondiejove, ktory pomahal s vypoétami jej presnej drahy.
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Princip merania gravitatného pola, ktory pouzivala misia GOCE bol naozaj
unikatny. Ked’Ze sa sonda pohybovala po nizkej obeznej drahe, musela riesit’ aj svoju
aerodynamiku, aby okolitd atmosféra (akokol'vek riedka, ale stale pritomnd)
nevstupovala svojimi negativnymi vplyvmi do vysledkov merania. Na samotné
meranie sonda pouzivala tzv. gradiometriu, ktora spo¢iva v merani zmien gravitacné¢ho
zrychlenia pomocou elektrostatického gravitatného gradiometra (skr. EGG). Toto
zariadenie ,, pozostava zo 6 kapacitnych akcelerometrov rozmiestnenych ortogondlne
v paroch na vzdialenost' 50 cm, kde kazdy par tvori rameno gradiometra. Zakladnym
vedeckym vysledkom gradiometrie je tak rozdiel v zrychleniach, ktoré nameraju dva
akcelerometre tvoriace jedno spolocné rameno. “ (Fehringer a kol., 2008). Presnost’
tohto pristroja umoziovala merat’ zrychlenia predstavujuce radovo 107" hodnoty
gravitaéného zrychlenia na povrchu Zeme. Ked’Ze vSak nie je mozné vo vSetkych
priestorovych Skalach dosiahnut' rovnaka kvalitu vysledku, pre dlhovlnné casti
gravitaéného spektra sa pouzivalo zariadenie na presné urcenie polohy voci ostatnym
satelitom, svojim fungovanim vel'mi podobné systému GPS, pomocou ktorého sa dali
urcit’ presné parametre obeznej drahy (tzv. Satellite to Satellite Tracking Instrument
alebo skratene SSTI). Vd’aka nim sa meranie pre nizsie stupne gulovych funkecii dalo

spresnit’. (ESA, 2008)
1.6. Geoneutrina

Neutrina st leptony, eSte presnejSie fermidny, t.j elementarne Castice
s poloCiselnym spinom. Ich predpovedanie sa datuje do roku 1930 Wolfgangom
Paulim a objavené boli priblizne o 25 rokov neskodr (tento objav bol neskor oceneny aj
Nobelovou cenou za fyziku). Ide o druht najbeznejsiu Casticu vo vesmire vobec a ich
energetické spektrum siaha od 10 do 10'® eV, pricom pre potreby tejto prace nas
zaujimaju priblizne tie v strede tohto intervalu, ktorych energie su rddovo 1 MeV
(porov. Obr. 1.4). Prvé detekcie geoneutrin spadaji do roku 2005 (detektor
KamLAND), resp. 2010 (detektor Borexino).

Ako sme uz spominali v Uvode tejto prace, slovom geoneutrina
pomenovavame (anti)neutrina pochddzajlice z f rozpadov radioaktivnych prvkov zo
Zeme. Zaviedli sme ho preto, Ze neutrina s roznymi energiami k nam prilietaju skoro
zo vSetkych stran. Ich zdrojom su napr. jadrové ako aj tepelné procesy v Slnku, ale tiez

mézu pochddzat’ z procesov v atmosfére, ¢i prilietat z hlbokého kozmického
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priestoru — a v neposlednom rade — ich zdrojom su aj jadrové reakcie v atdmovych
elektrarnach. To je obzvlast’ nestastné, lebo neutrina tohto pévodu majii podobné
energetické spektrum ako prave nds zaujimajiice geoneutrina. (opdt’ vid’. Obr. 1.4)
Pojmom geoneutrina vSak vo vSeobecnosti mozeme oznalit' vSetky neutrina (ich
povod je v B rozpadoch) a antineutrina (ktoré st emitované elektronovymi zachytmi
(EC) a B rozpadmi), ktoré maju svoj fyzikalny povod v telese Zeme — ¢i uz pochadzaju
zo zemskej kory alebo zo zemského plasta.

Typickymi zdrojmi geoneutrin s uran >**U, térium 2**Th a draslik *°K. Prvé
dva menované prvky sa rozpadaji 3 a a rozpadmi a rozpadovy rad sa kon¢i stabilnym
nuklidom olova. Z ich rozpadov su teda emitované iba antineutrina. Naproti tomu
Draslik sa priblizne v pomere 9:1 rozpada bud’ opat’ B rozpadom alebo elektrénovym
zachytom, pri ktorom sa emituje neutrino. Aj prdve preto mdézeme povedat’, ze ak
meriame geoneutrina, zvacsa ide o elektronové antineutrina.

Stcasnym spdsobom detekcie tychto zemskych neutrin je tzv. inverzny

Brozpad, ktory vieme schematicky popisat’ rovnicou
v,+p oet+n.

Nevyhodou je, Ze tato reakcia vyzaduje isti prahovi energiu, priblizne 1,8 MeV, ktort
dosahujti iba geoneutrina generované rozpadmi 2**U a #**Th. Na detekciu sa pouzivaji
velké scintilacné detektory majice tvar balona naplneného kvapalinou s velkym
obsahom vodiku, ked’ze potrebujeme dostatocny pocet proténov. Ked’ze Sanca, ze
reakcia prebehne je mald (neutrina si povestné tym, Ze nerady interaguju z latkou),
hmotnost’ kvapaliny v tychto detektoroch neraz dosahuje tisice ton. Ak uz k zachyteniu
geoneutrina dojde, vyziari sa pozitron, ktory ¢oskoro zanihiluje s nejakym elektréonom
sa sucasného vyziarenia dvoch kvant y Ziarenia. Vel'mi blizko tohto miesta ¢oskoro
dojde tiez k dalSiemu zablesku — ktory vytvori spomaleny neutron interagujuc
s proténom pri vzniku deuterénu, jadra deutéria (Sramek, 2020). Ak vieme tieto dva
zablesky priestorovo a Casovo jednoznatne fyzikalne spojit, povazujeme zéachyt
(geo)neutrina za uspesny.

Dovodom, preco su pre dnesnu geofyziku geoneutrina také zaujimavé spociva
v snahe presnejsie urCit’ tepelni dynamiku Zeme. Ak by sa ndm podarilo lepsie zistit,
ku kolkym jadrovym reakciam z prirodzenych rozpadov dochadza v zemskej kore

a zemskom plasti, vieme pomerne presne urcit’ kolko tepla tieto reakcie uvoliuju.
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Nasledne jeho odc¢itanim od celkového tepelného vykonu Zeme (typicky uvadzanou
hodnotou je 46+3 TW (Jaupart a kol., 2015)) vieme urcit' spravnu hodnotu tzv.
primordialneho tepla, povodné zostatkového tepla Zeme, ktoré mé nasa planéta od
svojho vzniku a ktoré sa postupne straca, ako Zem chladne. Avsak, geoneutrina (ak by
sme dokazali merat’ presnejSie aj smer, z ktorého prichadzajt), by sa dali tiez pouzit’
na vyhodnotenie zlozenia kory a plasta z pohl'adu zastipenia tazkych prvkov, ako aj
presného urcenia zastiipenia tepla tvoreného spominanymi rozpadmi v kore, resp.
v plasti. Ak by sa ndm podarilo zlepsit’ globalne (a pripadne na nich postavené lokalne)
modely zemskej kory, lepsim odhadom toho, kol'’ko geoneutrin mé svoj poévod v kore,
by sme vedeli z celkového nameraného poctu interakcii (zachytenych neutrin) urcit’,

kol’ko ich pochadza z oblasti zemského plasta.
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Obr. 1.4 Prehladovy graf zobrazujuci tok neutrin na Zemi a ich zdroje (prebraté
z ,Grand Unified Neutrino Spectrum (GUNS)“ od Vitagliana, Tamborru a Raffelta,
2020)
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2. Matematicky popis ulohy o potenciali
.,V podstate sa vsetko redukuje na studium Poissonovej rovnice. “ J. Wahr
2.1. Newtonov gravitacny zadkon

Spolu s Wahrom (1996) mézeme povedat’, ze to, o zhrnieme v tejto kapitole,
mdze mnohym pripadat’ vel'mi povedomé, ked’ze ide o Gplne rovnaki matematiku, aku
pouzivame v klasickej elektrodynamike, konkrétne v statiach o elektrostatike. My ju
vsak aplikujeme na gravitacné pole a pokusime sa sformulovat’ stru¢ny matematicky
popis ulohy uréenia gravitacného pol’a, pri podmienke, Ze pozname rozlozenie hustoty.
Dévodom, preco to robime je fakt, Ze presne tento postup sme aplikovali aj pri naSom
rieSeni tejto prace, ked’ sme zo zndmeho rozlozenia hustoty (model CRUST1.0) chceli
vypocitat’ jemu odpovedajuci potencial V.

Ak vyjdeme z Newtonovho gravitaéného zakona, pre hmotny bod o hmotnosti

M s polohovym vektorom 7, gravitaéné zrychlenie g (F) je rovné:

§(7) = EME=D) (1.1)

REE

kde G° predstavuje gravitacnui konStantu (niekedy znacend aj k). Ak méme spojité

rozloZenie hustoty p(?l) v nejakej oblasti 2, mdzeme vztah (1.1) prepisat’ v tvare:

ey . GpEDNE -1 35 1.2
i@ =/, o 4T (1.2)

Pre gravitacny potencial V potom piSeme:
vV = §@#), (1.3)

¢o nés privadza k vztahu pre potencial tak, ako o iom uvazoval Newton, dostavame

tak:

> Gp(7') 13
V@) = [ 43T (1.4)

® My sme pri naSich vypoctoch operovali s hodnotou 6.674 30 x 101! m? kg™! s2 (NIST,2018).
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Vsimnime si predsa len rozdiel so spominanou elektrostatikou, ked’ v pripade Stadia
gravitaéného pol’a plati opacnd znamienkova konvencia, a tak napr. v rovnici 1.4 nie
je pred zlomkom znamienko minus, ale plus. Rozdiely vo vystupujucich konstantach
blizSie nediskutujeme, predpokladame, Ze je jasné, ze plynt z fyzikdlnych odlisnosti

oboch poli.
2.2. Poissonova rovnica

Rovnica 1.4 je vSak ekvivalentna rieSeniu tzv. Poissonovej rovnice v tvare:
V2V = — 4tGp. 2.1)

V skutku ide o rovnocenny a ekvivalentny spdsob reprezenticie Newtonowho
gravitaéného zakona, kde sme sa rozhodli vyjadrit’ vztah pre potencial diferencidlnou
rovnicou 2. rddu namiesto integralu. Toto odvodenie (v smere od rovnice 1.4 ku
rovnici 2.1) méZeme najst’ podrobne rozpisané prave napr. v ucebnici od Wahra (1996,
str. 75). Dalo by sa samozrejme ukézat’ (vyuZzitim Greenovych funkcii), Ze aj keby sme
vysli z rovnice 2.1, po kone¢nom pocte matematickych uprav sa opét’ vieme dostat’
k rovnici 1.4.

Ak si uvedomime, Ze chceme pocitat’ hodnoty potencialu V v priestore mimo

Zeme, Cize tam, kde je p () = 0, rovnica 2.1 dostava pomerne trivialnu podobu:
V2V =0, (2.2)

ktory nazyvame aj Laplaceovou rovnicou (pouZiva sa aj konvencia, ze V2 znacime ako
A, ¢o potom nazyvame Laplaceovym operatorom). Z matematickej analyzy vieme, Ze
ak je nejaka funkcia rieSenim Laplaceovej rovnice, nazyvame ju harmonickou.
Uzasnou vlastnostou takychto funkcii je fakt, e ak sa dve harmonické funkcie,
definované v celom priestore rovnaju vSade na nejakom objeme (ktory je jeho
podpriestorom), tak sa rovnaji vsade. Takto vieme dokézat’ napr. to, Ze potencial
v priestore mimo Zeme zavedeny tak, ako sme to urobili my, je naozaj jednoznacny
(az na konstantu). Rovnako je pozoruhodnou vlastnost'ou riesenia Laplaceovej rovnice
(vSeobecne, nie len pre gravitacny potencidl, i ked’ ten nés teraz zaujima), Ze moze
nadobudat’ svoje maximum alebo minimum iba na hraniciach priestoru, kde je

definované. Vo volnom priestore preto potencidl nemédze nadobidat’ ani svoje
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maximum a ani minimum. Ak si d’alej uvedomime fakt, ze stiradnice, ktorych symetria
ma ku skutocnému tvaru Zeme najblizsie, su sférické, mézeme d’alej pouzivat’ uz iba
tie. VyuZzijic tvaru Lapleceovho operatoru vo sférickych stradniciach a v snahe o

néjdenie rieSenia v separabilnom tvare:
V(r,9,¢) = R(r)TO)F (), (2.3)

nakoniec prichadzame k dvom funkcidm, ktoré vyhovuji rovnici 2.2 a zdrovei

poziadavke na tvar zhodny s 2.3. Ide o funkcie
V(r,9,¢9) =r/Py,(cos9)e™? (2.4)

a V(r,9,9) = ey Pim(cos9)e™? . (2.5)

V popise rovnic 2.4 a 2.5 j predstavuje nezaporné celé ¢islo, m je celé Cislo z intervalu
(=J,j) a symbolom Pj,,, znaéime tzv, pridruzené Legendreove funkcie, ktoré pre m €

(0, j) maju tvar:

Pim (0) = (~D)™(1— x2)2 P, (),

kde zas P;(x) predstavuje Legendreove polynémy, ktoré vieobecne vyjadrujeme vo

forme:

PG = 2L G-y

Spolu potom moZeme pisat’ rovno:

Y x2 —1)]. (2.6)

P (x) = S0 (1 — x2)7 L

j 20 dxm+i
V odkaze na tvar 2.3, sa potom Casto ddva zéavislost’ na priestorovych premennych 9
a ¢ spolu do jednej skupiny funkcii, ktoré nazyvame sférickymi harmonickymi

funkciami’ a definujeme ich vyrazmi:

" Dodajme, e obcas sa v literatire pre tieto funkcie mozeme stretnit’ aj s nazvom sférické

harmoniky. Rovnako sa pre ne pouziva aj oznacenie gulové funkcie.
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2j +1(G —m)! . (2.7)
m — m ime
Y, 9) I G m) P] (cos (9)) ™,
prem >0 a
YmW,e) = (D)™ (5W,9) @)

pre m < 0. Symbolom * zna¢ime komplexné zdruzenie. Ak si chceme tieto funkcie
nejak intuitivne predstavit’, nuka sa hovorit’ o indexe j ako tom, ¢o urcuje tvar funkcie
Y™, zatial o m urCuje jej orientdciu v priestore (Wahr, 1996, str. 94). Druhym velmi
intuitivnym pristupom je chapat’ j ako pocet uzlovych bodov v suradnici ¥ a m ako
pocet uzlovych bodov vo ¢.

Pre kratsi zdpis moOzeme zaviest' tiez plne normalizované pridruzené

Legendreove funkcie Pﬁj-n (x) :
Y9, 9) = P (cos (9)) e™? (2.8)

tak, aby sme pomocou nich dostali plne normalizované sférické harmonické funkcie
Y™ (9, ) pre skaldrny scin definovany na jednotkovej gul'ovej ploche. Na vypocet
tychto plne normalizovanych pridruzenych Legendreovych funkcii vieme pouzit hned’
niekol’ko rekurentnych vzt'ahov (pozri Wahr, 1996, str. 92). My sme postupovali podl'a
postupu prof. Martinca (1989), ked’Zze sme pri pisani vypoctového programu ¢iastocne
vysli z jeho publikovanych kédov pre Fortran 77. Vyuzitim notacie podla 2.8 sa 2.4

a 2.5 zjednodusuju na tvar :
rJ

_ m (2.9)
V(©,p) ) Y (9, ).

Kedze sféricky harmonické funkcie ij (09, @), tak ako sme ich definovali, generujt

komplexny, kvadraticky integrovatelny Hilbertov priestor na jednotkovej sfére (tvoria
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Uplny ortogonalny® systém), vieme pre prvok f prisliichajuci tomuto priestoru — za
predpokladu, Ze ide o dostato¢ne hladku funkciu — pisat’ abstraktny Fourierov rad. Ak

uvazime, Ze nas prvok je potencial V, vieme priamo pisat’:

0 J
Ve =) ) Ve,
j=0 m=—j

kde potom pre jednotlivé komplexné koeficienty V]m piSeme:

21
v = j j sin(¥) d9 V(,p) (Y,-m(ﬂ,fp)) do. (210
0
0

Ak je funkcia f redlna, existuje symetria, ktorti opit’ — ak uvazime, ze néas zaujima

realny potencidl VV — vieme pisat’ rovno preii ako :
vm o= (="M . (2.11)
2.3. Urcenie potencialu v okoli Zeme

Predstavme si, Ze mame dva polohové vektory ¥ = (1,9, ¢) a y = (9, ¢)
vzdialené o uhol y. Vyuzitim adi¢ného teorému (Wahr, 1996, str. 93) vieme dojst’ ku

vztahom:

1 = 1 7 NN
_ m m ~ = -
¥y _4EZ Z,2j+1r1'+1 @) (7@.9) . BI<lE g

0 J .
1 1 r] N * - -
=) ) e Ve (7 E.0), B> E 62

Ak pozname rozlozenie hustoty p(7'), vieme ho rozvinit vyuZitim vztahu 2.9 do

podoby:

8 V zmysle definicie pomocou rovnice 2.8 dokonca ortonormalny.
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(e @)

p= ), Z A RRHCRD 63)

]—0 m'=—

Ak vztah 3.3 a 3.1 dosadime do rovnice 1. 4, po chvil’ke odvodzovania (Wahr,
1996, str. 97) dostdvame vyraz :

V(7) = 416G Z Z 0.9 1 [ j F)I*2p™ (7)) dF ] . G4
e 2j+1 ritl J

Ten vieme nasledne este viac zjednodusit’ pre pripad, zZe zdrojom nami Studovaného

potencialu V je plo$na hustota o na sfére s polomerom r = R, vo vzdialenosti r od

stredu vzt'aznej sustavy. Tak sa dostavame k prvému z trojice najddlezitejSich vzorcov

nasho odvodenia, vztahu pre potencial V, generovanému ploSnou (hmotnostnou)

hustotou:

1
V = 4nGR ()
" 2+ 1\r

Zo vztahu 3.5 vychadzaju aj d’alSie nami pouzivané vztahy. Jeden pre gradient

potencidlu V v radidlnom smere a druhy pre 2. derivéciu v radidlnom smere’:

Jj+1

= vy (L)L

mYmﬁ
T )1\ ZUJ @, 9), (3.6)
m

® Kedze varicie v tangencidlnom smere povazujeme za velmi malé, mdzeme pojem grad V
a grad g, ktoré by tu mali prirodzene vystupovat’, aproximovat’ radidlnymi derivaciami potencialu V
ako jeho prvu a druhu derivéaciu podl'a r. Zaroven je to aj celkom uzitocné, pretoze g a jeho gradient sa

pomerne dobre daju merat’.
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G+DG+2) 1 <§>f+1

V., = 47GR
= A 72 2j + 1

> a Y, 0). 6)

Nakoniec, podotknime, ze gradientom potencidlu V rozumieme v podstate intenzitu
gravitaéného pola. BeZnejsie ja vSak nazyvat’ tato veliinu gravitatnym zrychlenim g.
V dalsich Castiach préace tato urCiti volnost’ pri vybere pomenovania tejto veliiny

vyuzijeme a budeme tieto pomenovania pouZzivat' navzajom zamenne.
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3. Vypocet gravitacného pol’a z modelu CRUST1.0

3.1. Princip programatorského rieSenia vypoctu potencialov!® V, V. a V.,

Aby sme mohli Uspesne spocitat’ gravitacné pole generované rozlozenim
hustoty v zemskej kore tak, ako ho predpokladda model CRUST1.0, nasim d’al$im
krokom bolo previest’ matematicky aparat predstaveny v predchadzajucej kapitole do
podoby vypoctového pocitacového programu (napisaného v jazyku Fortran 90).

Hoci sme véc¢sinu programu zvladli napisat’ sami, rozhodli sme sa v pripade
vypoctu sférickych harmonickych koeficientov siahnut po uz odskuSanych
a overenych balikoch procedtr, ktorych autorom je dr. Velimsky. Princip ich vypoctu
je zalozeny na fitovani pomocou metddy najmenSich Stvorcov, ¢o je vlastne
implementacia metddy prof. Martinca (1991). Cielom bolo vyuzit tento
predpripraveny kod na urcenie sférickych harmonickych koeficientov plo$nej hustoty
o, ktoru sme chceeli ziskat’ pre kazdl dlazdicu v modeli. Nasledne by sme tak vyuzitim
vyrazu 3.5, ktory by sme vSak nepocitali do nekonecna, ale odsekli v nejakej rozumne;j
hodnote j,,4x, vedeli na sieti bodov vypocitat’ hodnoty potencidlu V pre celu Zem.

Obdobne by sme ziskan¢ harmonické koeficienty g vedeli vyuzit' pri vypocte

gravitaéného zrychlenia g ¢i gradientu g, podl'a vztahu 3.6 resp. 3.7. Ked’ze hrubka
zemskej kory predstavuje v jednotlivych miestach az desiatky kilometrov, rozhodli
sme sa predikovany potencial a jeho derivacie pre model CRUST1.0 spocitat’ v dvoch
aproximaciach, ktoré by sme tak nasledne mohli tieZ porovnat’.

Prva z nich je jednovrstvova a celkovii hmotu kory si predstavuje ststredent v
tenkej vrstve na povrchu Zeme. Druhd sa snazi viac vystihnat’ vertikalne rozlozenie
hmoty a tak hmotu kory deli pomocou viacero navzajom sustrednych gulovych ploch,
pricom okolo kazdej vytvori pas, z ktorého sa hmota v iom nachadzajica priradi danej

ploche (resp. vrstve).

10°Aj ked to ob&as mdZze vyzniet' zmito€ne a je preto potrebné pozorne sledovat’ kontext, v
nami Studovanej problematike gravitaéného pol'a sa zvykne potencial Vspolu so svojimi derivaciami
suhrnne oznacovat’ pojmom ,,potencialy®. Je v§ak dblezité nasledne jasne rozliit, o ktorom potenciali

v tej ktorej situacii hovorime.
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3.2. Analyza modelu CRUST1.0 a vypocet jednovrstvovej aproximacie

V prvom pribliZeni sme vSetku hmotu kolabovali na nekone¢ne tenku vrstvicku
na povrchu referencnej sféry s polomerom R = 6371 km, kedze sme potrebovali
ziskat’ rozlozenie funkcie ploSnej hustoty o, na ktorti by sme uz aplikovali cely
matematicky aparat spominany v 2. kapitole tejto prace.

Na tento tcel sme potrebovali previest’ data v modeli do podoby, s ktorou by
sa ndm lahS$ie pocitalo. Tu nam v rozbehu nasho vlastného programovania pomohlo
niekol’ko desiatok riadkov uz pripraveného kodu od nasho veduceho, dr. Sramka, ktory
na zéklade kodu publikovaného na strinke modelu!! (Laske a kol., 2013) pripravil
3 procedury na inicializaciu dat.

Prvé z nich dokézala data modelu nacitat’ do poli, s ktorymi sa dalo elegantne
pracovat’ pri vypoctoch, ak sme napr. chceli odkazovat’ na hodnoty hustoty v niektorej
z 8, resp. 9 vrstiev modelu tej ktorej dlazdice. Druhd zas vykondvala analyzu celého
modelu a dokézala vypisat’ intervaly, v ktorych sa pohybovali hustoty, hibky MOHO,
hladiny povrchu ¢i hribky koéry jednotlivych dlazdic modelu. Posledna procedtra
analyzovany model konvertovala do formatu stiboru *.xyz!2, ktory sa dal uz pomerne
Pahko vykreslit’ vyuzitim programu Generic Mapping Tools (GMT) od Wessela a kol.
(2019). Dodajme, ze program GMT sme pouzivali na pripravu vsSetkych obrazkov
mapujucich priestorovy priebeh potencialov, pricom sme siahli po farebnych paletach
od Crameriho (2018).

Vyuzitim druhej spominanej procedury sa ukazalo, Ze vySka povrchu dlazdic
sa pohybuje od hodnoty -50 m pod povrchom sféry s R = 6371 km, aZ po vysku
5410 metrov nad touto hladinou. Dlazdici s vySkou povrchu -50 m pod referencnou
sférou zodpoveda bod so suradnicami 27.5N,29.5E. Ide o lokalitu puste Al Farafra,
ktora predstavuje geologicku depresiu. Porovnanim s obrdzkom 3.1 vidime, Ze
v pripade najvysSej hodnoty vysky povrchu ide zjavne o oblast’ Himaléji. Dovodom,
pre¢o maximalna vyska nad povrchom v nami Studovanom modeli nezodpoveda vyske

napr. Mount Everestu je okrem toho, Ze ta je bezne uvadzana ako vyska nad hladinou

1 https://igppweb.ucsd.edu/~gabi/crust1.html
12 Formatom * xyz mame na mysli textovy ASCII stbor s tromi stipcami. V nasom pripade
znamenaji postupne: zemepisnu dizku, zemepisna irku a hodnotu funkcie (moze ist' o plognti hustotu,

potencial, atd’.)
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mora aj to, ze i ked’ je vrchov s vySkou nad 8 km v Himalajach hned’ niekol’ko, musime
si uvedomit’, Ze v podstate ide z topografického hl'adiska o vel'mi izolované lokalne
extrémy. Ako sme spominali vys$Sie, model CRUST1.0 povrch zemskej kory snima
s rozliSenim 1° x 1°, ¢o je vSak stdle privelké vzorkovanie na to, aby tieto vysky
zachytil. Zistili sme tiez, ze hrubka kéry v modeli CRUST1.0 sa pohybuje v hodnotach
od 7,4 km (zrejme pod oceanskou koérou, vid® Obr. 3.2) az po 80 km (zjavne
kontinentalna kora). Hustota bola v jednotlivych vrstvach réznorodd. Maximalna
hodnota v celom modeli bola 3460 kg/m?. Pokym pre niektort dlazdicu autori modelu
cheeli nejaka zo spominanych vrstiev (porov. odstavec 1.3. tejto prace) vynechat,
priradili jej nulovu hriibku a — i ked’ je to z fyzikéalneho hl'adiska irelevantné — rovnako
mala priradent aj nulova hustotu. Celkova hmota kory podla modelu predstavuje
2,857 x 10*? kg."?

Nasim vlastnym programatorskym vkladom bolo pripravenie dalSich
proceduir, pomocou ktorych sme sa postupne dostavali k vytazenému cielu. Najprv
sme napisali procedtru, ktora bola schopna spocitat’ celkovii hmotu prisliichajicu tej
ktorej dlazdici. Dalej procediiru, ktora uréovala prisluina plochu, ktora danej dlazdici
odpovedala na zemskom povrchu a nasledne ich kombinaciou zas proceduru, ktora
dokézala ur¢it’ hodnotu plosnej hustoty pre dant dlazdicu. Jej cyklickym vyuzitim sme
ziskali funkciu o(¥9, @), na ktord sme uz vedeli pouzit’ spominané kody procedir
poskytnuté dr. Velimskym. Ich aplikéciou sme ziskali sférické harmonické koeficienty

o;", ktoré sme mohli vyuzit' do vzorca 3.5 a ktor¢ sme vyuzili aj pri d'alSom spracovani

vysledkov. Hodnotu j,,,,, sme tu aj pri d’alSich aplikacidch sférickych harmonickych
koeficientov v celej naSej bakalarskej praci volili rovnt 177, ktora maximalne vystihne
detaily modelu CRUST1.0. Dévodom je zvolend metdoda na konvergenciu clenov
sférického rozvoja, pre ktorl je maximalna mozna hodnota j,,,, dand velkostou siete
vstupnych dat v kosirke (¢o pre nami zvoleny model je rovné 180), ako aj fakt, ze tento
stupenl je uz dostatocne vel’ky na to, aby pri prechode do reciprokého priestoru a spat
sa data dostatocne dobre zhodovali.

Na vypocet samotného gravitatného pol'a sme si zostavili d’alSie procedury,

13 Napriek tomu, Ze uz existuju modely, pri ktorych sa da pomerne dobre kvantifikovat ich
neurcitost’ — ako napr. ten od Szwilla a kol. (2019) — ktory dokonca dava vo svojich predpovediach
vel'mi podobné vysledky ako CRUST1.0, pri jeho tvorbe autori neurcili (ani neodhadli) neurcitost’

modelu. Preto vysledky nasich vypoctov v praci uvadzame iba na maximalne 4 platné cifry.
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ktoré pocitali potencial a jeho derivacie (podl'a vzt'ahov 3.5 az 3.7) najprv iba pre jeden
bod dany vzdialenostou od stredu Zeme a siradnicami ¥ a ¢. Tie sme takisto
opitovne vyuzili a ich pomocou cyklicky zratali potencidl i jeho derivacie pre nami
zvolené rozpitie bodov. Vzhl'adom na to, ze samotny model CRUSTI1.0 obsahuje
64 800 referenénych bodov (180 v zemepisnej irke a 360 v zemepisnej dizke), pocitali
sme hodnoty potencidlu a jeho derivécii pre rovnaky pocet bodov ako udéava siet’
modelu. Rovnako sme ho pocitali pre zhodné zemepisné sturadnice, avsak s vyskou
nad povrchom hladkej Zeme rovnou 250 km. Hoci sme experimentovali aj s hustejSou
sieou bodov, nakoniec sme sa rozhodli zostat' pri vysSie uvedenych hodnotach,
nakol’ko vysledok uz aj tak neponukal oproti sieti 180 x 360 ziadnu informéciu navyse.
Jediny rozdiel bol v dizke vypoétu, ktora sa napriklad pri sieti 900 x 1800 zvysila 25-
nasobne. Dodajme, ze dovodom pre takto zvolenu vysku je to, Ze ziskané vysledky
chceme porovnat’ s ddtami z misie GOCE, ktoré sit normované prave na vysku 250 km
nad hladinou mora.

Aby sme mohli vypocet d’alej interpretovat’ spdsobom, ze pod modelom kory
lezi nejakéd sféricky symetrické oblast’, tvorend iba plaStom a jadrom, ktorej celkovy
prispevok do potencidlu je teda rovnako sféricky symetricky a predstavuje iba nejaky
aditivny, laterdlne nemenny prispevok, vyuzili sme vlastnost modelu CRUSTI.0,
ktory obsahuje aj hodnoty pre najvrchnejsi plast’ a doplnili sme vSetky dlazdice tak,
aby ich najspodnejSia hrana bola na Grovni najnizSej spodnej hranice zo vSetkych

dlazdic modelu. '

TG sme nazvali ,,vSeobecnym zarovnanim modelu. 1Slo teda
o nejaku novi, univerzalne zvolen spodnu hranicu (,,podlahu®) pre vsetky dlazdice,
ktoré lezala v hibke 74 810 m.

Aproximacia zvolend tymto spdsobom popisuje iba koru a zanedbava
vyznamny prispevok hustotnych heterogenit, ako aj dynamiku hlbsieho plasta, hlavne
pri nizkych sférickych harmonickych stupnioch. Na vyssich stupnioch by sme vSak mali
byt  schopni dobre porovnat’ data z merania s predikciou modelu kory. Rovnaky pristup
sme vyuzili aj ako vychodiskova tpravu pred parametrizaciou pri viacvrstvovej
aproximadcii zemskej kory.

Pre takto upraveny model kory sme nésledne opédtovne pouzili nami zostrojené

procediry, popisané vysSie. Najprv sme ziskali nové rozlozenie funkcie plosnej

14 To, Ze to bolo naozaj nutné znazoriuje obrazok 3.3, na ktorom je vidno, ze hibka MOHO je

inak pre kazdu dlazdicu vel'mi r6znoroda.

25



hustoty (19, ¢). Pre porovnanie toho, aky malo toto zarovnanie spodnych hranic
zasadny vplyv na a(¥, @), prikladdme grafické znazornenie oboch pripadov na
obrazkoch 3.4 a 3.5. Nakoniec sme z upraveného rozlozenia o (39, ¢) ur¢ili vysledné

hodnoty potencidlu ajeho derivacii v jednovrstvovej aproximacii, ktoré nizSie aj

uvadzame.

Obr. 3.1 VySka povrchu dlazdic v modeli CRUST1.0 Referen¢ny povrch je dany
polomerom R = 6371 km.

Obr. 3.2 Hrubka dlazdic v modeli CRUST1.0. Maximalna hodnota predstavuje 80 km.

Na obrazku jasne vidime, v stulade s predpokladmi, Ze najhrub$ie ¢asti zemskej kory

Su v oblastiach najvdcsich horskych masivov (Himalaje, Andy).
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Obr. 3.3 Znézornenie hibky MOHO pre jednotlivé dlazdice modelu CRUST1.0.
Maximalna hibka MOHO, predstavuje 74 810 m. Obrézok ukazuje, Ze kontinentélna
kéra je podstatne hibSie ukotvena, neZ oceanska.
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Obr. 3.4 Znazornenie rozloZenia funkcie plosnej hustoty o(9,p) bez uvaZovania
Jjednotného spodného zarovnania modelu. V§imnime si, Ze pri tomto pévodnom stave
modelu, ako nam ho pripravili autori, je rozdiel medzi hustotami pevninskej

a oceanskej kéry znacny.
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Obr. 3.5 Znazornenie rozlozenia funkcie plosnej hustoty a(¥9, ¢) so zarovnanim na
jednotnu hibku dant najhlb$ou hodnotou MOHO v modeli. Vidime, Ze sa plo$né
hustota pod oceanmi podstatne zvyS$ila. Dévodom je to, Ze pod oceanskou kérou
je v§eobecne MOHO vo velmi malej hibke. Preto sme pri globélne jednotnom

zarovnani prave sme pridali najvd¢Sie mnoZzstvo hmoty.

3.2. Ziskané vysledky pre jednovrstvovi aproximaciu

Postupom popisanym v predchadzajucej podkapitole sa nam podarilo ziskat’
rozlozenie potencidlu V', jeho prvej derivacie V. adruhej derivacie V,.., ako ich
zobrazuju na obrazky 3.6, 3.7 a 3.8. '° Takto spocitané potencidly maji znaény
prispevok na stupnioch j = 0 a j = 1 sférickych koeficientov a nejednd sa tak
o anomalne potencidly, s ktorymi pracujeme v d’al§ich Castiach prace (a explicitne ich

vysvetlujme v odstavci 3.7).

5V celej praci pouzivame na oznadenic jednotick striktne sustavu SI. Zvolili sme vSak
oznacenie jednotieck na osach grafickych zobrazeni tak, aby zodpovedalo v geofyzike tradicne

pouzivanym jednotkdm mE (102 s2) a mGal (10° m-s?).
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Obr. 3.6 Grafické znazornenie predikovaného (spocitaného) potencialuV v jedno-
vrstvovej aproximacii, pre model CRUST1.0

105 m.s2
-17650

-17700
-17750
-17800
-17850
-17900
-17950
-18000
-18050
-18100

Obr. 3.7 Grafické znazormenie predikovaného (spocitaného) potencialuV, v jedno-
vrstvovej aproximacii, pre model CRUST1.0
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Obr. 3.8 Grafické znazornenie predikovaného (spocitaného) potencialu V,.. v jedno-

vrstvovej aproximacii, pre model CRUST1.0

3.3. SpOsob vypoctu viacvrstvovej aproximacie

Po ziskani vysledkov z jednovrstvovej aproximacie nds zaujimalo, aky velky
vplyv ma na vysledky to, ze sme neuvazovali vertikalnu skladbu jednotlivych dlazdic
modelu, ked’Zze sme pdvodne iba zratali celkovu hmotu prisluchajicu jednotlivym
dlazdiciam a jednoducho ju vsetku myslene umiestnili do nekonecne tenkej vrstvy na
povrchu sféry. Preto sme sa rozhodli zaviest’ lepSiu parametrizaciu, pri ktorej budeme
aproximovat’ aj vertikélne rozlozenie hmoty, nie len stradnicové tak, Ze pocet takychto
ploch zvacsime. Celd takato viacvrstvova parametrizacia zemskej kory by tak potom
svojou skladbou pripominala Struktiru vrstiev cibule. Vyhodou nam bolo, Ze v pripade
takto zvolenej viacvrstvovej korovej aproximécie sme uz len nadvédzovali na nami
napisany kod. Nemuseli teda zacinat' Uiplne nanovo, ale plynulo sme pokracovali
zovseobecnenim pouzivanych procedur a funkeii.

Najprv sme upravili proceduru, ktord zist'ovala plosku zodpovedajticu dlazdici
tak, aby bola zadvisld na parametri R, ktory predstavoval polomer sféry, na ktorej
povrch dlazdice umiestitujeme. Teraz sme teda vedeli urcit’ plochu zodpovedajicu tej
ktorej dlazdici nie len pre R = 6371 km, ale v principe pre 'ubovolné R. Tieto nové
hodnoty R budu predstavovat’ polomer sfér, na ktorych povrch budeme umiestiiovat’
nové vrstvy delenia zemskej kéry modelu CRUST1.0. Nasim cielom je dosiahnut’

vertikdlnu reprezentaciu distribucie hmoty pre kazdu dlazdicu, preto aby sme dokazali
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urcit’ prislichajicu hmotu tej ktorej vrstve delenia kory, napisali sme procediru, ktora
by vertikalny profil kazdej dlazdice nasekala na pasy, ktoré¢ by sme mohli kolabovat’
naich stred. Podobne teda, ako sme v pripade jednej vrstvy celtd hmotu akoby ,,stlacili*
smerom k povrchu, teraz by sme hmotu obsiahnutt v takychto péasoch ,,stlacili na
tenk vrstvu v ich strede.

Nami zavedend parametrizatna procedura jednotlivych vrstiev je
naprogramovana tak, ze je zavisla od zvoleného parametru h, ktory predstavuje vysku
pasu, z ktorého bode hmota kolabovat’ na i-ti vrstvu z celkového poctu vrstiev. Ten
je rovny cCislu n + 2, kde n predstavuje pocet tzv. internych vrstiev. Nazyvame ich
internymi na odliSenie od zvys$nych dvoch, ktoré sme pomenovali ako pomocne.
Menovite o tzv. povrchovu vrstvu a spodnt vrstvu. Motivaciou k ich zavedeniu ndm
bolo to, ze sme chceli vSetky interné vrstvy parametrizovat’ pomocou volitelnej
(jednotnej) hrubky h im prislusného pasu. Tieto pomocné vrstvy st v nasSej deliacej
parametrizacii vzdy, a tak je najmen$i mozny pocet vrstiev vo viacvrstvovej
aproximacii rovny 3. Spodnda vrstva, povrchova vrstva a aj vSetky ,,interné vrstvy*

delenia sa vzdy umiestiiuji nasledovne:

Ozna¢me maximalnu hribku kéry v modeli CRUST1.0 ako t = 74810m .
Celociselny vysledok delenia maximalnej hribky t hrubkou jednej vrstvy h nech je k.

Potom zvySok s je rovny:
s=(74810—k-h)m

Spodné hranica povrchovej vrstvy sa tak umiestni do hibky I; (meranej od rovného
povrchu referencnej sféry, s klasickym polomerom R = 6371 km) rovnej [, = %

V pripade povrchovej vrstvy sa vSetka hmota nad touto hladinou l; jednoducho

umiestni do vrstvy leziace na sfére s polomerom R = 6371 km. Stred prvej

S

oby&ajnej vrstvy tak lezi potom v hibke I, = (5 +§) Tejto vrstve bude potom

prislichat’ pas hmoty v intervale hibok (%,% + h) . Obdobne sa konStruuju vsetky

vrstvy, az po n-ti. Spodna vrstva sa opit’ ponasa na povrchovu, len s tym, Ze tento raz

do nej patri vietka hmota, ktora sa nachadza v hibke od hladiny [,,,, — ktora definuje

jej horny kraj — aZ po v§eobecné zarovnanie. Je umiestnena v hibke 1,,,, = % +n-h.
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stred 3. vsrtva

3. vrstvy

Spodna vrstva

Obr. 3.9 Obrazok graficky znazorriujuci princip nami zvolenej parametrizacie vrstiev
delenia pri viacvrstvovej aproximacii vypoctu potencialov a jeho derivacii (v tomto

pripade ide o delenie na 5 vrstiev).

Pre lepsiu predstavu si fungovanie tejto procediry mézeme predstavit’ aj pomocou
jednoduchého popisu obrazku 3.9. Majme dve susedné dlazdice. Hmota v modre;j
oblasti (pase) bude prislichat’ povrchovej vrstve umiestnenej na povrchu referencnej
sféry s R = 6371 km. Pre na$ obrdzok nech je to hladina povrchu l'avej dlazdice.

Spodna hranica pasu povrchovej vrstvy lezi v zmysle oznacenia zavedeného vyssie v

hibke % Vsimnime si, Ze aj ked’ nie vSetky dlazdice modelu maju povrch v rovnake;j

vyskovej hladine (ako sme to vysSie pri analyze modelu CRUST1.0 spominali a
ukdzali na obrazku Obr. 3.1), pre nami zvoleny pristup to nie je problém. Prave rieSenie
tejto situdcie nas motivovalo k zavedeniu povrchovej a spodnej vrstvy, ktorych

funkciou je tieto nerovnosti zarovnat’. VSetko nad povrchom referen¢nej sféry sa totiz

stlaci na jej hladinu, ako sa na nu stlaci aj hmota nad hladinou % Potom uz delenie

prebieha rovnomerne. Hmota v slabohnedej oblasti uz bude prisluchat’ prvej vrstve
delenia a skolabujeme ju na troven stredu 1. vrstvy. Podobne hmota Zltej vrstvy sa
stla¢i do infinitezimalne malej vrstvicky leziacej na hladine stredu 2. vrstvy. Obdobne
aj hmota oranzového péasu bude zapocitana do 3. vrstvy. Nakoniec, hmota v zelenej
oblasti sa zas celd stlaci na hladinu vseobecného spodného zarovnania modelu.

Po zavedeni parametrizacie sme opét’ zostrojili (obdobnym spdsobom, ako pri

jednovrstvovej aproximacii) procedury na vypocet distribticie plosnej hustoty . Po
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spocitani sférickych harmonickych koeficientov g™ pre kazdu z vrstiev sme nakoniec
pristapili k vypoctu potencidlu a jeho derivacii. Vyuzili sme rovnaké procedury ako
predtym, museli sme vSak pre kazdy bod postupne pri¢itat’ prispevky od kazdej

z vrstiev. Tak sme ziskali vysledné hodnoty potencilu a jeho prvej i druhej derivéacie.

Pocet vrstiev Hribka Pocet vrstiev Hribka Pocet vrstiev Hribka

vrstvy h [m] vrstvy h [m] vrstvy h [m]
3 70000 27 2900 55 1400
3 60000 28 2800 59 1300
3 50000 29 2700 64 1200
3 40000 30 2600 70 1100
4 35000 31 2500 76 1000
4 30000 33 2400 85 900
5 24000 34 2300 95 800
5 22000 36 2200 108 700
5 20000 37 2100 126 600
6 18000 39 2000 151 500
8 12000 41 1900 189 400
9 10000 43 1800 251 300
14 5000 46 1700 376 200
20 4000 48 1600 750 100
26 3000 51 1500 1498 50

Tab. 3.1 Tabulka vysledného poctu vrstiev pre rézne zvolené hrubky h jednej vrstvy

3.4. Konvergencia viacvrstvovej aproximacie

Netrivialnou otdzkou bolo, kol'ko vrstiev potrebujeme, aby sme mohli povedat,,
ze sme uz dosiahli najlepsi mozny vysledok nasej snahy. Aby sme to zistili, postupne
sme napocitali potencidl a jeho derivacie pre rézne hodnoty hribok jednej vrstvy
(a zodpovedajuceho celkového poctu vrstiev) tak, ako ich uvadza tabul’ka 3.1.

Pre sledovanie konvergencie viacvrstvovej aproximacie sme zvolili parameter
tzv. kvadratického priemeru, znameho aj ako RMS'®. Pre funkciu f definovant na guli

(resp. povrchu sféry) sa zavadza vzt'ahom:

16 Skratka RMS je z angl. root mean square. Dalsim spdsobom ako tento $tatisticky parameter

oznacit’ je nazvat ho tiez efektivnou hodnotou, ako sa to Casto deje v elektrotechnike ¢i teorii obvodov.
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f _ fnfz dﬂ I] £2(r,9,9) r2sin(9) d9 de
RMS = [f 72 sin(9) d9 de ’
ktory ak uvazujeme diskretizaciu pre hodnoty funkcie f v konkrétnych bodoch

indexovanych pomocou i a k prechadza na:

D Zifulrisin@0 808 | Tieful sin(®i)
frms = Si Y, r2sin@) A Ap i Lk sin(@y)

Ak sinasledne predstavime, Ze body, v ktorych je funkcia definovana tvoria pravidelnu
siet n x m a rozvinieme ju do roviny, sin(,) v menovateli aj Citateli predcha-
dzajliceho vyrazu sa bude rovnat 1. Tak prejdeme ku vztahu, ktorym je RMS

definovana pre mnozinu bodov v rovine:

1 2
XRMS = |7 Zi:lxi )

kde n je celkovy pocet hodnot (pri nasej sieti to znamend, ze n = 64 800) a x; st
hodnoty v jednotlivych bodoch. Pre rychly kvalitativny prehlad o konvergencii
modzeme pri vedomi toho, Ze sa dopustame istej nepresnosti, urcit’ konvergenciu
bodov, pre ktoré mame zname hodnoty potencialov (¢i uz z predikcie alebo merania)
aj pomocou druhého menovaného vztahu. Postupne sme urcili hodnoty tohto
kvadratického priemeru — v spomenutej zjednodusenej podobe — pre vSetky pocitané
delenia (ako ich najdeme v tabulke 3.1) a vyniesli do grafov zvlast’ pre potencial V,
pre zrychlenie g aj grad g (pozri Obr. 3.10 az 3.12). Do tabuliek (Tab. 3.2, 3.3 a3.5)
sme vSak uz vynasali hodnoty RMS urcené podl'a presnejSiecho vzt'ahu pre diskrétne
body na povrchu sféry.

Z grafov vidime, ze priblizne od poctu vrstiev 100 kvadraticky priemer vel'mi
dobre konverguje. Preto sme sa rozhodli pre d’alSie spracovanie a porovnanie predikcie
gravitaéného pola s predikciou danou jednou vrstvou ¢i s datami z druzice GOCE
pouzit’ hodnoty potencialov vypocitané pre delenie h = 700 m, pre ktoré dostdvame

spolu 108 vrstiev.
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Obr. 3.10 Graf konvergencie RMS pre potencial V v zavislosti na pocte vrstiev

viacvrstvovej aproximacie zemskej kéry (logaritmicka Skala).
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Obr. 3.11 Graf konvergencie RMS pre potencial V, v zavislosti na pocte vrstiev
viacvrstvovej aproximacie zemskej kéry (logaritmicka Skala).
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Obr. 3.12 Graf konvergencie RMS pre potencial V,,. v zavislosti na pocte vrstiev

viacvrstvovej aproximacie zemskej kory.

3.5. Ziskané vysledky vo viacvrstvovej aproximacii

Ako sme uz uviedli, ked’Zze na zaklade konvergencie vidime, ze pre hodnoty
100 vrstiev a viac uz sa RMS nijak podstatne!” nement, rozhodli sme sa ako vysledné
data predikcie z viacvrstvovej aproximacie zvolit’ potencialy ziskané pre 108 vrstiev,
¢o v naSej parametrizacii predstavuje hrabku jednej vrstvy rovni 700 m. Postupom
popisanym v podkapitole 3.3 sa nam podarilo ziskat’ rozlozenie potencialu V, jeho

prvej derivacie V,. a druhej derivacie V., ako ich zobrazuju obrazky 3.13, 3.14 a 3.15.
3.6. Vykonové spektra a korelacné koeficienty

Ak chceme dobre porovnat’ predikované a namerané potencidly vo
frekvencnom priestore, mézeme tak urobit’ pomocou tzv. korelacnych koeficientov.

Druhym spdsobom porovnania je vziat’ tzv. vykonové spektra potencialov (ide o ich

17 Na prvych 8 platnych miestach sa hodnota ustalila pre viac ako 5 po sebe iducich deleniach

ako sme ich volili podl’a tabul’ky 3.1.
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spektralnu charakteristiku) a sledovat ako vel'mi sa medzi sebou navzajom liSia.

Rovnako vSak tieto metddu mdézeme pouZit' na porovnanie dvoch rdznych predikeii,

ked’ chceme urcit’, ako vel'mi sa roznia ¢i naopak zhoduju.

=177

m2.s-2

fmax
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1182000

Obr. 3.13 Grafické znazornenie predikovaného (spocitaného) potencialu V vo
viacvrstvovej aproximacii, pre model CRUST1.0 a pocet vrstiev rovny 108.
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Obr. 3.14 Grafické znazornenie predikovaného (spocitaného) potencialu V, vo
viacvrstvovej aproximacii, pre model CRUST1.0 a pocet vrstiev rovny 108.
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Obr. 3.15 Grafické znazorenie predikovaného (spocitaného) potencialu V.. vo

viacvrstvovej aproximacii, pre model CRUST1.0 a pocet vrstiev rovny 108.

Pojem vykonového spektra opdt zavadzame cez istd analdgiu
s elektromagnetizmom. Konkrétne vyjdeme zo vzorca pre vypocet elektrického
vykonu v tvare P = U?/R. Ak si uvedomime, Ze napitie U predstavuje rozdiel
potencialov a odpor R si odmyslime (bude jednotkovy), tak vykonové spektrum pre
nas bude nieCo ako P ~ V2. Vyjadrime si potencial V pomocou jeho sférickych

harmonickych koeficientov (vztah 2.9) a piSme potom pre vykon na stupni j:

J 2
p=> [y
m=-j

Vykonové spektrum potom chapeme ako funkciu P;(j).

Dalej vieme na kvantifikovanie korelacie dvoch skalarnych funkcii na gul'ovej
ploche zaviest tzv. korela¢ny koeficient. Majme dve funkcie f (9, @) a g(9, @), ktoré
vieme na gulovej ploche rozvinut’ do sférickych harmonik a im prislusné sférické

koeficienty st f/™, resp. gj*. Ak chceme nejak popisat, ako velmi dobre spolu

—

E > o
. m=—j
j=1

[} i ©0 , '
J m 2 J m 2
E il E o7
=1 m=-J j=1 m==J

J

koreluju, vyjadrime to vztahom:

COT'T'(f,g) =
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Ak nas zaujima vSak iba koreldcia na stupni j, spoCitame korelacny Clen c;:

Korelaénym spektrom tak napokon rozumieme funkciu c;(j). Pre jednoduché

o .
odliSenie budeme corr s 4y 0znaCovat iba ako corry,; a COTT (£,g), ako corr; .

3.7. Priprava dat zo sondy GOCE pre ich porovnanie s predikciou modelu

Dalsim krokom, ktory sme urobili bola priprava dat ziskanych sondou GOCE.
Tie nam poskytol dr. M. Reguzzoni z Politecnico di Milano. Najprv sme ich z tabul’ky
ulozenej vo formate pre program Matlab previedli do nami pouzivaného forméatu
siborov *.xyz. Na tento prevod sme vyuZzili jednoduché prekopirovanie dat
z prostredia programu Matlab do tabul’kového editora'®, kde sme si pomocou funkcii
upravili data do pozadovaného tvaru. Nésledne sme ich analyzovali.

Zistili sme, ze boli merané pre siet 900 x 1800 bodov, ¢o predstavovalo
priestorové rozliSenie na zemskom povrchu vo velkosti 0,2° % 0,2°. Aby sme teda tieto
data mohli porovnat’ s nami uréenou predikciou pola pre model CRUST1.0, bolo
potrebné znizit’ ich rozliSenie. To sme dosiahli tak, Ze sme opéat’ raz vyuzili dodané
procediry od dr. Velimského a previedli sme data do reprezenticie pomocou
sférickych harmonickych koeficientov. Tie sme nasledne previedli spat do
priestorovej reprezentacie, pricom sme vSak zmensili siet’ bodov. Okrem toho, medzi
dodanymi datami boli aj data pre tzv. anomalny potencidl T a jeho derivacie.

Anomadlny potencidl pre merania z GOCE, ako nas informoval dr. Reguzzoni,
bol pripraveny tak, ze od pdvodnych merani sondy pre potencidl V sa odcital signal,

ktory je generovany referenénym elipsoidom Zeme. Tento signal je rddovo silnejsi na

8V nafom pripade sme konkrétne pouzili 32-bitovi verziu MS Excel 2016. Vzhl'adom na
velkost’ presuvanych dat sa ukazalo, ze sme boli na technologickych limitoch tejto aplikéacie. Ak by
boli data o Cosi vdcsie, uz by sme potrebovali verziu 64-bitovu. Avsak, podotknime, Ze by sa dal pouzit’
v principe hociktory zadkladny tabulkovy editor, ked’Zze sme nevyuzivali nejaké neStandardné funkcie

vlastné iba Excelu, resp. eSte elegantnejsie rieSenie by bolo tento prevod naprogramovat’.
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prvych ¢lenoch — nultom a prvom stupni — nez na inych ¢astiach spektra. Navyse ma
znaény vykon este aj na stupni 2. Od¢itanim tohto signalu od merani potencialu sa tak
tychto vyraznych hodnot na nultom a prvom stupni zbavime a tiez eliminujeme jeho
podstatny vplyv na druhom stupni (hlavne ¢len 2,0), ktory je spojeny s tym, ze
skuto¢na Zem je pri poloch splosStend. Takto upravené data z merania su zbavené
dominantného signalu zo zemského plasta a kory, ktory sa prejavuje hlavne na nizkych
¢lenoch sférického rozvoja a su tiez zbavené (z velkej miery) informdcie o splosteni
Zeme, vdaka ¢omu ich budeme vediet porovnat s predikciou vychadzajicou
z modelu, ktory je konStruovany v sférickej aproximaécii.

Aby sme vSak mohli data z GOCE a data nami vypocitanej predikcie skutocne
porovnat’ ¢o najrozumnejsie, pokusili sme sa data z predikcie pripravit’ do podoby ¢o
najviac pripominajucu spominany anomalny potencial. Ked’Ze vSak uZz na$ model
a doterajsi pristup sdm o sebe predpokladal sféricky symetricku aproximaciu Zeme,
nase pripodobnenie prioritne spocivalo v prevode nami spocitanej viacvrstvovej
predikcie do reprezentacie pomocou sférickych harmonickych koeficientov, kde sme
nasledne natvrdo orezali stupne j = 0 a j = 1 tak, Ze sme im priradili nuly.
Nésledne sme data previedli spit’ do priestorovej reprezentdcie a mali sme tak uz
vSetko pripravené na ich porovnanie v priestorovej, ako i spektralnej oblasti.

Dodajme, Ze tu spominané prvé 2 stupne (nulty a prvy) sférického
harmonického rozvoja zodpovedaji gulovym funkciam, ktoré vyjadruju sféricku
symetrickost’ (priemernt hodnotu na sfére) a posun stredu sféry voci stredu stradnic,
a tak pre nas nepredstavuju az tak zaujimavu Cast’ pri Stidiu detailov gravitaéného pola
kory.

V subore s datami boli pre nulty a prvy stupent anomalneho potencialu T (ako
i pri jeho derivéaciach) uvedené hodnoty radovo mensie nez 107, o sa pri po&itacove;j
aritmetike dé& pokladat’ za ve'mi dobré ,,nuly“. Rozhodli sme sa vSak i tak data nacitat’
a pevne sem znovu vlozit’ nulové hodnoty. Podl'a informécii od dr. Reguzzoniho (¢o
sme neskor aj potvrdili) tieto data boli pri priprave orezané do stupna j,.x = 300.
Ked’Ze my sme sa vSak vzhl'adom na parametre modelu CRUST1.0 a zvoleni metodou
vypoctu koeficientov harmonického rozvoja obmedzili len na pocitanie do 177.

stupnia, nebol to problém pri d’alSom spracovani.
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3.8. Porovnanie jednovrstvovej a viacvrstvovej aproximacie zemskej kory

Vzhl'adom na vystihnutie vertikdlneho rozlozenia hmoty je viacvrstvové
pocitanie potencidlu presnejsie, pre porovnanie predikcie gravitaéného signalu modelu
CRUSTI.0 s redlnymi meraniami preto pouzijeme prave ono. Aby sme vSak vedeli
povedat, nakolko by sa v niektorych praktickych aplikdciach dala pouzit aj
jednovrstvova aproximadcia, rozhodli sme sa ziskané data pre obe predikcie porovnat’.
Porovnanie sme vykonali pre povodné data, ako aj pre data orezané o prvé 2 stupne
v rozvoji sférickych harmonickych koeficientov. Obrazky 3.16 a 3.17 znazoriuju
rozdiely ziskanych potencidlov V. a V., z aproximacie zemskej kory podla modelu
CRUST1.0 jednou a viacerymi vrstvami (konkrétne ich je 108), uz po orezani
spominanych dvoch stupniov rozvoja do sférickych koeficientov. Od¢itame vzdy
vysledky pre 1 vrstvu od vysledkov pre 108 vrstiev. VSimnime si, ze ocividne
aproximacia kory iba jednou vrstvou (t.j. strata informacie o vertikdlnom rozmiestneni
hmoty) sposobila znacné nadhodnotenie potencidlu V v oblastiach s horskymi
masivmi ¢i podmorskymi chrbtami na zlomoch litosferickych dosiek (na obrazku 3.16,
ktory predstavuje V. su to kladné oblasti). Obrazok 3.18 zas predstavuje porovnanie
vo vykonovom spektre. Tu vidime, Ze hlavaym problémom jednovrstvovej
aproximadcie je nedostatocne rychly pokles na vyssich stupnioch.

Ak to zhrnieme, obrdzky nam ukazuji, Ze hoci je rozdiel medzi oboma
pristupmi viditeI'ny a meratel'ny, nie je az taky vyrazny ako by sa ndm mohlo a priori
zdat. Ak porovname hodnoty RMS, ako ich vidime v tabulke 3.2 a 3.3, mo6Zeme
povedat, ze na isty, pomerne dobry kvalitativny vhlad postacuje aj samotna
jednovrstvova aproximacia, ktora je oproti viacvrstvovym rychlejsia (ale za cenu straty
presnosti), najmi ak by sme do budicnosti pouzivali vécSie siete referenénych bodov.
RMS pre déata zobrazené na obrazku 3.16 predstavuje 5.512 x 10> m-s? a pre obrazok
3.17 RMS ¢&ini 223,2237 x 1072 s2 . Tabulka 3.4 zobrazuje vysledné hodnoty
korelatnych ¢lenov corry,; medzi oboma predikciami. KedZe corr; vychadzali
podobne vel'mi blizke jednej, nepriS§lo ndm zaujimavé sem vkladat’ grafy korelacnych
spektier. Ale aj tento vysledok ukazuje, ze predikcie st si ovela blizsie, nez by sa

intuitivne zdalo.

41



Obr. 3.16 Grafické znazornenie rozdielu potencialov V, ziskanych pre jednu vrstvu
a 108 vrstiev z modelu CRUST1.0. Data boli pred od¢itanim orezané o prvé dva

stupne vo sférickom harmonickom rozvoji

Obr. 3.17 Grafické znazornenie rozdielu potencialov V,,. ziskanych pre jednu vrstvu

a 108 vrstiev z modelu CRUST1.0. Data boli pred od¢itanim orezané o prvé dva

stupne vo sférickom harmonickom rozvoji.
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Viacvrstvova Jednovrstvova
aproximacia aproximacia Jednotka
(108 vrstiev, h =700 m) (1 vrstva)
RMS pre V 1187 037,1 1187 037,2 m?-s
RMS pre V. 17 928,6 17 928,6 x 10° m-s™
RMS pre V., 54 167,0 54 172,1 x 10712 57

Tab. 3.2 Tabulka porovnania vyslednych kvadratickych priemerov (RMS) pre

Jednovrstvovu a viacvrstvovu aproximaciu (data bez orezania prvych dvoch stupriov
v sférickych harmonickych koeficientoch)

Viacvrstvova Jednovrstvova

aproximacia aproximacia Rozdiel Jednotka
(108 vrstiev, h =700 m) (1 vrstva)

RMS pre V 1224 1254 38,46 m?-s
RMS pre ;. 76,71 79,99 5,72 x 107 m-s™
RMS pre 1}, 1066 1298 234,50 x 10712 57

Tab. 3.3 Tabulka porovnania vyslednych kvadratickych priemerov (RMS) pre
Jjednovrstvovu a viacvrstvovu aproximaciu (data po orezani prvych dvoch stupriov
v sférickych harmonickych koeficientoch)

Potencial corr,
%4 1,000
|78 0,998
Vir 0,989

Tab. 3.4 Absolutne korelacné cleny corry,; medzi potencialmi z viacvrstvovej

a jednovrstvovej aproximacie (pocitané pre data po orezani prvych dvoch stupriov
v sférickych harmonickych koeficientoch).
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Vykonové spektrum pre porovnanie predikcii
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Obr. 3.18 Zobrazenie vykonovych spektier pre dve rézne predikcie a ich rozdiel

pre potencidly V,. al.,

3.9. Porovnanie dat z misie GOCE s predikciou gravitacneho pol'a

Ako sme spominali v podkapitole 3.7., ziskané merania gravitatného pola
sondou GOCE obsahovali celkové meranie gravitatného potencidlu a jeho dvoch
derivécii ako aj anomadlny potencial T a jemu prislusné derivacie. Rozhodli sme sa pri
porovnani redlneho pola s naSou predikciou potencidlu V zalozenou na modeli

CRUSTI.0 pripodobnit’ nasu predikciu ¢o najviac Struktire tychto dat, a preto sme
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v nadu predikciu rovnako orezali o nulty a prvy stupen.'

Nasledne sme uz presli k samotnému porovnaniu predikovaného gravitacného
signalu pre model CRUST1.0 a skuto¢ného pola, ako ho zaznamenala sonda GOCE.
Rozdiely medzi datami sme Studovali ako v priestorovej, tak aj v spektralnej oblasti.
V priestorovej] doméne porovnanie predstavovalo vzdjomné odcCitanie T od V
(a obdobne ich derivécii), teda predikcia minus meranie. Hodnoty V a jeho derivacii
sme uz v tejto praci zobrazili (porov Obr. 3.13 az 3.18), tento raz vSak vyndSame uz
data ,,anomalne® — t,j, po vynulovani nultého a prvého stupnia v harmonickom rozvoji
pre prva (Obr. 3.19) a druhu derivaciu (Obr. 3.22). Namerané hodnoty patri¢nych
derivacii T z GOCE sme vyniesli do obrazkov 3.20 a 3.23 a ich od¢itanie (V — T) sme
graficky zobrazili na obrazkoch 3.21 a 3.24.

Obr. 3.19 Grafické znazornenie predikcie potencialu V, z modelu CRUST1.0. Data

Su orezané o prvé dva stupne v sférickom harmonickom rozvoji.

1% Pre jednoduchost’ zaved’'me v d’alsom texte konvenciu, ze vzdy ked’ hovorime o T, T, ¢i

T,,, méme namysli potencial (anomalny) namerany sondou GOCE. Naopak, ak v texte spominame
potencial V, jeho prvi derivaciu V,. ¢i druhu derivaciu V.., mame odteraz a d’alej (ak nehovorime inak)
na mysli veli¢iny pre predikované pole modelu CRUST1.0 pre hrabku vrstvy h =700 m orezané o prvé
2 stupne, t.j. nulty a prvy.
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Obr. 3. 20 Grafické znazornenie ziskanych dat pre anomalny potencial T, namerany

sondou GOCE. Data su orezané o prvé dva stupne v sférickom harmonickom rozvoji.

Obr. 3.21 Grafické znazormenie rozdielu V,, — T, podla dat z predchadzajicich dvoch

obrazkov. Data su orezané o prvé dva stupne v sférickom harmonickom rozvoji.
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Obr. 3.22 Grafické znazornenie predikcie potencialu V. z modelu CRUST1.0. Data

Su orezané o prvé dva stupne v sférickom harmonickom rozvoji.
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Obr. 3.23 Grafické znazornenie ziskanych dat pre anomalny potencial T,, namerany

sondou GOCE. Data su orezané o prvé dva stupne v sférickom harmonickom rozvoji.
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Obr. 3.25 Grafické znazornenie rozdielu V. — T, podla dat z predchadzajicich

dvoch obrazkov. Data su orezané o prvé dva stupne v sférickom harmonickom rozvoji.
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Obr. 3. 24 Grafické znazornenie vykonového spektra V., T, a ich rozdielu s detailom
na zaciatok grafu.
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Obr. 3. 26 Grafické znazornenie vykonového spektra V.., T, a ich rozdielu s detailom
na zaciatok grafu.

V spektralnej oblasti (tj. v reprezentacii pomocou sférickych koeficientov)
porovnanie dat predstavovalo urcenie ich vykonovych spektier v zavislosti na stupni j
a spocitanie korelacnych koeficientov (absolitnych, ako aj v zavislosti na stupni
rozvoja j), ako zobrazujeme graficky na obrazkoch 3.25 az 3.28.
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Obr. 3.27 Grafické znazomenie korelacného spektra medzi V, aT,, s detailom na
zaciatok grafu.
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Obr. 3.28 Grafické znazornenie korelacného spektra medzi V,, a T,.., s detailom na
zaciatok grafu.

CRUST1.0 GOCE Rozdiel Jednotka
RMSpreV /T 1224 253,7 1203 m?-s
RMS pre V. / T, 76,71 17,13 78,20 x 10° m-s™
RMS pre V../ Ty, 1066 254,1 1091 x 10712 57

Tab. 3.5 Tabulka porovnania vyslednych kvadratickych priemerov (RMS) pre
predikciu gravitacného pola z modelu CRUST1.0, pole namerané sondou GOCE
a pole uréené ako ich vzajomny rozdiel (Data su po orezani prvych dvoch stupriov

v sférickych harmonickych koeficientoch.)
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3.10. Diskusia vysledkov

Z porovnania dat predikcie V' a merania T v zmysle navzijom si
odpovedajucich derivacii sme zistili, Ze gravitatny signal predikovany na zéklade
modelu CRUST1.0 je znacne silnejsi, nez redlne gravitaéné pole, podla toho, ako ho
zmerala misia druzice GOCE. Dokazuje to fakt, Ze po od¢itani potencialu T, od V.
(resp. T, od V;.,.) sa hodnoty kvadratického priemeru (RMS) zmenili len nepatrne (vid’
Tab. 3.5). Dany fakt sme sa snaZili spristupnit’ aj grafickymi prezentaciami vysledkov
uvedenymi v naSej praci. Na obrazkoch Obr. 3.19 az 3.25 sme preto volili farebné
Skaly legendy tak, aby vzajomne si koreSpondujuce derivacie potencialov ich mali
spolo¢né. Ak teda vidime, Ze obrazok zndzornujlici anomalne potencidly T je znacne
slabsi oproti obrazkom znazornujucim V, vedzme, Ze pomer jasnosti farieb zodpoveda
vz4djomnému pomeru intenzity signalov.

Dovodom, preco to tak je bude zrejme samotna konstrukcia tohto modelu,
ktory sa plne orientuje na to, aby bol geologicky a seizmologicky uveritelny, i ked’ sa
tak deje na tkor presnosti rozlozenia hmotnych mas naprie¢ zemskou korou. Napriek
tomu, Ze nami predikovany gravitacny signal sa pri nami zvolenom porovnani
(anomalnych) potencidlov s meraniami rozchadzal v absolutnych ¢islach miestami aj
o viac ako dva rady, vyhodnotenim korela¢nych koeficientov corry,; sme zistili, ze
pre prva derivaciu je rovny 0,0237 a pre druhu 0,0200. Kladny charakter, i1 ked’ stale
pod hodnotou 0,5 sme pozorovali i pri korelacnych spektrach (porov. Obr. 3.27 a Obr.
3.28). Na nizkych stuptioch je korelacia negativna, €o je spdsobené tym, ze v naSom
priblizeni sme vobec neuvazovali prispevok zemského plasta, ktory by mal na nizkych
stupnioch dominovat’. Na vys$ich stupiioch je uz korelacia vysSia, ale i tak pomerne
nizka. Priebeh tychto spektier tiez m6zeme brat’ ako kontrolu konzistentnosti nasich
vysledkov. KedZe nam vysli identicky, znamena to, Ze sme pocitali derivécie
potenciadlu V pre model CRUST1.0 dobre.

Z pohl'adu ciel'a nasej préce, ktorym bolo validovat’ globalny model zemskej
kéry CRUST1.0 su nase pocity rozpacité. Zistili sme, ze model CRUST1.0, ako
globalny model zemskej kory, hrubo nezodpoveda svojim predikovanym gravitanym
signdlom skutocnému gravitatnému polu. Tento vysledok motivuje vylepSenie
modelov, ktoré pri svojej konstrukcii by boli viac zaloZzené aj na gravitaénych datach
a mohli by tak obsahovat presnejSiu geometrickl distribiciu hmotnych mas

Vv najvyssej Casti telesa Zeme.
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Z.aver

V naSej bakalarskej praci sme si teoreticky i prakticky osvojili metédu vypoctu
predikcie gravitacného signédlu z modelov rozloZenia hmoty v zemskej kore. Pouzili
sme metddu rozvoja do sférickych harmonickych funkecii (parametrizacia v laterdlnom
smere). V radidlnom smere sme zas diskretizovali model kéry do sustrednych
gul'ovych ploch s ploSnou hmotnostnou hustotou.

Cielom prace bolo validovat' globalne modely zemskej koéry pomocou
gravitaénych merani sondy GOCE, pri¢om sme pracovali s modelom CRUST]1.0.
Zistili sme, ze hoci ista mala, globalna korelacia medzi predikciou potencialu danou
modelom CRUSTI1.0 a skutoénym priestorovym rozloZzenim pola existuje, model
CRUST1.0 predikciou svojho gravitaéného pola hrubo nezodpoveda realite dat
z gravita¢nych merani. Vysledok motivuje nové modely, ktoré su okrem seizmickych
a geologickych dat postavené uz aj na datach gravitanych.

Ak dalej vyjdeme z &lanku Wipperfurtha, Sramka a McDonougha (2020),
tento fakt o nestilade medzi predikciou modelu CRUST1.0 a gravitaénymi meraniami
sa da zrejme rozsirit’ aj na d’alSie modely z ,,rodiny*, ako st CRUST2.0 ¢i model
LITHO1.0.

Hlavny nedostatok naSho porovnania vidime v absencii predikovaného signalu
z plasta. Ci uz toho v dosledku hustotnych plastovych anomalii alebo toho
vyplyvajuceho z dynamiky tecenia v plasti. Tento gravitacny signdl by bol vyznamny
najmi na najnizsich stupiioch harmonického rozvoja a bolo by zaujimavé pozorovat,
ako by sa jeho zohl'adnenie pri vypoctoch odrazilo na vysledkoch. Zaclenenie tohto
prispevku do uvazovanych vypoctov tak méze byt vychodiskom k d’alSiemu vyskumu

v tejto oblasti.
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