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Úvod
Detekcii exoplanét a exoplanetárnych systémov, ich možnej charakterizácii a

detekčným metódam je v priebehu posledného desaťročia upieraná veľká pozor-
nosť. V súčasnosti sú známe tisícky planét či planetárnych kandidátov (NASA
Exoplanet Archive). Zvláštna pozornosť je venovaná možnej obývateľnosti (habi-
tabilite) extrasolárnych planét a detekcia planét v habitabilnej zóne.

Jednou z intenzívne študovaných sústav je aj TRAPPIST-1 (e.g Kislyakova
a kol., 2017; Gillon a kol., 2017; Delrez a kol., 2018; Hamish a Matsuyama, 2019).
TRAPPIST-1 je planetárny systém lokalizovaný 12.1 pc od slnečnej sústavy.
Okolo hviezdy (červeného trpaslíka), ktorá je 12-krát ľahšia ako Slnko a veľkos-
ťou o niečo väčšia ako Jupiter, obieha 7 známych planét. Týchto sedem exoplanét
bolo objavených počas transitu, čím bolo možné určiť ich orbitálne periódy a veľ-
kosti. Vďaka porozovaniu variácií časov tranzitu (transit-timing variations) boli
získané ich hmotnosti. Planéty TRAPPIST-1 systému majú pravdepodobne ka-
mennú kompozíciu a veľkosti porovnateľné so Zemou či Venušou. Nedávne štúdie
naznačujú, že sa tieto planéty sformovali v oblasti bohatej na vodu. Planéty b, d,
f, g a h obsahujú prchavé látky vo forme vrstvy kvapalnej vody, ľadu alebo hustej
atmosféry. V článku (Gillon a kol. (2017)) naznačujú, že hmotnosti niektorých
exoplanét môžu byť tvorené vodou až z 5%. Atmosféra planéty TRAPPIST-1b
bola podrobnejšie preskúmaná pomocou Hubbleovho vesmírneho dalekohľadu,
vďaka ktorému vieme o atmosfére povedať, že je buď bohatá na oxid uhličitý
alebo vodnú paru (de Wit a kol. (2016)).

Svietivosť hviezdy TRAPPIST-1a je len 0.05% zo svietivosti Slnka. Všetky
planéty obiehajú okolo hviezdy s krátkými periódami a po veľmi blízkych obež-
ných dráhach. Vďaka čomu sa predpokladá, že sú vystavené rovnakému celko-
vému množstvu dopadajúceho žiarenia ako terestrické planéty slnečnej sústavy,
presnejšie planéty od Merkúra k Marsu. Tri zo siedmich planét sa nachádzajú
v obývateľnej zóne (Barstow a Irwin, 2016).

Najbližšie planéty s veľkou pravdepodobnosťou prechádzajú intenzívnou sla-
povou deformáciou. Podľa Gillon a kol. (2017) sa predpokladá, že sa všetky pla-
néty vplyvom slapovej deformácie a malé výstrednosti dráh nachádzajú vo via-
zanej rotácii: doba rotácie planét okolo vlastnej osi je rovná dobe obehu okolo
hostiteľskej hviezdy. Vďaka tomu sa predpokladajú veľké teplotné rozdiely medzi
permanentne osvietenou časťou planét a trvalo tmavou časťou.

Planéty sústavy TRAPPIST-1 obiehajú okolo materskej hviezdy, s relatívne
silným magnetickým poľom, na veľmi krátkych periódach. K jedným z možných
zdrojov tepla teda patrí indukčné zahrievanie planéty, ktoré v slnečnej sústave
zanedbávame v porovnaní s inými tradične uvažovanými zdrojmi zahrievania (rá-
dioaktívne a slapové). Tento neobvyklý zdroj sa v celkovej energetickej bilancii
uplatňuje u vnútorných planét sústavy TRAPPIST-1. Cieľom tento práce je štú-
dium jouleovského a slapového zahrievania, citlivosť týchto zahrievaní na fyzi-
kálne parametre a aplikácia na planéty systému TRAPPIST-1.

Jouleovské zahrievanie je indukované pohybom planéty v premenlivom magne-
tickom poli hviezdy. Pri určitom naklonení osi rotácie hviezdy voči osi magnetic-
kého dipólu, by indukčné zahrievanie mohlo roztaviť hornú vrstvu plášťa planét,
spôsobiť vulkanické aktivity alebo magmatické oceány. Pri hviezdach typu M boli
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pozorované magnetické polia až o veľkosti jednotiek Tesla. Hviezdy tohto typu
majú enormne dlhú odhadovanú životnosť, ktorá sa pohybuje od niekoľkých de-
siatok miliárd až po bilióny rokov (Adams a kol., 2004). Vzhľadom na ich nízky
žiarivý výkon sa nachádza obývateľná zóna bližšie k hviezde, čo znamená, že
planéty sú vystavené veľkému magnetickému poľu (Kislyakova a kol. (2017)).

Slapové zahrievanie vzniká v dôsledku vnútorého trenia v telese počas toho,
ako sa deformuje v reakcii na časovo premenlivý slapový potenciál pôsobiaci na
teleso konečného rozmeru a budený vonkajším gravitačným potenciálom. Orbi-
tálna excentricita planéty spôsobuje, že objekt prechádza peremenlivým slapo-
vým potenciálom, ktorý indukuje zahrievanie vďaka periodickým deformáciam.
V tejto práci budeme hovoriť o slapovom pôsobení hviezdy na planéty, keďže pô-
sobenie planéty na planétu je v planetárnom systéme TRAPPIST-1 zanedbateľné
(Hamish a Matsuyama (2019)).

Štruktúra práce je nasledovná: v kap. 1 odvádzame vzťahy použité pri výpočte
jouleovského zahrievania a opisujeme postup na získanie sférických harmonických
koeficientov vonkajšieho magnetického poľa vo frekvenčnej oblasti potrebných na
vstup do programu na výpočet jouleovského zahrievania. Správnosť výpočtov
overujeme dvoma rôznymi metódami. V kap. 2 uvádzame najdôležitejšie vzťahy
na výpočet slapového zahrievania a dve reológie, ktoré využívame na popísanie
slapových deformácií. V kap. 3 a kap. 4 sa zaoberáme parametrickou štúdiou
jouleovského a slapového zahrievania modelovej planéty so zjednodušenou štruk-
túrou. V kap. 5 sa venujeme určeniu štruktúry planét vďaka znalosti ich polomeru
a hmotnosti. Nakoniec v kap. 6 porovnávame vplyv jouleovského a slapového za-
hrievania na planétach systému TRAPPIST-1. Venujeme sa predovšetkým dvom
najbližším planétam k materskej hviezde. V závere diskutujeme výsledky, komen-
tujeme zjednodušenia a úpravy v modeli.
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1. Jouleovské zahrievanie
Indukčné zahrievanie vzniká, keď premenlivé magnetické pole indukuje prúdy

vo vodivom médiu. Dané prúdy sa v telese disipujú vďaka jouleovskému zahrie-
vaniu. Vplyvom tejto disipácie môže dojsť k zvýšeniu teploty lokalizovanej kvôli
skin efektu v hornej vrstve planét (Kislyakova a kol., 2017). Postup na výpočet
jouleovského zahrievania bol inšpirovaný článkom Kislyakova a kol. (2017).

Na výpočet jouleovského zahrievania bol použitý program elmgFD pre mo-
delovanie elektromagnetickej indukcie v sférickej oblasti metódou konečných ele-
mentov a sférických harmoník vo frekvenčnej oblasti (Velímský a Martinec, 2005;
Velímský a kol., 2018). Vstupom do tohoto programu sú vodivosti v jednotlivých
vrstvách planéty, sférické harmonické koeficienty vonkajšieho magnetického poľa
na povrchu planéty a odpovedajúce budiace frekvencie.

1.1 Matematický popis
Z Maxwellových rovníc je možné odvodiť rovnicu pre elektromagnetickú in-

dukciu vnútri planéty (Velímský a Martinec, 2005)

µ0
∂B⃗

∂t
+ ∇ ×

(︃ 1
σ

∇ × B⃗
)︃

= 0, (1.1)

kde σ je elektrická vodivosť a µ0 je magnetická permeabilita vákua.
Rovnicu elektromagnetickej indukcie je možné reformulovať aj vo frekvenčnej

oblasti. V našom prípade je najviac vhodné zvoliť alternatívnu, fyzikálne ekviva-
lentnú formuláciu pre vektor elektromagnetického poľa E⃗̂(r⃗; ω)

∇ × ∇ × E⃗̂(r⃗; ω) + iωµ0σ(r⃗)E⃗̂(r⃗; ω) = 0. (1.2)
kde ω = 2π/T je uhlová frekvencia. V prípade sféricky symetrického priebehu vo-
divosti σ(r) sa numerické riešenie tejto rovnice redukuje na nájdenie toroidálnej
zložky elektrického poľa. Hraničná podmienka na povrchu planéty je Neuman-
novho typu

∇ × E⃗̂(r = Rp, Ω; ω) = −iωB⃗̂(r = Rp,Ω; ω). (1.3)
Ak reprezentujeme priebeh elektrickej vodivosti vrstevnatým modelom s kon-

štantnou vodivosťou σk v k-tej vrstve, potom je jouleovské teplo uvoľnené v tejto
vrstve a spriemerované za dobu periódy dané vzťahom

Pk = 1
T

∫︂ T

0

∫︂
Vk

σk|E⃗(r⃗; t)|2dV dt = 2
∫︂

Vk

σk|E⃗̂(r⃗; ω)|2dV. (1.4)

Objemové jouleovské zahrievanie v objeme k-tej vrstvy budeme ďalej označovať
ako hk = h(r), kde hk = Pk/Vk. Hodnotou P budeme označovať celkové jouleovské
zahrievanie planéty:

P =
n∑︂

k=1
Pk, (1.5)

kde n je celkový počet vrstiev.
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Mimo planéty je vektor magnetickej indukcie bezdivergentný a bezrotačný, a
preto môže byť reprezentovaný gradientom skalárneho magnetického potenciálu

B⃗(x,y,z,t) = −∇V (x,y,z,t), (1.6)
kde skalárny magnetický potenciál V splňuje Laplaceovu rovnicu

∇2V (x,y,z,t) = 0. (1.7)
Rozšírenie magnetického potenciálu V do sférických harmonických funkcií Yjm

nám umožňuje napísať analytické riešenie rovnice (1.7) ako sumu dvoch častí
(Velímský a Martinec, 2005)

V = V (e) + V (i). (1.8)
Vnútorná časť V (i), pre Rp ≤ r reprezentuje magnetické pole indukované prúdmi
vo vnútri sféry (planéty) a môžeme ju vyjadriť vzťahom

V (i)(r⃗,t) = Rp

∞∑︂
j=1

j∑︂
m=−j

V
(i)

jm(t)
(︃

Rp

r

)︃j+1
Yjm(ϑ,φ). (1.9)

Potenciál vonkajšieho poľa reprezentujúceho vonkajšie zdroje je možné popísať
pomocou

V (e)(r⃗,t) = Rp

∞∑︂
j=1

j∑︂
m=−j

V
(e)

jm (t)
(︄

r

Rp

)︄j

Yjm(ϑ,φ), (1.10)

kde V
(i)

jm(t),V (e)
jm (t) sú sférické harmonické koeficienty potenciálu vnútorného, resp.

vonkajšieho poľa, Rp je polomer sféry, ϑ je planetopisná ko-šírka a φ je planeto-
pisná dĺžka.

Potenciál magnetického poľa hviezdy vyjadreného na povrchu planéty repre-
zentuje okrajové podmienky pre nalezenie riešenia indukovaného poľa a prúdu pre
program elmgFD. Harmonické koeficienty hľadáme v čase ti v tvare (Varshalovich
a kol., 1989)

Vjm(ti) = 1
Rp

∫︂ 2π

0

∫︂ π

0
V (Rp,ϑ,φ,ti)Y ∗

jm sin(ϑ)dϑdφ, (1.11)

kde sférické harmonické funkcie Yjm sú plne normalizované a dané vzťahom (A.2).
Hodnoty j a m sú stupeň a rád rozvoja. V prípade magnetického poľa popísaného
dipólom, uvažujeme iba j = 1.

1.2 Potenciál magnetického poľa hviezdy v sú-
stave pevne spojenej s planétou

Pre výpočet jouleovského zahrievania je nutné určiť potenciál magnetického
poľa hviezdy V (x,y,z) a jeho premeny v sústave pevne spojenej s planétou. Najprv
sa zameriame na popis potenciálu hviezdy v sústave spojenej s ťažiskom hviezdy.
Tento potenciál neskôr transformujeme či numericky určíme na povrchu planéty.

5



Obr. 1.1: Nákres obežnej dráhy planéty okolo hviezdy s osou rotácie Ω. Uhol
βϑ predstavuje sklon vektoru magnetického momentu voči osi z v sústave pevne
spojenou s hviezdou. Šípkami je naznačený smer rotácie hviezdy a smer obehu
planéty.

Predpokladáme, že pole hviezdy je čisto dipólové. Potenciál dipólu V (x,y,z) po-
písaný sústavou spojenou s ťažiskom hviezdy a rovinou obehu planéty je určený
okamžitou osou dipólu es⃗. Okamžitá os dipólu je určená uhlom βϑ ako môžeme
vidieť na obr. 1.1 a teda je určená sklonom rotačnej osi hviezdy α voči normálne
obežnej roviny planéty a sklonom dipólu β voči rotačnej osi hviezdy. Podobne
ako Kislyakova a kol. (2017) predpokládáme, že os dipólu je nemenná v sústave
rotujúcej s hviezdou.

Potenciálne pole hviezdy v sústave pevne spojenej s jej ťažiskom sme odvodili
zo vzťahu (Kislyakova a kol., 2017)

V (x,y,z) = m⃗ · r⃗

r3 , (1.12)

kde r⃗ je poloha bodu v magnetickom poli, r je vzdialenosť bodu od dipólu a m⃗
je vektor magnetického momentu, pre ktorý platí m⃗ = |m⃗|es⃗.

Vektor magnetického momentu es⃗(t) vyjadrujeme pomocou matice rotácie
Q(t) (Podolský a Langer, 2019) a normovaného vektoru es0⃗ popisujúceho smer
dipólu v čase t = 0 ako

es⃗ = Q · es0⃗ . (1.13)
Maticu rotácie Q okolo vektoru n⃗(α) = (n1,n2,n3)T , kde n1,n2 a n3 sú súrad-

nice jednotkového vektoru v smere osi Ω, o uhol ϕ = Ωt vyjadrujeme ako

Q =

⎛⎜⎝ cos ϕ+n2
1(1− cos ϕ) n1n2(1− cos ϕ)−n3 sin ϕ n1n3(1− cos ϕ)+n2 sin ϕ

n1n2(1− cos ϕ)+n3 sin ϕ cos ϕ+n2
2(1− cos ϕ) n2n3(1− cos ϕ)−n1 sin ϕ

n1n3(1− cos ϕ)−n2 sin ϕ n2n3(1− cos ϕ)+n1 sin ϕ cos ϕ+n2
3(1− cos ϕ)

⎞⎟⎠
(1.14)
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Dosadením vzťahu pre veľkosť magnetického momentu |m⃗| do vzťahu (1.12) mô-
žeme potenciálne pole vyjadriť v tvare

V (x,y,z) = 3|B⃗|
(R−3

ss + 2R−3
s )

es⃗ · r⃗

r3 , (1.15)

kde |B⃗| je veľkosť magnetického poľa dipólu, Rs je polomer hviezdy a Rss polomer
potenciálového zdroja (PFSS Potential-Field Source-Surface Models Altschuler a
Newkirk, 1969; Johnstone a kol., 2010). Na základe Slnka sme zvolili hodnotu
potenciálového zdroja Rss = 2.5Rs (Kislyakova a kol., 2017).

Pre výpočet potenciálu v sústave pevne spojenej s planétou boli použité dve
rozlišné metódy na overenie správnosti výpočtov.

1.2.1 Metóda 1
Potenciál hviezdy na bode pevne spojenom s planétou r⃗′ sme určili pomocou

transformačných vzťahov: translácie t⃗ do ťažiska planéty a následne transfor-
máciou pomocou matice rotácie S. Vzťah medzi vektorom r⃗′, pevne spojeným s
planétou, a vektorom r⃗, pevne spojeným s hviezdou, je daný ako

r⃗ = t⃗ + S · r⃗′. (1.16)

Transformáciu súradnicového systému do ťažiska planéty sme spravili pomo-
cou translácie t⃗, zistenej numerickým iteratívnym riešením Keplerovej rovnice
(Murray a Dermott, 1999), ktorá nám dáva orbitálnu polohu planéty v čase t

E − e sin E = 2π

T
(t − t0), (1.17)

kde E je excentrická anomália (viď obr.1.2), e je excentricita dráhy, T je perióda
obehu a konštanta t0 predstavuje čas prechodu planéty perihéliom (tu uvažujeme
t0 = 0).

Jednotlivé zložky vektoru translácie t⃗ vyzerajú nasledovne (Murray a Dermott,
1999)

t⃗ =

⎛⎜⎝ a(cos E − e)
a
√

1 − e2 sin E
0

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝r cos f
r sin f

0

⎞⎟⎠ , (1.18)

a normou vektoru t⃗ dostávame vzdialenosť r (viď obr. 1.2)

r = a(1 − e cos E). (1.19)

Pre pravú anomáliu f platia vzťahy

cos f = cos E − e

1 − e cos E
, sin f = a

√
1 − e2 sin E

(1 − e cos E) . (1.20)

Predpokladáme, že vektor rotácie planéty je kolmý k rovine obehu a planéta je
uzamknutá v 1:1 spin-orbitálnej rezonancii. Matica rotácie Q (viď vzťah (1.14))
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okolo osi z o uhol γ = ωt (v prípade synchronizovanej rotácie) sa zredukuje na
maticu S

S =

⎛⎜⎝ cos γ sin γ 0
− sin γ cos γ 0

0 0 1

⎞⎟⎠ . (1.21)

Vektor r⃗′ zo vzťahu (1.16), teda vektor idúci z ťažiska planéty k bodu na
planéte, vyjadrujeme v sférických súradniciach ako

r⃗′ = Rp

⎛⎜⎝sin ϑ′ cos φ′

sin ϑ′ sin φ′

cos ϑ′

⎞⎟⎠ , (1.22)

kde Rp je polomer planéty, ϑ′ a φ′ sú planetopisná ko-šířka a dĺžka.
Daným postupom získavame vektor r⃗ z rovnice (1.16) a dosadením do vzťahu

(1.12) získavame rozvoj potenciálu hviezdy v sústave spojenej s planétou. Ná-
sledne tento potenciál rozvinieme do sférických harmonických funkcií podľa vzťahu
(1.11).

1.2.2 Metóda 2
Druhá metóda vyjadrenia potenciálu dipólu na povrchu planéty využíva zna-

losť analytického vyjadrenia sférických harmonických funkcií. Použitím vzťahu (1.9)
získávame hľadané sférické harmonické koeficienty vonkajšieho poľa.

Magnetický dipól m⃗ popisujeme ako

m⃗ = |m⃗|

⎛⎜⎝sin ϑs cos φs

sin ϑs sin φs

cos ϑs

⎞⎟⎠ , (1.23)

Obr. 1.2: Opísaná, koncentrická kružnica na obrázku vľavo s plomerom a rov-
najúcim sa veľkej poloosi elipsy. F a F ′ predstavujú ohniská elipsy a O stred
kružnice a elipsy. Na obrázku vpravo je zobrazený vzťah medzi pravou anomáliou
f a excentrickou anomáliou E (Murray a Dermott, 1999).
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kde ϑs a φs určujú orientáciu dipólu v priestore a |m⃗| značí jeho veľkosť. Vektor r⃗,
idúci od ťažiska hviezdy k bodu na planéte, vyjadrujeme v sférických súradniciach

r⃗ = r

⎛⎜⎝sin ϑ cos φ
sin ϑ sin φ

cos ϑ

⎞⎟⎠ . (1.24)

Potenciál dipólu (vzťah (1.12)) v sústave pevne spojenej s hviezdou po dosa-
dení vektorov (vzťahy (1.23)–(1.24)) získavame v tvare

V = |m⃗|
r2 [cos φs cos φ sin ϑs sin ϑ + sin φs sin φ sin ϑs sin ϑ + cos ϑs cos ϑ] . (1.25)

Porovnaním vzťahov (1.25) a (1.9) a dosadením hodnoty (A.10) za Y10, do-
stávame pre potenciál v rozvoji j = 1 a m = 0 vzťah

V10 =
√︄

4π

3
|m⃗|
R3

p
cos ϑs. (1.26)

Rozpísaním vzťahu (1.9) pre j = 1 a m = 1, − 1 dostávame

V =
R3

p

r2 [(Re(V11) + i Im(V11))((Re(Y11) + i Im(Y11))+

(Re(V1,−1) + i Im(V1,−1))(Re(Y1,−1) + i Im(Y1,−1))],
(1.27)

a vďaka platnosti vzťahu (A.7) dostávame

V =
R3

p

r2 [2 Re(V11) Re(Y11) − 2 Im(V11) Im(Y11)] . (1.28)

Reálnu a imaginárnu časť koeficientu rozvoja V11 získame dosadením (1.28)
do (1.9), použitím vzťahov (A.9) a (A.11) na vyjadrenie sférických harmonických
funkcií

Re(V11) = −
√︄

2π

3
|m⃗|
R3

p
cos φs sin ϑs, (1.29)

Im(V11) =
√︄

2π

3
|m⃗|
R3

p
sin φs sin ϑs, (1.30)

a koeficient rozvoja V1,−1 získame vďaka symetrii pre reálne funkcie zo vzťahu
(A.7). Vyššie získané koeficienty charakterizujú potenciál magnetického poľa v sú-
stave spojenej s hviezdou. Pomocou analytických translačných a rotačných vzťa-
hov, transformujeme tieto koeficienty do sústavy pevne spojenej s planétou. Tieto
analytické vzťahy sú popísané v Varshalovich a kol. (1989) a numerickú imple-
mentáciu poskytol RNDr. Jakub Velímský, Ph.D.

Transformáciu zo sústavy spojenej s hviezdou do sústavy pevne spojenej s
planétou sme spravili pomocou oboch vyššie zmienených metód s veľmi dobrou
zhodou.
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1.3 Časová analýza sférických harmonických ko-
eficientov

Vyššie spomínané koeficienty magnetického potenciálu je možné počítať v ľu-
bovoľnom čase t. Vzhľadom k tomu, že program elmgFD pracuje vo frekvenčnej
oblasti, transformujeme koeficienty Vjm(ti) do tejto oblasti pomocou Fourierovej
transformácie (viď dodatok B.3). Využitím rutiny numpy.fft.fft(a, n=None, axis=-
1, norm=None) z knižnice numpy v jazyku Python získame koeficienty Vjm(fi).
Diskrétna Fourierova transformácia je definovaná vzťahom

Ak =
n−1∑︂
m=0

am exp
{︄

−2πi
mk

n

}︄
k = 0, . . . ,n − 1 (1.31)

kde am predstavujú vypočítané sférické harmonické koeficienty Vjm(ti). Z Fou-
rierovej transformácie dostávame sférické harmonické koeficienty V00(f), V10(f) a
V11(f), pričom koeficienty V00(f) nevyužívame, keďže je to konštanta v priestore
a jej gradient je nulový. Do programu elmgFD vstupujú harmonické koeficienty
V10(f), V11(f) a V1,−1(f). Koeficienty V1,−1(f), môžeme vyjadriť ako zápornú hod-
notu komplexne združených koeficientov V11.

Frekvencie diskrétneho signálu sme získali použitím rutiny numpy.fft.fftfreq(n,
d=1.0) v jazyku Python. Rutina vracia frekvencie v tvare f =
[0, fmin, . . . , fmax, −|fmax|, . . . , −|fmin|],

kde frekvenciu f = 0 nevyužívame, pretože sa jedná o konštantnú časť poľa.
Program elmgFD nám následne na výstupe vracia jouleovské zahrievanie v jed-
notlivých vrstvách planéty.
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2. Slapové zahrievanie
Na rozdiel od jouleovského zahrievania planét, slapové zahrievanie patrí

k zdrojom energie uvažovaným aj v slnečnej sústave. Cieľom tejto práce je po-
rovnať práve tieto dva zdroje energie. Riešenie slapovej deformácie a disipácie
slapovej energie patrí medzi tradičné úlohy. V rámci bakalárskej práce sa teda
uspokojíme so skráteným popisom.

Slapové zahrievanie v telese je tvorené trením, kedy teleso reaguje periodickou
deformáciou na potenciál slapovej sily. Tieto periodické sily vznikajú gravitačným
pôsobením centrálneho telesa na planétu konečnej veľkosti. Frekvencia zaťažova-
nia je určená kombináciou obehovej a rotačnej rýchlosti pri pohybe po výstrednej
dráhe. Podobne ako pri jouleovskom zahrievaní sa sústredíme na telesá obiehajúce
v blízkosti materskej hviezdy. Rovnako predpokladáme, že sú planéty uzamknuté
najmä v 1:1 spin-orbitálnej rezonancii a uvažujeme nulový sklon rotačnej osi pla-
néty voči normále roviny obehu.

Analogicky s prechádzajúcou kapitolou sa musí nájsť slapová sila pôsobiacia
od centrálneho telesa (reprezentovaného hmotným bodom) na planétu a následne
je nutné túto silu popísať v sústave pevne spojenej s rotujúcou planétou. Tento
problém je analyticky riešený v Kaula (1964), kde bol slapový potenciál popísaný
na deformovanej planéte pomocou keplerovských elementov a vektoru rotácie pla-
néty.

Deformácia vplyvom periodickej sily môže viesť k disipácii mechanickej ener-
gie v závislosti na mineralogickom zložení a štruktúre planéty. Pokiaľ teleso nie je
dokonale elastické, odozva telesa je opozdená voči priloženej sile. Toto opozdenie
potom odráža schopnosť telesa disipovať. Takéto chovanie sa popisuje viskoelas-
tickými (anelastickými) reologickými vzťahmi. V planetológii sa často využívajú
Maxwellov či Andradeov model (napr. Efroimsky, 2012; Renaud a Henning, 2018).

K popisu slapovej deformácie môžeme zaviesť pojem dynamickej (komplexnej)
kompliancie J̃(ω), ktorá definuje vôľu materiálu deformovať sa pod aplikovaným
napätím. Vzťah medzi bezstopou časťou tenzoru deformácie ϵ̃ a deviátorom ten-
zoru napätia σ̃ je vo frekvenčnej oblasti daný vzťahom

2ϵ̃(ω) = J̃(ω)σ̃(ω). (2.1)
Za použitia princípu korešpondencie je teda analógiou Hookovho zákona vo

frekvenčnej oblasti pre lineárne viskoelastické nestlačitené telesá:

σ̃(ω) = 2µ̃(ω)ϵ̃(ω), (2.2)
kde µ̃(ω) = 1/J̃(ω).

Dynamická kompliancia Maxwellovho modelu je daná

J̃(ω) = 1
µ

− i

ηω
, (2.3)

prvý člen zodpovedá za okamžitú elastickú deformáciu materiálu, µ je modul
torzie. Druhý člen, závislý na viskozite η a uhlovej rýchlosti ω, hovorí o postup-
nom viskóznom tečení (creep). Táto tradične používaná reológia však podceňuje
disipáciu pre slapové periódy (Efroimsky a Lainey, 2007).
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Dynamickú (komplexnú) komplianciu Andradeho modelu môžeme vyjadriť
ako

J̃(ω) = 1
µ

− i

ηω
+ µα−1

(iζηω)α
Γ(1 + α), (2.4)

kde posledný člen popisuje tranzientnú anelastickú deformáciu, ktorá dominuje
pri popise deformácie na slapových frekvenciách. α a ζ sú empirické parametre.

Priemerné množstvo tepla vyprodukovaného disipáciou v celom objeme telesa
počas jednej orbity môžeme vyjadriť ako (Segatz a kol., 1988)

P = − 5n

8π2GR

∫︂ Torb

0

∫︂
S

δϕ(R,ϑ,φ,t)∂ϕ(R,ϑ,φ,t)
∂t

dSdt, (2.5)

kde ϕ a δϕ sú slapový a dodatočný potenciál vyvolaný deformaciou planéty
na povrchu planéty. Dodatočný potenciál sa dá vyjadriť pomocou vzťahu δϕ =
|k̄(ω)|ϕlag, kde |k̄(ω)| je tzv. Loveovo potenciálové číslo charakterizujúce veľkosť
dodatočného (indukovaného) potenciálu pre uhlovú rýchlosť ω. ϕlag je opozdený
slapový potenciál. Toto opozdenie je tiež dané vnútornou štruktúrou, reológiou a
budiacou frekvenciou.

Na výpočet slapového zahrievania bol použitý vopred pripravený program.
Program využívá teóriu vlastných módov (normal mode theory) (napr. Takeushi
a Saito, 1972; Sabadini a Vermeersen, 2004; Wu a Peltier, 1982), ktorého au-
torom je Mgr. Walterová. Program využíva Maxwellovu a Andradeovu reológiu
na popísanie slapových deformácií. Do programu vstupuje štruktúra planéty a
jej reologické vlastnosti – hustota, viskozita, modul torzie µ a ďalšie reologické
parametre v danej vrstve. Taktiež je nutné zadať periódu obehu, výstrednosť a
spin-orbitálny pomer. Výstupom programu je celkové zahrievanie P (vzťah (2.5))
a profil objemového zahrievania h(r). Tento profil je určovaný numericky pomo-
cou Gaussových-Legendreových kvadratúrnych vzorcov. Na výpočet zahrievania
sme využívali hlavne Andradeovu reológiu.
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3. Jouleovské zahrievanie -
Parametrická štúdia

V tejto časti práce sa zameriame na štúdium citlivosti zahrievania na najvýz-
namnejších parametroch pre modelové, Zemi podobné teleso. Budeme študovať
vplyv sklonu magnetického dipólu hviezdy voči osi rotácie hviezdy β, sklon rotá-
cie hviezdy voči rovine obehu (odpovedajúcej inklinácii dráhy) α, periódu rotácie
hviezdy Trot, výstrednosť dráhy e, periódu obehu T planéty, ktorá určuje hlavnú
budiacu frekvenciu a vzdialenosť od hviezdy pomocou Keplerovho zákona, ďalej
spin-orbitálny pomer planéty a veľkosť magnetického dipólu hviezdy |B⃗|. Refe-
renčné parametre modelovej planéty a hviezdy sú uvedené v tab. 3.1.

Jednou z dôležitých charakteristík problému je hĺbka prieniku. Hĺbka prie-
niku δ je určená elektrickou vodivosťou média a označuje úroveň, pri ktorej sa
amplitúda elektromagnetického poľa zmenšuje na faktor 1/e. Najmenšia je pre
teleso s vysokou vodivosťou v rýchlo meniacom sa poli. Pri výpočtoch hĺbky prie-
niku uvažujeme, že planéta obieha vo vákuu, teda neberieme do úvahy okololitý
slnečný vietor. Pri malej hĺbke prieniku dochádza k maximálnemu zahrievaniu v
blízkosti povrchu. Naopak, ak je hĺbka prieniku veľká, môže pole preniknúť hlbšie
do planetárneho plášťa, čo vedie k uvoľňovaniu energie v hlbších vrstvách planéty
(Kislyakova a kol., 2017).

Všeobecný vzťah pre hĺbku prieniku sa v prípade pre ϵω/σ ≪ 1 redukuje na
(Jordan, 1968)

δ =
√︄

2
σωµ0

, (3.1)

kde ϵ je permitivita vákua.
Hĺbka prieniku je na obrázkoch znázornená vodorovnou prerušovanou čiarou.

Vykresľovanie nám zároveň umožňuje porovnávať modelované polia a zahrievania
s očakávanou hĺbkou prieniku a teda testovať základnú správnosť výsledkov.

Obrázky 3.1 - 3.6 ukazujú výsledky našej parametrickej štúdie. Profily objemo-
vého zahrievania v závislosti na vodivosti σ sú na obr. 3.1a). Závislosť na vodivosti
je nemonotónna a hĺbka prieniku dobre odpovedá teoretickej. Maximálne lokálne
objemové zahrievanie h pozorujeme pri vysokých vodivostiach. Naopak, hĺbka

Tabuľka 3.1: Referenčné hodnoty parametrov
Parameter Definícia Hodnota

M Hmotnosť hviezdy 0.1 M⊙
Rs Polomer hviezdy 0.13 R⊙
Trot Doba rotácie hviezdy 3 dni
|B⃗| Veľkosť dipólového poľa hviezdy 600 × 10−4 T
Tref Doba obehu planéty 1.5 dní
eref Excentricita 0
σref Vodivosť 1 × 10−2 S m−1

αref Sklon rotačnej osi hviezdy voči 0◦

obežnej rovine planéty
βref Sklon osi dipólu voči rotačnej osi hviezdy 30◦
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prieniku je v tomto prípade malá. Zahrievanie by teda mohlo ovplyvňovať hlavne
termálny stav litosféry a kôry planét. Najväčšie celkové zahrievanie sledujeme pri
vodivosti σ = 0.01 S m−1 a to presne 7.9 × 1011 W. Na obr. 3.1b) študujeme závis-
losť zahrievania h na sklone magnetickej osi β. Rovnako ako v článku Kislyakova
a kol. (2017) študujeme sklony až do 60°. V súlade s teoretickým očakávaním je
zahrievanie najväčšie pre najväčší sklon osi.

Obr. 3.2 slúži k ukážke dôležitosti výstrednosti dráhy a jej významu vzhľadom
k parametru β. So zvyšovaním výstrednosti sa zároveň zvyšujú zmeny magnetic-
kého poľa v priebehu jednej orbity, čo spôsobí zvyšovanie jouleovského zahrieva-
nia (obr. 3.2a)). Na obr. 3.2b) demonštrujeme vplyv excentricity pri nenulovom
sklone osi magnetického dipólu. So zväčšením sklonu dipólu voči rotačnej osi
hviezdy vzrastie aj jouleovské zahrievanie. Vplyv excentricity je napriek tomu
veľký, ak uvažujeme aj extrémne výstrednosti e = 0.4.

Závislosť objemového zahrievania na sklone rotačnej osi hviezdy α je znázor-
nená na obr. 3.3. Parameter α skúmame do hodnoty 10◦, pretože väčšie sklony
rotačnej osi sú nepravdepodobné. Štúdia ukazuje, že objemové jouleovské zahrie-
vanie rastie so zvyšujúcim sa sklonom α a pre nulový sklon magnetického dipólu
voči rotačnej osi β je táto závislosť dobre pozorovateľná. Avšak pri zväčšení pa-
rametra β na 30◦ je závislosť zahrievania na parametri α veľmi malá. Aj pri tejto
štúdii sa tak ukázala dôležitosť parametra β.

Na obr. 3.4a) skúmame závislosť zahrievania h na dobe rotácie hviezdy Trot.
Rozdiel v objemovom zahrievaní planéty pre maximálnu a minimálnu skúmanú
dobu rotácie hviezdy nie je výrazný. Pre sklon magnetického dipólu β = 0◦ bolo
zahrievanie pre všetky skúmané doby rotácie zanedbateľné. Na obr. 3.4b) študu-
jeme závislosť objemového jouleovského zahrievania na perióde obehu planéty. So
zvyšujúcou sa dobou obehu sa zväčšuje aj vzdialenosť medzi planétou a hviezdou,
čím sa zároveň znižuje zahrievanie. Zistili sme, že pokiaľ je doba rotácie hviezdy
väčšia ako obežná doba planéty, perióda rotácie hviezdy nie je príliš významným
parametrom.

Závislosť jouleovského zahrievania na spin-orbitálnej rezonancii je kompliko-
vaná. V našej štúdii (obr. 3.5a)) vyšlo najväčšie objemové zahrievanie pre pla-
nétu vo voľnej rotácii a najmenšie pre spin-orbitálnu rezonanciu 3:2. Všeobecne
význam spin-orbitálnej rezonancie bude daný kombináciou obežnej doby planéty
a rotačnej periódy hviezdy.

Veľkosť magnetické dipólu |B⃗| sme skúmali pre hodnoty pravdepodobné pre
hviezdy typu M. Podľa Reiners (2013) sa veľkosť magnetického dipólu týchto
hviezd pohybuje v rozmedzí 600 × 10−4 T až 3000 × 10−4 T. Na obr. 3.5b) mô-
žeme pozorovať rastúce zahrievanie h s rastúcou veľkosťou magnetického dipólu
sledujúce teoretické škálovanie |m⃗|2.

Z našej parametrickej štúdie vyplýva, že najdôležitejšími parametrami sú sklon
magnetického dipólu β a excentricita e. Na obr. 3.6 podrobnejšie skúmame závis-
losť celkového jouleovského zahrievania na týchto parametroch. So zväčšujúcim
sa sklonom dipólu, planéta prechádza zmenami v magnetickom toku vo svojom
vnútri počas orbitálneho pohybu. Maximálne dosiahnuté celkové zahrievanie je
až ∼10 TW pre veľké hodnoty parametra β a výstrednosti dráhy, čo je výkon
zrovnateľný s radiogénnym zahrievaním na Zemi.
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a) b)

Obr. 3.1: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri menia-
cej sa vodivosti. b) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri
meniacej sa hodnote sklonu dipólu voči rotačnej osi.

a) b)

Obr. 3.2: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri meniacej
excentricite pre uhol β = 0◦. b) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h
planéty pri meniacej excentricite pre uhol β = 30◦.
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a) b)

Obr. 3.3: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri meniacom
sa uhle α, keď uhol β = 0◦. b) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h
planéty pri meniacom sa uhle α, keď uhol β = 30◦.

a) b)

Obr. 3.4: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri meniacej
sa dobe rotácie hviezdy pre uhol β = 30◦. b) Priebeh objemového jouleovského
zahrievania h planéty pri meniacej sa dobe obehu planéty pre uhol β = 30◦.
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a) b)

Obr. 3.5: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri meniacej
sa spin-orbitálnej rezonancii. b) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h
planéty pri rôznych veľkostiach magnetického dipólu hviezdy.

Obr. 3.6: Celkové jouleovské zahrievanie P modelovej planéty.
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4. Slapové zahrievanie -
Parametrická štúdia

V tejto kapitole sa venujeme štúdiu slapového zahrievania modelovej planéty
v závislosti na rôznych parametroch. Sústredíme sa na závislosti na viskozite
plášťa η, excentricite dráhy e, spin-orbitálnej rezonancii, doby obehu planéty T
a závislosti na rôznych hrúbkach litosféry, jadra, a rôznych veľkostiach planét.
Ďalej ukazujeme vplyv reológií na veľkosť zahrievania a závislosť zahrievania na
empirických parametroch Andradeho reológie.

V tab. 4.1 sú zhrnuté referenčné hodnoty modelovej hviezdy a planéty použité
pri výpočtoch slapového zahrievania. Reologické vlastnosti vrstiev sú uvedené v
tab. 4.2. Viskozitu v jadre sme volili takú, aby zahrievanie v jadre bolo zaned-
bateľné. Empirické parametre α a ζ sme volili na základe článku Castillo-Rogez
a kol. (2011).

Výsledky našej parametrickej štúdie sú zobrazené na obr. 4.1 až 4.4. Na
obr. 4.1 až 4.3 uvažujeme o planéte tvorenej z planetárneho plášťa a jadra. Na
výpočet zahrievania sme si zvolili Andradeovu reológiu. V grafoch na obr. 4.4
počítame slapové zahrievanie planéty tvorenej litosférou, plášťom a jadrom.

Najdôležitejšími parametrami pri slapovom zahrievaní sa v súlade s teóriou
ukázali byť viskozita plášťa a pre 1:1 rezonanciu excentricita dráhy. Závislosť
zahrievania h na týchto dvoch parametroch študujeme na obr. 4.1. Objemové
slapové zahrievanie klesá s rastúcou viskozitou v plášti, keďže pri väčšej viskozite
dochádza k menšej disipácii slapovej energie. Slapové zahrievanie všeobecne ras-
tie v plášti s hĺbkou. Závislosť na excentricite je významná pre synchronizovanú
rotáciu (obr. 4.1b)). Zahrievanie rastie so zväčšujúcou sa excentricitou, kedy je
teleso počas orbity viac deformované. Pri štúdii závislosti zahrievania na excen-
tricite bola vynechaná hodnota e = 0, pre ktorú je slapové zahrievanie nulové (v
1:1 spin-orbitálnej rezonancii, ktorú uvažujeme).

Závislosť na spin-orbitálnej rezonancii ukazuje, že najmenšie zahrievanie na-
stáva pre prípad spin-orbitálnej rezonancie 1:1. Vplyv zmeny medzi vyššími re-
zonanciami je výrazne nižší. Všeobecne platí, že zmeny zahrievania pri prechode
na nižšiu rezonanciu sú tým väčšie, čím nižšiu rezonanciu uvažujeme pre danú
excentricitu. Obr. 4.2b) ukazuje závislosť zahrievania na dobe obehu planéty.
So zväčšujúcou sa dobou obehu rastie aj vzdialenosť medzi planétou a hviezdou
podľa Keplerovho zákona, čím sa znižuje pôsobenie slapových síl na planétu a

Tabuľka 4.1: Referenčné hodnoty parametrov
Parameter Definícia Hodnota
M Hmotnosť hviezdy 0.1 M⊙
Tref Doba obehu planéty 1.5 dní
eref Excentricita 0.01
Rp Polomer planéty 1 R⊕
Rc Jadro 0.5 Rp
Rlit Litosféra 0.984 Rp

spin-orbitálny pomer 1:1
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Tabuľka 4.2: Referenčné reologické vlastnosti vrstiev
Parameter Definícia Hodnota
ηc Viskozita jadra 1 × 10−3Pa s
ηm Viskozita plášťa 1 × 1021Pa s
ηlit Viskozita litosféry 1 × 1028Pa s
ρc Hustota jadra 10 000kg/m3

ρm Hustota plášťa 3500kg/m3

ρlit Hustota litosféry 2500kg/m3

µc Modul torzie pre jadro 1 × 10−10Pa
µm Modul torzie pre plášť 2 × 1011Pa
µlit Modul torzie litosféry 2 × 1011Pa
α Parameter Andradeho modelu 0.3
ζ Parameter Andradeho modelu 1

teda slapové zahrievanie je menšie.
Štúdium závislosti objemového slapového zahrievania na polomere planéty

ukázalo, že pre rovnaké referenčné parametre sa slapové zahrievanie zvyšuje s
rastúcim polomerom planéty (obr. 4.3a)). Vzhľadom na nízku viskozitu v jadre,
sa v planéte s menším jadrom disipuje viac energie a preto rastie aj zahrievanie
(obr. 4.3b)). Vplyv litosféry je znázornený na obr. 4.3c). Litosféra je charakte-
rizovaná nízkou teplotou. Pokiaľ uvažujeme teplotnú závislosť viskozity, je teda
viskozita litosféry vysoká a disipuje sa tu málo energie. Celkové zahrievanie P sa
teda zmenšuje s rastúcou hĺbkou litosféry. Pod litosférou však objemové zahrie-
vanie zostáva porovnateľné vo všetkých modeloch.

Na obrázkoch 4.4a) a 4.4b) porovnávame celkové zahrievanie P v závislosti na
dvoch najdôležitejších faktoroch (excentricite a viskozite) pri použití Andrade-
ovej a Maxwellovej reológii. Slapové zahrievanie počítané Andradeovou reológiou
vychádza väčšie, ako je očakávané pre Maxwellovu reológiu (Renaud a Henning,
2018). Vidíme tiež, že pre modelovú planétu je možné dosiahnuť výrazne vyš-
šieho celkového slapového zahrievania než v prípade jouleovského zahrievania v
závislosti na reológii a excentricite.

Na obrázkoch 4.4c) a d) skúmame závislosť zahrievania na zmene empirických
parametroch Andradeovej reológie. Parameter α skúmame v rozsahu 0.1 – 0.5 na
základe článku Castillo-Rogez a kol. (2011). Parameter ζ študujeme v rozsahu
1 × 10−3 −1 × 103 podľa článku Castillo-Rogez a kol. (2011). Slapové zahrievanie
je najväčšie pri malých hodnotách parametra α a rovnako to platí aj pre parameter
ζ.
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a) b)

Obr. 4.1: a) Priebeh objemového slapového zahrievania h pri zmene viskozity. b)
Priebeh objemového slapového zahrievania h pri zmene excentricity.

a) b)

Obr. 4.2: a) Priebeh objemového slapového zahrievania h pri zmene spin-
orbitálnej rezonancie. b) Priebeh objemového slapového zahrievania h pri zmene
doby obehu planéty.
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a) b)

c)

Obr. 4.3: a) Priebeh objemového slapového zahrievania h s rôznou veľkosťou
planét. b) Priebeh objemového slapového zahrievania h pre rôzne hrúbky jadra
planéty. c) Priebeh objemového slapového zahrievania h pre rôzne hrúbky litosféry
planéty.
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a) b)

c) d)

Obr. 4.4: a) Celkové slapové zahrievanie P modelovej planéty v závislosti na
viskozite a excentricite vypočítané Andradeovou reológiou. b) Celkové slapové
zahrievanie P modelovej planéty v závislosti na viskozite a excentricite vypočítané
Maxwellovou reológiou. c) Celkové slapové zahrievanie P modelovej planéty v
závislosti na viskozite a parametri α určené Andradeovou reológiou. d) Celkové
slapové zahrievanie P modelovej planéty v závislosti na viskozite a parametri ζ
určené Andradeovou reológiou. Pozor, každý obrázok má inú farebnú škálu.
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5. Určenie štruktúry
V prechádzajúcich dvoch kapitolách sme sa venovali parametrickej štúdii mo-

delovej planéty so zjednodušenou štruktúrou. Teraz sa zameriame na jednoduché
určenie štruktúry planét so známou hmotnosťou a polomerom pre predpokladané
zloženie. Určenie štruktúry planét pozostáva z určenia ich hustotného a teplot-
ného profilu, a ďalej z určenia hĺbok hlavných fázových prechodov v plášti siliká-
tových planét. V závislosti na teplote a zložení, potom môžeme určiť vodivostný
a viskózny profil. V tejto jednoduchej štúdii nebudeme uvažovať vplyv vody na
zahrievanie. Ďalej zanedbáme možnú kryštalizáciu vnútorného jadra. Vodivostný
profil je jedným z najdôležitejších faktorov, ktoré ovplyvňujú veľkosť indukčného
zahrievania a viskózny profil spoluurčuje veľkosť slapového zahrievania. Pri vý-
počte hustotných profilov (tlaku a teploty) planét bol využitý postup uvedený
v článku Valencia a kol. (2006). V tejto kapitole budeme výnimočne označovať
teplotu symbolom T , ktorý v ostatných kapitolách označuje dobu obehu planéty.

5.1 Hustotný profil planét
V tejto podkapitole približujeme metódu použitú k získaniu hustotných pro-

filov. Uvažujeme radiálne symetrickú planétu, ktorá je rozdelená na dve časti
– silikátový plášť a jadro bohaté na železo. Rovnice popisujúce zmenu hustoty
ρ(r), gravitácie g(r), hmotnosti m(r) (hmotnosť materiálu uzavretého v guli o
polomere r) a tlaku p(r) s hĺbkou sú (Valencia a kol., 2006)

dρ

dr
= −ρ(r)g(r)

ϕ(r) , (5.1)

dg

dr
= 4πGρ(r) − 2Gm(r)

r3 , (5.2)
dm

dr
= 4πr2ρ(r), (5.3)

dp

dr
= −ρ(r)g(r), (5.4)

kde ϕ(r) = Ks(r)
ρ(r) je seismický parameter, ktorý je vypočítaný zo stavovej rov-

nice, Ks je adiabatický súčiniteľ stlačiteľnosti, G je gravitačná konštanta a r je
vzdialenosť od centra planéty.

Pri výpočtoch bola použitá Birch-Murnaghanova stavová rovnica 3. rádu KT(ρ,T )
s Debyeovou termálnou korekciou ∆Kth(ρ,T ) (Valencia a kol., 2006)

KT(ρ,T ) = KT(ρ,300) + ∆Kth(ρ,T ), (5.5)
kde KT(ρ,300) je izotermálny súčiniteľ stlačiteľnosti pre teplotu T = 300K. Pou-
žité parametre výpočtu sú uvedené v Valencia a kol. (2006).

Na príklade Zemi, musíme pri určovaní štruktúry planét zahrnúť aj prechody
medzi minerálovými fázami v rôznych častiach planéty. K zahrnutiu fázových
prechodov v planéte je nutné vypočítať teplotné profily. Určenie teploty je taktiež
nevyhnutné pre výpočet elektrickej vodivosti a viskozity.
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Na povrchu uvažujeme priemernú teplotu určenú vzdialenosťou od hviezdy
a solárnou konštantou hviezdy. Na povrchu vyžadujeme Zemi podobný tepelný
tok škálovaný veľkosťou planéty (Valencia a kol., 2006). Vo vnútri planét predpo-
kladáme, že dochádza ku konvektívnemu prenosu tepla s výnimkou hraničných
vrstiev, kde dominuje konduktívny prenos tepla. Hrúbku hraničných vrstiev urču-
jeme z 1D škálovacích zákonov popisujúcich stacionárny stav prúdenia. Pre visko-
zitu nezávislú na teplote používame škálovanie z článku Deschamps a kol. (2010).
Tento model odpovedá veľmi efektívnemu prenostu tepla. Ako druhú limitu uva-
žujeme viskozitu silne závislú na teplote popísanú Arrheniovým zákonom:

η(T ) = ηref exp
(︄

−E∗

Rg

(︃ 1
Tref

− 1
T

)︃)︄
, (5.6)

kde E∗ je aktivačná energia pre difúzne tečenie, Rg je plynová konštanta a
Tref je referenčná teplota a referenčná viskozita ηref . Táto závislosť poskytuje
druhú limitu odhadu prenosu tepla: jedná sa o neefektívny prenos (tzv. "stagnat
lid"konvekcia), ktorý je charakterizovaný hraničnou vrstvou s veľkou hrúbkou.
Toto škálovanie je popísané napr. v článku Tosi a kol. (2017).

V konvektívnej oblasti v plášti a jadre sú teplotné profily popísané adiabatic-
kým gradientom (Valencia a kol., 2006)

dT (r)
dr

= −ρ(r)g(r)T (r)
Ks(r) γ(r), (5.7)

kde γ je Gruneisenov parameter, pre ktorý platí vzťah

γ = γ0

(︄
ρ0

ρ(r)

)︄q

, (5.8)

kde q je hodnota medzi 0.2 – 0.3 a ρ0 je priemerná hustota, ktorú by mal materiál
pri nulovom tlaku.

5.2 Implementácia
Hľadanie štruktúry planét je implementované v jazyku Python. Pre určenie

štruktúry bol použitý nasledujúci algoritmus. V nultej iterácii predpokladáme
konštantnú (referenčnú) teplotu. Systém diferenciálnych rovníc popísaných v rov-
niciach (5.1) – (5.4) numericky integrujeme od povrchu známeho polomeru pla-
néty do stredu použitím Eulerovej explicitnej metódy s podmienkami na povrchu
danými povrchovou hustotou, nulovým povrchovým tlakom, celkovou hmotnos-
ťou a odpovedajúcim gravitačným zrýchlením na povrchu g = Gm/r2, kde r
je polomer. Metódou bisekcie hľadáme veľkosť jadra tak, aby celková hmotnosť
planéty bola rovná pozorovanej hmotnosti (nulová hmotnosť m(r) pre r = 0).
V ďalších iteráciách určíme na základe znalosti veľkosti plášťa, povrchovej tep-
loty a tepelného toku na povrchu teplotný profil pomocou škálovacích zákonov
a ich pre-existujúcich implementácií. Pre tento nový teplotný profil upresníme
vnútornú štruktúru planéty a hĺbku fázových prechodov. Pre dobré rozlíšenie
všetkých hraničných vrstiev a pre použitie Eulerovej explicitnej metódy volíme
relatívne veľké ekvidistantné radiálne rozlíšenie čítajúce 5001 bodov.
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5.3 Vodivostný profil planét
Vodivostný profil planét bol zostavený na základe článku Kislyakova a kol.

(2017). Pri určovaní elektrickej vodivosti planét sme predpokladali Zemi podobné
zloženie a vodivostné profily v plášti. Uvažovali sme model plášťa tvoreného z
horčíkatých silikátov a jadro tvorené železom z 8 percent tvoreného kremíkom.

Elektrická vodivosť je daná vzťahom (Kislyakova a kol., 2017)

σ = σ0e
− ∆H

kBT , (5.9)
kde kB je Boltzmannova konštanta, T je lokálna teplota a ∆H je zmena entalpie.
Hodnoty vodivosti a zmeny entalpie minerálov v plášti sú uvedené v tab. 5.1
(Kislyakova a kol., 2017). V jadre uvažujeme vysokú vodivosť σ = 1 × 105 S m−1.

Tabuľka 5.1: Vodivosť a zmena entalpie silikátov v plášti
Silikát σ0 [S m−1] ∆H [eV]
Olivine 53703 2.31

Wadsleyite 399 1.49
Ringwoodite 838 1.36
Perovskite 11 0.62

Magnesiowustite 490 0.85
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6. Aplikácia na TRAPPIST-1
V tejto kapitole sa venujeme štúdiu slapového a jouleovského zahrievania pla-

nét sústavy TRAPPIST-1 a ich porovnaniu. Podľa postupu uvedenom v kap. 5
sme určili vodivostné, teplotné a hustotné profily. Ako bolo uvedené v predchádza-
júcej kapitole, pre jednoduchosť je plášť zložený z horčíkatých silikátov: olivínu
a jeho vysokotlakových fáz vo vrchnom plášti a v spodnom plášti z perovskitu a
magnesiowustitu. Jadro je tvorené železom, pri čom 8% jeho hmotnosti je tvo-
renej kremíkom (Valencia a kol., 2006). Pomocou spomínaných profilov sme po-
tom postupom uvedenom v kap. 1 vypočítali jouleovské zahrievanie a postupom
uvedenom v kap. 2 slapové zahrievanie. Sústredíme sa hlavne na dve najbližšie
planéty (viď tab. 6.2), kde očakávame najvyššie jouleovské a slapové zahrievanie.

V tejto štúdii nás zaujíma maximálny možný efekt zahrievania. Jouleovské za-
hrievanie sme teda počítali pre uhol β = 60◦, kedy je zahrievanie planét najväčšie
ako bolo zistené z parametrickej štúdie (obr. 3.1). Sklon rotačnej osi hviezdy voči
obežnej rovine planéty α sme určili zo známej hodnoty inklinácie podľa Delrez
a kol. (2018). Hodnoty α spolu s parametrami planét použitých pri výpočte sú
uvedené v tab. 6.2 (Grimm a kol., 2018). Parametre hviezdy TRAPPIST-1a sú
uvedené v tab. 6.1.

6.1 Zahrievanie TRAPPIST-1b
Najväčšie hodnoty slapového a jouleovského zahrievania v planetárnom sys-

téme TRAPPIST-1 podľa očakávania sledujeme pri planéte obiehajúcej najbližšie
k materskej hviezde. Vodivostné, teplotné a hustotné profily planéty boli určené
pre 6 rôznych reológií, aby bolo možné určiť efekt vnútorného zloženia na študo-
vané zahrievanie. Spomínaný vplyv reológie na jouleovské zahrievanie študujeme
na obr. 6.1 a na slapové zahrievanie na obr. 6.2. Vodivostné profily planéty b pre
rôzne reológie je na obr. 6.1a) a na obr. 6.1b) sú zobrazené profily objemového
jouleovského zahrievania. Legenda pre tieto obrázky je totožná a pre lepšiu vi-
diteľnosť profilov ju uvádzame vedľa obr. 6.1c). Skoky jouleovského zahrievania
v plášti (obr. 6.1b)) sú spôsobené fázovými prechodmi a skokmi vo vodivosti.
Na rozhraní jadro-plášť, vďaka veľkej vodivosti v jadre, môžu byť vo vrchných
vrstvách jadra vybudené veľké prúdy a teplo môže vzrásť. Prípadné oscilácie po-
tom možu byť numerickým artefaktom metódy kvôli rádovej zmene vo vodivosti.
Tento skok je však obmedzený do tenkej vrstvy a preto má zanedbateľný vplyv
na celkové zahrievanie (obr. 6.1b)).

Z parametrickej štúdie na obr. 3.1 bolo zistené, že najväčšie celkové jouleovské

Tabuľka 6.1: Parametre hviezdy TRAPPIST-1a; R⊙ = 696342 km je polomer
Slnka

Parameter Definícia Hodnota
M Hmotnosť hviezdy 0.089 M⊙
Rs Polomer hviezdy 0.121 ± 0.003 R⊙
Trot Doba rotácie hviezdy 3.295 ± 0.003 dní
|B⃗| Veľkosť dipólového poľa hviezdy 600 × 10−4T
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Tabuľka 6.2: Vlastnosti planét TRAPPIST-1; M⊕ = 5.97 × 1024 kg je hmotnosť
Zeme a R⊕ = 6371 km je polomer Zeme.

TRAPPIST 1 b c d e f g h
Rp [R⊕] 1.08 1.06 0.75 0.91 1.01 1.12 0.74
M [M⊕] 1.017 1.156 0.297 0.772 0.930 1.148 0.331
Tsurf [K] 390 335 282 246 214 194 169
a [AU]·10−3 11.55 15.82 22.28 29.28 38.53 46.88 61.93
T [deň] 1.52 2.43 4.07 6.14 9.26 12.43 18.87
e 0.0062 0.0065 0.0084 0.0051 0.010 0.0021 0.0057
α [°] 0.5 0.3 0.1 0.3 0.3 0.3 0.2

zahrievanie sa od hodnoty σ = 0.01 S m−1 s rastúcou vodivosťou zmenšuje. To
môžeme vidieť aj pri porovnaní obr. 6.1a) a b). Celkové jouleovské zahrievanie
planéty je najväčšie za použitia reológie s referenčnou hodnotou viskozity ηref =
1 × 1020 Pa s a aktivačnou energiou je E∗ = 0 J mol−1, pre ktorú sa vodivosť
vo väčšine plášťa pohybuje medzi hodnotou 0.01 - 0.1 S m−1. Ostatné reológie
vykazujú vyššiu vodivosť v plášti, s ktorou klesá celkové jouleovské zahrievanie.
Maximálna hodnota objemového jouleovského zahrievania nastala pre reológiu s
referenčnou hodnotou viskozity ηref = 1 × 1022 Pa s a aktivačnou energiou E∗ =
2 × 105 J mol−1, čo tiež súhlasí s parametrickou štúdiou. Z obrázku vidíme, že
k maximálnemu zahrievaniu dochádza v blízkosti planetárneho povrchu vplyvom
skin efektu. Číselné hodnoty celkového a maximálneho objemového jouleovského
zahrievania planéty b sú uvedené v tab. 6.3.

Na obr. 6.1c) skúmame vplyv sklonu magnetického dipólu na zahrievanie za
použitia reológie, pri ktorej sme dostali najväčšiu hodnotu celkového jouleovského
zahrievania. Zahrievanie v prípade β=0◦ je tvorené nenulovou excentricitou a ne-
nulovým sklonom rotačnej osi hviezdy voči rovine obehu. V súlade s parametric-
kou štúdiou vychádza celkové jouleovské zahrievanie najväčšie pre β=60◦.

Aj napriek malej výstrednosti dráhy, planéta TRAPPIST-1b prechádza najin-
tenzívnejšou slapovou deformáciou v tomto planetárnom systéme. Na obr. 6.2a)
je zobrazený viskózny profil planéty b pre rôzne reológie. Pre lepšiu viditeľnosť
uvádzame legendu všetkých troch obrázkov spolu na obr. 6.2. Na obr. 6.2b) a c)
ukazujeme porovnanie profilov objemového slapového zahrievania za použitia An-
dradeovho a Maxwellovho modelu. Veľkosť slapového zahrievania je silne (rádovo)
závislá na použitej reológii a viskóznom modeli. K maximálnemu objemovému a
celkovému slapovému zahrievaniu v oboch prípadoch dochádza za použitia rovna-
kej reológie výpočtu vnútorného zloženia planéty. Je to reológia s referenčnou hod-
notou viskozity ηref = 1 × 1020 Pa s a aktivačnou energiou E∗ = 2 × 105 J mol−1,
ktorá odpovedá profilu s najnižšou viskozitou a teda tento výsledok sedí s para-
metrickou štúdiou slapového zahrievania (obr. 4.1a)). Číselné hodnoty sú uvedené
v tab. 6.4.

Slapové zahrievanie ma dominantný vplyv na zahrievanie planéty, čo vidíme
pri porovnaní obr. 6.1 a 6.2. Aj napriek tomu, že v blízkosti planetárneho plášťa
dosahuje jouleovské zahrievanie svoje maximum, stále tam prevláda slapové za-
hrievanie. V našej štúdii sa teda ukazuje, že v prípade sústavy TRAPPIST-1
prevláda slapové zahrievanie ako pre Andradeovu, tak aj Maxwellovu reológiu.
Jedine v prípade Maxwellovej reológie pri vysokej referenčnej hodnote viskozity
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sú výsledky jouleovského a slapového zahrievania porovnateľné.

Tabuľka 6.3: Jouleovské a slapové zahrievanie TRAPPIST-1b
Reológia

E∗ [J mol−1] ηref [Pa s] P [W] h [W/m3]

Jouleovské
zahrievanie

2 × 105 1 × 1020 7.06 × 1011 2.61 × 10−9

2 × 105 1 × 1021 8.21 × 1011 3.08 × 10−9

2 × 105 1 × 1022 6.54 × 1011 4.49 × 10−9

0 1 × 1020 1.42 × 1012 1.46 × 10−9

0 1 × 1021 8.89 × 1011 3.17 × 10−9

0 1 × 1022 5.02 × 1011 3.58 × 10−9

Slapové
zahrievanie -

Andrade

2 × 105 1 × 1020 3.11 × 1017 2.23 × 10−2

2 × 105 1 × 1021 1.79 × 1017 1.24 × 10−2

2 × 105 1 × 1022 1.24 × 1017 8.36 × 10−3

0 1 × 1020 6.64 × 1016 3.56 × 10−3

0 1 × 1021 3.35 × 1016 1.78 × 10−3

0 1 × 1022 1.73 × 1016 9.06 × 10−4

Slapové
zahrievanie -

Maxwell

2 × 105 1 × 1020 2.67 × 1016 3.44 × 10−3

2 × 105 1 × 1021 4.59 × 1015 5.67 × 10−4

2 × 105 1 × 1022 1.32 × 1015 1.49 × 10−4

0 1 × 1020 1.41 × 1014 7.58 × 10−6

0 1 × 1021 1.42 × 1013 7.54 × 10−7

0 1 × 1022 1.46 × 1012 7.64 × 10−8

6.2 Zahrievanie TRAPPIST-1c
Štúdium zahrievania planéty c prebiehalo rovnako ako v prípade planéty b.

Na obr. 6.3 je zobrazená štúdia jouleovského zahrievania a na obr. 6.4 štúdia
slapového zahrievania.

Rovnako ako v prípade planéty b vyšlo celkové jouleovské zahrievanie najväč-
šie za použitia reológie s referenčnou hodnotou viskozity ηref = 1 × 1020 Pa s a
aktivačnou energiou je E∗ = 0 J mol−1 a maximálne objemové zahrievanie pre re-
ológiu s referenčnou hodnotou viskozity ηref = 1 × 1022 Pa s a aktivačnou energiou
E∗ = 2 × 105 J mol−1. Najväčšie lokálne objemové jouleovské zahrievanie vyšlo
v porovnaní s planétou b o viac než rád menšie. Planéta c má väčšiu hmotnosť
pre podobný polomer ako planéta b. Planéta c má teda väčšie jadro a jouleovské
zahrievanie je preto nezanedbateľné len v oblasti plášťa (polomery r ⪆ 3000 km).

Pri výpočte slapového zahrievania sa závislosť na reológii vnútorného zlo-
ženia planéty ukázala byť rovnaká ako v prípade planéty b. K maximálnemu
objemovému aj celkovému slapovému zahrievaniu dochádza pri reológii s refe-
renčnou hodnotou viskozity ηref = 1 × 1020 Pa s a aktivačnou energiou E∗ =
2 × 105 J mol−1, a to pri výpočte slapového zahrievania Maxwellovou aj Andra-
deovou reológiou. Číselné hodnoty slapového zahrievania uvádzame v tab. 6.4.
Vplyv veľkého jadra planéty c sa tu prejaví aj v menšej oblasti významnej sla-
povej disipácie. Celková disipácia je teda ovplyvnená nielen vzdialenosťou od
materskej hviezdy, ale aj menším objemom, v ktorom disipácia prebieha.
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a) b)

c)

Obr. 6.1: a) Vodivostné profily planéty b za použitia rôznych reológií. b) Profil
objemového jouleovského zahrievania h(r) pre rôzne reológie. c) Profil objemového
jouleovského zahrievanie h(r) pre rôzne sklony magnetického dipólu za použitia
reológie, ktorá dáva najväčšie celkové zahrievanie.
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a)

b) c)

Obr. 6.2: a) Viskózny profil planéty b pre rôzne reológie výpočtu vnútorného zlo-
ženia planéty. b) Profil objemového slapového zahrievania h(r) planéty b určený
Andradeovou reológiou. c) Profil objemového slapového zahrievania h(r) planéty
b určený Maxwellovou reológiou. Pozn.: Skoky v zahrievaní v prípade teplotne
závislej viskozity sú spôsobené maticovou metódou použitou pri výpočtoch.
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Tabuľka 6.4: Jouleovské a slapové zahrievanie TRAPPIST-1c
Reológia

E∗ [J mol−1] ηref [Pa s] P [W] h [W/m3]

Jouleovské
zahrievanie

2 × 105 1 × 1020 2.63 × 1010 1.48 × 10−10

2 × 105 1 × 1021 3.13 × 1010 1.17 × 10−10

2 × 105 1 × 1022 3.21 × 1010 2.02 × 10−10

0 1 × 1020 5.68 × 1010 1.03 × 10−10

0 1 × 1021 3.26 × 1010 1.63 × 10−10

0 1 × 1022 2.89 × 1010 1.30 × 10−10

Slapové
zahrievanie -

Andrade

2 × 105 1 × 1020 4.04 × 1016 2.37 × 10−3

2 × 105 1 × 1021 2.67 × 1016 1.49 × 10−3

2 × 105 1 × 1022 1.79 × 1016 9.69 × 10−4

0 1 × 1020 8.79 × 1015 3.75 × 10−4

0 1 × 1021 4.52 × 1015 1.90 × 10−4

0 1 × 1022 2.32 × 1015 9.62 × 10−5

Slapové
zahrievanie -

Maxwell

2 × 105 1 × 1020 5.98 × 1015 6.17 × 10−4

2 × 105 1 × 1021 1.52 × 1015 1.47 × 10−4

2 × 105 1 × 1022 3.76 × 1014 3.38 × 10−5

0 1 × 1020 2.66 × 1013 1.13 × 10−6

0 1 × 1021 2.69 × 1012 1.13 × 10−7

0 1 × 1022 2.74 × 1011 1.13 × 10−8
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a) b)

c)

Obr. 6.3: a) Vodivostné profily planéty c za použitia rôznych reológií. b) Profil
objemového jouleovského zahrievania h(r) planéty c za použitia rôznych reológií.
c) Profil objemového jouleovského zahrievania h(r) pre rôzne sklony magnetického
dipólu za použitia reológie, ktorá dáva najväčšie celkové zahrievanie.
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a)

b) c)

Obr. 6.4: a) Viskózny profil planéty c pre rôzne reológie výpočtu vnútorného
zloženia planéty. b) Profil objemového slapového zahrievania h(r) planéty c určený
Andradeovou reológiou. c) Profil objemového slapového zahrievania h(r) planéty
c určený Maxwellovou reológiou. Pozn.: Skoky v zahrievaní v prípade teplotne
závislej viskozity sú spôsobené maticovou metódou použitou pri výpočtoch.
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Diskusia
Pri výpočte jouleovského zahrievania a vodivostných profiloch planét sme uva-

žovali zložitejšiu situáciu ako tú, ktorú opisujú v článku Kislyakova a kol. (2017).
Do nášho modelu sme zahrnuli sklon rotačnej osi hviezdy voči rovine obehu α a
excentricitu dráhy e, ktoré majú vplyv na výsledné zahrievanie. Náš model tiež
počíta s novo publikovanými parametrami planét TRAPPIST-1 (Grimm a kol.,
2018). Ďalej sme podobne ako Kislyakova a kol. (2017) uvažovali nulový sklon
rotačnej osi planéty voči rovine obehu.

Pri určovaní štruktúry zo znalosti polomeru a hmotnosti planét, sme do nášho
modelu zahrnuli zopár zjednodušení. Predpokladali sme jednoduché zloženie pla-
néty tvorenej z plášťa a vonkajšieho jadra. Do výpočtov nezahŕňame možný vplyv
vody na zahrievanie a zanedbávame aj vplyv vnútorného zahrievania na teplotný
profil planéty a spätnú väzbu medzi teplotou vnútri planéty. V prípade extrém-
neho zahrievania by bol vplyv vnútorného zahrievania na teplotný profil výrazný.
Veľký polomer niektorých planét TRAPPIST-1 na relatívne malú hmotnosť by
mohol naznačovať výskyt prchavých látok na planétach vo forme vrstvy vody,
ľadu alebo hustej atmosféry (Gillon a kol., 2017). Aby bolo možné vypočítať
štruktúru týchto planét, museli sme pre niektoré planéty (napr. b) uvažovať hod-
notu ich polomerov až na spodnej hranici udávaných rozsahov, aby planéta mohla
existovať pre predpokladané zloženie zo silikátov.

Z parametrických štúdií modelovej planéty v kap. 3 a 4 vyplýva, že jouleovské
zahrievanie je najcitlivejšie na zmenu sklonu magnetického dipólu voči osi rotácie
hviezdy β a excentricity dráhy e. Slapové zahrievanie vykazuje vysokú závislosť
na viskozite, excentricite dráhy a spin-orbitálnej rezonancii. Viskozita materiálu
je najvýznamnejšou neznámou v tomto probléme, a preto sme vytvorili 6 rôz-
nych reologických parametrov, aby sme mohli študovať závislosť zahrievania na
vnútornom zložení planéty. V tab. 6.3 a tab. 6.4 pozorujeme pre rôzne reológie
až rádové zmeny v zahrievaní pre Maxwellovu aj Andradeovu reológiu. Výsledky
slapového zahrievania sme pre Maxwellov model porovnali s výsledkami z článku
Hamish a Matsuyama (2019) s veľmi dobrou zhodou.

Výsledky štúdie jouleovského a slapového zahrievania planét TRAPPIST-
1b a c ukázali dominanciu slapového zahrievania pri oboch planétach. Najväčší
vplyv jouleovského zahrievania na planétu b pozorujeme pre reológiu ηref =
1 × 1022 Pa s a E∗ = 0 J mol−1, kde z celkového zahrievania planéty tvorí 26%.
V prípade planéty c pre tú istú reológiu tvorí jouleovské zahrievanie z celkového
zahrievania ešte menej, len 10%. Veľkosť slapového zahrievania je za použitia
niektorých reológií extrémna a zahrievanie by mohlo viesť k rýchlemu prehria-
tiu planéty (Běhounková a kol., 2011) alebo k veľkoškálovému taveniu vo vnútri
planéty (Barr a kol., 2018).

Rozdiel medzi slapovým a jouleovským zahrievaním pozorujeme aj v mieste,
kde dosahujú svoje maximá. Všeobecne platí, že jouleovské zahrievanie klesá s
hĺbkou a naopak slapové zahrievanie s hĺbkou rastie. Výsledky však ukazujú domi-
nanciu slapového zahrievania aj na miestach, kde jouleovské zahrievanie dosahuje
svojho maxima.

Pri aplikácii výpočtov na systém TRAPPIST-1 sme ako hodnotu β použili
60◦ (Kislyakova a kol., 2017), avšak skutočná hodnota nie je známa. Pozoro-
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vanie hviezd typu M naznačuje, že možné sú všetky uhly (Lang a kol., 2012).
Závislosť jouleovského zahrievania na parametri β je na obr. 6.1c), kde môžeme
vidieť, že zahrievanie by sa výrazne zmenilo s iným uhlom. Rovnako to platí v
prípade veľkosti magnetického poľa hviezdy. Ak by sme uvažovali planéty obieha-
júce okolo hviezdy na hornej hranici veľkosti magnetického poľa hviezd typu M –
3000 × 10−4 T, jouleovské zahrievanie by sa mohlo zvýšiť až 25-násobne.
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Záver
Cieľom bakalárskej práce bolo porovnanie slapového zahrievania s menej ob-

vyklým zdrojom energie – jouleovským zahrievaním. Program elmgFD na výpočet
jouleovského zahrievania bol poskytnutý RNDr. Jakubom Velímským, Ph.D. Na
získanie vstupov do tohto programu sme použili a otestovali samostatný prog-
ram, ktorý analyzoval magnetické pole materskej hviezdy na povrchu planéty.
Túto analýzu sme vykonali dvoma nezávislými metódami s veľmi dobrou zhodou.

Na výpočet slapového zahrievania sme využili program vytvorený Mgr. Walte-
rovou, ktorý využíva Maxwellovu a Andradeovu reológiou na popísanie slapových
deformácií.

K určeniu štruktúry planét sme použili program, ktorý zostavil vodivostné,
teplotné a hustotné profily na základe článkov Kislyakova a kol. (2017); Valencia
a kol. (2006). Vzhľadom k neznámej viskozite materiálu sme vytvorili 6 rôznych
reológií na určenie efektu študovaného zahrievania na vnútornej štruktúre.

Vykonali sme parametrické štúdie jouleovského a slapového zahrievania na
modelovej planéte, vďaka ktorým sme mohli študovať všeobecné zákonitosti. Vý-
počty sme aplikovali na planetárny systém TRAPPIST-1, konkrétnejšie na prvé
dve planéty systému, u ktorých sme očakávali najväčšie zahrievanie. Vypočítané
hodnoty jouleovského a slapového zahrievania ukazujú dominanciu slapového za-
hrievania pri oboch planétach. Jouleovské zahrievanie bolo so slapovým porovna-
teľné len v prípade Maxwellovho modelu pre niektoré reológie.
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A. Sférické harmonické funkcie
V tejto kapitole sú uvedené základné vedomosti o sférických harmonických

funkciách (Varshalovich a kol. (1989)).
Sférické harmoniké funkcie Yjm(ϑ,φ) sú uhlovou časťou riešenia Laplaceovej

rovnice v sférických súradniciach

∇2f = 1
r2

∂

∂r

(︄
r2 ∂f

∂r

)︄
+ 1

r2 sin ϑ

∂

∂ϑ

(︄
sin ϑ

∂f

∂ϑ

)︄
+ 1

r2 sin2 φ

∂2f

∂φ2 = 0, (A.1)

kde j a m sú stupeň a rád rozvoja, ϑ je planetopisná ko-šírka a φ je planetopisná
dĺžka.

Sférické harmonické funkcie potom vieme vyjadriť ako (Varshalovich a kol.
(1989))

Yjm(ϑ,φ) = (−1)mNjmPjm(cos ϑ)eimφ, (A.2)
kde Pjm(cos ϑ) sú pridružené Legendreove polynómy a Njm je normalizačný faktor
definovaný ako

Njm =
[︄

(2j + 1)
4π

(j − m)!
(j + m)!

]︄ 1
2

, (A.3)

pričom j = 0,1,...,∞ a m = −j,...,j.
Sférické harmoniky splňujú podmienku ortonormality∫︂ 2π

0

∫︂ π

0
Yj1,m1(ϑ,φ)Y ∗

j2m2(ϑ,φ) sin ϑdϑdφ = δj1j2δm1m2 . (A.4)

Nech f(ϑ,φ) ∈ L2(S), potom môžeme f(ϑ,φ) napísať v tvare radu

f(ϑ,φ) =
∞∑︂

j=0

m=j∑︂
m=−j

fjmYjm(ϑ,φ), (A.5)

kde

fjm =
∫︂ 2π

0

∫︂ π

0
fjm(ϑ,φ)Y ∗

jm(ϑ,φ) sin ϑdϑdφ, (A.6)

sú sférické harmonické koeficienty, pre ktoré platí, že ak je f(ϑ,φ) reálna funkcia,
platí pre ňu nasledujúca symetria

fj,−m = (−1)mf ∗
jm. (A.7)

Analytické vyjadrenie prvých dvoch stupňov sférických harmonických funkcií

Y 0
0 (ϑ,φ) = 1

2

√︄
1
π

, (A.8)

Y −1
1 (ϑ,φ) = 1

2

√︄
3

2π
sin ϑe−iφ, (A.9)

Y 0
1 (ϑ,φ) = 1

2

√︄
3
π

cos ϑ, (A.10)
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Y 1
1 (ϑ,φ) = −1

2

√︄
3

2π
sin ϑeiφ. (A.11)
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B. Fourierova spektrálna analýza
Fourierova analýza bola vyvinutá ako metóda riešenia rovnice vedenia tepla

s okrajovými podmienkami. V modelovaní fyzikálnych javov sa využíva rozklad
funkcií na harmonické zložky, kedy sa hľadaná funkcia napíše v tvare Fourierového
radu a namiesto danej funkcie sa hľadajú koeficienty tohto radu.

V tejto kapitoje uvedieme základné informácie o Fourierových radoch a Fou-
rierovej transformácii spojitého a diskrétneho signálu (Brokešová (2008)).

B.1 Fourierov rad spojitého signálu
Uvažujeme ľubovoľný spojitý signál s(t) ∈ L2(a,b), pre ktorý∫︂ b

a
|s(t)|2dt (B.1)

existuje a má konečnú hodnotu. Keďže uvažujeme aj komplexné funkcie (signály)
absolútnu hodnotu odstrániť nemôžeme.

Funkciu s(t) rozvinieme do radu tak, že ju napíšeme v tvare radu so všeobecne
komplexnými koeficientami ci

s(t) =
∞∑︂

i=1
ciΦi, (B.2)

kde Φi komplexná funkcia a rad v nejakom zmysle konverguje. V tejto práci sa
sústredíme na také rozvoje, kde koeficienty ci sú Fourierove koeficienty a funkcia
Φi tvorí úplný ortogonálny systém v úplnom Hilbertovom priestore L2(a,b).

Majme funkciu s(t) zadanú na intervale
[︂
−T

2 ,T
2

]︂
. Na tomto intervale tvorí

funkcia ei
2πnt

T ortogonálny systém pre n = 0, ± 1, ±2, .... Fourierov rad tejto
funkcie je daný vzťahom

s(t) =
∞∑︂

n=−∞
Snei

2πnt
T , (B.3)

kde koeficienty Sn sú dané integrálom

Sn = 1
T

∫︂ T
2

− T
2

s(t)e−i
2πnt

T dt. (B.4)

B.2 Fourierova transformácia spojitého signálu
Fourierovou transformáciou spojitého signálu s(t) nazveme funkciu S(f)

S(f) = F [s(t)] =
∫︂ ∞

−∞
s(t)e−i2πftdt, (B.5)

kde f je frekvencia signálu a pre uhlovú frekvenciu platí ω = 2πf .
Inverznou Fourierovou transformáciou funkcie S(f) je

s(t) = F−1[S(f)] = 1
2π

∫︂ ∞

−∞
S(f)ei2πftdf. (B.6)
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B.3 Fourierov rad diskrétneho signálu
Fourierov rad diskrétneho signálu je analógiou Fourierovho radu spojitého

signálu. Je to transformácia priraďujúca diskrétnemu signálu diskrétne spektrum.
Diskrétnou Fourierovou transformáciou signálu sn = s(n) pre n = 0,1,...,N − 1
nazveme diskréntny signál Sl = S(l), pre l = 0,1,...,N − 1, pre ktorý platí vzťah

Sl = DFT [sn]l = 1
N

N−1∑︂
n=0

sne−i2π
nl
N , (B.7)

kde N je dĺžka periódy signálu.
Inverznou diskrétnou Fourierovou transformáciou odpovedajúceho spektra Sl =

S(l), pre l = 0,1,...,N − 1 je diskrétny signál sn = s(n) pre n = 0,1,...,N − 1

sn = DFT −1[Sl]n =
N−1∑︂
l=0

Sle
i2π

nl
N . (B.8)
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