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Uvod

Detekcii exoplanét a exoplanetarnych systémov, ich moznej charakterizacii a
detekénym metédam je v priebehu posledného desatrocia upierana velka pozor-
nost. V stcasnosti s zname tisicky planét ¢i planetarnych kandiddtov (NASA.
Exoplanet Archive). Zvlastna pozornost je venovana moznej obyvatelnosti (habi-
tabilite) extrasolarnych planét a detekcia planét v habitabilnej zone.

Jednou z intenzivne Studovanych ststav je aj TRAPPIST-1 (e.g Kislyakova,
a kol., |2017; |Gillon a kol., [2017; Delrez a kol.| |2018; [Hamish a Matsuyama, 2019).
TRAPPIST-1 je planetarny systém lokalizovany 12.1 pc od slnecnej stistavy.
Okolo hviezdy (¢erveného trpaslika), ktora je 12-krat lahsia ako Slnko a velkos-
tou o nieco vacsia ako Jupiter, obieha 7 znamych planét. Tychto sedem exoplanét
bolo objavenych pocas transitu, ¢im bolo mozné urcit ich orbitdlne periédy a vel-
kosti. Vdaka porozovaniu varidcii ¢asov tranzitu (transit-timing variations) boli
ziskané ich hmotnosti. Planéty TRAPPIST-1 systému maja pravdepodobne ka-
menni kompoziciu a velkosti porovnatelné so Zemou ¢i Venusou. Nedavne studie
naznacuju, ze sa tieto planéty sformovali v oblasti bohatej na vodu. Planéty b, d,
f, g a h obsahuju prchavé latky vo forme vrstvy kvapalnej vody, ladu alebo hustej
atmosféry. V ¢lanku (Gillon a kol. (2017))) naznacuji, ze hmotnosti niektorych
exoplanét mozu byt tvorené vodou az z 5%. Atmosféra planéty TRAPPIST-1b
bola podrobnejsie preskimana pomocou Hubbleovho vesmirneho dalekohladu,
vdaka ktorému vieme o atmosfére povedat, ze je bud bohatd na oxid uhlic¢ity
alebo vodnu paru (de Wit a kol (2016])).

Svietivost hviezdy TRAPPIST-1a je len 0.05% zo svietivosti Slnka. Vsetky
planéty obiehaju okolo hviezdy s kratkymi periédami a po velmi blizkych obez-
nych drahach. Vdaka c¢omu sa predpoklada, ze si vystavené rovnakému celko-
vému mnozstvu dopadajiceho ziarenia ako terestrické planéty slnecnej sustavy,
presnejsie planéty od Merkura k Marsu. Tri zo siedmich planét sa nachadzaja
v obyvatelnej zéne (Barstow a Irwin| 2016]).

Najblizsie planéty s velkou pravdepodobnostou prechadzaju intenzivnou sla-
povou deforméciou. Podla |Gillon a kol.| (2017) sa predpoklada, ze sa vsetky pla-
néty vplyvom slapovej deformacie a malé vystrednosti drah nachadzaji vo via-
zanej rotacii: doba rotacie planét okolo vlastnej osi je rovna dobe obehu okolo
hostitelskej hviezdy. Vdaka tomu sa predpokladaji velké teplotné rozdiely medzi
permanentne osvietenou castou planét a trvalo tmavou castou.

Planéty sustavy TRAPPIST-1 obiechaji okolo materskej hviezdy, s relativne
silnym magnetickym polom, na velmi kratkych peridédach. K jednym z moznych
zdrojov tepla teda patri indukéné zahrievanie planéty, ktoré v slnecnej stustave
zanedbdvame v porovnani s inymi tradi¢ne uvazovanymi zdrojmi zahrievania (ra-
dioaktivne a slapové). Tento neobvykly zdroj sa v celkovej energetickej bilancii
uplatnuje u vntutornych planét sustavy TRAPPIST-1. Cielom tento prace je stu-
dium jouleovského a slapového zahrievania, citlivost tychto zahrievani na fyzi-
kalne parametre a aplikdcia na planéty systému TRAPPIST-1.

Jouleovské zahrievanie je indukované pohybom planéty v premenlivom magne-
tickom poli hviezdy. Pri uré¢itom nakloneni osi rotacie hviezdy voci osi magnetic-
kého dipdlu, by indukéné zahrievanie mohlo roztavit hornu vrstvu plasta planét,
sposobit vulkanické aktivity alebo magmatické oceany. Pri hviezdach typu M boli



pozorované magnetické polia az o velkosti jednotiek Tesla. Hviezdy tohto typu
maji enormne dlhi odhadovani zivotnost, ktora sa pohybuje od niekolkych de-
siatok milidrd az po biliény rokov (Adams a kol., 2004). Vzhladom na ich nizky
ziarivy vykon sa nachddza obyvatelnd zoéna blizsie k hviezde, ¢o znamena, ze
planéty st vystavené velkému magnetickému polu (Kislyakova a kol.| (2017))).

Slapové zahrievanie vznika v dosledku vnutorého trenia v telese pocas toho,
ako sa deformuje v reakcii na ¢asovo premenlivy slapovy potencial pdsobiaci na
teleso koneéného rozmeru a budeny vonkajsim gravitacnym potencidlom. Orbi-
talna excentricita planéty sposobuje, ze objekt prechadza peremenlivym slapo-
vym potencidlom, ktory indukuje zahrievanie vdaka periodickym deforméaciam.
V tejto praci budeme hovorit o slapovom poésobeni hviezdy na planéty, kedze po-
sobenie planéty na planétu je v planetarnom systéme TRAPPIST-1 zanedbatelné
(Hamish a Matsuyama/ (2019)).

Struktira prace je nasledovna: v kap. |1jodvadzame vztahy pouzité pri vypocte
jouleovského zahrievania a opisujeme postup na ziskanie sférickych harmonickych
koeficientov vonkajsieho magnetického pola vo frekvencénej oblasti potrebnych na
vstup do programu na vypocet jouleovského zahrievania. Spravnost vypoctov
overujeme dvoma réznymi metoédami. V kap. [2| uvadzame najdolezitejsie vztahy
na vypocet slapového zahrievania a dve reologie, ktoré vyuzivame na popisanie
slapovych deformécii. V kap. [3] a kap. [4] sa zaoberame parametrickou studiou
jouleovského a slapového zahrievania modelovej planéty so zjednodusenou struk-
tarou. V kap. [5|sa venujeme urceniu struktiry planét vdaka znalosti ich polomeru
a hmotnosti. Nakoniec v kap. [6] porovnavame vplyv jouleovského a slapového za-
hrievania na planétach systému TRAPPIST-1. Venujeme sa predovsetkym dvom
najblizsim planétam k materskej hviezde. V zavere diskutujeme vysledky, komen-
tujeme zjednodusenia a ipravy v modeli.



1. Jouleovské zahrievanie

Indukéné zahrievanie vznika, ked premenlivé magnetické pole indukuje priudy
vo vodivom médiu. Dané priudy sa v telese disipuju vdaka jouleovskému zahrie-
vaniu. Vplyvom tejto disipacie moze dojst k zvyseniu teploty lokalizovanej kvoli
skin efektu v hornej vrstve planét (Kislyakova a kol., |2017)). Postup na vypocet
jouleovského zahrievania bol inspirovany ¢lankom Kislyakova a kol.| (2017).

Na vypocet jouleovského zahrievania bol pouzity program elmgFD pre mo-
delovanie elektromagnetickej indukcie v sférickej oblasti metoédou konecnych ele-
mentov a sférickych harmonik vo frekvenénej oblasti (Velimsky a Martinec, 2005}
Velimsky a kol., 2018). Vstupom do tohoto programu st vodivosti v jednotlivych
vrstvach planéty, sférické harmonické koeficienty vonkajsieho magnetického pola
na povrchu planéty a odpovedajice budiace frekvencie.

1.1 Matematicky popis

7, Maxwellovych rovnic je mozné odvodit rovnicu pre elektromagnetickt in-
dukciu vnutri planéty (Velimsky a Martinec, |2005))

OB 1 .
po—m +V X <V X B> =0, (1.1)
ot o
kde o je elektricka vodivost a g je magneticka permeabilita vakua.
Rovnicu elektromagnetickej indukcie je mozné reformulovat aj vo frekvencnej

oblasti. V nasom pripade je najviac vhodné zvolit alternativnu, fyzikalne ekviva-

lentnu formuléciu pre vektor elektromagnetického pola E (7 w)

A

V X V x E(7w) + iwpoo (F) (7 w) = 0. (1.2)

kde w = 27 /T je uhlova frekvencia. V pripade sféricky symetrického priebehu vo-
divosti o(r) sa numerické rieSenie tejto rovnice redukuje na najdenie toroidalne;
zlozky elektrického pola. Hrani¢nd podmienka na povrchu planéty je Neuman-
novho typu

V x l%(r =R,, Qw) = —iwé(r = R, w). (1.3)

Ak reprezentujeme priebeh elektrickej vodivosti vrstevnatym modelom s kon-
stantnou vodivostou oy v k-tej vrstve, potom je jouleovské teplo uvolnené v tejto
vrstve a spriemerované za dobu periody dané vztahom

1 /T - 5
P = f/ / o E(7 1) 2dVdt = 2/ o E(7w)2dV. (1.4)
T 0 Vi Vi

Objemové jouleovské zahrievanie v objeme k-tej vrstvy budeme dalej oznacovat
ako hy = h(r), kde hy, = Py/Vi. Hodnotou P budeme oznacovat celkové jouleovské
zahrievanie planéty:

P=> P, (1.5)
k=1

kde n je celkovy pocet vrstiev.



Mimo planéty je vektor magnetickej indukcie bezdivergentny a bezrotacny, a
preto moze byt reprezentovany gradientom skalarneho magnetického potencialu

B(:c,y,z,t) = —VV(.I,y,Z,t), (16>

kde skaldarny magneticky potencidl V' spliiuje Laplaceovu rovnicu

V2V (2,y,2,t) = 0. (1.7)

Rozsirenie magnetického potencidlu V' do sférickych harmonickych funkecii Y,
nam umoznuje napisat analytické rieSenie rovnice (1.7) ako sumu dvoch casti
(Velimsky a Martinec, |2005))

V=ve4yo, (1.8)

Vntitorna cast V@, pre R, < r reprezentuje magnetické pole indukované pridmi
vo vnutri sféry (planéty) a moézeme ju vyjadrit vztahom

) R Jjt+1
voEn =Y 3 vn () vawe (1.9
j=lm=—j r
Potencial vonkajsieho pola reprezentujiceho vonkajsie zdroje je mozné popisat
pomocou

VD = Ry S Z VO (Rp>jyjm(,9,¢)7 (1.10)

Jj=lm=—j

kde V( (1), Vj(m) (t) st sférické harmonické koeficienty potencidlu vnitorného, resp.
vonka351eho pola, R, je polomer sféry, ¥ je planetopisna ko-sirka a ¢ je planeto-
pisna dlzka.

Potencial magnetického pola hviezdy vyjadreného na povrchu planéty repre-
zentuje okrajové podmienky pre nalezenie riesenia indukovaného pola a pridu pre
program elmgFD. Harmonické koeficienty hladdame v ¢ase ¢; v tvare (Varshalovich

a kol.| [1989)

1 27 T
Vinlt) = 2= [ | V(Bpdip)Y;, sin(9)avdg, (1.11)
P

kde sférické harmonické funkcie Y}, st plne normalizované a dané vztahom (A.2).
Hodnoty 7 a m st stupen a rad rozvoja. V pripade magnetického pola popisaného
dipélom, uvazujeme iba j = 1.

1.2 Potencial magnetického pola hviezdy v si-
stave pevne spojenej s planétou

Pre vypocet jouleovského zahrievania je nutné urcit potencial magnetického
pola hviezdy V' (z,y,z) a jeho premeny v ststave pevne spojenej s planétou. Najprv
sa zameriame na popis potencidlu hviezdy v stuistave spojenej s taziskom hviezdy.
Tento potencial neskor transformujeme ¢i numericky uré¢ime na povrchu planéty.



\ Planéta

Obezna rovina

Obr. 1.1: Nékres obeznej drahy planéty okolo hviezdy s osou rotacie 2. Uhol
By predstavuje sklon vektoru magnetického momentu voci osi z v ststave pevne
spojenou s hviezdou. Sipkami je naznaceny smer rotacie hviezdy a smer obehu
planéty.

Predpokladéame, ze pole hviezdy je ¢isto dip6lové. Potencial dipélu V(x,y,z) po-
pisany ststavou spojenou s taziskom hviezdy a rovinou obehu planéty je urceny
okamzitou osou dipdlu €;. Okamzita os dipdlu je urcend uhlom Sy ako mozeme
vidiet na obr. a teda je urcena sklonom rotacnej osi hviezdy a voci normalne
obeznej roviny planéty a sklonom dipélu S voci rotacnej osi hviezdy. Podobne
ako [Kislyakova a kol.| (2017)) predpokladdme, Ze os dip6lu je nemennd v sustave
rotujucej s hviezdou.

Potencialne pole hviezdy v stistave pevne spojenej s jej taziskom sme odvodili
zo vztahu (Kislyakova a kol., [2017)

=l

m -

Vizy,z) =

o (1.12)
kde 7 je poloha bodu v magnetickom poli, r je vzdialenost bodu od dip6lu a m
je vektor magnetického momentu, pre ktory plati m = |ni|és.

Vektor magnetického momentu €3(¢) vyjadrujeme pomocou matice rotacie
Q(t) (Podolsky a Langer] |2019)) a normovaného vektoru eg, popisujiceho smer
dipélu v case t = 0 ako

€ =Q-eg. (1.13)

Maticu rotacie Q okolo vektoru 7i(a) = (ny,n2,n3)", kde ny,ny a ns st strad-
nice jednotkového vektoru v smere osi €2, o uhol ¢ = Qt vyjadrujeme ako

cos p+n?(1—cosp)  myns(l—cosp)—nzsing nynz(1— cos@)+nssin ¢

Q= | mna(l—cos¢)+ngsing  cosg+n3(l—cosp)  ngng(l—cos¢g)—ny sin ¢
ninz(1—cos ¢)—ngsing naonz(1—cos@)+nising  cosp+n3(1—cos @)

(1.14)



Dosadenim vztahu pre velkost magnetického momentu || do vztahu (1.12)) méo-
zeme potencidlne pole vyjadrif v tvare

3B] &7
(R.3+2R;3) 3 7

V(z,y,z) = (1.15)

kde |1§\ je velkost magnetického pola dipélu, R, je polomer hviezdy a Ry polomer
potencidlového zdroja (PFSS Potential-Field Source-Surface Models |Altschuler a
Newkirk, 1969; |[Johnstone a kol 2010). Na zéklade Slnka sme zvolili hodnotu
potencialového zdroja Ry = 2.5R, (Kislyakova a kol 2017)).

Pre vypocet potencidlu v stustave pevne spojenej s planétou boli pouzité dve
rozlisné metody na overenie spravnosti vypoctov.

1.2.1 Metdoda 1

Potencial hviezdy na bode pevne spojenom s planétou 7 sme ur¢ili pomocou
transformadnych vztahov: transldcie ¢ do taziska planéty a nasledne transfor-
maciou pomocou matice rotacie S. Vztah medzi vektorom 7', pevne spojenym s
planétou, a vektorom 7, pevne spojenym s hviezdou, je dany ako

F=t+8-7. (1.16)

Transformaciu suradnicového systému do faziska planéty sme spravili pomo-
cou translacie ¢, zistenej numerickym iterativnym riesenim Keplerovej rovnice
(Murray a Dermott|, 1999)), ktorda ndm déva orbitdlnu polohu planéty v case t

2
E—me:%ﬁ—mL (1.17)

kde F je excentrickd anomalia (vid obr., e je excentricita drahy, T je peridéda
obehu a konstanta ¢, predstavuje ¢as prechodu planéty perihéliom (tu uvazujeme
to == 0)

Jednotlivé zlozky vektoru translécie ¢ vyzeraji nasledovne (Murray a Dermott),
1999)

a(cos E — e) rcos f
t=|avI—e?sinE | = [rsinf|, (1.18)
0 0

a normou vektoru ¢ dostavame vzdialenost r (vid obr.
r=a(l —ecosE). (1.19)
Pre pravi anomaliu f platia vztahy

cosE —e av1—e?2sin B

1—ecosE’ sin f = (1—ecosE)

Predpokladame, ze vektor rotacie planéty je kolmy k rovine obehu a planéta je
uzamknutd v 1:1 spin-orbitalnej rezonancii. Matica rotécie Q (vid vztah (1.14]))

cos [ = (1.20)



okolo osi z o uhol v = wt (v pripade synchronizovanej rotacie) sa zredukuje na
maticu S

cosy siny 0
S=[—siny cosy 0]. (1.21)
0 0 1

Vektor 7 zo vztahu (1.16), teda vektor idici z taziska planéty k bodu na

planéte, vyjadrujeme v sférickych suradniciach ako

sin v’ cos ¢’
P =R, |sin?sing |, (1.22)
cos v’

kde R, je polomer planéty, 9 a ¢’ st planetopisna ko-sitka a dizka.

Danym postupom ziskavame vektor 7 z rovnice a dosadenim do vztahu
ziskavame rozvoj potencidlu hviezdy v sustave spojenej s planétou. N&-
sledne tento potencial rozvinieme do sférickych harmonickych funkcii podla vztahu
(1.11]).

1.2.2 Metbdda 2

Druha metoda vyjadrenia potencialu dipélu na povrchu planéty vyuziva zna-
lost analytického vyjadrenia sférickych harmonickych funkeii. Pouzitim vztahu (|1.9))
ziskavame hladané sférické harmonické koeficienty vonkajsieho pola.

Magneticky dipél m popisujeme ako

sin ¥, cos g

m = |m| | sindssing; |, (1.23)
cos U

- a - Opisana kruZnica

Obr. 1.2: Opisana, koncentricka kruznica na obrazku vlavo s plomerom a rov-
najucim sa velkej poloosi elipsy. ' a F’ predstavuju ohniska elipsy a O stred
kruznice a elipsy. Na obrazku vpravo je zobrazeny vztah medzi pravou anomaliou
f a excentrickou anomaliou £ (Murray a Dermott| [1999).



kde 9 a s uréuju orientaciu dipélu v priestore a || znaéi jeho velkost. Vektor 7,
iduci od faziska hviezdy k bodu na planéte, vyjadrujeme v sférickych siradniciach

sin ¥ cos ¢
r=r|sinvsineg |. (1.24)
cos v

Potencidl dip6lu (vztah ((1.12))) v ststave pevne spojenej s hviezdou po dosa-
deni vektorov (vztahy ((1.23)—(1.24))) ziskavame v tvare

V= ’ZL‘ [cos ;s cos @ sin U sin ¥ + sin p sin @ sin Y sin ¥ + cos ¥4 cos V] . (1.25)

Porovnanim vztahov (1.25) a (1.9) a dosadenim hodnoty (A.10) za Yo, do-
stavame pre potencial v rozvoji j =1 a m = 0 vztah

47 |m)|
‘/10 = ?Rig COS 193. (126)
Rozpisanim vztahu (1.9) pre j =1 am =1, — 1 dostavame
3

V= O [(Be(Vhy) + i m(Vin))(Re(Yi) + i Im(Ya)) +

(1.27)
(Re(Vi,—1) + ¢ Im(Vy, 1)) (Re(Y,—1) + i Im(Y1 1)),
a vdaka platnosti vztahu (A.7) dostdvame
R3
V=5 [2Re(Vii) Re(Yn) — 21m(Viy) Im(Y,)] (1.28)

Redlnu a imagindrnu cast koeficientu rozvoja Vi; ziskame dosadenim (|1.28))
do (1.9), pouzitim vztahov (A.9) a (A.11) na vyjadrenie sférickych harmonickych
funkcii

2 bl
Re(V11) = — —W@ cos ©, sin Y, (1.29)
V3 R
21 |m| . )
Im(Vy;) = — 53 Sin g sin s, (1.30)
3 RS

a koeficient rozvoja V; _; ziskame vdaka symetrii pre redlne funkcie zo vztahu
(A.7). Vyssie ziskané koeficienty charakterizuju potencial magnetického pola v st-
stave spojenej s hviezdou. Pomocou analytickych translacnych a rota¢nych vzta-
hov, transformujeme tieto koeficienty do siistavy pevne spojenej s planétou. Tieto
analytické vztahy st popisané v |Varshalovich a kol. (1989) a numericki imple-
mentaciu poskytol RNDr. Jakub Velimsky, Ph.D.

Transformaciu zo sustavy spojenej s hviezdou do stustavy pevne spojenej s
planétou sme spravili pomocou oboch vyssie zmienenych metoéd s velmi dobrou
zhodou.



1.3 Casova analyza sférickych harmonickych ko-
eficientov

Vyssie spominané koeficienty magnetického potencidlu je mozné pocitat v Tu-
bovolnom ¢ase t. Vzhladom k tomu, Ze program elmgF'D pracuje vo frekvenéne;j
oblasti, transformujeme koeficienty Vj,,(t;) do tejto oblasti pomocou Fourierovej
transformacie (vid dodatok B.3). Vyuzitim rutiny numpy.fft.fft(a, n=None, axis=-
1, norm=None) z kniznice numpy v jazyku Python ziskame koeficienty Vj,,(f;).
Diskrétna Fourierova transformacia je definovand vztahom

n-l mk
Ar = amexp{—Qm'} k=0,....m—1 (1.31)
m=0 n

kde a,, predstavuji vypocitané sférické harmonické koeficienty Vj,,(¢;). Z Fou-
rierovej transformacie dostavame sférické harmonické koeficienty Voo(f), Vio(f) a
Vi1(f), pricom koeficienty Vioo(f) nevyuzivame, kedze je to konstanta v priestore
a jej gradient je nulovy. Do programu elmgFD vstupuji harmonické koeficienty
Vio(f), Vir(f) a Vi —1(f). Koeficienty Vi _1(f), mdzeme vyjadrit ako zdporni hod-
notu komplexne zdruzenych koeficientov V7.

Frekvencie diskrétneho signalu sme ziskali pouzitim rutiny numpy.fft.fftfreq(n,
d=1.0) v jazyku Python. Rutina vracia frekvencie v tvare [ =
[07 fmim ) fmam; _’fmaxlv ] _‘fmmua

kde frekvenciu f = 0 nevyuzivame, pretoze sa jednd o konstantnu cast pola.
Program elmgF'D nam nésledne na vystupe vracia jouleovské zahrievanie v jed-
notlivych vrstvach planéty.
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2. Slapové zahrievanie

Na rozdiel od jouleovského zahrievania planét, slapové zahrievanie patri
k zdrojom energie uvazovanym aj v slnecnej sustave. Cielom tejto prace je po-
rovnaf prave tieto dva zdroje energie. Riesenie slapovej deformacie a disipacie
slapovej energie patri medzi tradi¢né tlohy. V ramci bakalarskej prace sa teda
uspokojime so skratenym popisom.

Slapové zahrievanie v telese je tvorené trenim, kedy teleso reaguje periodickou
deformaciou na potencial slapovej sily. Tieto periodické sily vznikaji gravitacnym
pOsobenim centralneho telesa na planétu konecnej velkosti. Frekvencia zatazova-
nia je ur¢ena kombinaciou obehovej a rotacnej rychlosti pri pohybe po vystrednej
drahe. Podobne ako pri jouleovskom zahrievani sa ststredime na telesa obiehajuce
v blizkosti materskej hviezdy. Rovnako predpokladame, Ze st planéty uzamknuté
najma v 1:1 spin-orbitalnej rezonancii a uvazujeme nulovy sklon rotacnej osi pla-
néty voci normaéle roviny obehu.

Analogicky s prechadzajicou kapitolou sa musi najst slapova sila posobiacia
od centralneho telesa (reprezentovaného hmotnym bodom) na planétu a nésledne
je nutné tuto silu popisat v ststave pevne spojenej s rotujicou planétou. Tento
problém je analyticky rieseny v Kaula) (1964)), kde bol slapovy potencidl popisany
na deformovanej planéte pomocou keplerovskych elementov a vektoru rotacie pla-
néty.

Deformaécia vplyvom periodickej sily moze viest k disipacii mechanickej ener-
gie v zavislosti na mineralogickom zlozeni a struktire planéty. Pokial teleso nie je
dokonale elastické, odozva telesa je opozdena voci prilozenej sile. Toto opozdenie
potom odraza schopnost telesa disipovat. Takéto chovanie sa popisuje viskoelas-
tickymi (anelastickymi) reologickymi vztahmi. V planetoldgii sa ¢asto vyuzivaju
Maxwellov ¢i Andradeov model (napr. Efroimsky}, 2012; Renaud a Henning}, [2018]).

K popisu slapovej deformacie mdzeme zaviest pojem dynamickej (komplexnej)
kompliancie J (w), ktorad definuje volu materidlu deformovat sa pod aplikovanym
napatim. Vztah medzi bezstopou castou tenzoru deformacie ¢ a devidtorom ten-
zoru napatia & je vo frekvencnej oblasti dany vztahom

2 (w) = J(w)&(w). (2.1)

Za pouzitia principu korespondencie je teda analdégiou Hookovho zdkona vo
frekvencnej oblasti pre linearne viskoelastické nestlacitené telesa:

o(w) = 2fi(w)é(w), (2.2)

kde fi(w) = 1/J(w).
Dynamicka kompliancia Maxwellovho modelu je dana

He) = 5 -, (23)
prvy clen zodpoveda za okamziti elasticki deformaciu materialu, p je modul
torzie. Druhy ¢len, zavisly na viskozite n a uhlovej rychlosti w, hovori o postup-
nom viskéznom teceni (creep). Tato tradi¢ne pouzivana reolégia vsak podcenuje
disipaciu pre slapové periédy (Efroimsky a Lainey, 2007).
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Dynamicku (komplexni) komplianciu Andradeho modelu mézeme vyjadrit

ako
1 . a—1

~ VA LL
J(w) i + (iCUW)QF(l + ), (2.4)
kde posledny ¢len popisuje tranzientni anelasticki deforméciu, ktora dominuje
pri popise deformacie na slapovych frekvenciach. o a ¢ st empirické parametre.
Priemerné mnozstvo tepla vyprodukovaného disipaciou v celom objeme telesa
pocas jednej orbity moézeme vyjadrit ako (Segatz a kol., |[1988)

5n Torp 8¢(R,19,<p,t)
P =_ o(RY,p,t)——————=dSd 2.
87T2GR/0 /35 ( Y ’t> ot Sdt, ( 5>

kde ¢ a d¢ su slapovy a dodatoény potencidl vyvolany deformaciou planéty
na povrchu planéty. Dodatocény potencial sa da vyjadrit pomocou vztahu d¢ =
|k (w)|Prag, kde |k(w)]| je tzv. Loveovo potenciglové éislo charakterizujice velkost
dodato¢ného (indukovaného) potencidlu pre uhlovi rychlost w. ¢, je opozdeny
slapovy potencial. Toto opozdenie je tiez dané vnitornou Struktirou, reolégiou a
budiacou frekvenciou.

Na vypocet slapového zahrievania bol pouzity vopred pripraveny program.
Program vyuziva tedriu vlastnych médov (normal mode theory) (napr. Takeushi
a Saito, [1972; Sabadini a Vermeersen, [2004; Wu a Peltier, 1982), ktorého au-
torom je Mgr. Walterova. Program vyuziva Maxwellovu a Andradeovu reologiu
na popisanie slapovych deformacii. Do programu vstupuje struktira planéty a
jej reologické vlastnosti — hustota, viskozita, modul torzie u a dalSie reologické
parametre v danej vrstve. Taktiez je nutné zadat periédu obehu, vystrednost a
spin-orbitélny pomer. Vystupom programu je celkové zahrievanie P (vztah )
a profil objemového zahrievania h(r). Tento profil je uréovany numericky pomo-
cou Gaussovych-Legendreovych kvadratirnych vzorcov. Na vypocet zahrievania
sme vyuzivali hlavne Andradeovu reolégiu.
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3. Jouleovské zahrievanie -
Parametricka studia

V tejto Casti prace sa zameriame na studium citlivosti zahrievania na najvyz-
namnejsich parametroch pre modelové, Zemi podobné teleso. Budeme studovat
vplyv sklonu magnetického dipolu hviezdy voci osi rotacie hviezdy 3, sklon rota-
cie hviezdy voci rovine obehu (odpovedajicej inklindcii dréhy) «, periédu rotacie
hviezdy T, vystrednost drahy e, periédu obehu T planéty, ktora urcuje hlavnua
budiacu frekvenciu a vzdialenost od hviezdy pomocou Keplerovho zédkona, dalej
spin-orbitalny pomer planéty a velkost magnetického dipélu hviezdy ]é |. Refe-
ren¢né parametre modelovej planéty a hviezdy st uvedené v tab. [3.1]

Jednou z dolezitych charakteristik problému je hibka prieniku. Hibka prie-
niku 0 je urcena elektrickou vodivostou média a oznacuje troven, pri ktorej sa
amplitida elektromagnetického pola zmensuje na faktor 1/e. Najmensia je pre
teleso s vysokou vodivostou v rychlo meniacom sa poli. Pri vipoctoch hibky prie-
niku uvazujeme, ze planéta obieha vo vakuu, teda neberieme do tuvahy okololity
slne¢ny vietor. Pri malej hibke prieniku dochddza k maximélnemu zahrievaniu v
blizkosti povrchu. Naopak, ak je hibka prieniku velkd, moze pole preniknit hibsie
do planetarneho plasta, ¢o vedie k uvolnovaniu energie v hlbsich vrstvach planéty
(Kislyakova a kol., 2017)).

Vseobecny vztah pre hibku prieniku sa v pripade pre ew /o < 1 redukuje na

(Jordan| 1968)
2
5=\ (3.1)
OWho
kde € je permitivita vakua.

Hibka prieniku je na obrazkoch znézornend vodorovnou prerugovanou iarou.
Vykreslovanie ndm zaroven umoznuje porovnavat modelované polia a zahrievania
s o¢akdvanou hibkou prieniku a teda testovat zakladnt spravnost vysledkov.

Obrazky [3.1]- 3.6 ukazuju vysledky nasej parametrickej studie. Profily objemo-
vého zahrievania v zdvislosti na vodivosti o st na obr. [3.1h). Zdvislost na vodivosti
je nemonoténna a hlbka prieniku dobre odpoved4 teoretickej. Maximélne lokdlne
objemové zahrievanie h pozorujeme pri vysokych vodivostiach. Naopak, hibka

Tabulka 3.1: Referenéné hodnoty parametrov

’ Parameter \ Definicia \ Hodnota ‘
M Hmotnost hviezdy 0.1 Mg
R Polomer hviezdy 0.13 Re
Trot Doba rotacie hviezdy 3 dni
|§| Velkost dipélového pola hviezdy 600 x 1074 T
Tret Doba obehu planéty 1.5 dni
Cref Excentricita 0
O ref Vodivost 1x1072Sm™!
Oyt Sklon rotacnej osi hviezdy voci 0°

obeznej rovine planéty

Dref Sklon osi dipdlu voci rotacnej osi hviezdy 30°
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prieniku je v tomto pripade mala. Zahrievanie by teda mohlo ovplyvnovat hlavne
termalny stav litosféry a kory planét. Najvacsie celkové zahrievanie sledujeme pri
vodivosti o = 0.01 Sm~! a to presne 7.9 x 10'* W. Na obr. [3.1p) studujeme zévis-
lost zahrievania h na sklone magnetickej osi 5. Rovnako ako v ¢lanku Kislyakova
a kol. (2017) Studujeme sklony az do 60°. V stlade s teoretickym ocakavanim je
zahrievanie najvacsie pre najvacsi sklon osi.

Obr. sluzi k ukazke dodlezitosti vystrednosti drahy a jej vyznamu vzhladom
k parametru 5. So zvySovanim vystrednosti sa zaroven zvysuju zmeny magnetic-
kého pola v priebehu jednej orbity, ¢o sposobi zvysovanie jouleovského zahrieva-
nia (obr.|3.2h)). Na obr. [3.2b) demonstrujeme vplyv excentricity pri nenulovom
sklone osi magnetického dipolu. So zvacsenim sklonu dipdlu voci rotacnej osi
hviezdy vzrastie aj jouleovské zahrievanie. Vplyv excentricity je napriek tomu
velky, ak uvazujeme aj extrémne vystrednosti e = 0.4.

Zavislost objemového zahrievania na sklone rotacnej osi hviezdy « je znazor-
nend na obr. [3.3] Parameter o skiimame do hodnoty 10°, pretoze vicsie sklony
rotacnej osi st nepravdepodobné. Stidia ukazuje, Ze objemové jouleovské zahrie-
vanie rastie so zvySujucim sa sklonom « a pre nulovy sklon magnetického dipolu
vocCi rotacnej osi 8 je tato zavislost dobre pozorovatelna. Avsak pri zvacseni pa-
rametra 3 na 30° je zavislost zahrievania na parametri o velmi mala. Aj pri tejto
studii sa tak ukazala dolezitost parametra 5.

Na obr. [3.4h) skiimame zavislost zahrievania h na dobe rotacie hviezdy Ty
Rozdiel v objemovom zahrievani planéty pre maximalnu a minimalnu skimanu
dobu rotacie hviezdy nie je vyrazny. Pre sklon magnetického dipélu 5 = 0° bolo
zahrievanie pre vSetky skiimané doby rotacie zanedbatelné. Na obr. ) studu-
jeme zavislost objemového jouleovského zahrievania na periéde obehu planéty. So
zvysujucou sa dobou obehu sa zvacsuje aj vzdialenost medzi planétou a hviezdou,
¢im sa zaroven znizuje zahrievanie. Zistili sme, ze pokial je doba rotacie hviezdy
véacsia ako obezna doba planéty, peridda rotacie hviezdy nie je prilis vyznamnym
parametrom.

Zavislost jouleovského zahrievania na spin-orbitalnej rezonancii je kompliko-
vand. V nasej studii (obr. [3.5p)) vyslo najvicsie objemové zahrievanie pre pla-
nétu vo volnej rotacii a najmensie pre spin-orbitalnu rezonanciu 3:2. VSeobecne
vyznam spin-orbitalnej rezonancie bude dany kombindciou obeznej doby planéty
a rotacnej periody hviezdy.

Velkost magnetické dipolu \é | sme skumali pre hodnoty pravdepodobné pre
hviezdy typu M. Podla Reiners (2013 sa velkost magnetického dipdlu tychto
hviezd pohybuje v rozmedzi 600 x 10~* T az 3000 x 10~* T. Na obr. [3.5b) mo-
zeme pozorovat rastice zahrievanie h s rasticou velkostou magnetického dipélu
sledujtice teoretické Skdlovanie |m|?.

7 nasej parametrickej studie vyplyva, ze najdolezitejsimi parametrami s sklon
magnetického dipdlu £ a excentricita e. Na obr. [3.6| podrobnejsie skimame zavis-
lost celkového jouleovského zahrievania na tychto parametroch. So zvacsujicim
sa sklonom dipélu, planéta prechadza zmenami v magnetickom toku vo svojom
vnutri pocas orbitdlneho pohybu. Maximélne dosiahnuté celkové zahrievanie je
az ~10 TW pre velké hodnoty parametra [ a vystrednosti drahy, ¢o je vykon
zrovnatelny s radiogénnym zahrievanim na Zemi.
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Obr. 3.1: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri menia-
cej sa vodivosti. b) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri
meniacej sa hodnote sklonu dipélu voci rotacnej osi.

a) b)
7000 7000
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5000 5000
__ 4000 _4000
2 X
= 3000 = 3000
e e
2000 — 0 2000 — 0
— 01 — 01
1000 — 02 1000 — 02
— 03 — 03
— 04 — 04
80 02 02 06 08 10 12 14 16 % 1 2 3 5
R [1075W/m? ] R [1075W/m? ]

Obr. 3.2: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri meniacej
excentricite pre uhol g = 0°. b) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h
planéty pri meniacej excentricite pre uhol 5 = 30°.
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Obr. 3.3: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri meniacom
sa uhle a, ked uhol g = 0°. b) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h
planéty pri meniacom sa uhle «, ked uhol g = 30°.
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Obr. 3.4: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri meniacej
sa dobe rotécie hviezdy pre uhol 5 = 30°. b) Priebeh objemového jouleovského
zahrievania h planéty pri meniacej sa dobe obehu planéty pre uhol g = 30°.
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Obr. 3.5: a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri meniace;
sa spin-orbitalnej rezonancii. b) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h
planéty pri réznych velkostiach magnetického dipélu hviezdy.
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Obr. 3.6: Celkové jouleovské zahrievanie P modelovej planéty.
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4. Slapové zahrievanie -
Parametricka studia

V tejto kapitole sa venujeme studiu slapového zahrievania modelovej planéty
v zavislosti na réznych parametroch. Sustredime sa na zavislosti na viskozite
plasta 7, excentricite drahy e, spin-orbitalnej rezonancii, doby obehu planéty T'
a zavislosti na roznych hribkach litosféry, jadra, a roznych velkostiach planét.
Dalej ukazujeme vplyv reoldgii na velkost zahrievania a zavislost zahrievania na
empirickych parametroch Andradeho reoldgie.

V tab. si zhrnuté referenéné hodnoty modelovej hviezdy a planéty pouzité
pri vypoctoch slapového zahrievania. Reologické vlastnosti vrstiev si uvedené v
tab. [4.2] Viskozitu v jadre sme volili takd, aby zahrievanie v jadre bolo zaned-
batelné. Empirické parametre o a ( sme volili na zaklade ¢lanku Castillo-Rogez
a kol.| (2011).

Vysledky nasej parametrickej Studie si zobrazené na obr. az [4.4] Na
obr. az uvazujeme o planéte tvorenej z planetdrneho plasta a jadra. Na
vypocet zahrievania sme si zvolili Andradeovu reolégiu. V grafoch na obr. [4.4]
pocitame slapové zahrievanie planéty tvorenej litosférou, plastom a jadrom.

Najdolezitejsimi parametrami pri slapovom zahrievani sa v stulade s tedriou
ukazali byt viskozita plasta a pre 1:1 rezonanciu excentricita drahy. Zavislost
zahrievania h na tychto dvoch parametroch studujeme na obr. Objemové
slapové zahrievanie klesa s rastiicou viskozitou v plasti, kedze pri vacsej viskozite
dochadza k mensej disipacii slapovej energie. Slapové zahrievanie vSeobecne ras-
tie v plasti s hibkou. Z&vislost na excentricite je vyznamnd pre synchronizovant
rotdciu (obr. [4.1p)). Zahrievanie rastie so zvicSujiicou sa excentricitou, kedy je
teleso pocas orbity viac deformované. Pri studii zavislosti zahrievania na excen-
tricite bola vynechand hodnota e = 0, pre ktoru je slapové zahrievanie nulové (v
1:1 spin-orbitalnej rezonancii, ktort uvazujeme).

Zévislost na spin-orbitalnej rezonancii ukazuje, ze najmensie zahrievanie na-
stava pre pripad spin-orbitalnej rezonancie 1:1. Vplyv zmeny medzi vySsimi re-
zonanciami je vyrazne nizsi. Vseobecne plati, Ze zmeny zahrievania pri prechode
na nizsiu rezonanciu si tym vacsie, ¢im nizsiu rezonanciu uvazujeme pre danu
excentricitu. Obr. ) ukazuje zavislost zahrievania na dobe obehu planéty.
So zvacsujucou sa dobou obehu rastie aj vzdialenost medzi planétou a hviezdou
podla Keplerovho zakona, ¢im sa znizuje pdsobenie slapovych sil na planétu a

Tabulka 4.1: Referenéné hodnoty parametrov

’ Parameter \ Definicia \ Hodnota ‘
M Hmotnost hviezdy 0.1 Mg
Tret Doba obehu planéty | 1.5 dni
Crof Excentricita 0.01
R, Polomer planéty 1 Rg
R, Jadro 0.5 R,
Ry Litosféra 0.984 R,

spin-orbitalny pomer | 1:1
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Tabulka 4.2: Referenc¢né reologické vlastnosti vrstiev

’ Parameter \ Definicia \ Hodnota ‘
Ne Viskozita jadra 1 x 1073Pas
D Viskozita plasta 1 x 10*'Pas
Mt Viskozita litosféry 1 x 10*8Pas
e Hustota jadra 10 000kg/m?
Pm Hustota plasta 3500kg /m?
Dlit Hustota litosféry 2500kg /m?
Le Modul torzie pre jadro 1 x 1071%Pa
fhm Modul torzie pre plast 2 x 101 Pa
it Modul torzie litosféry 2 x 10" Pa
« Parameter Andradeho modelu | 0.3
¢ Parameter Andradeho modelu | 1

teda slapové zahrievanie je mensie.

Stadium zéavislosti objemového slapového zahrievania na polomere planéty
ukazalo, ze pre rovnaké referenéné parametre sa slapové zahrievanie zvysuje s
rastiicim polomerom planéty (obr. [4.3h)). Vzhladom na nizku viskozitu v jadre,
sa v planéte s mensim jadrom disipuje viac energie a preto rastie aj zahrievanie
(obr. 4.3p)). Vplyv litosféry je zndzorneny na obr. |4.3¢). Litosféra je charakte-
rizovand nizkou teplotou. Pokial uvazujeme teplotni zavislost viskozity, je teda
viskozita litosféry vysoka a disipuje sa tu malo energie. Celkové zahrievanie P sa
teda zmenguje s rasttcou hibkou litosféry. Pod litosférou viak objemové zahrie-
vanie zostava porovnatelné vo vsetkych modeloch.

Na obrézkoch [£.4h) a[f.4b) porovnavame celkové zahrievanie P v zdvislosti na
dvoch najdolezitejsich faktoroch (excentricite a viskozite) pri pouziti Andrade-
ovej a Maxwellovej reoldgii. Slapové zahrievanie poc¢itané Andradeovou reologiou
vychadza vicsie, ako je ocakavané pre Maxwellovu reolégiu (Renaud a Henning;,
2018). Vidime tiez, ze pre modelovi planétu je mozné dosiahnut vyrazne vys-
sieho celkového slapového zahrievania nez v pripade jouleovského zahrievania v
zavislosti na reoldgii a excentricite.

Na obrazkoch [4.4k) a d) skimame zdvislost zahrievania na zmene empirickych
parametroch Andradeovej reolégie. Parameter o skiimame v rozsahu 0.1 — 0.5 na
zéklade ¢lanku |Castillo-Rogez a kol.| (2011]). Parameter ¢ Studujeme v rozsahu
1 x 1073 =1 x 10® podla ¢lanku [Castillo-Rogez a kol.| (2011)). Slapové zahrievanie
je najvécsie pri malych hodnotach parametra a a rovnako to plati aj pre parameter

C.
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Obr. 4.1: a) Priebeh objemového slapového zahrievania h pri zmene viskozity. b)
Priebeh objemového slapového zahrievania h pri zmene excentricity.
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Obr. 4.2: a) Priebeh objemového slapového zahrievania h pri zmene spin-
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doby obehu planéty.
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Obr. 4.3: a) Priebeh objemového slapového zahrievania h s roznou velkostou
planét. b) Priebeh objemového slapového zahrievania h pre rdzne hrubky jadra
planéty. c¢) Priebeh objemového slapového zahrievania h pre rozne hrubky litosféry

planéty.
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Obr. 4.4: a) Celkové slapové zahrievanie P modelovej planéty v zavislosti na
viskozite a excentricite vypocitané Andradeovou reolégiou. b) Celkové slapové
zahrievanie P modelovej planéty v zavislosti na viskozite a excentricite vypocitané
Maxwellovou reolégiou. ¢) Celkové slapové zahrievanie P modelovej planéty v
zévislosti na viskozite a parametri a uréené Andradeovou reolégiou. d) Celkové
slapové zahrievanie P modelovej planéty v zavislosti na viskozite a parametri
urcené Andradeovou reolégiou. Pozor, kazdy obrazok ma int farebnu skalu.
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5. Urcenie struktuary

V prechadzajucich dvoch kapitolach sme sa venovali parametrickej studii mo-
delovej planéty so zjednodusenou struktiurou. Teraz sa zameriame na jednoduché
urcenie Struktury planét so zndmou hmotnostou a polomerom pre predpokladané
zlozenie. Urcenie struktiry planét pozostava z urcenia ich hustotného a teplot-
ného profilu, a dalej z ur¢enia hibok hlavnych fazovych prechodov v plasti silikd-
tovych planét. V zavislosti na teplote a zlozeni, potom mézeme urcit vodivostny
a viskézny profil. V tejto jednoduchej studii nebudeme uvazovat vplyv vody na
zahrievanie. Dalej zanedbame moznt krystalizaciu vnitorného jadra. Vodivostny
profil je jednym z najdodlezitejsich faktorov, ktoré ovplyvnuja velkost indukéného
zahrievania a viskozny profil spoluurcuje velkost slapového zahrievania. Pri vy-
pocte hustotnych profilov (tlaku a teploty) planét bol vyuzity postup uvedeny
v ¢lanku Valencia a kol (2006). V tejto kapitole budeme vynimoé¢ne oznacovat
teplotu symbolom 7', ktory v ostatnych kapitolach oznacuje dobu obehu planéty.

5.1 Hustotny profil planét

V tejto podkapitole priblizujeme metédu pouzita k ziskaniu hustotnych pro-
filov. Uvazujeme radidlne symetricka planétu, ktora je rozdelend na dve casti
— silikatovy plast a jadro bohaté na zZelezo. Rovnice popisujice zmenu hustoty
p(r), gravitdcie g(r), hmotnosti m(r) (hmotnost materidlu uzavretého v guli o
polomere r) a tlaku p(r) s hibkou st (Valencia a kol., 2006)

dp _ p(r)y(r)

e o) >y
ii =4nGp(r) — QG;Z(T), (5.2)
i{: = d7r?p(r), (5.3)
L p(r)glr), (5.4)

kde ¢(r) = I;(g) je seismicky parameter, ktory je vypocitany zo stavovej rov-
nice, K, je adiabaticky sucinitel stlacitelnosti, G je gravitacnad konstanta a r je
vzdialenost od centra planéty.

Pri vypoctoch bola pouzitd Birch-Murnaghanova stavova rovnica 3. radu Kr(p,T)

s Debyeovou termalnou korekciou AKyy,(p,T") (Valencia a kol., |2006))

KT(ﬁvT) = KT(p>3OO) + AKth<va)7 (55)

kde K1(p,300) je izotermalny stcinitel stlacitelnosti pre teplotu 7" = 300K. Pou-
zité parametre vypoc¢tu si uvedené v Valencia a kol.| (2006)).

Na priklade Zemi, musime pri urc¢ovani struktiary planét zahrnit aj prechody
medzi mineralovymi fazami v roéznych castiach planéty. K zahrnutiu fazovych
prechodov v planéte je nutné vypocitat teplotné profily. Urcenie teploty je taktiez
nevyhnutné pre vypocet elektrickej vodivosti a viskozity.
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Na povrchu uvazujeme priemernu teplotu urcent vzdialenostou od hviezdy
a solarnou konstantou hviezdy. Na povrchu vyzadujeme Zemi podobny tepelny
tok skalovany velkostou planéty (Valencia a kol., [2006). Vo vnttri planét predpo-
kladame, Ze dochadza ku konvektivnemu prenosu tepla s vynimkou hrani¢nych
vrstiev, kde dominuje konduktivny prenos tepla. Hribku hrani¢nych vrstiev urcu-
jeme z 1D skalovacich zakonov popisujicich stacionarny stav pridenia. Pre visko-
zitu nezavisli na teplote pouzivame skalovanie z ¢lanku |Deschamps a kol.| (2010).
Tento model odpoveda velmi efektivnemu prenostu tepla. Ako druhd limitu uva-
zujeme viskozitu silne zavisli na teplote popisani Arrheniovym zakonom:

N(T) = Nyer €xp (— g; <Tif - ;)) : (5.6)

kde E* je aktivacnad energia pre diftzne teCenie, R, je plynova konstanta a
Tiet je referencnd teplota a referencna viskozita .. Tato zavislost poskytuje
druhtt limitu odhadu prenosu tepla: jedna sa o neefektivny prenos (tzv. "stagnat
lid"konvekcia), ktory je charakterizovany hrani¢nou vrstvou s velkou hribkou.
Toto skalovanie je popisané napr. v ¢lanku [Tosi a kol.| (2017).

V konvektivnej oblasti v plasti a jadre st teplotné profily popisané adiabatic-
kym gradientom (Valencia a kol., 2006)

dﬂir) _ _p(r)}g(gi)T(ﬂ (), (5.7)

kde v je Gruneisenov parameter, pre ktory plati vztah

Y= <p0>q, (5.8)

p(r)
kde ¢ je hodnota medzi 0.2 — 0.3 a pg je priemerna hustota, ktord by mal material
pri nulovom tlaku.

5.2 Implementacia

Hladanie struktiry planét je implementované v jazyku Python. Pre urcenie
struktiry bol pouzity nasledujici algoritmus. V nultej iterdcii predpokladame
konstantnu (referencni) teplotu. Systém diferencidlnych rovnic popisanych v rov-
niciach ~ numericky integrujeme od povrchu zndmeho polomeru pla-
néty do stredu pouzitim Eulerovej explicitnej metody s podmienkami na povrchu
danymi povrchovou hustotou, nulovym povrchovym tlakom, celkovou hmotnos-
tou a odpovedajtcim gravitaénym zrychlenim na povrchu ¢ = Gm/r? kde r
je polomer. Metdédou bisekcie hladame velkost jadra tak, aby celkovda hmotnost
planéty bola rovna pozorovanej hmotnosti (nulovd hmotnost m(r) pre r = 0).
V dalsich iteracidach uréime na zaklade znalosti velkosti plasta, povrchovej tep-
loty a tepelného toku na povrchu teplotny profil pomocou skéalovacich zakonov
a ich pre-existujtcich implementécii. Pre tento novy teplotny profil upresnime
vnttornd Strukttru planéty a hibku fazovych prechodov. Pre dobré rozliSenie
vsetkych hrani¢nych vrstiev a pre pouzitie Eulerovej explicitnej metédy volime
relativne velké ekvidistantné radidlne rozlisenie ¢itajuce 5001 bodov.
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5.3 Vodivostny profil planét

Vodivostny profil planét bol zostaveny na zaklade ¢lanku [Kislyakova a kol.
(2017)). Pri urc¢ovani elektrickej vodivosti planét sme predpokladali Zemi podobné
zlozenie a vodivostné profily v plasti. Uvazovali sme model plasta tvoreného z
horé¢ikatych silikdtov a jadro tvorené zelezom z 8 percent tvoreného kremikom.

Elektricka vodivost je dané vztahom (Kislyakova a kol., 2017)

AH
o = oge BT, (5.9)
kde kg je Boltzmannova konstanta, 1" je lokalna teplota a AH je zmena entalpie.
Hodnoty vodivosti a zmeny entalpie mineralov v plasti st uvedené v tab.
(Kislyakova a kol., 2017)). V jadre uvaZujeme vysokii vodivost o = 1 x 10> Sm~1.

Tabulka 5.1: Vodivost a zmena entalpie silikatov v plasti

\ Silikat \ o [Sm™!] \ AH [eV] \
Olivine 53703 2.31
Wadsleyite 399 1.49
Ringwoodite 838 1.36
Perovskite 11 0.62
Magnesiowustite 490 0.85
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6. Aplikacia na TRAPPIST-1

V tejto kapitole sa venujeme studiu slapového a jouleovského zahrievania pla-
nét sustavy TRAPPIST-1 a ich porovnaniu. Podla postupu uvedenom v kap.
sme urcili vodivostné, teplotné a hustotné profily. Ako bolo uvedené v predchadza-
jucej kapitole, pre jednoduchost je plast zlozeny z horcikatych silikatov: olivinu
a jeho vysokotlakovych faz vo vrchnom plasti a v spodnom plasti z perovskitu a
magnesiowustitu. Jadro je tvorené Zelezom, pri ¢om 8% jeho hmotnosti je tvo-
renej kremikom (Valencia a kol.l 2006)). Pomocou spominanych profilov sme po-
tom postupom uvedenom v kap. [I| vypocitali jouleovské zahrievanie a postupom
uvedenom v kap. [2] slapové zahrievanie. Ststredime sa hlavne na dve najblizsie
planéty (vid tab. [6.2)), kde ocakavame najvyssie jouleovské a slapové zahrievanie.

V tejto studii nas zaujima maximalny mozny efekt zahrievania. Jouleovské za-
hrievanie sme teda pocitali pre uhol # = 60°, kedy je zahrievanie planét najvécsie
ako bolo zistené z parametrickej Stidie (obr. [3.1)). Sklon rotacnej osi hviezdy voci
obeznej rovine planéty a sme urcili zo znamej hodnoty inklinacie podla Delrez
a kol.| (2018]). Hodnoty « spolu s parametrami planét pouzitych pri vypocte s
uvedené v tab. (Grimm a kol., 2018). Parametre hviezdy TRAPPIST-1a st
uvedené v tab. [6.1l

6.1 Zahrievanie TRAPPIST-1b

Najvacsie hodnoty slapového a jouleovského zahrievania v planetarnom sys-
téme TRAPPIST-1 podla ocakavania sledujeme pri planéte obiehajicej najblizsie
k materskej hviezde. Vodivostné, teplotné a hustotné profily planéty boli urcené
pre 6 roznych reologii, aby bolo mozné urcit efekt vnitorného zlozenia na studo-
vané zahrievanie. Spominany vplyv reologie na jouleovské zahrievanie studujeme
na obr. a na slapové zahrievanie na obr. [6.2] Vodivostné profily planéty b pre
rozne reolégie je na obr. ) a na obr. ) st zobrazené profily objemového
jouleovského zahrievania. Legenda pre tieto obrazky je totozna a pre lepsiu vi-
ditelnost profilov ju uvadzame vedla obr. m) Skoky jouleovského zahrievania
v plasti (obr. [6.1b)) st sposobené fazovymi prechodmi a skokmi vo vodivosti.
Na rozhrani jadro-plast, vdaka velkej vodivosti v jadre, mozu byt vo vrchnych
vrstvach jadra vybudené velké pridy a teplo moze vzrast. Pripadné oscilacie po-
tom mozu byt numerickym artefaktom metédy kvoli radovej zmene vo vodivosti.
Tento skok je vSak obmedzeny do tenkej vrstvy a preto ma zanedbatelny vplyv
na celkové zahrievanie (obr. [6.1p)).

7 parametrickej studie na obr. bolo zistené, ze najvacsie celkové jouleovské

Tabulka 6.1: Parametre hviezdy TRAPPIST-1a; Ry = 696342 km je polomer

Slnka
’ Parameter ‘ Definicia ‘ Hodnota ‘
M Hmotnost hviezdy 0.089 Mg
Ry Polomer hviezdy 0.121 £+ 0.003 Rg
Trot Doba rotéacie hviezdy 3.295 + 0.003 dni
|§ | Velkost dipélového pola hviezdy | 600 x 10~4T
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Tabulka 6.2: Vlastnosti planét TRAPPIST-1; Mg = 5.97 x 10?* kg je hmotnost
Zeme a R = 6371 km je polomer Zeme.

| TRAPPIST 1 | b IE | d IE R I \
R, [Ro)] 1.08 [1.06 [0.75 [091 [1.01 [L12 [0.74
M [Mg] 1.017 | 1.156 | 0.297 | 0.772 | 0.930 | 1.148 | 0.331
Tout (K] 390 335 282 246 214 | 194 169
a [AU]-107% | 11.55 | 15.82 |22.28 |29.28 | 38.53 | 46.88 | 61.93
T [deti] 1.52 | 243 407 |6.14 [9.26 |12.43 | 18.87
e 0.0062 | 0.0065 | 0.0084 | 0.0051 | 0.010 | 0.0021 | 0.0057
a [ 0.5 0.3 0.1 0.3 0.3 |03 0.2

zahrievanie sa od hodnoty o = 0.01 Sm™! s rastticou vodivostou zmensuje. To
mozeme vidiet aj pri porovnani obr. 6.1h) a b). Celkové jouleovské zahrievanie
planéty je najvacsie za pouzitia reoldgie s referenénou hodnotou viskozity n..s =
1 x 10%° Pas a aktiva¢nou energiou je E* = 0 Jmol™!, pre ktort sa vodivost
vo vidsine plasta pohybuje medzi hodnotou 0.01 - 0.1 Sm~!. Ostatné reolégie
vykazuju vyssiu vodivost v plasti, s ktorou klesa celkové jouleovské zahrievanie.
Maximalna hodnota objemového jouleovského zahrievania nastala pre reologiu s
referenc¢nou hodnotou viskozity n..f = 1 x 10?2 Pas a aktivacnou energiou E* =
2 x 10° Jmol™!, ¢o tieZ sthlasi s parametrickou $tidiou. Z obrdzku vidime, Ze
k maximalnemu zahrievaniu dochadza v blizkosti planetarneho povrchu vplyvom
skin efektu. Ciselné hodnoty celkového a maximalneho objemového jouleovského
zahrievania planéty b st uvedené v tab.

Na obr. ) skimame vplyv sklonu magnetického dipélu na zahrievanie za
pouzitia reoldgie, pri ktorej sme dostali najvacsiu hodnotu celkového jouleovského
zahrievania. Zahrievanie v pripade f=0° je tvorené nenulovou excentricitou a ne-
nulovym sklonom rotac¢nej osi hviezdy vo¢i rovine obehu. V stlade s parametric-
kou studiou vychédza celkové jouleovské zahrievanie najvécsie pre S=60°.

Aj napriek malej vystrednosti drahy, planéta TRAPPIST-1b prechadza najin-
tenzivnejSou slapovou deformdciou v tomto planetdrnom systéme. Na obr. [6.2h)
je zobrazeny viskozny profil planéty b pre rézne reoldgie. Pre lepsiu viditelnost
uvddzame legendu vSetkych troch obrdzkov spolu na obr. [6.2] Na obr. [6.2p) a c)
ukazujeme porovnanie profilov objemového slapového zahrievania za pouzitia An-
dradeovho a Maxwellovho modelu. Velkost slapového zahrievania je silne (radovo)
zavisla na pouzitej reologii a viskéznom modeli. K maximalnemu objemovému a
celkovému slapovému zahrievaniu v oboch pripadoch dochadza za pouzitia rovna-
kej reolégie vypoctu vnitorného zlozenia planéty. Je to reoldgia s referencénou hod-
notou viskozity n.s = 1 x 10%2° Pas a aktiva¢nou energiou E* = 2 x 10° Jmol ™!,
ktora odpoveda profilu s najnizsou viskozitou a teda tento vysledok sedi s para-
metrickou stidiou slapového zahrievania (obr. )) Ciselné hodnoty st uvedené
v tab. [6.4

Slapové zahrievanie ma dominantny vplyv na zahrievanie planéty, ¢o vidime
pri porovnani obr. a[6.2] Aj napriek tomu, ze v blizkosti planetarnecho plasta
dosahuje jouleovské zahrievanie svoje maximum, stdle tam prevldda slapové za-
prevlada slapové zahrievanie ako pre Andradeovu, tak aj Maxwellovu reologiu.
Jedine v pripade Maxwellovej reolégie pri vysokej referencnej hodnote viskozity
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st vysledky jouleovského a slapového zahrievania porovnatelné.

Tabulka 6.3: Jouleovské a slapové zahrievanie TRAPPIST-1b

Reoldgia

E* [Jmol™!] ‘ Mot [Pas] P [W] h [W/m?]

2 x 10° 1 x10% [ 7.06 x 10 | 2.61 x 10

2 % 10° 1 %102 | 8.21 x 10" | 3.08 x 10~
Jouleovské | 2 x 10° 1x10%22 | 6.54x 10" | 4.49 x 10°°
zahrievanie 0 1 x 1020 1.42 x 10*2 | 1.46 x 107°
0 1x10% | 8.89x 10" | 3.17 x 107°

0 1x102 | 5.02x 10" | 3.58 x 107

2% 10° 1 x10% [ 3.11 x 10" | 2.23 x 102

ol ) 2 x 10° 1 %1020 | 1.79 x 10" | 1.24 x 1072

N apove 2 x 105 1x10%22 | 1.24 x 10'7 | 8.36 x 1073
za A“‘zlvagle 1o 1x102 | 6.64 x 1016 | 3.56 x 103
ndrade 0 1x10% | 3.35 x 1016 | 1.78 x 1073

0 1x 10?2 | 1.73 x 106 | 9.06 x 10~*

2 % 10° 1x 100 | 2.67 x10% | 3.44 x 102

g1 ) 2 x 10° 1 x10% | 459 x 10" | 5.67 x 1074

N apove 2 x 10° 1x102 | 1.32x10% | 1.49 x 1074
Zal\?evanllf 1o 1x102 | 1.41 x 10 | 7.58 x 1076
axwe 0 1 %1020 | 1.42x 103 | 7.54 x 1077

0 1x10%22 | 1.46 x 1012 | 7.64 x 1078

6.2 Zahrievanie TRAPPIST-1c

Stadium zahrievania planéty c¢ prebiehalo rovnako ako v pripade planéty b.
Na obr. je zobrazena studia jouleovského zahrievania a na obr. studia
slapového zahrievania.

Rovnako ako v pripade planéty b vyslo celkové jouleovské zahrievanie najvic-
Sie za pouzitia reoldgie s referenénou hodnotou viskozity n.s = 1 x 10%° Pas a
aktiva¢nou energiou je E* = 0 Jmol~! a maximélne objemové zahrievanie pre re-
oldgiu s referenénou hodnotou viskozity 7. = 1 x 10?2 Pas a aktiva¢nou energiou
E* = 2 x10° Jmol™!. NajvicSie lokdlne objemové jouleovské zahrievanie vyslo
v porovnani s planétou b o viac nez rad mensie. Planéta ¢ ma vac¢siu hmotnost
pre podobny polomer ako planéta b. Planéta ¢ ma teda vécsie jadro a jouleovské
zahrievanie je preto nezanedbatelné len v oblasti plasta (polomery r £ 3000 km).

Pri vypocte slapového zahrievania sa zavislost na reolégii vnutorného zlo-
zenia planéty ukazala byf rovnaka ako v pripade planéty b. K maximalnemu
objemovému aj celkovému slapovému zahrievaniu dochadza pri reoldgii s refe-
renénou hodnotou viskozity n.s = 1 x 10%° Pas a aktivaénou energiou E* =
2 x 10° Jmol™!, a to pri vypocte slapového zahrievania Maxwellovou aj Andra-
deovou reolégiou. Ciselné hodnoty slapového zahrievania uvadzame v tab. .
Vplyv velkého jadra planéty c sa tu prejavi aj v mensej oblasti vyznamnej sla-
povej disipacie. Celkova disipacia je teda ovplyvnena nielen vzdialenostou od
materskej hviezdy, ale aj mensim objemom, v ktorom disipacia prebieha.
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Obr. 6.1: a) Vodivostné profily planéty b za pouzitia réznych reolégii. b) Profil
objemového jouleovského zahrievania h(r) pre rozne reoldgie. ¢) Profil objemového
jouleovského zahrievanie h(r) pre rozne sklony magnetického dipélu za pouzitia
reoldgie, ktora dava najvécsie celkové zahrievanie.
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Obr. 6.2: a) Viskézny profil planéty b pre rozne reoldgie vypoctu vnitorného zlo-
zenia planéty. b) Profil objemového slapového zahrievania h(r) planéty b urceny
Andradeovou reolégiou. ¢) Profil objemového slapového zahrievania h(r) planéty
b urcéeny Maxwellovou reolégiou. Pozn.: Skoky v zahrievani v pripade teplotne
zavislej viskozity su sposobené maticovou metdédou pouzitou pri vypoctoch.
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Tabulka 6.4: Jouleovské a slapové zahrievanie TRAPPIST-1c

Reolégia

E* [Jmol™!] ‘ Mot [Pas] P [W] h [W/m?]
2 % 10° 1x10° | 263 x 1010 | 1.48 x 10~ 10
92 % 107 1x10% | 313 % 101 | 1.17 x 10~
Jouleovské | 2 x 10° 1x10% | 3.21 x 10 | 2.02 x 10~1°
zahrievanie 0 1 x 10% 5.68 x 10'1% | 1.03 x 10710
0 1% 102" | 3.26x 101 | 1.63 x 1010
0 1x102 | 2.89 x 101 | 1.30 x 10~

2 % 10° 1x10° | 404x10 | 237 x10°°

) 2 % 107 1% 102" | 267 x 10" | 1.49 x 1073

Slapové | o 105 1x102 | 179 % 1016 | 9.69 x 104
zahrievanie - | 1x 1020 | 879 x 1015 | 3.75 x 10~
Andrade | 1x 102 | 452 %1015 | 1.90 x 104
0 1%x102 | 232x 10" | 9.62x 10°°

2 % 10° 1x10% | 5.98x 10° | 6.17 x 10~

) 2 % 105 1x10%0 | 1.52x 10" | 1.47 x 1074

Slapové 1 o 105 1x 102 | 376 x 104 | 3.38 x 107
zahrievanie - | 1x 102 | 2.66x 108 | 1.13 x 1076
Maxwell | 1x 102 | 2,69 x 102 | 1.13 x 107

0 1x102 | 274 x 10" | 1.13x 108
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Obr. 6.3: a) Vodivostné profily planéty c za pouzitia réznych reolégii. b) Profil
objemového jouleovského zahrievania h(r) planéty ¢ za pouzitia réznych reoldgii.
¢) Profil objemového jouleovského zahrievania h(r) pre rozne sklony magnetického
dipélu za pouzitia reoldgie, ktord dava najvacsie celkové zahrievanie.
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Obr. 6.4: a) Viskézny profil planéty ¢ pre rozne reolégie vypocétu vnutorného
zloZenia planéty. b) Profil objemového slapového zahrievania h(r) planéty ¢ urceny
Andradeovou reolégiou. ¢) Profil objemového slapového zahrievania h(r) planéty
¢ urceny Maxwellovou reologiou. Pozn.: Skoky v zahrievani v pripade teplotne
zavislej viskozity su sposobené maticovou metdédou pouzitou pri vypoctoch.
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Diskusia

Pri vypocte jouleovského zahrievania a vodivostnych profiloch planét sme uva-
zovali zlozitejsiu situdciu ako td, ktort opisuji v ¢lanku Kislyakova a kol.| (2017).
Do nasho modelu sme zahrnuli sklon rotac¢nej osi hviezdy voci rovine obehu « a
excentricitu drahy e, ktoré maju vplyv na vysledné zahrievanie. Nas model tiez
pocita s novo publikovanymi parametrami planét TRAPPIST-1 (Grimm a kol.,
2018). Dalej sme podobne ako [Kislyakova a kol.| (2017) uvazovali nulovy sklon
rotacnej osi planéty voci rovine obehu.

Pri urcovani struktiry zo znalosti polomeru a hmotnosti planét, sme do nasho
modelu zahrnuli zopéar zjednoduseni. Predpokladali sme jednoduché zlozenie pla-
néty tvorenej z plasta a vonkajsieho jadra. Do vypocétov nezahiname mozny vplyv
vody na zahrievanie a zanedbavame aj vplyv vnitorného zahrievania na teplotny
profil planéty a spéatnt vazbu medzi teplotou vnitri planéty. V pripade extrém-
neho zahrievania by bol vplyv vnitorného zahrievania na teplotny profil vyrazny.
Velky polomer niektorych planét TRAPPIST-1 na relativne malii hmotnost by
mohol naznacovat vyskyt prchavych latok na planétach vo forme vrstvy vody,
ladu alebo hustej atmosféry (Gillon a kol., [2017). Aby bolo mozné vypocitat
strukturu tychto planét, museli sme pre niektoré planéty (napr. b) uvazovat hod-
notu ich polomerov az na spodnej hranici udavanych rozsahov, aby planéta mohla
existovat pre predpokladané zlozenie zo silikatov.

Z parametrickych studil modelovej planéty v kap. [3|a[d] vyplyva, ze jouleovské
zahrievanie je najcitlivejsie na zmenu sklonu magnetického dipélu voci osi rotacie
hviezdy 3 a excentricity drahy e. Slapové zahrievanie vykazuje vysoku zavislost
na viskozite, excentricite drahy a spin-orbitalnej rezonancii. Viskozita materialu
je najvyznamnejsou neznamou v tomto probléme, a preto sme vytvorili 6 roz-
nych reologickych parametrov, aby sme mohli studovat zavislost zahrievania na
vnutornom zlozeni planéty. V tab. a tab. pozorujeme pre rozne reologie
az radové zmeny v zahrievani pre Maxwellovu aj Andradeovu reolégiu. Vysledky
slapového zahrievania sme pre Maxwellov model porovnali s vysledkami z ¢lanku
Hamish a Matsuyama/ (2019) s velmi dobrou zhodou.

Vysledky studie jouleovského a slapového zahrievania planét TRAPPIST-
1b a ¢ ukézali dominanciu slapového zahrievania pri oboch planétach. Najvacsi
vplyv jouleovského zahrievania na planétu b pozorujeme pre reolégiu 7 =
1 x 10?2 Pas a E* = 0 Jmol™!, kde z celkového zahrievania planéty tvori 26%.
V pripade planéty c pre ti istt reolégiu tvori jouleovské zahrievanie z celkového
zahrievania eSte menej, len 10%. Velkost slapového zahrievania je za pouzitia
niektorych reologii extrémna a zahrievanie by mohlo viest k rychlemu prehria-
tiu planéty (Behounkova a kol., [2011)) alebo k velkoskdlovému taveniu vo vnitri
planéty (Barr a kol., [2018)).

Rozdiel medzi slapovym a jouleovskym zahrievanim pozorujeme aj v mieste,
kde dosahuju svoje maximé. Vseobecne plati, ze jouleovské zahrievanie klesa s
hibkou a naopak slapové zahrievanie s hibkou rastie. Vysledky vSak ukazuji domi-
nanciu slapového zahrievania aj na miestach, kde jouleovské zahrievanie dosahuje
svojho maxima.

Pri aplikdcii vypoctov na systém TRAPPIST-1 sme ako hodnotu /3 pouzili
60° (Kislyakova a kol., 2017), avsak skutocnd hodnota nie je zndma. Pozoro-
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vanie hviezd typu M naznacuje, ze mozné su vsetky uhly (Lang a kol., |2012).
Zavislost jouleovského zahrievania na parametri 5 je na obr. ), kde mézeme
vidiet, ze zahrievanie by sa vyrazne zmenilo s inym uhlom. Rovnako to plati v
pripade velkosti magnetického pola hviezdy. Ak by sme uvazovali planéty obieha-
juace okolo hviezdy na hornej hranici velkosti magnetického pola hviezd typu M —
3000 x 10~* T, jouleovské zahrievanie by sa mohlo zvysit az 25-ndsobne.
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Zaver

Cielom bakalarskej prace bolo porovnanie slapového zahrievania s menej ob-
vyklym zdrojom energie — jouleovskym zahrievanim. Program elmgFD na vypocet
jouleovského zahrievania bol poskytnuty RNDr. Jakubom Velimskym, Ph.D. Na
ziskanie vstupov do tohto programu sme pouzili a otestovali samostatny prog-
ram, ktory analyzoval magnetické pole materskej hviezdy na povrchu planéty.
Ttato analyzu sme vykonali dvoma nezavislymi metédami s velmi dobrou zhodou.

Na vypocet slapového zahrievania sme vyuzili program vytvoreny Mgr. Walte-
rovou, ktory vyuziva Maxwellovu a Andradeovu reolégiou na popisanie slapovych
deformacii.

K urceniu struktury planét sme pouzili program, ktory zostavil vodivostné,
teplotné a hustotné profily na zaklade ¢lankov Kislyakova a kol.| (2017)); Valencia,
a kol| (2006). Vzhladom k neznamej viskozite materidlu sme vytvorili 6 réznych
reologii na urcenie efektu studovaného zahrievania na vnitornej strukture.

Vykonali sme parametrické studie jouleovského a slapového zahrievania na
modelovej planéte, vdaka ktorym sme mohli studovat vSseobecné zakonitosti. Vy-
pocty sme aplikovali na planetarny systém TRAPPIST-1, konkrétnejsie na prvé
dve planéty systému, u ktorych sme ocakavali najvacsie zahrievanie. Vypocitané
hodnoty jouleovského a slapového zahrievania ukazuji dominanciu slapového za-
hrievania pri oboch planétach. Jouleovské zahrievanie bolo so slapovym porovna-
telné len v pripade Maxwellovho modelu pre niektoré reologie.
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Zoznam obrazkov

I

Nakres obeznej drahy planéty okolo hviezdy s osou rotacie 2. Uhol

by predstavuje sklon vektoru magnetickeho momentu voci osi z

v ststave pevne spojenou s hviezdou. Sipkami je naznaceny smer

rotacie hviezdy a smer obehu planety|. . . . . .. .. .. ... ..

M2

Opisana, koncentricka kruznica na obrazku vlavo s plomerom a

rovnajucim sa velkej poloosi elipsy. ' a F” predstavuju ohniska

elipsy a O stred kruznice a elipsy. Na obrazku vpravo je zobra-

zeny vztah medzi pravou anomaliou f a excentrickou anomaliou £

(Murray a Dermott, [1999).f. . . . . . . . ... ...

B

a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri me-

niacej sa vodivosti. b) Priebeh objemového jouleovského zahrieva-

nia n planéty pri meniacej sa hodnote sklonu dipolu voci rotacnej

B2

a) Priebeh objemového jouleovského zahrievania h planéty pri me-
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A. Sférické harmonické funkcie

V tejto kapitole st uvedené zdkladné vedomosti o sférickych harmonickych
funkcidch (Varshalovich a kol.| (1989)).

Sférické harmoniké funkcie Yj,,(9,¢) st uhlovou ¢astou riesenia Laplaceovej
rovnice v sférickych sturadniciach

,O0f 1 0 of 1 0%
V2
— v —==0 Al
V= r2 or (r 87“) T s 09 (sm 819) T s 0 Op? o (A
kde 7 a m st stupen a rad rozvoja, 9 je planetopisné ko-sirka a ¢ je planetopisna
dlzka.
Sférické harmonické funkcie potom vieme vyjadrit ako (Varshalovich a kol.

(1989)

Yn(0.0) = (=1)" Ny Py (cos 0) ™, (A.2)

kde Pj,,(cos¥) st pridruzené Legendreove polynémy a NN, je normalizacny faktor
definovany ako

1
2j+ 1) (j—m)!|?
N, _[@ DG =mE A3
4 (j+m)!
pricom 7 =0,1,....00am = —7,...,7.
Stérické harmoniky spliuji podmienku ortonormality

2
/ / i1 ma ( ]2m2(19 @) sin ¥didde = 6}, j,0myms- (A.4)
Nech f(d,p) € La(S), potom mdzeme f(1),) napisat v tvare radu
oo m=j
- Z Z fijjm(ﬁ,SO), (A5)
i=0m=—j
kde
2r
= [ [ fiml0.0);,(0.) sin wdvdp, (A.6)
o Jo

su sférické harmonické koeficienty, pre ktoré plati, Ze ak je f(1),p) redlna funkcia,
plati pre nu nasledujica symetria

fiem = (=1)" f}- (A.7)

Analytické vyjadrenie prvych dvoch stupnov sférickych harmonickych funkeii

1 /1
0 —t— P
Y (W,0) = L3 sin e "¢ (A.9)
L 2\ 27 ’ ‘

1 /3
Y (0,0) = 2\/;COS v, (A.10)
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B. Fourierova spektralna analyza

Fourierova analyza bola vyvinuta ako metdda riesenia rovnice vedenia tepla
s okrajovymi podmienkami. V modelovani fyzikalnych javov sa vyuziva rozklad
funkcii na harmonické zlozky, kedy sa hladana funkcia napise v tvare Fourierového
radu a namiesto danej funkcie sa hladaju koeficienty tohto radu.

V tejto kapitoje uvedieme zakladné informécie o Fourierovych radoch a Fou-
rierovej transformécii spojitého a diskrétneho signalu (Brokesova, (2008))).

B.1 Fourierov rad spojitého signalu

Uvazujeme lubovolny spojity signal s(t) € Ls(a,b), pre ktory

/ab]s(t)|2dt (B.1)

existuje a ma koneéntt hodnotu. Kedze uvazujeme aj komplexné funkcie (signaly)
absolutnu hodnotu odstranit nemozeme.

Funkciu s(t) rozvinieme do radu tak, ze ju napiSeme v tvare radu so vseobecne
komplexnymi koeficientami c;

() =Y et (B.2)

kde ®; komplexna funkcia a rad v nejakom zmysle konverguje. V tejto praci sa
sustredime na také rozvoje, kde koeficienty c¢; s Fourierove koeficienty a funkcia
®; tvori uplny ortogonalny systém v tplnom Hilbertovom priestore Ly(a,b).

Majme funkciu s(t) zadanti na intervale {—%,%} Na tomto intervale tvori
.2mnt
funkcia " T ortogondlny systém pre n = 0, = 1,+2,.... Fourierov rad tejto
funkcie je dany vztahom
> 2t
s(ty=> S, T, (B.3)
kde koeficienty S,, st dané integralom
1 % _;2mnt
S, = T/_g s(t)e™ T dt. (B.4)

B.2 Fourierova transformacia spojitého signalu

Fourierovou transforméciou spojitého signélu s(t) nazveme funkciu S(f)

S(f) = Fls(t)] = /_ Zs(t)e—i%ftdt, (B.5)

kde f je frekvencia signalu a pre uhlova frekvenciu plati w = 27 f.
Inverznou Fourierovou transforméciou funkcie S(f) je

1

" or

s(t) = F SN = 5 [ S(perat. (B.6)
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B.3 Fourierov rad diskrétneho signalu

Fourierov rad diskrétneho signdlu je analogiou Fourierovho radu spojitého
signalu. Je to transformacia priradujica diskrétnemu signalu diskrétne spektrum.
Diskrétnou Fourierovou transforméciou signalu s, = s(n) pre n = 0,1,....N — 1
nazveme diskréntny signal S; = S(I), pre [ = 0,1,...,N — 1, pre ktory plati vztah

1 N—
Si=DFT s = Z e~ (B.7)

kde N je dlzka periédy signalu.
Inverznou diskrétnou Fourierovou transforméciou odpovedajiceho spektra S; =
S(l), pre l =0,1,....N — 1 je diskrétny signél s, = s(n) pre n =0,1,...N — 1

N-1
=DFT! 5161% (B.8)
1=0
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