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Abstrakt: V této praci studujeme dvé télesa slunecni soustavy — Saturntv
mesic Titan a trpaslici planetu Pluto. Titan vykazuje polarni zplosténi,
které lze wvysvétlit vsakovanim ethanovych srazek a naslednou methan-
ethanovou substituci pod povrchem. Ledovou slupku uvazujeme jako kontinuum
s viskoelastickou (maxwellovskou) reologii a deformaci fesime spektralni metodou.
Dostavame vysledky shodné s literaturou. V pripadé Pluta poloha krateru Sputnik
Planitia blizko slapové osy naznacuje pritomnost podpovrchového oceanu. Tuto
polohu lze vysvétlit reorientaci télesa, pokud se krater chova jako kladna
gravitacni anomalie. V tom pripadé musi byt krater kompenzovan a spodni
krater vyplnén materidlem s hustotou vétsi nez led, napt. vodou. Problém tesime
nejprve spektralni metodou, ktera podava vysledky v souladu s hypotézou.
Poté provadime vypocet viskézni deformace v oblasti s volnou hranici metodou
kone¢nych elementt. Vysledky téchto simulaci naznacuji, Ze relaxace spodniho
krateru probiha rychleji, nez by bylo k reorientaci potieba.
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Abstract: Two icy bodies of the Solar System, a moon of Saturn Titan and
a dwarf planet Pluto, are studied in this thesis. Titan’s polar radius is smaller
than expected, which can be explained by soaking of the ethane rain followed
by methane-ethane substitution in the crust. We treat the crust as continuum
with viscoelastic (Maxwell) rheology and solve its loading by spectral method.
We obtain results in agreement with those published. On Pluto, the position of
Sputnik Planitia crater close to the tidal axis might be a sign of subsurface ocean.
This unlikely location can be explained by reorientation of the body, if the gravity
anomaly of the crater is positive. This requires isostatic compensation, which
would mean a material denser than ice, e.g. water, filling the lower crater. Solving
by spectral method we obtain results consistent with the hypothesis. However,
solving viscous deformation in domain with free surface by finite element method
indicates that the lower crater relaxes too fast to explain reorientation.
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Uvod

Ledova télesa slunecni soustavy jsou posledni dobou predmétem zajmu
predevsim kvuli mozné pritomnosti kapalné vody pod jejich ledovou slupkou,
coz je z astrobiologického hlediska jeden ze zakladi pro vznik zZivota jaky
zname. Jedna se predevsim o ledové mésice plynnych obri Jupiteru a Saturnu,
v neposledni tadé také o trpaslici planetu Pluto. O existenci kapalného
oceanu svédcéi silné dikazy v pripadé péti téles: vytrysky ledovych castic
z povrchu Enceladu, indukované magnetické pole Europy a Callisto, polarni
zafe na Ganymedu a sklon rotacni osy Titanu [Nimmo a Pappalardol 2016].
Vyzamnym zdrojem informaci o vnitini strukture jsou kromé snimki také
gravitacni a topograficka data ziskana obéhem nebo priilletem sondy.

V této praci se budeme zabyvat dvéma ledovymi télesy, kterda maji z hlediska
pochopeni vnittnich déju zasadni vyznam. Prvnim z téchto téles je Titan,
nejvetsi Saturniav mésic, pro ktery mame diky misi Cassini-Huygens topografickd
a gravitacni data [less a kol., [2010]. Uhlovodikova jezera a dusikovd atmosféra
vytvareji prebiotické prostiedi podobné tomu, jaké bylo diive na Zemi. Doposud
nedoresenym problémem jsou Titanovy polarni oblasti, které vykazuji v priméru
asi o 300 m nizsi topografii nez rovnikové oblasti. Tento jev se pokusily
vysvétlit dvé hypotézy. Dynamickd deprese vznikajici tanim na rozhrani led-
ocean v polarnich oblastech [Kvorka a kol [2017] a precipitace v polarnich
oblastech s naslednou ethanovou substituci [Choukroun a Sotin, 2012]. Prvni
model vyzaduje velmi tuhou ledovou slupku, coz nedovoluje vysvétlit pritomnost
atmosféry tinikem volatilnich prvka z nitra meésice. V této praci ovéiime druhou
hypotézu na zdkladé numerického modelu viskoelastické deformace kulového
télesa.

Druhym z ledovych téles, kterym se budeme zabyvat, je trpasli¢i planeta
Pluto. Nejnovéjsi poznatky ukazuji, ze by se pod jeho ledovou slupkou mohl
nachéazet kapalny ocean, a to i presto, ze Pluto méa velmi omezené zdroje tepla
a kvili absenci atmosféry nizkou povrchovou teplotu. Klicovou stopou je zde
poloha krateru Sputnik Planitia, ktery se navzdory své negativni topografii chova
jako kladnd gravitacni anomédlie [Nimmo a kol., |2016]. Pomoci modelu relaxace
tohoto utvaru se pokusime hypotézu podpovrchového oceanu ovérit.

K modelovani viskoelastické deformace pouzijeme spektralni metodu, ktera je
obecné aplikovdna na problémy (pfiblizné) sférické symetrie. Pritomnosti krateru
se geometrie stava silné nesférickou, proto lze vysledek této metody brat pouze
jako odhad. Z toho diivodu budeme problém dale fesit pomoci metody koneénych
elementil jako viskozni teceni v kartézské 2D geometrii.

Cilem prace je vyvinout programy pro numerickou simulaci deformace obou
téles a vysledky porovnat s vysSe zminénymi hypotézami. V pripadé Titanu by
mohly vysledky slouzit jako podklad pro dalsi vyzkum. NASA jiz od roku 2017
planuje na Titan vyslat misi Dragonfly, jehoz cilem bude studovat chemické
slozeni na nékolika mistech povrchu. Se znalosti vnitinich procestt miizeme vybrat
nejvhodnéjsi mista pro pristani. Pokud by se potvrdilo, Ze se pod povrchem Pluta
nachazi ledovy ocean, s nejvétsi pravdépodobnosti se vyskytuje i na stovkach
az tisicich dalsich téles v Kuiperové pasu, odkud Pluto pochazi.



Prace je rozdélena do dvou hlavnich ¢asti. Prvni ¢ast je vénovana feSeni
problémii spektralni metodou. V kapitole [1| nejprve odvodime rovnice a hrani¢ni
podminky pro viskoelastickou deformaci ledové slupky a zformulujeme je pro
feSeni spektralni metodou. Program ftesici tuto tlohu otestujeme. V kapitole
2] struéné predstavime Titan a dvé hypotézy vysvétlujici jeho topografickou
anomalii. Dale prezentujeme vysledky zatézovani ledové slupky rtznymi typy
zatéze - konstantni silou, srazkami a srazkami s vsakovanim. V kapitole [3|uvadime
zékladni informace o Plutu a predstavime tivahu o ptritomnosti vodniho oceanu
na zakladé polohy panve Sputnik Planitia. Relaxaci krateru resime spektralni
metodou a diskutujeme spravnost vysledku.

Ve druhé ¢asti formulujeme tlohu relaxace krateru pomoci metody koneénych
elementt. V kapitole 4] odvodime rovnice pro viskézni teden{ v Boussinesquové
aproximaci, prevedeme je do slabé formulace a ovérime funkénost zakladniho
konvekéniho programu. Pro simulaci vyvoje volné hranice pouzijeme ALE
metodu, kterou porovndme s dynamickou topografii. V kapitole [5] program
upravime pro geometrii a fyzikalni parametry ledové slupky a zkouméame relaxacni
cas horniho a spodniho krateru. Na zavér diskutujeme vysledky, zjednoduseni
modelu a dalsi mozny vyvoj prace.
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Viskoelasticka deformace -
spektralni metoda



1. Matematicka formulace

1.1 Deformace ledové slupky

Ledovou slupku uvazujeme jako kontinuum popsané viskoelastickou reologii.
Pomoci zdkonti zachovani odvodime rovnice popisujici deformaci kontinua. Tyto
rovnice pak formulujeme ve tvaru sférickych harmonickych funkci a budeme je
numericky resit ve 3D geometrii.

Zakon zachovani hmoty ma tvar

D
— dV =0,
Dt Jv P
kde p je hustota kontinua a % = % + ¥ - V materidlova derivace. Pouzitim

Reynoldsova transportniho teorému [Martinec, [2011] ziskdme tvar

D Dp
z dV:/ ( v-*)dvzo,
Dt /V(t) P vty \ Dt TV

kde ¥/ je rychlost. Déle pouzijeme identitu V- (p?) = pV-9+0-Vp a predpokladdme
konstantni hustotu. Ziskame rovnici kontinuity ve tvaru

V-7=0,
kterou lze za pomoci posunuti 4 zapsat jako

Vi =0, (1.1)

Déle pouzijeme zakon zachovni hybnosti.

D —
D 5V — / it dS / av,
Dt /V(t) P S(t) T + V(t) 2

kde 7 je Cauchyho tenzor napéti a f je objemova sila pusobici na jednotku hmoty:.
Analogicky jako vySe pouzitim Reynoldsova transportniho teorému a rovnice
kontinuity dostavame

ov -
pl=+79-Vu|=V-17+pf.
ot

Za predpokladu malych rychlosti 1ze zanedbat setrvacny clen na levé strané
a dostaneme tak pohybovou rovnici ve tvaru

V-1r+pf=0. (1.2)
Dalsim vztahem je reologicky vztah pro elasticky model
o — u[Vi + (Vi)'] =0, (1.3)

kde o je deviatorickd ¢ast tenzoru napéti (o = 7 + pI), p je tlak, p je
modul pruznosti. Pro vypocet relaxace pouzijeme modifikaci tohoto vztahu pro
maxwellovské viskoelastické téleso

t

o —p[Vi+ (Va)] = - | Eoar, (1.4)
07

kde 7 je viskozita.



Hrani¢ni podminky na povrchu (pro r = Ry) piSeme ve tvaru
T - & + pigu,€, = 0, (1.5)
a na hranici ocednu a ledu (pro r = Ry)
T &+ (pw — pi)gur€, = 0, (1.6)

kde €, je radialni vektor, py, a p; hustoty vody a ledu a u, je radialni ¢ast posunuti.
Zavislost viskozity ledu na teploté lze popsat nasledujicim vztahem [Kuchta

a kol., 2015]
Ttd™ E
1= 54T P (RT) (1.7)
kde T je teplota, d je velikost zrna, E a A jsou parametry pro dany typ teceni,
R je molarni plynova konstanta a o;; je druhy invariant napéti. Mocniny [,m an
zéviseji na druhu teceni (creepu), ktery uvazujeme. Zde bereme v uvahu diftzni
creep nair. Parametry pro tento druh teceni jsou uvedeny v tabulce [I.1]

APaK'm™s™?) 1 n m F (kJmol?)
Naif 9.0-1078 1 1 2 59

Tabulka 1.1: Creepové parametry ledu.

Jelikoz diftzni creep pro nizké teploty dava extrémné velkou viskozitu
(> 10% Pa - s), pouzivdme pro numerickou stabilitu rovnic limitor viskozity (tzv.
cut-off viskozitu)

1 = min {7aifr, Neut } - (1.8)
Hodnota 7ey se obvykle voli mezi 10?2 — 10%% Pa - s, vliv konkrétni hodnoty
bude diskutovan v dalsich ¢astech. Teplotni profil ledové slupky uvazujeme
jako aproximaci feseni Laplaceovy rovnice ve sférickych soutradnicich s pevnymi
okrajovymi podminkami, a to ve tvaru linearniho poklesu z povrchu na hranici
ledové slupky a oceanu.

Pokud mé ledova slupka sféricky (nebo slabé asféricky) tvar, k vypoctu
muzeme pouzit sférickych harmonickych funkci. Predpokladame pritom pouze
radidlni zdvislost parametri. Funkce vystupujici v rovnicich (L.1))—(L.6) rozlozime
do bazovych funkei [Varshalovich a kol., [198§]:

T(t,r, 9, p) Z Z > Z Tkl t,r Ykl(ﬁ,go), (1.9)

o) =3 3 Y T (61) Y (9,0),

J= Om—fj n=—1

—pI(t,r,0,0) Z Z 90 (tr Y]O(ﬁ,ap).

j=0m=—j



Pokud tyto tvary dosadime do rovnic (1.1)—(1.6), mizeme je Tesit pro kazdy
stupen j a rad m zvlast. Jelikoz nas model budeme uvazovat axialné symetricky,
zlistanou nenulové pouze nékteré koeficienty v sumdch (1.9)). Vztahy pro piisobeni
operatori na bazové funkce lze nalézt napt. v praci Varshalovich a kol.| [198§].
Piseme tedy nasledovné rovnici kontinuity

J d  Jj-1Y\ ;4
2+1<dr 7 ) Jm(tr)

1.10
J+1 i_'_j+2 W (L) 10
27 +1 \dr r Jm A
pohybové rovnice
j—1 ] d j+1 jO
t —_— t
“im 60 = =555 (dr+ ) Tmb)
—1
+ 2] 1 ( ) 722t r) (1.11a)
j—
6(2j =12+ 1) \dr ~ r J 07

i+ J+1 d J\
— I itr) = 3(2j+1)<dr_r> Tjr?z(t7r)

3(25 —1) d 4\
- J 6(25 +3)(25 + 1) (dr - r) Tim (£,7) (1.11b)

it2 [(d  j+3
(2

elastickou ¢ast reologickych rovnic

—
0=—2u QJJ,_ I <dr —l—]) whottr) + 22 (), (1.12a)
- 1)(25 —1j
0= o | U E )(]+3) f——J (1.12b)
6(2j — 1)(2j +1
J(2j — 1) d  Jj+2 g+1 52
_ ¢ ¢
M\IG(2J 3) 2j+1)<d7‘+ ) W (Br) =+ T (),
1\ . .
+ ( d I ) ué,ﬁ(t,r) + 7]3722’2(75,7’), (1.12¢)



rovnice hornich okrajovych podminek

Y A S N
2j + 1 3(27 +

0 L J—1 22 (j+1)(2j +3) 02
1) m 27 —17™ 6(25 +1)(25+3) ™

+ pig LR ‘gi'j(jmuﬁl (1.13a)
pl 2] + 1 m pl 2] + 1 gm .

7j.+ ! = - I+l + ! o+ .j<2j — 1) 4 7(j.+ 2)74;2’2
27 +1 3(2j+1) " 6(2j—1)(25+1) " 2j+3 7
i

JiG+1) o
ViU o A (1.13b)

2j +1 ‘am TP m

pig
a rovnice spodnich okrajovych podminek

0—_ J 0 L J—1 22 (J+1)(2] +3) 02
32j +1) ™ T\ 2j =1 6(2j +1)(2j +3) ™
J

j(j+1)uj+1
241 ™7

whl = (pw = pi)g

+ (pw — p1)g (1.14a)

2j + 1

0—_ | JFL o i =1 e [G+2) e
3(25+1) 7™ 6(2j —1)(2j +1) ™ 2j +3Im
J( )

Vi +1) o
e 17/ 1—(pw—pi)g J i+l (1.14b)

29 +1 am 2j +1m

+ (pw — pi)g



1.2 Numerické reseni

Ledovou slupku rozdélime ekvidistantné na N — 1 vrstev oddélenych N
rozhranimi (obr. . Funkce @ a f predepisujeme ve vrstviach (Cerchované),
funkce 7 a o na rozhranich (plnou ¢arou).

. - R
Uz, f3 Uyt [y

Obr. 1.1: Diskretiza¢ni schéma slupky. Nalevo vrstvy u povrchu, napravo u dolni
hranice.

Hodnotu radialni derivace libovolné funkce f na rozhrani ¢ aproximujeme
pomoci sousednich hodnot funkce jako

of _Ji—fin
<8r>r:n” e (1.15)

a hodnotu funkce samotné jako

f(ﬂ‘)z B

(1.16)

Pro libovolnou funkci h lezici ve vrstvé ¢ derivaci aproximujeme pomoci
sousednich hodnot funkce jako

(afl) S el (1.17)
or r=r;+Ar/2 Ar

a hodnotu funkce samotné jako

hig1 + Dy
—

Rovnice (1.10) a (1.12a])-(1.12¢) fesime na rozhranich, zatimco rovnice
a fesime ve vrstvach. Ziskame tim 4 rovnice okrajovych podminek,
2(N — 1) pohybovych rovnic, 3N reologickych rovnic a N rovnic kontinuity,
celkem tedy (6N + 2) rovnic.

Viskézni ¢len ve vztahu integrujeme pomoci lichobéznikového pravidla

h(r; + Ar/2) = (1.18)

2 9 o 2

fN

/Otde:ATlf1+f2+f2+f3+" o+ fn

(1.19)

flA - Z fidT + 2=

kde AT je ¢asovy krok.



Na obr. je znazornéna pasova struktura matice soustavy diskretizovanych
PDR pro N = 3. S ohledem na tidkost matice je poradi rovnic zvoleno tak, aby
meéla vysledna matice pasovou strukturu s minimalni sitkou pasu a nenulové cleny
na hlavni diagonale. Takovou soustavu lze pak efektivné resit pomoci procedur
bandec a banbks [Press a kol., |1993].

1 2 3 4 5 6[7 8‘9 10 11 12‘13 14 115 16 17 18 |19 20 |21 22 23 24|25 26

1
2
3
4
5
6

Obr. 1.2: Grafické znazornéni matice diskretizovanych rovnic pro N = 4. Zluté
jsou znarornény cleny rovnic okrajovych podminek, zelené rovnice kontinuity,
modie reologické rovnice a cervené pohybové rovnice. Tucnymi ramecky jsou
vyznaceny rovnice, které prislusi jednotlivym vrstvam. Ve sloupcich jsou

P e o i~ 41 _j0 _j-22 _j2 _j+22
usporddané ¢leny odpovidajici neznamym )", w}*h, 70, 777, 2 AT

—1 i+l c S )
w) ", u)™, kde dolnf index znad &slo rozhran.

1.3 Test programu
Spravnost vysledk programu byla ovérena s vysledky programu jiz diive

vyvinutého Ondiejem Cadkem. Parametry pro testovaci vipocet shrnuje tabulka

Vnéjsi polomér R, 2570 km
Vnitini polomér R, 2470 km
Hustota vody pw 1000 kg-m™3
Hustota ledu pi 920 kg-m™?
Tihové zrychleni ¢ 1,35 m-s2
Modul pruznosti E 3,3  GPa
Viskozita n 10" Pa-s
Pocet vrstev n 100 -

Tabulka 1.2: Parametry testovaciho programu.
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Testujeme elastickou c¢ast Teseni, kdy porovnavame hodnotu posunuti
v zavislosti na poloméru, a viskozni c¢ast, kdy porovnavame casovy vyvoj
radidlnho posunuti horni u$ a dolni u® hranice pfi relaxaci (obr. .

Obé c¢ésti Tesime na stupni j = 2. V pripadeé elastické ¢asti zatézujeme slupku
konstantn{ silou o velikosti fi, = 1, v pfipadé viskézni ¢asti silou fi, = pig. Pro
elastickou ¢ast dosahujeme primérné presnosti fddu ~ 1071 m, pro viskézni ¢ést
~ 1077 m. Reseni se spolu shoduji vyborné.

[ T T T i i ]
6.96-104 |~ _ ]
\-.
r ~_ ]
-4 T
'E' 6.93-104 + ~—. i
E I ~ |
5 ~.
104 L ~. |
6.90-10 tato prace - - -- \x\
3 kontrola - - - S~ ]
6.87-10"% ~
L | L | L | L
2470 2495 2520 2545 2570
r [km]
1.00 . [
0.75 + \\\ i
= \
= 0.50 - u,Ss - tato prace \ I
3 us - kontrola - - - \
0.25 + u.b - tato prdce - --- \ i
u/b - kontrola - - - \\
0.00 + E—
i TR Lol P PR TR
100 102 104 106 108

t [s]

Obr. 1.3: Test elastické (nahofe) a viskézni (dole) ¢asti programu.
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2. Titan

Titan je nejvétsi mésic Saturnu objeveny v roce 1655 Christianem Huygensem.
Zéaroven je druhym nejvétsim mésicem ve sluneéni soustavé. Doposud nejvice
informaci o Titanu poskytla mise Cassini-Huygens (1997-2017), diky které
méame k dispozici fotografie (obr. a gravitacni a topograficka data. V roce
2004 pristavaci modul Huygens sestoupil na povrch Titanu a poskytnul udaje
o vlastnostech atmosféry a povrchu (obr. [2.2)).

Obr. 2.1: Vlevo: Titan ve skuteénych barvach. Hustd dusikova atmosféra
zabranuje pozorovani povrchu ve viditelném spektru. Vpravo: Atmosféra Titanu,
modré a oranzové zabarveni je dobfe rozeznatelné [NASA. [2018].

Titan ma tvar trojosého rotac¢niho elipsoidu s hlavni osou o velikosti 2 575 km.
Predpoklada se plna diferenciace na silikatové jadro a hydrosféru, ktera by méla
byt tvorena vysokotlakou a nizkotlakou fazi ledu oddélenymi ocednem. Jednou
z vyjimecnosti Titanu je pritomnost husté dusikové atmosféry, kterda na zadném
jiném meésici doposud pozorovana nebyla. Diky tomu existuji klimatické jevy,
které mohou riznymi zptsoby ovliviiovat vlastnosti povrchu. Jednd se predevsim
o vétrnou erozi a kapalné srazky. Srazky jsou pri¢inou dalsi vyjimecnosti,
a to stabilnich kapalnych uhlovodikovych jezer. V dusledku mirné inklinace lze
na Titanu rozliSovat ro¢ni obdobi [Hussmann a kol., [2015].

Pritomny ocedan musi obsahovat primés, kterda snizuje teplotu téani
(pravdépodobné amoniak). Topografie Titanu je charakterizovina malym
rozpétim (cca 1 km peak-to-peak), coz spolu s malymi gravitacnimi anoméliemi
(~ 20 m [less a kol. 2010]) znac¢i vysoky stupen kompenzace. Zvlastnosti je,
ze poly jsou zplostélé asi o 300 m oproti sféroidu. Vysvétleni tohoto fenoménu
momentalné navrhuji dvé hlavni hypotézy. Prvni hypotézou je methan-ethanova
substituce pod povrhem [Choukroun a Sotin, [2012], druhou je slapové zahfivani
s lateralnimi variacemi tepelného toku [Kvorka a kol.| 2017]. Nyni tyto hypotézy
kratce predstavime.
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Obr. 2.2: Snimky z povrchu Titanu pofizené modulem Huygens v roce 2004

[VASAL pOrs)

2.1 Topograficka anomalie

Methan-ethanova substituce

Methan je po dusiku druhou nejcastéji zastoupenou latkou v atmosfére Titanu.
Predpoklada se, ze je jednak uvolnovan z methanovych klatrati, které tvori pevny
povrch, jednak je vyvrhovan do atmosféry kryovulkany a pripadnymi impakty.
Ve vyssich c¢astech atmosféry dochazi k fotolyze methanu a rekombinaci dvou
methanovych radikéli vznikne molekula ethanu. Ethan néasledné zkondenzuje,
formou kapalnych srazek zformuje jezera, a nadale se vsakuje pod povrch.
Na zékladé laboratornich experimentii bylo zjisténo, ze v klatratech muze dojit
k substituci ethanu za methan [Choukroun a Sotin| [2012].

Methan vylouceny takovym procesem se pak dostava opét na povrch vyse
zminénymi cestami. Substituce se predpokladéd do hloubky (2,941,3) km, pficemz
stabilita ethanovych klatrati se uvadi az do hloubky 10 km. Ethanové klatraty
maji vétsi (cca o 8 %) hustotu nez methanové (které jsou priblizné stejné husté
jako led), pusobi tedy v ledové slupce jako objemové zatéz, [Choukroun a Sotin,
. Dtivodem koncentrace srazek v polarnich oblastech je charakter proudéni
atmosféry Titanu (obr. . Diky pomalé rotaci je proudéni usporadano do jedné
konvekéni bunky, kterda miti od polu k pélu, orientace zavisi na roénim obdobi.
Ethan vznika fotolyzou v oblasti, kde je momentalné 1éto, a diky atmosférickému
proudéni kondenzuje na opac¢ném polu, kde pravé probiha zima.
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Dynamicka topografie

Topografie Titanu muze byt také ovlivnhéna dynamikou podpovrchového
oceanu, zejména fazovymi prechody na rozhrani s ledovou slupkou. Existuje-li
v oceanu teply vzestupny proud, zptisobi nataveni rozhrani - naopak, sestupny
studeny proud zptsobi namrzani (obr. . Oba déje maji za disledek
zménu topografie ve snaze kompenzovat gravitacni anomalii vytvofenou na
spodnim rozhrani. Autofi Kvorka a kol.| [2017] uvadi, Zze snizeni péli o 300 m
muze byt vysvétleno lateralnimi variacemi tepelného toku z oceanu o velikosti
0,1 —1 mW - m~2. Dalsimi pfedpoklady je stabilita tepelného toku alesponi po
dobu 10 mil. let a zna¢né viskozita spodni ¢asti slupky. Toho mize byt dosazeno
budto chladnym ocedanem (< 233 K) nebo velkym ledovym zrnem (> 10 mm).

(a) Zatizeni polarnimi srazkami. (b) Lateralni variace tepelného toku.

T = B 9

Obr. 2.3: Grafické znazornéni hypotéz methan-ethanové substituce a dynamické
topografie.

2.2 Vysledky modelu

Parametry pouzité pro simulaci jsou uvedeny v tabulce 2.1l Nejprve byl
vypocten viskoézni profil ledové slupky (obr. pro ¢tyti rtizné teploty oceanu
v intervalu od 213 K do 273 K (teplota tani ledu). V tomto pfipadé uvazujeme
diftzni creep a limitor viskozity . Vidime, ze pro spodni rozhrani
je teplota ocednu zasadnim parametrem, nebot nartist o 20 K zptisobi pokles
viskozity o jeden tad. Vsechny kfivky s rostoucim polomérem strmé rostou
a nejvyse 30 km pod povrchem dospéji do limitni hodnoty viskozity, 1ze tedy
ocekavat, ze horni ¢ast slupky bude tuzsi nez spodni. Z toho miizeme také vyvodit,
ze pokles relaxacniho ¢asu s rostouci teplotou bude znatelny pro dolni rozhrani
vice nez pro horni.

ZatiZzeni konstantni silou

Nejprve studujeme, jak bude slupka reagovat na zatéz o konstantni velikosti

]0 = 1- gp; pusobici v radialnim sméru na daném stupni j v zavislosti na teploté

ocednu. Obrazek [2.5] zobrazuje ¢asovy vyvoj posunuti hranice daného poloméru na

stupnich j = 2,4, 6 a 8. Levy sloupec nélezi hranici slupka/ocedn (r = 2475 km),
sloupec vpravo povrchu (r = 2575 km).
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Hustota ledu Pi 920 kg - m™3
Hustota vody D 1000 kg - m~3
Hustota ethanu Pmeth D65 kg -m~3
Hustota eth. klatrati  pex 993 kg - m~3
Vnéjsi polomér Ry 2575 km
Vnitini polomér Ry 2475 km
Teplota na povrchu T 93 K
Teplota na rozhrani Ty, 213-273 K
Tihové zrychleni g 1,35 m-s2
Modul pruznosti E 3,3 GPa
Cut-off viskozita Dewt  10% Pa-s
Velikost zrna d 1 mm

Tabulka 2.1: Parametry tlohy pro Titan.
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Obr. 2.4: Radialni prubéh viskozity v ledové slupce Titanu.

svv s

S rostouci teplotou se tento trend pro povrch méni a zaroven se sobé relaxacni
casy jednotlivych stupnt priblizuji. Spodni hranice si udrzuje potradi relaxace
stupnu stale stejné. Na obr. je pro prehlednost vyneseno posunuti na stupni
j = 2 pro ¢tyti razné teploty od 213 K do 273 K. Vidime, ze nartst teploty oceanu
o 20 K zkracuje relaxacni ¢as obou hranic zhruba o rad.

uy [m]

-1.00
10% 1073 102 10! 10° 10! 10% 10°

T= 213 K (1=10%7 - 10%* Pa.s)

t [mil. let]

uy [m]

15

-0.80
-0.85 -
-0.90
-0.95

-1.00

10# 1073 102 10! 10° 10' 10% 10

T= 213 K (1=10%7 - 10%* Pa.s)

U
wnn
w o AN

10*
t [mil. let]



T= 273 K (n=10%%* - 10%* Pa.s) T= 273 K (n=10%* - 10%* Pa.s)

-0.80 e
0.00 j=2 —
j=4
-0.20 -0.85 i= 6 _
— j=8
E -0.40 E 090 X e
> 0.60 >
e -0.95 e
-0.80 N
-1.00
-1.00 ol vl vl el il vl el sl covd el vl vl il vl el sl
10 1073 102 10! 10° 10! 102 103 104 104 1073 102 10! 10° 10! 102 10% 104
t [mil. let] t [mil. let]

Obr. 2.5: Zatizeni konstantni silou. Posunuti na stupnich j = 2 — 8 pro ruzné
teploty ocednu. Vlevo rozhrani slupka/oceén, vpravo povrch.

Nad 253 K uz dalsi navyseni teploty nemé na relaxaci horni hranice vliv.
Volba sily o velikosti gp; slouzi také k ovéreni, ze deformace relaxaci dospéla do
hydrostatické rovnovahy. Tuto zatéz si lze predstavit jako zatiZzeni jednim metrem
hmoty o hustoté p;. Spodni hranice po viskoelastické deformaci zrelaxovala do své
pavodni pozice (u, = 0 m), zatimco horni do pozice (u, = -1 m).
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Obr. 2.6: Zatizeni konstantni silou. Posunuti na stupni j = 2 v zavislosti na
teploté ocednu. Vlevo rozhrani slupka/ocean, vpravo povrch.

Zatizeni srazkami
Dale studujeme deformaci slupky zatizenim ethanovymi srdzkami. Analyza
topografie a radarovych dat nasvédcuje tomu, ze ke srazkam dochazi v pomérné
striktné vymezeném okruhu 30° okolo poli. Autofi Choukroun a Sotin| [2012]
uvadi cetnost srazek 50 pm/titansky rok (cca 30 pozemskych let). S ohledem na
to, ze viskdzni relaxace probihd na mnohem delsich skalach nez je 30 let (obr. ,
nema smysl rozliSovat sezonni stiidani srazek mezi poly. Oba pdly zatézujeme
stejnou silou odpovidajici vyse zminénému uhrnu srazek. Zatéz generovana

srazkami v case t ma tedy velikost
Jlm(t) = min {

50 mil. let’ 1} " GPeth- (2.1)
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Zamérime-li se na pramérnou topografii pro danou zemépisnou sitku
(obr. vpravo), vidime, Ze v polarnich oblastech dochézi ke znatelnému poklesu
oproti zbytku povrchu. Oblast severniho poélu vykazuje pokles velmi nahly
a strmy, z ¢ehoz mizeme usuzovat na lokalni zatizeni. Na mapé pokryti povrchu
mraky (obr. [2.7 vlevo), tomu odpovidd severni oblast konéici 60. rovnobé&zkou,
kde byl naméten v priuméru nadpolovi¢éni vyskyt obla¢nosti. Naopak v jizni oblasti
nejsou mraky celistvé a celkové pokryti povrchu je mnohem mensi. Topografie
v této oblasti, na rozdil od severu, klesa pozvolna. Avsak vzhledem k rychlosti
sttidani obdobi oproti geologickym casovym Skaldm neni souvislost s pokrytim
mraky samoziejma.

h [m]

-200 -100 0 100
T —

8]

-90

Obr. 2.7: Mapa procentudlniho pokryti povrchu mraky v letech 2004 — 2010
[INASA, 2010], v porovnani s pramérnou topografii v zavislosti na zemépisné sitce.

Na obr. je prezentovan cCasovy vyvoj Teseni zatizeni povrchu srazkami.
Ulohu jsme formulovali tak, aby byla axidlné symetrickd, vyobrazujeme tedy
hodnoty radialniho posunuti podél 0. a 180. poledniku. Vypocet byl proveden
do stupné j = 20. Na levé y-ové ose vynasime posunuti h [m], na z-ové ose
zemépisnou kosirku 0 [°] od severniho p6lu (0°) k rovniku (+£90°). Na pravé y-ové
ose vynasime vysku geoidu danou vztahem

4k Ry

R R R\’ *?
T B (o — o) (2R . 2.2
27+ 1)g |9m” + uim (p p)( ) ] (2.2)

R

7 duvodu tloustky ledové slupky a velikosti deformace zobrazujeme pouze
okoli horniho resp. dolniho rozhrani, které se v obrazcich nachazeji v horni resp.
dolni poloviné, oddélené cernou ¢arou. Svétle modie jsou znazornény uhlovodikové
srazky, Sedé ledova slupka a tyrkysové ocean. Cervend kiivka reprezentuje vysku
geoidu.

Zpocatku pozorujeme, jak ocean reaguje na deformaci povrchu pohybem
ve stejném sméru. S rostoucim ¢asem dochéazi k relaxaci. Pokles povrchu pod
srazkami ¢ini jen 20 m, samotné srazky topografickou anomalii nevysvétli. Vidime
také, ze vyska geoidu je velmi mala, fadové v metrech, coz je méné nez uvadi [less
a kol.| [2010].
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(a) Teplota ocednu Tj, = 213 K. (b) Teplota ocednu Ti, = 273 K.
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Obr. 2.8: Zatizeni povrchu srazkami. Topografie povrchu dosahuje pouze nékolika
desitek metru. Rozhrani slupka/ocedn na zatizeni také reaguje, nakonec zrelaxuje
do ptvodniho stavu. Rozdil v teplotach oceanu topografii rozhrani ani vysku
geoidu vyznamneé neovliviuje, pouze topografii na rozhrani, kterd je pro studenéjsi
ocean zhruba 4x vétsi.
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Zatizeni srazkami a vsakovanim

Za predpokladu hustotnfho kontrastu ethanu a methan-klatrata 400 kg - m—3
a viskozity ethanu fadu ~ 1073 Pa - s se pfedpoklad4, Ze k vsaknuti ethanu do
hloubky 5 km dojde za méné nez 200 miliona let |[Choukroun a Sotin| 2012].
Vsakovani simulujeme tak, ze ve vSech vrstvach od povrchu do 5 km hloubky
predepisujeme linedrni nartist hustoty v case t

t

]lm(t) = min {20()mﬂ.let’ 1} “ Pekg- (2.3)

K tomu i naddle uvazujeme povrchovou zatéz srazkami. Vypocet byl opét
proveden pro rtzné teploty do stupné j = 20. Z obr. je patrné, ze
pridani objemového zatizeni vyrazné ovlivni miru deformace. Radialni posunuti
v polarnich oblastech dosahuje cca 400 m, coz je velmi blizko pozorované hodnoteé.
Amplituda geoidu je zhruba desetkrat vyssi nez v pripadé bez vsakovani.

Shrime si nyni vysledky této kapitoly. Ackoliv v polarnich oblastech Titanu
pozorujeme mnoho jezer o ruznych hloubkach, jejich pfitomnost nezptisobi
pokles vétsi nez nékolik desitek metri. Navic, nami uvazovana vyska zatéze
(cca 50 m) je vyssi nez prumérnd hloubka jezer na Titanu (jednotky metri)
[Foley, 2013]. V piipadé vsakovani dostavdme pro zvolené parametry vysledek
blizky pozadované hodnoté topografie. Jsou zde navic proménné, které mohou
vyslednou hodnotu ovlivnit a nejsou zcela presné urcené, napr. hloubka nebo
doba vsakovani. Navic v tomto pripadé zistava spodni rozhrani zvlnéné. Velikost
vysky geoidu, ktery pro objemovou zatéz dostavame, odpovida pozorovanym
hodnotam [less a kol., 2010]. Uvazovali jsme ovSem nejvyssi hloubku vsakovéni. V
obou pripadech je ale generovan predevsim topografii povrchu, nebot topografie
rozhrani slupka/oceén je polozena 100 km hluboko a jeji vliv je slaby.
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(a) Teplota ocednu Tj, = 213 K. (b) Teplota ocednu T3, = 273 K.
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Obr. 2.9: Zatizeni povrchu srazkami se vsakovanim. Pokles povrchu je
v tomto pripadé priblizné 300 m. Zaroven pozorujeme i topografii na rozhrani
slupka/ocedn, kterda je pro studenéj$i ocedn zhruba 10x vétsi. Na rozdil od
zatiZeni samotnymi srazkami u rozhrani slupka/ocedn pozorujeme po 4 mld. let
vyzdvih.
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3. Pluto

Pluto je trpasli¢i planeta, ktera se nachazi na okraji slunecéni soustavy
v Kuiperové pasu. Bylo objeveno v roce 1930 P. Lowellem, pfi¢emz prvni naznaky
poukazujici na existenci dalsiho télesa za Neptunem se objevily uz v poloviné
19. stoleti. Kratce po objevu byl objeven jeho nejvétsi mésic Chardn, ktery
je vadi rozmérum Pluta mimotradné velky. Pomér jejich hmostnosti je pric¢inou
Trajektorie je ndpadnd svym vyraznym sklonem k roviné ekliptiky (cca 17°)
a svou excentricitou. Blizsi vyzkum planety odstartovala sonda New Horizons,
kterd v roce 2015 poskytla informace o jeji topografii, chemickém slozeni povrchu
a Tidké atmosfére.

3.1 Existence podpovrchového oceanu

Nejnapadnéjsim dtvarem celého Pluta je cca 1000 km rozlehld pénev,
neformalné nazyvana Sputnik Planitia. New Horizons na jejim dné objevila vrstvu
pevného dusiku a oxidu uhelnatého (obr. vpravo), separovaného do tzv.
konvekénich bunék svédcicich o prenosu tepla proudénim.

Obr. 3.1: Vlevo: Pluto ve skutecnych barvach [NASA| 2015a]. Vpravo: Snimky
ukazujici zastoupeni latek na povrchu Pluta. Pozorujeme, Ze se v oblasti krateru
koncentruji napr. CHy, CO a N, kdezto led nikoliv [NASA| 2015b].

Predpoklada se, ze panev, puvodné asi 7 km hluboka, je impaktniho ptvodu,
pricemz jeji nynéjsi hloubka je zhruba polovi¢éni. Vzhledem k poloze panve vici
rotacni ose se krater (panev) jevi jako pozitivni gravitacni anomadlie, prestoze se
jeho stfed nachazi na souradnicich 175°E, 18°N, coz je 400 km od slapové osy.
Bod ndhodné umistény na povrchu ma pouze 5% pravdépodobnost, Ze se slapové
ose bude nachazet tak blizko [Nimmo a kol.| 2016].

Praveé z nynéjsi pozice panve lze usoudit, ze v tomto sméru ma rotujici Pluto
nejvyssi moment setrvacnosti viaci rotacni ose a panev se chova jako kladna
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(a) Bez ocednu. (b) S ocednem.

Obr. 3.2: V piipadé, ze je plast pouze z ledu (a), je gravitaéni anomalie krateru
zaporna a otaci Pluto kraterem k rotacni ose. V pripadé pritomnosti vody (b) je
gravitacni anomalie krateru kladna a otaci Pluto kraterem k rovniku.

gravitaéni anomadlie (obr. . V pripadé, ze bychom brali v tvahu pouze
chybéjici hmotu z impaktu a vrstvu pevného dusiku, dospéli bychom k zaporné
gravita¢ni anomélii (obr. [3.2a)). Teprve pro 40km vrstvu dusiku bychom ve st¥edu
krateru ziskali anomalii nulovou. Tato moznost je ale vzhledem k pozadované
tloustce dusikové vrstvy velmi nepravdépodobna. Naopak, pokud by impaktni
krater zpiisobil izostaticky vyzdvih podpovrchového oceanu, i tenka vrstva dusiku
by zpusobila pozitivni anomadlii potfebnou k reorientaci panve |[Nimmo a kol.|
2016|, Extended Data Figure 1].

Predpoklada se, ze krater vznikl zhruba pred 4 miliardami let. Budeme
zkoumat Cas a prubéh relaxace horniho a spodniho krateru (dédle neformalné
nazyvaného antikrater®) v zavislosti na tloustce slupky a teploté ocednu.
I prestoze autori neuvadéji, jak dlouho by méla reorientace probihat, je ziejmeé
nutné pozadovat, aby byla anomélie dlouhodobé stabilni. Jediné tak muze byt
poloha krateru vysvétlena navrhovanym zptisobem.

3.2 Proces relaxace

Autofi|Nimmo a kol.| [2016] uvadéji elipticky tvar krateru o rozmérech priblizné
1300 km x 900 km. Pro zjednoduseni jej budeme modelovat jako kruhovy utvar
o pruméru 1100 km symetricky kolem polu. Pti poloméru Pluta 1188 km bude
tedy zasahovat do cca 65° severni sitky. Pouziti spektralni metody vyzaduje,
aby byl deformovany povrch kulového tvaru. Nelze tedy vychazet z kulového
povrchu, na kterém bude umistén krater. Nabizi se tedy na ledovou slupku ptisobit
konstantni silou ve tvaru krateru a nechat ji relaxovat. Slupka takto dospéje do
tvaru krateru (daného predepsanou silou). Pokud poté odejmeme zatéz, proces
relaxace se obrati a krater bude relaxovat do hydrostatického tvaru, coz je proces,
ktery nas zajima. Charakter deformace je vSsak v obou smérech totozny, proto
pozadované vysledky dostaneme i zatizenim konstantni silou.
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3.3 Vysledky modelu

Jako pocatecéni stav modelu uvazujeme izostaticky kompenzovany krater
[Nimmo a kol., 2016], tedy 7 km hluboky kriter na povrchu a 80 km vysoky
antikrater. Ostatni pouzité parametry shrnuje tabulka [3.1]

Hustota ledu pi 920 kg -m™3
Tihové zrychleni g 0,65 m - s>
Vnéjsi polomér R, 1188 km
Vnitini polomér Ry, 1088 km
Teplota na povrchu 7, 40 K
Teplota ocedanu T, 193 -253 K
Cut-off viskozita News 107 Pa-s
Modul pruznosti E 9 GPa

Tabulka 3.1: Parametry tlohy relaxace krateru.

Hlavnim studovanym parametrem je teplota ocednu. Viskozita zavisi na
teploté exponencialné , proto muzeme ocekavat vyznamnou zavislost mezi
teplotou oceanu a relaxaénim casem. Radiadlni prabéh viskozity v zavislosti na
teploté ocednu znazornuje obr. [3.3] Je patrné, ze cut-off viskozita je v kazdém
pripadé dosazena nejdale v poloviné ledové slupky.

1x1024 |
1x1022 |
1x1020
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1x1016 [

—— =
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[
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@
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Obr. 3.3: Radialni pribéh viskozity v ledové slupce Pluta.

Nésleduje série obrazku[3.4]lokalné zndzornujici relaxaci krateru a antikrateru.
Tmaveé modre je znazornéna ledova slupka, svétle modie podpovrchovy ocean. Na
ose x je vynesena zemeépisna Sitka, na ose y polomeér.
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Obr. 3.4: Prubéh relaxace pro teploty ocednu 253 K (vlevo) a 193 K (vpravo).

Je patrné, Ze pro vyssi teplotu oba kratery relaxuji mnohem rychleji. Teprve pti
teploté zhruba 193 K je relaxace natolik pomala, zZe spodni krater nezrelaxuje ani
po 4 miliardéch let.

24



Casovy priibéh relaxace je znazornén jesté na obr. , kde muzeme lépe
porovnat cas relaxace krateru a antikrateru. Na ose z vynasime cas a na ose
y normovanou velikost kratert. Vidime Ze pro teply ocedn (T' = 253 K) zrelaxuje
spodni krater oproti hornimu velmi rychle. S klesajici teplotou se tento rozdil
zmensuje. Z vysledki je patrné, Ze teplota ocedanu musi byt velmi nizka, aby
krater (zejména spodni) vydrzel nezrelaxovany po dobu 4 miliard let.

1.2
antikrater (253 K) ——
14 krater (253 K) - )
antikrater (233 K) —— P o
0.8 - krater (233 K) -
antikrater (213 K)
krater (213 K)
—_ 0.6 antikrdter (193 K) ——
= krater (193 K) -
0.4

0.2 — — — — —
0.01 0.1 1 10 100 1000
t [mil. let]

Obr. 3.5: Relaxacni kiivky pro ruzné teploty oceanu.

Jak jiz bylo zminéno v tvodu, spektralni metoda je vhodna pro problémy
priblizné sférické symetrie. V pripadé izostatického spodniho krateru je tato
podminka porusena a ziskany vysledek je tifeba chépat pouze jako odhad.
V nésledujici ¢asti k modelu relaxace krateru pouzijeme metodu konecnych
elementt a problém budeme Tesit lokalné kartézsky.
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Cast IT

Viskozni teceni - metoda
konecnych elementi
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4. Matematicka formulace

4.1 Zakony zachovani

Pro modelovani  viskézniho teceni pouzijeme zdkony zachovani
v Boussinesquové aproximaci (napf. [Matyskay, 2005]).

Zakon zachovani hmoty
Rovnici kontinuity ziskdme stejnym zptisobem jako v ¢asti (1.1)), tedy

V.7 =0. (4.1)

Zakon zachovani hybnosti

Pohybovou rovnici pouzijeme v jiz odvozeném tvaru
V-1+ p]? =0,
kam dosadime konstitutivni vztah pro newtonovskou kapalinu
T =—pl +20 = —pI + (Vi + VD).

7 objemovych sil budeme uvazovat pouze gravitacni silu a zahrneme navic teplotni
roztaznost materialu

pf =pi= po(1 —a(T —1Ty))g,

kde a je koeficient teplotni roztaznosti, py referencéni hustota a Ty referencni
teplota. Celkové tedy dostavame

—Vp+V - n(Vv+ V) + po(1 — (T — Tp))g = 0. (4.2)

Zakon zachovani energie

Bilan¢ni rovnice pro energii davajici do rovnosti zménu vnitini a kinetické
energie kontinua s vykonem sil (povrchovych a objemovych) a tepelnym tokem
skrze hranici S, ma tvar

D 1
E/V(peJr?pﬁU)dV:/96'T~ﬁd5+/‘/p§-ﬁd5—/9§~ﬁd5.

kde je € hustota wvnitini energie a ¢ tepelny tok. Aplikaci Reynoldsova
transportniho teorému, Gaussovy véty a dosazenim pohybové rovnice dostavame

De

pE:TZVU—V'CY,

tedy bilanci hustoty vnitini energie €. Za pouziti Gibbsovy relace, konstitutivniho
vztahu pro napéti, Maxwellovy relace a Fourierova zdkona mtzeme psat

T aTZE =V (kVT) + o : Vi
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kde ¢, je mérnd tepelna kapacita pii konstantnim tlaku a %k tepelnd vodivost.
Po zanedbani adiabatického ¢lenu a viskozni disipace dostavame vysledny vztah

oTr
P gy = V- (kVT) — pe,v - VT, (4.3)

ktery vyjadiuje lokédlni ¢asovou zménu teploty zptusobenou vedenim tepla (¢len
V - (kVT)) a proudénim materialu (¢len pc,v - VT).
Mame tedy soustavu parcidlnich diferencialnich rovnic:

0=V-7, (4.4a)
0= —Vp+ V- -n(Vi+ V'8 + po(1 — (T — Tp))37, (4.4b)

oT
pocp - = V- (kVT) — pocpt - VT. (4.4¢)

Oproti klasické Boussinesquové aproximaci zde uvazujeme teplotné zavislou
viskozitu a plny tvar pohybové rovnice. V rovnicich terméalni konvekce se tlak
obvykle rozklada na hydrostaticky a prirtstkovy p = p, + Il a ¢leny v rovnici
pog a —Vpy, se pak odeCtou. V tomto pripadé ponechavame plny tvar
z divodu stability feSeni tlohy s volnym povrchem.

Rovnice muzeme prevést do bezrozmérného tvaru za pouziti skdlovacich
vztaht v tabulce , kde D je vyska oblasti , T, teplota horni hranice oblasti,
ko, no referenéni hodnoty tepelné vodivosti a viskozity, AT = Ty, — T} teplotni
rozdil mezi horni a dolni hranici, x je difuzivita definovana jako

ko

PoCp

(4.5)

K =

Skéalovaci vztah pro tlak odpovidd hydrostatickému tlaku.

r=Dr  t=L2¢ =15y k= kok'

p=pogDp n=mney T =T,+ATT

Tabulka 4.1: Skalovaci vztahy.

Preskalované veli¢iny dosadime do rovnic (4.4) a upravime pomoci
Rayleighova ¢isla

AT D3
Ra = 209222 (4.6)
KTlo
Ziskand bezrozmeérna formulace ma tvar
0=V -7, (4.7a)
0= — T8 Qi L ¥ (V' + VIF) 4 Ra(T' — T, — 2z (4.7h)
aAT 0 aAT ™
aT/ ! / e nli —/ e nli
at/:V-(kVT)—v-VT, (4.7¢)
kde €, je jednotkovy vektor mifici proti sméru tithového zrychleni, tedy
§=—gz. (4.8)
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4.2 ALE metoda
(Arbitrary Lagrangian-Eulerian)

K popisu deformace kontinua jsou nejcastéji pouzivany Lagrangeovska
(referen¢ni) a FEulerovskd (okamzitd) konfigurace. ALE metoda (Arbitrary
Lagrangian-Eulerian) kromé vyse zminénych dvou vyuzivd nové konfigurace,
kterou ztotoznime s vypocetni siti. Hlavni prednosti je, ze tato sifova konfigurace
se muze ménit v ¢ase a neni svazana s materidlovym bodem, je tedy mozné
s ni pohybovat nezavisle. Nyni si zavedeme oznaceni jednotlivych konfiguraci
a odvodime vztahy pro derivaci libovolné skaldrni veli¢iny. Zobrazeni mezi
jednotlivymi konfiguracemi jsou zndzornéna na obr. 4.1l Podrobné odvozeni lze
nalézt napr. v praci Scovazzi a Hughes| [2007].

Lagrangeovskou, Eulerovskou resp. sitovou konfiguraci znac¢ime v poradi Qx,
2, a €, a polohové vektory v nich X, 7 resp. X. Zobrazeni v z Lagrangeovské
do Eulerovské konfigurace zavedeme jako

v(,t): Qx — Q. =v(Qx,t),

Xr— Z=v(X})

(4.9)

Obr. 4.1: Zobrazeni v, w a p mezi Lagrangeovskou (vlevo), Eulerovskou (nahote)
a sitovou (vpravo) konfiguraci.

Nyni vyjadiime vztah pro Lagrangeovskou (materidlovou) casovou derivaci
skalarni funkce a(Z,t) v Eulerovské konfiguraci

—

Ja(Z,t) _8a(V(X, t),t)
ot |z ot %
Ja 0& or
——— 4.10
875 8 8t ( )
604 835 Oa .,
E + Vza - at aiJrv-Vfoz,

kde ¥ je materidlova rychlost bodu X. Totéz provedeme pro zobrazeni w
z konfigurace sité do Eulerovské kongfigurace

w(,t) 1 Q— Qp = w(Q,
N T=w(X1)

2 (4.11)

29



Analogickym zpusobem jako vyse dostaneme

da(Z,t)
ot

_8&
. Ot
X

+ @ - Vaa, (4.12)

z

kde @ je rychlost sifového bodu Y.
Nyni do materidlové casové derivace (4.10) dosadime vztah (4.12)), abychom

meli ¢asovou derivaci vyjadrenou v sifovém bodé ¥

Ja(Zt) O Oa
! = _)'Vf _ __’.vf _)'Vf
ot | or| TUVET | T Vet Vaa
X (4.13)
el PR
= — C- zO.
ot |,
X
Zavadime zde konvektivni rychlost ¢ = ¢ — w, kterda vyjadiuje rozdil mezi

materidlovou a sitovou rychlosti. Materidlova derivace (4.10)) se vyskytuje pouze
v rovnici prenosu tepla (4.4c), kterou upravime pomoci konvektivni rychlosti

T
pOCPaat = V- (kVT) — pocpc - VT. (4.14)

4.3 Okrajové podminky

Necht € je oblast a I' jeji hranice. Hranici rozdélime na t¥i disjunktni
podmnoziny I' = I'top U I'hot U L'giqe pro rozliseni horni hranice, spodni hranice
a dvou boc¢nich hranic. Pro teplotni rovnici predepisujeme konstantni
teplotu na horni a spodni hranici (Dirichletova podminka) a nulovy tepelny tok
skrze bo¢ni hranice (Neumannova podminka)

T = Tsurf na Ftopa
T="T. nalhy, (4.15)
VT-n=0 na I'sqe.

Jako okrajovou podminku pro rychlosti volime tzv. ,free-slip® podminku
(volny prokluz)
v-n=0 nal,

4.16
(o-1);=0 nal, (4.16)

kde dolni index t znaci tecnou slozku. Tlak je uréeny az na konstantu, proto jej
fixujeme ve vybraném bodé vypocetni oblasti.

4.4 Pohyb volného povrchu

Uvazujeme vzdy pohyb pouze jedné hranice I'yop, nebo I',o. Volnou hranici pak
oznacime I'gq a fixovanou oznacime ['g,. Dale uvazujeme, ze vyska volné hranice
je funkef soufadnice z a ¢asu t, tedy z = h(t,z(t)). Derivaci podle ¢ dostavame

oh  oh
LU L1
o " optt T v (4.17)
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Ulohu formulujeme pomoci dvou funkei hy(x,t) a hy(x,2,t), které definujeme
nasledovné.

Funkce hy(z,t) odpovidd vysce volné hranice a prodlouzime ji na zbytek sité
tak, aby byla ve sméru z konstantni. Toho docilime Neumannovymi podminkami
na boc¢nich hranicich a na fixni hranici, Dirichletovou podminkou (4.17]) na volné
hranici a ponechanim pouze z-ové slozky Laplaceova operatoru. Inicializujeme ji
tvarem v po¢ateénim stavu (napi. rovna hranice nebo krater). Resime tedy tilohu

02h
52 =0 v,

oh oh
=+ Tlvx =V, Da Ffreea

ot © 4.18
91 = na gy, (4.18)
% =0 na Fside-

Funkce hs(x,z,t), kterou pouzivime k posunu sité, je poté harmonickym
rozsitenim funkce hy(z,t) s Dirichletovymi podminkami na volné a fixované
hranici a s Neumannovymi na bo¢nich stranach:

Ahg =0 A% Q,
% =0 na 1—‘sidea

(4.19)
h2 - hl na Ffree>

hg =0 na Fﬁx.

K posunu sité pak pouzijeme rozdil funkei ho(z,2,t) z aktudlniho a predchoziho
¢asového kroku. V piipadé volného povrchu upravime okrajové podminky (4.16])

U-1=0 mnal\ e,
(-1);=0 mnal\ e, (4.20)
7-n= 0 nalfee

a podminku na tlak nepouzivame.

4.5 Numerické reseni

Program jsme vyvinuli pomoci volné dostupného softwaru FEniCS [Alnaes
a kol| [2015; |Logg a kol [2012], ur¢eného pro numerické teseni parcidlnich
diferencidlnich rovnic metodou koneénych prvka (FEM - finite element method).
Uvazujeme klasickou Galerkinovu metodu [Quarteroni a Valli, 1994]. Nejprve
odvodime slabou formulaci rovnic, poté diskutujeme ¢asovou diskretizaci.

4.5.1 Slaba formulace

Rovnice kontinuity
Rovnici kontinuity ve tvaru
V.- =0,

prenasobime skalarni testovaci funkci ¢ a integrujeme pres oblast 2
/(V ) dz = 0. (4.21)
Q
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Pohybova rovnice
Pohybovou rovnici
~Vp +V -0(V0+ V) + poag(T — Ty)é. — pogé. = 0,

prenasobime vektorovou testovaci funkci ¥ a integrujeme pres oblast 2. Zavedeme
docasné oznaceni A = n(Vi + VT7) :

| (=Vp+ V- A+ puag(T = Ty)2. — pog.) - X da = 0.
Upravujeme:

. 0 I . 0 . .
V- [A : X] = %ei (Ajkej ® €k) : (Xlel) = %Aika = (V ) A) X+ A: vTX-

Aplikaci Greenovy véty dostaneme
/Q[v-n(vmv%)].;z do = /m n(V17+VT17)-x’-ﬁdS—/ﬂn(VUJrVTU) . VTY da.

Plosny integral bude roven nule diky hrani¢nim podminkam typu ,free-slip“
(resp. ,free surface®)

St

55 = 07
Pro pohybovou rovnici nakonec dostavame tvar

/Qp VX + [poag(T — Ty)e. — poge.] - X —n(VT+ VD) : VIY do = 0. (4.22)

Rovnice kontinuity se spolu s pohybovou rovnici nazyva Stokestiv problém a fesi se
sparované. Pro Stokestv problém pouzivame z divodu stability tzv. Taylor-Hood
elementy |[Taylor a Hood, [1973], tedy po ¢astech kvadratické elementy pro rychlost
a po Castech linedrni elementy pro tlak.

Rovnice prenosu tepla

Rovnici prenosu tepla

or
poCPa =V- (kJVT) - ,0on17' vT

prenasobime skalarni testovaci funkci ¢ a integrujeme pres oblast €2
oT
pocp | Lo+ 7 VT dz = / V- (kYT da.
Q Ot Q

Druha derivace se zde vyskytuje opét jen v jednom c¢lenu, ktery upravime
analagickym zpiisobem jako v pohybové rovnici

/QV-(kVT)w d:c:/mkVTwﬁdS—/QkVT-Vw dz.

Diky Dirichletovym hrani¢nim podminkam na horizontalnich hranicich
a nulovému tepelnému toku pres boc¢ni hranice je hrani¢ni integral opét roven
nule a celkové tedy plati

or B
PoCe /Q ST VT do = /Q kYT - Vi da. (4.23)

Pro teseni zde pouzivame po castech kvadratické elementy z divodu zachovani
numerické presnosti na boc¢nich hranicich.
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Rovnice volného povrchu

Dirichletova podminka pro funkci hy(z,t) v sobé obsahuje derivaci
funkce hi(z,t), kvili ¢emuz ji neni mozné zapsat klasickym zptisobem. Tento
problém ftesi Nietzcheho metoda [Juntunen a Stenberg, 2009, kterd umozinuje
z obecného tvaru okrajové podminky limitou jednoduse prejit k Dirichletové nebo
Neumannové podmince a implementovat ji do slabé formulace dané rovnice.

Uvazujme Laplaceovu rovnici ve tvaru

Ah =0 v, (4.24)
s okrajovou podminkou ve tvaru
oh 1
— =—(hg—h 4.25
o (ko — 1)+ g, (1.25)
kde € € [0, 00| je parametr a = Vh-1 je derivace ve sméru normaly. Jednotlivé

okrajové podminky dostaneme limitou ¢ — oo (Neumannova) nebo ¢ — 0
(Dirichletova). Nyni rovnici (4.24)) prendsobime testovaci funkei ¢, zintegrujeme
pres oblast ) a aplikujeme Greenovu vétu. Z Laplaceovy rovnice dostdvame

oz/Vh-wdx— Oh , 45
Q 1—‘ﬁree an

(4.26)
9
— ¢ds+/ (ho— )22 d

Ciree Ciree an

:/QVh-V¢dx—

kde v poslednim radku z divodu symetrie bilinedrni formy pri¢itame ¢len nulovy
na hranici.

Okrajovou podminku prenasobime testovaci funkci ¢ a zintegrujeme
pres element F

5/Egflqbds—l—/Ehgbds:/Eh0¢ds—|—€/Eggbds,

pricemz limitou ¢ — 0 dostaneme Dirichletovu podminku

/Ehgbds:/EhOMS.

Pro celou volnou hranici pak piseme

/ he ds = / hot ds,
Eerf VhE Eerf
resp.
1 / ho ds = —— [ hoo d (4.27)
S = S’ .
fth Ffree Fth I‘free 0

kde v > 0 je stabilizacni parametr a hp je velikost hrani¢niho elementu.

Vztahy (4.26) a (4.27) nyni secteme a dostaneme

8gb 1
ds — —ds + — ho d
Tiree 3n¢ Ttree 8n + Yhi JThee ¢ ds
hoop ds + h 0 ds 4.98
fth Ciree 0 Ffree Oan ( : )

_ oo ¢
_/QVh-qud:c— rfree%¢d —/Fﬁee(h—h)<an—m>ds.
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Za clen (h — hgy) v poslednim integralu nyni dosadime rovnici volného povrchu
(4.17). Vysledna rovnice pro funkei hq(z,t) bude mit tvar

Ohy a¢ Ohq
0= Q 0z 82 /rfree E(b ds

(4.29)
Oh1 9 ¢
—_ - [Ah + At < ax — UZ>] (az — W) ds.

Pro funkci ho(z,2,t) a testovaci funkcei v bude mit slaba formulace tvar
/ Vhy - Vi dz = 0. (4.30)
Q
V piipadé funkei hy(x,t) a he(x,z,t) pouzivime po ¢astech linearni elementy.

Pritomnost oceanu

Pokud je volnou hranici I'y,., je nutné vzit v iivahu, Ze na tuto hranici ptisobi
trakce odpovidajici tlaku oceanu p,

—

T -1 = —PoN.

Tlak oceanu bude funkci vertikalni soutadnice z a pro jeho velikost plati

Po = g(piD — py2), (4.31)

kde D je tloustka ledové slupky. Ve slabé formulaci k levé strané rovnice (4.22])
pricteme clen

/ 9(pwz — piD)ii - Y dS. (4.32)

4.5.2 Casova diskretizace

Rovnice prenosu tepla a rovnice volného povrchu obsahuji ¢asové derivace.
K jejich diskretizaci v pripadé rovnice prenosu tepla pouzivame schéma Crank-
Nikolsonové

oT
E = f(T7 6)7
Tk
L = i+ ), (4.3

kde index k znaci feseni z predchoziho ¢asového kroku. V ptipadé rovnice volného
povrchu pouzijeme implicitni Eulerovo schéma

ohy

ot = f (h'17U2'7UJC) )

hy — bk

N f(h1,v.,0,) . (4.34)
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Casovy krok pocitdme dle CFL (Courant-Friedrichs-Lewyho) kritéria, tedy

Atconv = Cfl : mmin:

Umax

2. pic
Atcon = [ —== : p7

(4.35)

kde Atcona je kondukéni casovy krok, At.on, je konvekéni casovy krok a cfl
parametr typicky v intervalu (0,1;1). Vysledny ¢asovy krok bereme jako

At = min{dtcony, dteond }- (4.36)

Nasleduje algoritmus pouzity k vypoctu.

inicializace teploty
inicializace hl

TeSeni rovnice h2
while t<t_end
TeSeni teplotni rovnice

TeSeni Stokesovy tdlohy

inicializace hl_k
inicializace h2_k

projekce posunuti sit& (dh=h2-h2_k)
vypoCet rychlosti sité& (v_sit=dh/dt)

posunuti sité o dh

vypoCet adaptivniho casového kroku
pricteni Casového kroku delta t
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4.6 Test programu

4.6.1 Konvekéni cast

K otestovani konvekéniho kédu jsme pouzili tzv. Blankenbachtiv benchmark
[Blankenbach a kol.| |1989], ktery srovnava vysledky konvekénich kodi 14 autort.
Porovnani provadime pomoci veli¢in charakterizujicich prenos tepla a rychlosti
proudéni: Nusseltova cisla a stfedni kvadratické rychlosti. Nusseltovo ¢islo je
definovano jako pomeér celkového ku konduktivnimu prenosu tepla. V benchmarku
je vypocteno jako
JL0.T(x, 2 = h) dx

T (x, 2 =0) dz

a stfedni kvadratickou rychlost lze psat jako

W1 A b 1/2
Vs = [hl/o /0 (v,v) dx dz] ) (4.38)

kde h, [ jsou vyska a délka boxu, (-, -) znaci skalarni soucin. Kontrolu jsme provedli
v bezrozmérném tvaru pro pripady (la) - (1c). Fyzikdlni parametry pro tyto
vypocty shrnuje tabulka

Nu=—-h

: (4.37)

Vyska oblasti h 108 m

Teplotni kontrast AT 1000 K

Hustota p 1000 kg - m~3
Difuzivita K 1076 m?-s7!
Tihové zrychleni g 10 m-s 2
Teplotni roztaznost a 25-107° K!

Mérna tepelnd kapacita ¢, 1250 J kg7t - K™t
Kinematicka viskozita v 2,5-10" m?-s7! (la)

2,510 m?.s71 (1b)
2,5-10'"  m?-s7! (1c)

Tabulka 4.2: Parametry vypoctu pro test konvekéniho programu.

Piipad (1a) - (1c)

Pocitdme termdlni konvekci na oblasti @ = (0,1) x (0,1) s hrani¢nimi
podminkami na teplotu , free-slip podminkou (4.16|) a konstantni viskozitou.
Porovnani bylo provedeno na rovnomeérné siti pro tii velikosti Rayleighova ¢isla
Ra = 10%,10° a 10° (piipady (1a), (1b) a (1c)) pfi hustoté sité 100 x 100 element.

Pribéh konvekce, Nusseltova ¢isla a stredni kvadratické rychlosti znazornuje
série obrazku .2
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Blankenbach a kol. tato prace relat. chyba

(la) Nu 4,8844 4,8866  0,0004%
Vrms 42,8650 42,8649 0,00002%

(1b) Nu 10,5341 10,5578 0,002 %
Vrms 193,2145  193,2144 0,0000005 %

(Ic) Nu 21,0725 22,2072 0,01 %
Vrms 833,909  833,9834 0,00001 %

Tabulka 4.3: Srovnani ustalenych stavii konvekénich kédu pro ptipady (1a) - (1c).

7, tabulky je patrné, ze pro nizké hodnoty Rayleighova ¢isla je shoda
programu s benchmarkem velmi dobra, pricemz rychlosti vychézeji presnéji nez
Nusseltovo ¢islo. S rostoucim Rayleighovym ¢islem se nesoulad Nusseltova c¢isla
mirné zvétsuje, coz je zptisobeno nepresnym numerickym vypoctem VT na horni
hranici.

4.6.2 Volny povrch

Pokud horni hranice oblasti nebude fixovana, ale volna, jeji tvar bude ovlivnén
vnitini dynamikou. V jednoduchém piipadé (napf. (la) - 1(c)) ocekavame
v oblasti vzestupného teplého proudu kladnou topografii (vyzdvih), v oblasti
sestupného proudu naopak zapornou (pokles). Pro spravnou funkci je tieba
implementovat stabiliza¢ni ¢len v pohybové rovnici [Kaus a kol., |2010], ktery
zabrani nadmérnému rustu rychlosti (coz vede na tzv. ,drunken sailor effect®)

t = —AgpoAt(v - M)e., (4.39)

kde A\ € (0,1) je parametr a At ¢asovy krok. Ve slabé formulaci na levou stranu
rovnice (4.22) pricteme clen

AgpoAt(U - i) [a(T — Ty) — 1]€, - ¥ dS (4.40)
Ctree

Implementace tohoto ¢lenu by nebyla potieba pfi dostateéné malém casovém
kroku, to ale vede ke znac¢nému navyseni vypocetniho casu.

Dynamicka topografie

Pro ovéreni vypoctu posunu hranice ALE metodou pouzijeme koncept
dynamické topografie, ktery je zalozen na rovnovaze tihové sily a napéti
v normalovém sméru

Ahpg = —n -1 -1,

kde 77 je normala na hranici oblasti mifici smérem ven. Dostavame tedy
n-T-1
Py

Na obr. vidime c¢asovy prubéh polohy levého horniho bodu [0,1] ziskany
ALE metodou a pomoci dynamické topografie v piipadé (la). Vidime, ze obé
metody davaji velmi podobny vysledek a koresponduji s pritbéhem konvekce.

Ah = (4.41)
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(a) Pifpad (1a), Ra = 10%.

(b) Pifpad (1b), Ra = 10°

10 100
Nu - tato praice —— 20 Nu - tato price —— 1000
8 Nu - Chr_islensen — 80 Nu - Christensen ——— 800
VRMS - Chnslen§en — 15 VRrms - Christensen
_ 6 VRwvs - tato prdce ——— 60 = _ VRus -tatoprace | ggp =
= = A
S o = 10 2
Z 4l 40 H z U 400 &
\7’ > >
2 ﬂ 20 s A 200
0 0 0 0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 015 0.2
t[] th]
v . ,
(c) Pifpad (1c), Ra = 106 (d) Dynamicka topografie a ALE metoda.
50 10000 T T
Nu - fato prdce —— ALE metoda B
40 Nu - Christensen —— | gpgp dynam. topo.
VRms - Christensen i
— 30 VRus -tatoprace | g0 T —_ ]
= A N
Z 20 A 4000 E < 7
10 2000 7
0 - 0 ! ! ]
0 0.05 0.1 0.15 0.2

th]

(e) Ustaleny stav termalni konvekce pro ptipad (1a)

Teplota (-
1 P O] %( ) Velikost rychlosti (-)
' i 1.0
0.9
08 60.0
0.7 50.0
e ' 400
z —05 z ’
—04 —300
03 200
0.2
o1 10.0
) : 0.0 0.0
00 02 04 06 08 10 00 00 02 04 06 ; 1.0

(f) Ustaleny stav termalni konvekce pro pripad (1c)

Teplota ()
1. 1.0 Velikost rychlosti (-)
1.0
0.9 1600
0.8 1400
0.7 1200
—06 — 1000
z i 0° — 800
—04
— 600
0.3
0.2 400
0.1 200
0.0 0
0.8 1.0

Obr. 4.2: (a),(b) Konvekce s nizkym Rayleighovym ¢d&islem (1la), (1b) je
charakterizovana hladkym pribéhem Nusseltova c¢isla i stfedni kvadratické
rychlosti. Proudéni skonéf v ustdleném stavu. (c¢) Pro Ra = 10° je zpocatku
prubéh chaoticky, ale i zde proudéni dospéje do ustéleného stavu. (d) Porovnani
ALE metody a dynamické topografie. (e),(f) Pole teploty (vlevo) a velikosti
rychlosti (vpravo). Kontury v teplotnim poli znézornuji interval 0,2.
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5. Pluto

Hlavnim cilem této kapitoly je aplikovat postupy z predeslé kapitoly na tlohu
relaxace krateru a prozkoumat vliv fyzikalnich a vypocetnich parametrii na cas
relaxace. Pro ovéreni hypotézy existence podpovrchového oceanu (kapitola
je klicovym faktorem pravé cas relaxace antikrateru. Poté, co uré¢ime charakter
prenosu tepla v ledové slupce a aplikujeme volny povrch, budeme studovat
relaxaci horniho krateru a antikrateru oddélené.

5.1 Chladnuti ledové slupky

Zpusob prenosu tepla v ledové slupce je pro prubéh relaxace krateru zasadni.
Uvazujeme totiz materidlové parametry n a k zavisejici na teploté skrze vztahy
a . Pokud by pfenos tepla probihal konvekci, znamenalo by to napft.
vyssi prameérnou teplotu ve slupce, a tedy mensi viskozitu a rychlejsi relaxaci.

k(T) = l; + ko, (5.1)
n(T) = min {770 - exp {g (7{ — Tlmﬂ :ncut} ; (5.2)

kde ki, ko, Q, R, Ty, 1o & Newr jsou konstanty uvedené v tabulce [5.1]

Hustota ledu pi 920 kg -m™3
Tloustka slupky D 100 km
Tihové zrychleni g 0,62 m - s~ 2
Teplota na povrchu T, 40 K
Teplota oceanu T, 190 K

Mérnd tepel. kapacita ledu pii konst. p ¢, 2100 J- kgt Kt

Koeficient viskozity n 104 Pa - s

Mol. plyn. konstanta R 8314 J-K!-mol!
Aktiva¢ni energie Q@ 5-100 J.-K!
Teplota tani ledu T, 270 K

Cut-off viskozita News 1074 Pa-s
Parametry tep. vodivosti ki 488,12 W .m™!

by 0468 W.m!.K!

Tabulka 5.1: Parametry ulohy pro relaxaci krateru [Nimmo a kol., [2016].

Horni odhad Rayleighova ¢isla (4.6) pomoci viskozity na bazi (10'® Pa - s)
davd Ra ~ 10°, coz je méné neZ kritickd hodnota pro konvekci E] Ocekavame

IKritickd hodnota Rayleighova ¢isla pro nekoneénou vrstvu a konstantni viskozitu je
Raygit = 657 |Ricard) [2015).
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tedy, ze slupka bude chladnout konduktivné. Jako vypocetni oblast pouzijeme
rovnomérnou sit o velikosti 80 x 20 elementti a Tesime rovnice . Pouzité
fyzikdln{ parametry modelu shrnuje tabulka [5.1 Série obrazki potvrzuje, ze
slupka chladne kondukei. Pocatecni teplotni pole (0 mil. let) je ddno vztahem

B %(To _ Ts)] . [1 +0,1-sin (%) © COS (?)

kde h je vyska oblasti a [ jeji sitka.

(5.3)

’

T(x,z) = |T,

0 mil. let

h[km]

h[km]

20 mil. let
0

10

h[km]

0

100 mil. let
100

50

h[km]

300

200 | [km]

Teplota [K]

40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190
| I I I | I

Obr. 5.1: Konduktivni chladnuti ledové slupky. Bila kontura odpovida stredni
teploté 115 K.

Dalsim krokem je implementace volného povrchu, kterd byla vyzkousena na
benchmarku v predchazejici kapitole, na ledovou slupku. Obréazek [5.2] zndzoriuje
casovy vyvoj topografie levého horniho bodu [0,100 km] pro ALE metodu

i dynamickou topografii.
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Obr. 5.2: Srovnani ALE metody a dynamické topografie pro parametry tlohy
na obdélnikové oblasti. Viskozita na bézi slupky je fadu 10'® Pa -s, na povrchu
10%° Pa - s. Pro tuto situaci dostdvame dobrou shodu obou metod.

5.2 Relaxace krateru

Ppro tento model jsme pomoci softwaru FEniCS vytvorili strukturovanou
vypocetni sif. Uvazujeme obdélnikovou oblast, ze které je nahore nebo dole
odebrana plocha ve tvaru krateru (obr. [5.3), jehoz tvar predepisujeme Gaussovou
funkei

y=h—a-exp l_(xQ—CQb)Q] , (5.4)

kde a je vyska krateru, b z-ova poloha stfedu krateru, c¢ jeho polositka. Pro
vétsi presnost sit zahustujeme v blizkosti relaxujici hranice. Jako referenéni model
pro nase simulace uvazujeme oblast o rozmérech 100 km x 400 km, s kraterem
o hloubce 25 km uprostred.

100
g 50-%;;;: : ===
= S %%
0F == == e : = = =
0 100 200 1[km)] 300 400

Obr. 5.3: Vypocetni sit pro relaxaci krateru se zahusténim horni hranice.

Pro referenéni model pouzijeme parametry uvedené v tabulce Vysledek
znézoriiuje obr. 5.4l Vidime, ze antikrater dle odekavani relaxuje rychleji nez
krater na povrchu. Relaxace antikrateru je natolik rychld (= desitky mil. let),
7e nemiize poskytovat izostatickou kompenzaci navrhovanou v élanku

"
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Vyska oblasti h 100  km
Sirka oblasti [ 400 km
Hloubka krateru a

Polositka krateru c

Teplota oceanu T, 90 K
Koeficient viskozity 7,  10* Pa-s
Cut-off viskozita Newt 10** Pa-s

Tabulka 5.2: Parametry pro referenc¢ni simulaci krateru.

100O mil. let

50

h[km]

0

50 mil, let

100" 0.5 mil. let

50

h[km]

0

1007200 mil. let 1 mil. let

50

h[km]

0

100_700 mil. let > 10 mil. let

50

h[km]

0

0 100 200 [gm] 300 400 o 100 200 | [kpm) 300 400

Obr. 5.4: Relaxace krateru (vlevo) a antikrdteru (vpravo). Viskozita v oblasti
horni hranice mé velikost 10** Pa - s, v oblasti spodni hranice 10'® Pa - s.
Pozorujeme, ze viskozita v oblasti relaxujici hranice ovliviiuje nejen cas relaxace,
ale i tvar relaxujici hranice.



Diskuse

Vysledky naseho modelu zatizeni Titanu srazkami a vsakovanim se shoduji
s vysledky [Choukroun a Sotin, 2012]. Model ale obsahuje nékteré parametry,
které nejsou zcela znamé a jejichz hodnota je pro velikost vysledného zplosténi
urcujici, zejména doba a intenzita ethanovych srazek. Na druhou stranu, koncept
methan-ethanové substituce je dobrym vysvétlenim, pro¢ je methan v atmosfére
Titanu stale pritomny. Autori uvadi, Zze nynéjsi mnozstvi methanu pritomného
v atmosfére by se ptisobenim UV zareni rozlozilo béhem 10 — 100 mil. let. Mezi
navrzenymi mechanismy obnovy (uvoliovani methanu z klatrata pti impaktech,
kryovulkanismus, difize) dominuje pravé methan-ethanova substituce (48 %),
pricemz v souhrnu tyto mechanismy vysvétluji 90 % pritomného methanu.

V kapitole |3 jsme uvazovali jako pocatecni stav izostatickou kompenzaci
krateru, tedy 7 km hluboky kréter a 80 km vysoky antikrater [Nimmo a kol.|
2016]. Tito autori uvadéji vztah pro Airyho izostazi, kterym k hodnoté 80 km
dospéli, jako

pPi
Pw = pi
kde t}, resp. ts jsou topografie rozhrani voda-led resp. povrchu. Tento vztah plati

ty =t (5.5)

ale pouze za predpokladi %5 ~ 1 a H < 2nRs, kde H je charakteristicky
b

horizontalni rozmér anomalie. Tyto predpoklady nejsou v pripadé Pluta splnény,

proto je tfeba vztah (5.5)) uvazovat ve sférické geometrii

Pi R?

by =ty 5
Pw — Pi R}2)

(5.6)

jak uvadi napf. [Lambeck], [1988]. Tento vztah pro 7 km hluboky krater dava 96 km
vysoky antikrater, coz v souétu prevysuje tloustku slupky 100 km a predpoklad
izostaze pro tuto tloustku ztraci smysl.

Izostatickd kompenzace po impaktu se predpokladd na zakladé prudkého
zvysSeni teploty a napéti zptisobenych impaktem. Obé tyto zmény vedou
k lokdlnimu snizeni viskozity, které umozni slupce téct na mnohem kratsi casové
skale. Pokud je tedy panev Sputnik Planitia skutecné impaktniho pivodu, je
pravdépodobné, ze v tomto misté byla ledova slupka po dopadu do jisté miry
ztencend. Velikost tohoto ztenceni (resp. velikost antikrdateru) muze byt jednim
z dalsich parametri modelu.

Modelovanim procestt po impaktu se zabyvaji autofi [Johnson a kol., |2016].
Tento model predpoklada celkovou tloustku oceanu a ledové slupky 328 km.
Deformaci ledové slupky prezentuji pro teply (230 K) a studeny (170 K) ocedn
v kombinaci s ruznymi tloustkami oceanu (50 — 200 km), resp. tloustkami slupky
(278 — 128 km). Pro vSechny uvazované scénare dochdzi k maximélnimu ztenceni
slupky o 60 km (tedy méné nez uvadi Nimmo a kol.| [2016]).

Pozitivni gravitacni anomélie je docileno (s uvazenim dusikové vrstvy) pouze
pro hustotu ocednu > 1100 kg - m~3, zaloZené na pifmési soli jako nemrznouci
primési. Sul ale snizi teplotu tani jen o 20 — 50 K [Richardson, 1976, coz poskytuje
vysvétleni pouze pro teply ocean. Nas odhad spektralni metodou ale ukazal, ze
anomalie pro takovou teplotu nebude stabilni. Pokud bychom uvazovali studeny
ocean, jako nemrznouci primés pripada v ivahu amoniak, ktery ale hustotu vody
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naopak snizuje [Choukroun a Grasset} 2010], a tudiz podle Johnsona a kol. [2016]
by anomalie byla negativni.

Model viskézniho teceni obsahuje nékolik zjednoduseni, ktera mohou mit na
vysledek vliv. Viskozita mize kromé teploty zaviset i na napéti. Velka napéti
lze oc¢ekéavat v nejblizsim okoli kratert, kde by tento prispévek k viskozité mohl
zpusobit (zv14sté u tuhé horni hranice) rychlejsi relaxaci. Déle mohou mit vliv
vypocetni parametry: hodnota cut-off viskozity a sitka (resp. aspect ratio, tj.
pomér [/h) vypocetni oblasti. Pro nas referencni model jsme zvolili hodnoty
Newt = 10?* Pa - s a aspect ratio 4 (skutetnym rozmértim kréteru by odpovidalo
aspect ratio cca 20). PiedbéZné vypocty ale ukazuji, Ze nad 1., = 10?® Pa - s se
jiz Cas relaxace neméni, stejné tak pro aspect ratio 6 a vyssi. Nejpodstatnéjsim
zjednodusenim je pak pravdépodobné vypocet v kartézské geometrii. Jelikoz
krater zaujima zhruba Sestinu obvodu Pluta, da se predpokladat, ze vypocet
ve sférické axisymetrické geometrii podd mirné odlisny vysledek.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali deformaci dvou ledovych téles slunec¢ni soustavy.
Pro Titan jsme ovérili hypotézu methan-ethanové substituce [Choukroun a Sotin,
2012]. Vyvinuli jsme program, ktery za pouziti viskoelastické reologie Tesi
spektralni metodou zatézovani povrchu srazkami a vsakovanim. Vysledky
koresponduji se zavéry autori: cetnost srazek 50 pm/ 30 let po dobu 50 mil. let
spolu se substituci do 5 km pod povrchem dokazou vysvétlit pokles poli o 300 m
nezavisle na teploté oceanu.

V pripadé Pluta jsme ovérovali hypotézu, zda poloha krateru Sputnik Planitia
implikuje pfitomnost podpovrchového ocednu [Nimmo a kol., 2016]. Modifikaci
spektralniho kodu jsme tesili relaxaci izostaticky kompenzovaného krateru. Touto
metodou dochazime ke stejnému zavéru jako autori: pro nizké teploty ocednu
(190 K a méné) antikrater relaxuje natolik pomalu, ze vysledna kladna gravitacni
anomalie muze zpusobit reorientaci krateru. Spektralni metoda ale pro zadané
parametry nedava dobry smysl, nebot se hranice ledové slupky v oblasti krateru
prilis odchyluji od sféry.

Simulace relaxace krateru jako viskézniho te¢eni metodou konecnych elementii
naznacuje, ze antikrater relaxuje mnohem rychleji (cca 10 mil. let). Tento model
ale obsahuje nékolik zjednoduseni, proto si zada dalsi vyvoj. Predpokladame, ze
krateru nutno vzit v avahu. Je ale pravdépodobné, ze navrhované apravy nezméni
cas relaxace antikrateru vice nez o tad. To by mohlo znamenat, Ze zavéry
prezentované v ¢lanku [Nimmo a kol., 2016] nejsou spravné — analyza dat z oblasti
Sputnik Planitia pfitomnost ocednu nepotvrzuje.
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A. Prilohy

Priloha ¢.1: CD obsahujici vyvinuté programy a animace vysledki.
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