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Abstrakt: Diplomovéa prace obsahuje veskery aparat, potrebny k formulaci obra-
cené ulohy Elektroimpedancni tomografie (EIT) a k zavedeni nékterych strategii
dodatec¢ného podminéni této tlohy. Samotna tloha spociva v odhaleni struktury
vybraného télesa pomoci proudovych stimulaci, vedenych elektrodami pripoje-
nymi k jeho povrchu. Cilem préce je studiem chovani zivocisnych tkani v elektro-
magnetickém poli a ptripravou odpovidajicich numerickych experimentii proverit
pouzitelnost této metody v medicinskych aplikacich, zejména moznosti odhaleni
malignich formaci v Zenském prsu. Prace obsahuje sadu numerickych experiment
v nejjednodussim mozném usporadani, na zakladé které je v prvnim priblizeni
vyhodnocena citlivost metody vii¢i Sumu. Tyto numerické experimenty byly pfi-
praveny s pomoci kompletniho softwarového reseni prs4D, vyvijeného autorem a
vedoucim prace, které je prikladano k praci a nékteré aspekty jeho implementace
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Uvod

Diplomova prace obsahuje veskery aparat, potrebny k formulaci obracené
tlohy Elektroimpedanéni tomografie (EIT) a k zavedeni nékterych strategii do-
dateéného podminéni této tlohy. Uloha spo¢ivé v odhaleni struktury vybraného
télesa pomoci napéti snimanych elektrodami, pripojenymi k jeho povrchu, pfi
dané proudové stimulaci, vedené nékterymi z téchto elektrod.

Uvodni kapitola je vénovdna historii metody, soucasnému stavu problematiky
a vychozim fyzikdlnim ivaham pro studium interakce tkani s elektromagnetickym
polem. Soucasti téchto uvah je také zavedeni fyzikalnich veli¢in, vhodnych pro po-
pis materialovych vlastnosti tkané — zejména vodivosti, permitivity a admitivity,
z jejichZ rozlozeni chceme usoudit na strukturu studované ¢sti téla. Uvodni ka-
pitolu uzaviraji experimentalni data, klicova pro posouzeni vzajemného kontrastu
tkéani.

Na zminéné fyzikalni tvahy v druhé kapitole prirozené navazuje formulace
okrajové tlohy pro kompletni elektrodovy model EIT, jejimz feSenim mizeme si-
mulovat sbér dat pomoci EIT ptistroje, neboli pfi daném rozlozeni materidlovych
veli¢in uvnitt studovaného télesa vypocist napéti na elektrodéach, ptipojenych k
jeho povrchu.

Schopnost modelovat experiment vyuzijeme ve treti kapitole k formulaci
kapitoly bude predstaven jeden ze zpusobi, jakym je mozné tuto tlohu diskreti-
zovat a TeSit numericky, pricemz popiseme také klicovou ingredienci, takzvanou
metodu adjungovanych stavii, kterda dovoli realizovat vypocet v prijatelném case.

Ctvrta kapitola obsahuje nékteré z dobfe znamych strategii dodate¢ného pod-
minéni obracené tlohy EIT. Konkrétné se jedna o zavedeni vhodné sady stimulac-
nich vzort, volbu kédovani rozlozeni materidlovych veli¢in uvnitt télesa (realizace
modelového prostoru) a v neposledni radé vystavbu Tichonovova regulariza¢niho
schématu na zakladé vhodné zvoleného penalizac¢niho funkcionalu.

Reseni obracené tlohy, véetné rtznych strategii pro jeji dodatetné podmi-
néni, bylo implementovano jako soucast kompletniho softwarového néastroje, ktery
vznikl pTi spolupréci se spolecnosti RSDynamics, za icelem vyhodnoceni prinosu
metody pro diagnostiku rakoviny prsu. Z toho divodu pracuje tento software s
pivodnim geometrickym usporadanim dodanym zminénym pramyslovym part-
nerem a jsou mu uzpusobeny také numerické experimenty, jez byly softwarovym
nastrojem provedeny. Vybrané aspekty softwarové implementace a vysledky zmi-
nénych experimentti jsou obsahem paté resp. sesté kapitoly.






1. Koncept

Elektrickd impedan¢ni tomografie (EIT) predstavuje, byt zatim pouze teore-
tickou, alternativu k soucasné pouzivanym zobrazovacim technikdm v mediciné.
Metoda spociva v rekonstrukci vodivostniho rozlozeni ve tkani pacienta na za-
kladé elektrického napéti naméreného systémem elektrod pripojenych k jeho télu.
Napétové odezvy jsou zaznamenany pro mnozstvi proudovych stimulaci vedenych
nékterou kombinaci elektrod.

Otéazka, zda je takto mozné rozkryt strukturu studovaného télesa, je jiz po-
mérné stard a puvodné se zrodila na poli geofyziky, konkrétnéji za tcelem pro-
spekce na zakladé rezistivity pudy. Prvni tomograficky obrazek, ziskany metodou
EIT, byl fez lidskym ptedloktim pofizeny autory Barber a Brown [6] v osmdesé-
tych letech minulého stoleti. Od té doby doslo na poli EIT k mnoha pokrokiim
a byly predstaveny nové pristupy, které casto vyuzivaji dodateénych informaci
ziskanych jinymi metodami. Nékteré z téchto technik jsou nastinény v autorove
bakalarské praci [44].

Nejrozséhlejsi vseobecnou referenci k metodé EIT, je publikace [25] z roku
2004. Aktualnéjsi stav problematiky, véetné detailniho rozboru doposud zkonstru-
ovanych aparatt pro realizaci EIT snimani, je mozné najit ve zminéné bakalarské
praci.

1.1 Motivace pro vyvoj EIT

Snad kazdy klinicky specialista by si pral, aby meél k dispozici neinvazivni
nastroj k zjisténi struktury tkané pacienta, ktery je zaroven levny a jeho po-
uziti nepredstavuje pro osetfovaného riziko. Pravé bezpecnost je hlavni moti-
vaci pro vyvoj EIT a poptavka po neskodné metodé vychazi zejména z oblasti
vcasné detekce karcinomu prsu, kde se ukazuje, ze modality zalozené na prozaro-
vani Rentgenovymi paprsky jsou odpovédné za vznik nezanedbatelného mnozstvi
sekundédrnich karcinomu [21, [16]. Nutno podotknout, ze detekce rakoviny prsu
neni jedinou potencidlni aplikaci této metody, nebot je provérovana v dalsich
medicinskych aplikacich (zobrazovani mozku a jeho aktivity [38], odhaleni cév-
nich mozkovych prthod [45], studium plicni ventilace [2] apod.), nedestruktivnim
testovani a geofyzice.

Koncepce metody Elektrické impedancéni tomografie spoc¢iva v hypotéze, ktera
rika, Ze je mozné prostorove lokalizovat struktury ve studovaném télese skrze ko-
respondenci s rozlozenim elektrické vodivosti, ¢i komplexni admitivity. Tato hy-
potéza je prirozené fundovana experimentalnimi daty, charakterizujicimi odezvu
tkani vici elektromagnetickymi jeviim — tzv. dielektrickymi charakteristikami.
Podstatna je v tomto ohledu mira kontrastu tkani, které chceme detekovat, viici
jejich okoli. V ptipadé hledani rakoviny je zasadni skutecnost, ze maligni tkané
vykazuji odlisné charakteristiky nez tkané bézné ¢i benigni [28]. Podrobnéjsi po-
jednédni o dielektrickych vlastnostech tkani nasleduje v sekei[1.3]
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1.2 Soucasny stav problematiky

Prvotni nadseni ve vyvoji EIT pro vcéasnou detekci rakoviny prsu bylo vy-
volano tspéchem ranych EIT systému, které mizeme zaradit do tiidy tzv. "pii-
stroji pro impedan¢ni mapovani'. Piikladem je studie [41] klinickych aplikaci
pristroje TS2000 [4], kde si metoda EIT vedla ze vSech zobrazovacich metod nej-
lépe co se senzitivity tyce. Pristroje pro impedanéni mapovani se vyznacuji jed-
noduchosti koncepce, zejména moznosti primocare rekonstruovat dvourozmérné
vodivostni mapy pomoci algoritmii pro zpétnou projekci podél ekvipotencialnich
ploch. Nicméné, pouziti téchto metod je podminéno jednoduchou geometrii pti-
stroje (rovinné usporadani elektrod), coz je v rozporu se soucasnym smérovanim
vyvoje EIT systémt, kdy je kladen diiraz na schopnost rekonstruovat kompletni
trojrozmérny vodivostni profil studované oblasti. Prirozené tomu odpovida zvy-
send narocnost vypoctu, plynouci z potieby pouzit sofistikovanéjsi rekonstrukéni
algoritmy. Podrobnéjsi klasifikaci EIT systémt je mozné nalézt v autorové baka-
larské praci [44].

Doposud nebyl zadny EIT ptistroj, provadéjici trojrozmérnou rekonstrukei,
shledan klinicky pouzitelnym, at uz z davodu nedostatecného rozliseni v dané
aplikaci, ¢i narocnosti pripravy vysetfeni. Navrh robustniho EIT aparatu vyza-
duje Teseni mnoha optimaliza¢nich problémt, zejména jiz nastinéného hledani
rovnovahy mezi ¢asovou narocnosti pripravy vysetieni a vypoctu rekonstrukce na
jedné strané a kvalitou vyslednych snimki na strané druhé. Kazda z téchto tloh
mé mnoho dil¢ich podproblémi, které prekracuji hranice védnich obort, a proto
vyvoj EIT feseni vyzaduje spolupraci 1ékai, fyzikalnich a elektrotechnickych in-
zenyri. Do oboru matematicko-fyzikalniho spadé formulace a feseni tzv. primé a
obrdcené tlohy elektrické impedanéni tomografie. Resit pifmou tlohu EIT zna-
mena vypocist na zakladé vodivostniho profilu oblasti, geometrie elektrod a tzv.
stimulacnich vzoriu rozlozeni napéti v dané oblasti véetné potencialu na elektro-
dach. Naopak fesenim obracené tlohy rozumime rekonstrukei rozlozeni elektrické
vodivosti popt. admitivity ve studované oblasti ze sady napétovych odezev na
elektrodach pri riznych stimulacich elektrickym proudem.

1.3 Tkané v elektromagnetickém poli

V predchozich odstavcich jsme uvedli, Ze pro pouzitelnost metody EIT je
podstatné, aby se razné tkané, a zejména maligni formace, vyznacovaly odlis-
nymi materialovymi charakteristikami, se kterymi se setkavame v teorii elektro-
magnetického pole. Tkané v tomto smyslu popisujeme pomoci tzv. dielektrickijch
charakteristik — frekvencnich zavislosti jejich vodivosti a relativni permitivity.
V nasledujicich sekcich tyto materidlové veli¢iny definujeme a jejich popis zredu-
kujeme pomoci centralniho pojmu admitivity, pricemz déle budeme prezentovat
parametrické modely frekvenéni zavislosti této veliciny.

1.3.1 Vychozi fyzikalni Givahy

Interakci hmoty s elektromagnetickym polem obecné popisujeme pomoci
tiplné sady Maxwellovych rovnic na omezené oblasti Q C R?, kterd v pro nase

4



ucely predstavuje studované téleso

rot E(x,t) = —%]?(x,t) (1.1)
rot H(x,t) = j(z,t) + a;t)(x,t) (1.2)
divD(z,t) = p(x,t) (1.3)
divB(z,t) =0 | (1.4)

kde z € Q, j(z,t) reprezentuje hustotu volného proudu a p(z,t) hustotu volného
naboje. E(x,t) a B(x,t) jsou vektory elektrické intenzity a magnetické indukce.
Zkoumané téleso podrobujeme proudové stimulaci pevné zvolené frekvence,
a tudiz budeme uvazovat pole majici casové periodicky charakter dany thlovou
frekvenci w. V této situaci je vyhodné pracovat s komplexni reprezentaci poli v
podobé
E(z,t) = Re {E(x)e'} B(xt) = Re {B(x)e™'}, (1.5)

kde E(x), B(z) predstavuji komplexni amplitudu vektoru elektrické intenzity
resp. magnetické indukce. Tyto polni veli¢iny jiz budeme v dalsim vykladu uva-
zovat pouze ve frekvencni oblasti a znaceni pomoci strisky vynechdame.

V sadé Maxwellovych rovnic vyse navic vystupuji vektory magnetické inten-
zity a elektrické indukce — H, D, pro které je zapotiebi zadat konstitutivni
vztahy. Pro nase ucely muzeme vychazet ze vztaht pro linedrni izotropni mate-
rial

=¢e(2)E = goe,(2)E (1.6)

(1.7)

kde se poprvé setkdvame s veli¢inou e(z), jez predstavuje frekvenéné zavislou
komplexni elektrickou permitivitu materidlu, zatimco veli¢ina p(z) reprezentuje
jeho magnetickou permeabilitu. Dale gy, pg jsou odpovidajici hodnoty pro vakuum
a &.(z), u-(z) vztahuji vlastnosti materidlu k témto konstantdm — komplexni
relativni permitivita a relativni permeabilita.

V této formulaci zbyva zadat konstitutivni vztah pro hustotu volného proudu.
Jelikoz modelujeme linearni izotropni téléso, volime konkrétné Ohmuv zakon

j=o(@)E | (1.8)

kde o predstavuje realnou vodivost materialu.

Uvedené konstitutivni vztahy dosadime do sady Maxwellovych rovnic, kde,
diky harmonickému charakteru poli, dojde k separaci ¢asovych a prostorovych
proménnych

rot E(z) = —iwB(x) (1.9)
rot H(z) = (o(z) + iwe(z))E(z) (1.10)

Komplexni veli¢inu o+iwege, na pravé strané takto upraveného Ampérova zakona
oznac¢ime ~ a budeme ji nazyvat admitivitou .

Zpusob zavedeni komplexni admitivity predkladany vyse neni jedinym, nebot
mnoho autori experimentalnich studii dielektrickych vlastnosti Zivocisnych tkani



zavadi relativni permitivitu zptisobem béznym v teorii elektromagnetického vinéni
[11]. Tohoto pristupu se budeme v praci dale drzet, nebot takto jsou v literature
prezentovany parametrické modely dielektrickych vlastnosti tkani, jez predstavuji
vychozi bod mnoha dalsich tivah prezentovanych v této préci.

Konkrétné nebudeme volny proud uvazovat jako explicitni soucast Ampérova
zakona (|1.2)) a psat pro néj zvlast konstitutivni vztah (1.8]), neboli

rotH=iwD D =¢E=¢¢E |, (1.11)

misto toho jej budeme povazovat za implicitni soucast vztahu pro komplexni
relativni permitivitu, kterou pii této redefinici znacime &,. Admitivitou v tomto
pripadé rozumime veli¢inu

v = wé = Wwepé, (1.12)

Jako néazorny priklad tohoto pristupu uvadime vyjadreni relativni permitivity
linearniho ztratového dielektrika

£ =cel + (1.13)

WEQ
Dosadime-li tento vztah do rovnice (1.12) dostaneme stejny vyraz jako na pravé
strané rovnice (|1.10)).

1.3.2 Obecné dielektrické vlastnosti tkani

Dielektrické vlastnosti tkané charakterizujeme frekvenc¢ni zavislosti materia-
lovych veli¢in zavedenych v predchozi sekci — tzv. disperzi .

Obrézek [1.1] ukazuje priklad zavislosti permitivity materidlu na frekvenci apli-
kovaného pole. Zejména vidime, ze okolo jisté charakteristické frekvence dochézi
prevracena hodnota frekvence je v okoli téchto hodnot ptiblizné rovna relazacni
dobé riznych polarizacnich jevl, v disledku ¢ehoz nejsou prislusné dipélové sou-
stavy schopné pocinaje touto frekvenci prispivat k vektoru polarizace. Tento jev
nazyvame dielektrickou relaxaci .

Na obrazku jsou pro ilustraci vyznaceny relaxace dipolarni, atomarni a elek-
tronové, pojmenované podle relaxujicich struktur. V dalsich odstavcich ukazeme,
ze k dielektrické relaxaci dochéazi také v zivocisnych tkanich, pricemz se ukazuje,
Ze ruzné relaxace a jejich pozice v ramci spektra je nam od sebe mohou pomoci
rozlisit.

Predtim, nez zacneme charakteristiky tkdni podrobnéji rozebirat, je nutné za-
byvat se vlastni fyzickou strukturou tkani. Z hlediska biologie je tkan souborem
bunék, které maji spoleény ptivod a funkci. Castokrat je tkan tésnym usporada-
nim bunék, jehoz mezery nazyvame tzv. intercelularnim prostorem. Kazda bunka
je ohranic¢ena cytoplazmatickou membranou, ktera se stara o transport latek mezi
bunkou a jejim okolim. VSudypritomnym médiem je jak vné, tak uvniti bunky
voda, v niz jsou rozpustény ionty, a proto je iontova vodivost hlavni zprostiedko-
vatel elektrického proudu pfi aplikaci stejnosmérného napéti [40].

Nejpodstatnéjsim z kapacitnich jevi, ke kterému dochéazi ve tkanich, je hro-
madéni naboje na membranach bunék, a z tohoto divodu v oboru nizkych frek-
venci aplikovany stfidavy proud vstupuje do vnitiniho prostiedi bunék pouze v
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Obrazek 1.1: Tlustrace spektralni zavislosti permitivity, prejato z [39)

omezené mite. Se zvysujici se frekvenci prestava kapacitni charakter membran
klast odpor aplikovanému proudu — dochazi k relaxaci. V tomto zjednoduseném
modelu dosahuje celkovy proud tkani svého maxima pti jisté frekvenci, kterou
nazyvame centralni.

Charakteristickym znakem frekvenéni zavislosti materialovych parametrt zi-
vocisnych tkani je pritomnost relaxaci které oznacujeme reckymi pismeny «, 3 a
7, popt 0 [19,[48]. Relaxaci, popsanou v predchozim odstavei, za kterou zodpovida
hromadéni naboje na membranach bunék tkané, nazyvame [-disperze. Konkrét-
néji, jedna se o specidlni pripad Maxwell-Wagnerovy polarizace a nastava v oboru
0.1-10 MHz. V oboru vyssich frekvenci — okolo 20 GHz — dochéazi ke ~-disperzi,
jez je charakterizovana relaxaci molekul vody. Pritomnost této disperze je mozné
oc¢ekavat kvili zminéné pritomnosti vody v tkénich. Slabsim jevem tohoto cha-
rakteru, ktery je nékdy pozorovan, je tzv. d-disperze zpusobena relaxaci molekul
vody vazanych ve strukturdch proteinii a jinych makromolekul [47]. Nakonec,
existence a-disperze v oboru 10 Hz - 1 MHz ptekvapila jeji objevitele a nebylo
snadné ji uplné vysvétlit [48]. Ukazuje se, Ze jde o souhru nékolika jevii z nichz
nejvyznamnéjsim je relaxace elektrické dvojvrstvy tvorené kontraionty nahroma-
dénymi okolo nabitych bunecénych membran spolu s iontovou vodivosti napftic
membranou. Tento mechanismus byl také pozorovan v koloidnich suspenzich za
pritomnosti elektrolytl, tedy v usporadani velmi podobném tkanim. Podrobné
pojednani o podstaté relaxa¢nich mechanismt vyskytujicich se v tkanich a jejich
biochemickém puvodu je mozné nalézt v publikaci Pethig et. al [40].

7



1.3.3 Parametrické modely

Kazdou jednotlivou dielektrickou relaxaci lze v prvnim pribliZeni popsat po-
moci Debyeova vztahu [19]

€s — €0

_ 1.14
1+diwr ( )

er(w) = €00 +
Permitivita materidlu zadana timto vztahem klesa z limity nizkych frekvenci e,
neboli statické permitivity, na hodnotu limity vysokych frekvenci €., okolo frek-
vence dané prevracenou hodnotou relaxacéni doby 7 .
Vykazuje-li disperze relativni permitivity materidlu prekryv nékolika relaxac-
nich mechanismi v okoli jisté frekvence, mize byt vyhodnéjsi jej modelovat jako
jednu relaxaci a pouzit tzv. Cole-Cole vztah

€s — €x

G T 1.15
1+ (in)(l_O‘) ( )

er(w) = €00 +

kde empiricky parametr o charakterizuje $iti rozdéleni okolo charakteristické re-
laxacni frekvence.

Dle diskuse v predchozi sekci je vSsak nutné uvazit, ze tkdné dielektricky re-
laxuji v nékolika krocich. Hurt [26] odpovidajicim zptisobem generalizoval model
a popsal dielektrické vlastnosti svaloviny vztahem

Ae’fn ag;
_|_

Er(w) = e + Zl (1.16)

— 1 +wr, iweg

kde o; reprezentuje statickou iontovou vodivost tkani. Obecnou syntézou modelil
popsanych vyse je nasobny Cole-Cole model [19]

A€n a;

w1+ (iwT,) " weg

(1.17)

ve kterém parametry a,,, 7,, €, charakterizuji n-ty relaxa¢ni mechanismus, ktery
jsme ve disperzi charakteristik materialu schopni rozlisit.

1.3.4 Experimentalni data

V tomto oddile budou shrnuta dostupna experimentalni data popisujici die-
lektrické vlastnosti tkani se zamérenim pravé na prsni tkané, které byly v tomto
ohledu extenzivné zkoumany pro tcely verifikace konceptu elektrické impedanéni
tomografie pro detekci rakoviny prsu.

Pomérné rozsdhla kompilace dat, vzniklych zkoumanim rozliénych typt riz-
nych zivoéisnych druht, vznikla jako soucdst autorovy bakalaiské prace [44], ve
formé tabelovanych dat popisujicich disperzi dielektrickych vlastnosti téchto tkani
ve frekven¢nim rozsahu 10! — 10” Hz — viz tabulky [1.1] Ackoliv byly tudaje
nashromazdény z nékolika zdrojt, je obtizné data, jez napriklad odpovidaji stej-
nému organu, napri¢ prameny primo srovnavat, nebof méreni mohla probihat za
riznych vnéjsich podminek a uzitim odlisnych metodik. V tomto ohledu je prav-
dépodobné nejpodstatnéjsi rozlisit, zda byly vzorky tkané proméreny po vyjmuti
z téla klinicky mrtvych subjekti (ex vivo, in vitro), ¢ byly pomoci sofistikova-
néjsich metod zkoumény v zivych jedincich (in vivo). Experimentalni poznatky
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dvojice Blad a Baldetorp (1996), zejména zkoumany vyvoj dielektrickych charak-
teristik tkané zenskych prsou v ¢ase po vyjmuti z téla, ukazuji, ze mize v tomto
ohledu dochézet k velkym zméndm, charakteristickym pro danou tkan [7].

Jako zdroj experimentalnich dat poslouzila bakalaiské praci napriklad nejroz-
sahlejsi ucelena publikace v tomto oboru — rozsahla kompilace C. Gabrielové
[17] z roku 1996, kterd obsahuje charakteristiky velkého mnozstvi riznych tkéni,
zejména lidskych a ové¢ich, jenZ byly proméfeny ex vivo v rozsahu 10! — 10° Hz.
Krom toho, C. Gabrielova spolu s S. Gabrielem na svou publikaci zahy navazuje
sérii ¢lanka The dielectric properties of biological tissues I [20], II [18], III [19],
které obsahuji po fadé resersi dostupné literatury, shrnuti zminéné kompilace [17]
a diskuzi parametrickych modeli, kterym byla vénovana predchozi sekce. Tyto
publikace je mozné povazovat za standardni referenci, byt jiz 20 let starou, a
budou slouzit jako opérny bod tvah prezentovanych v této praci.

Dilezitym opérnym bodem dalsiho vykladu jsou experimentalni data potvr-
zujici, ze je skutecné mozné rozlisit tkané na zékladé frekvencni zavislosti jejich
dielektrickych charakteristik. Méfenim napétovych odezev pro vice frekvenci sti-
mulac¢niho proudu je tedy mozné ziskat jistou dodate¢nou informaci, ktera muze
pomoci identifikovat heterogenitu ve zkoumaném télese.

V sekcich, vénovanych feseni obracené tlohy pro nas bude dalsim vyznamnym
odrazovym mustkem redukce popisu dielektrickych vlastnosti tkani na paramet-
rické modely tvaru . Kromé promérovani téchto charakteristik existuje mezi
autory studii snaha je prokldadat modely dielektrickych relaxaci, které jsme pro-
birali v predchozi sekci. Této problematice je napt. vénovana tieti ¢ast zminéné
publikace C. Gabrielové [19], kde se ukazuje, ze néco takového je skuteéné mozné.
V préci jsou do spoleénych grafii vynesena experimentalni data kompilovana od
riznych autori spolu s prolozenymi nasobnymi Cole-Cole modely . Pro ilu-
straci jsou v tabulce uvedeny parametry relaxaci dielektrickych charakteristik
svalové tkané prejaté ze zminéné publikace a odpovidajici Cole-Cole model je

vykreslen v grafech [1.2] a



Prsni tuk
f [Hz] Er o [S-m™
10 1.3-107 | 1.57 - 1072
100 4.3-10° | 2.15-1072
1-10% | 1.2-10* | 2.29-1072
5-10% | 1.2-10% | 2.31-1072
1-10* |5.3-10%]2.31-1072
5-10* | 1.1-10% | 2.35-1072
1
5
1

-10° | 6.2-10" | 2.35- 1072
-10° | 2.2-10' | 2.34- 1072
2106 | 1.5-10' | 2.34- 1072
48-10% | 1.2-10' | 2.81-1072
1-107 | 1.0-10* | 2.96 - 102

Tabulka 1.1: Dielektrické charakteristiky relevantnich tkani, prejato z [44) [17]

Mokréa kuze Suché kuze

f [Hz] Er o [Sm™Y | f [Hz Er o [Sm™!
20 8.0-10* | 2.89-10~*
100 5.6-10* | 3.32-107* | 100 1.3-10% | 1.81-107*
-10® | 4.0-10* | 7.10-107* -10% | 1.2-10° | 1.80-107*
-10% | 3.3-10* | 2.25-1073 -10% | 1.1-10° | 2.10-107*
-10* | 3.0-10* | 4.49-1073 -10% | 1.0-10% | 2.49-1074
-10* ] 2.1-10% | 2.80- 1072 -10% | 9.7-10% | 5.34-1074
.10 | 1.6-10* | 5.93-1072 -10° | 9.3-10% | 8.93-10*
+10° | 4.7-10% | 2.06-107t | 5105 | 8.51-10% | 4.86- 1073
2105 1 2.1-10% | 2.70- 1071 2108 | 7.9-10% | 1.19-1072
4.8-10°% | 5.5-10% | 3.80- 107! -10% | 4.9-10% | 9.54-1072
1-107 | 2.4-10%|4.30-107! 2107 | 3.0-10% | 1.74-107!

— Ot = Ot /= Ot =
= O = O = O = O

Tabulka 1.2: Dielektrické charakteristiky relevantnich tkani, prejato z [44) [17]

Ae [1] 7 [s] a [1]
5.000e+01 | 7.230e-12 | 0.10
7.000e+03 | 3.537e-07 | 0.10
1.200e+06 | 3.183e-04 | 0.10
2.500e+07 | 2.274e-03 | 0.00

=W N =

Tabulka 1.3: Parametry jednotlivych relaxaci dielektrickych charakteristik svalo-
viny dle modelu (1.17)). Svalovina je dodateéné charakterizovana o; = 0.2 S/m a
€00 = 4. Prejato z [19]
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Obrazek 1.2: Frekvenc¢ni zavislost admitivity dana nasobnym Cole-Cole modelem
(1.17) na zdkladé konkrétnich parametri relaxaci svaloviny uvedenych v tabulce
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Obrézek 1.3: Frekvencni zavislost redlné slozky relativni permitivity spolu s redl-
nou ¢asti admitivity dand modelem ([1.17)) na zakladé parametrua relaxaci uvede-

nych v tabulce [L.3]
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1.3.5 Experimentalni data charakterizujici tkan zenskych
prsou

V nasledujicich odstavcich budou diskutovany charakteristiky tkani Zenskych
prsou, které jsou relevantni pro studované aplikace. Oproti mnozstvi projekti
zabyvajicich se vyvojem EIT pristroji, se pocet studii, majicich za cil presné
kvantifikovat dielektrické vlastnosti riznych tkani konstituujicich zensky prs, jevi
nedostatecnym. Ve snaze ziskat kvantitativni predstavu o mife kontrastu mezi
zdravou a maligni tkani byly nékteré z téchto studii shromazdény a jejich prehled

je uveden v tabulce

Autori Reference | Rok | Obor frekvenci [Hz] | Kontrast
Lazebnik, Popovic 135] 2007 10% — 10" Ano
Campbell, Land [10] 1991 10° Ne
Blad, Baldetorp [7] 1996 10% —10° Ano
Jossinet [28, 29] | 1998 10% — 108 Ano
Surowiec, Stuchly [51] 1988 10t — 108 Ano
Halter, Zhou 23] 2009 10% —10° Ano

Tabulka 1.4: Prehled experimentalnich studii zabyvajicich se tkanémi zZenskych
prsou

Ackoliv je studii nékolik, je obtizné ziskat ucelenou predstavu a formulovat
doporuceni pro vyvoj pristroji, které v praxi zajisti odhaleni malignich formaci.
Jeden z problémi, ktery bychom meéli vytesit predtim, nez zacneme vyvijet EIT
systém, by mél byt frekvencéni rozsah stimulaci pristroje. Tabulka [1.4] ukazuje, ze
ruzni autori volili pro své studie rizné frekvencni rozsahy a ve vétsiné pripada
sice kontrast mezi dielektrickymi vlastnostmi malignich tkani odhalili, ale po
prostudovani jejich zavéru zjistime, Ze se jim viceméné nepodarilo vysledky presné
kvalifikovat pomoci veli¢in a modeltt zminénych v sekcich a

Autori prokladali namérené charakteristiky napriklad Cole-Cole modely ,
ale ty byly mnohdy nekonformni vii¢i tomuto jednoduchému modelu. Nasledujici
postup se ruznil, pricemz napriklad J. Jossinet zavedl mnoho dodatecnych pa-
rametrl, jejichz netrivialnimi kombinacemi bylo od sebe mozné odlisit skupiny
béznych, benignich a malignich tkani [29].

V neposledni fadé je nutné poznamenat, ze vétsina autori provadéla sva mé-
feni ex vivo v riiznych casech po vyjmuti z téla subjektu, vyvstava zde tedy
otazka opirajici se o zminénou studii Blad et.al [7], zda jsou prezentované udaje
relevantni, nebot mize dochazet k podstatnym zméndm charakteristik tkani v
case bezprostiedné po jejich separaci od téla.

12



2. Prima uloha

Ackoliv je nasim hlavnim cilem vyftesit obracenou tlohu, musi byt EIT systém
schopen vypocist ilohu piimou, neboli urcit elektrodova napéti, ktera odpovidaji
zvolené stimulaci elektrickym proudem, pii daném rozlozeni admitivity uvnitt
studované oblasti. To je ddno skutecnosti, ze vétsina rekonstrukénich algoritmi
je iterativniho charakteru a v kazdém kroku je zapotiebi porovnat tato napéti,
odpovidajici aktualnimu odhadu rozlozeni admitivity, s témi namérenymi.

Neni prekvapivé, ze k nalezeni elektrodovych potencialli, odpovidajicich dané
stimulaci, bude zapottebi vytesit jistou okrajovou tlohu. Ze sady Maxwellovych
rovnic, kterou jsme jiz prizptisobovali nasi situaci v sekci [1.3.1] nejprve odvo-
dime parcialni diferencialni rovnici a nasledné pro ni budeme hledat okrajové
podminky, jenz nejlépe zachyti diskrétni charakter elektrod a stimulaci. ReSenim
tlohy primé budeme rozumét feseni okrajové tlohy, kterou takto odvodime.

2.1 Klasicka formulace okrajové ulohy

Navazeme nyni na rozbor Maxwellovych rovnic, ktery v predchozi kapitole
skoncil vztahy , . Tuto soustavu nebudeme dale uvazovat v plné obec-
nosti. Zatimco c¢len, reprezentujici posuvny proud v rovnici , neni mozné
zanedbat diky kapacitivnim vlastnostem tkani, indukéni ¢len na pravé strané
rovnice muzeme zanedbat, jelikoZ tkdné jsou vétsinové slozeny z vody, jejiz
relativni magnetickda permeabilita je témér rovna jedné. Podrobnou rozmérovou
analyzu je mozné najit v dodatku k publikaci Cheney et. al. [12]. Tudiz, omezime-
li se na jednoduse souvislé domény, mizeme vyjadrit intenzitu elektrického pole
pomoci odpovidajiciho skaldrniho potencidlu u(z), abychom implicitné splnili za-
kon elektromagnetické indukce, neboli psat

E(z) = —Vu(z) = rotE(z)=0 z€Q . (2.1)

Aplikujeme-li operédtor divergence na Ampéruv zakon (1.10)), dospé&jeme k parci-
alni diferencialni rovnici

div(y(x)Vu(z)) =0 ze€Q (2.2)

kterou nazyvame Kirchhoffiv zikon pro kontinuum. Prejdéme nyni k formulaci
vhodnych okrajovych podminek pro tuto rovnici.

Zakladni sadou okrajovych podminek pro tuto rovnici, reflektujici nasi situaci,
se jevi nasledujici vztahy

AWu-n=j-n x€df (2.3)
j; dS = 2.4
s o

jez charakterizuji tzv. kontinudlni model (continuum model) (CM). Tento pfistup
zjednodusuje teoretické tvahy tykajici se primé a obracené tlohy, avsak neni
prakticky pouzitelny, nebot proudova hustota neni v experimentdlnim uspofa-
dani zndma na celé hranici. Primocarou korekci na diskrétni charakter elektrod
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predstavuji podminky

/ Wu-ndS=1I k=12,....N (2.5)
E
’ N
Y I=0 (2.6)
k=1
N
Wu-n=0 ze€dQ ] E; (2.7)
k=1
u=U, z€F, k=12... N (2.8)

kde I je proud tekouci k-tou elektrodou a Ej C 0f) reprezentuje jeji povrch.
Tento model je v literatutfe nazyvan shunt model, coz je mozné volné prelozit

jako svodovy model . Rovnice ([2.5)) a (2.6) nas vedou k nésledujici definici

Definice 2.1 (Stimula¢ni vzor). N-tici (I;)Y_, € CV nazveme stimulacnim vzo-
rem, jestlize splnuje podminku ([2.6))

Znaceni. JelikoZ komplexni N-tice (Ay)N_, € CV kde N je pocet elektrod (pod-
mnozin 052, které predstavuji elektrody), v nasledujicim textu ¢asto reprezentuji
rizné velic¢iny, budeme pro pohodli znacit A = (A;)Y_, € CV.

Nicméné ani svodovy model nepredpovida experimentalni data presné. K tomu
je potireba uvazovat, ze elektrody nejsou dokonalymi vodici, nebof mezi elektro-
dou a povrchem téla vznika vrstva predstavujici elektricky odpor. Existence to-
hoto jevu byla experimentalné ovérena tymem Cheng et. al. [13] a zaroven byl
jimi navrzen model, ktery jej zachycuje a spravné predpovidd mérena elektrodova
napéti — tzv. kompletni elektrodovyj model (CEM). Konkrétné, podminku
je nutné rozsirit o pokles napéti v disledku vlastni impedance elektrody

u+ZiyVu-n=U, €k, k=12,....N |, (2.9)
kde Zj predstavuje kontaktni impedanci k-té elektrody.

Definice 2.2 (Okrajova tloha pro kompletni elektrodovy model (CEM) EIT).
Bud Q € R? jednoduse souvisld omezend oblast. Necht jsou E, C 00,k =
1,2,...,N oteviené souvislé s disjunktnimi uzdvéry. Ddile v € CH(Q) N C(Q) re-
prezentuje rozloZeni admitivity, I € CV je stimulacni vzor, Z € CV predstavuje
impedance elektrod. Funkci u € C?(Q) NCY(Q) spolu s N-tici U € CN nazjvime
resenim okrajové ilohy pro kompletni elektrodovy model (CEM) EIT, jestliZe

div (y(z)Vu(z)) =0 z € (12.2))
WVau-ndS=1I, k=12,....N ©3)
Ey,
u+ ZyyVu-n=U, na E, k=12 ....N (12.9)
N
YWu-n=0 na 9Q/|JE, . (12.7)
k=1

Abychom mohli tuto tlohu fesit numericky, odvodime nejprve jeji slabou for-
mulaci a problém prevedeme na hleddni Galerkinovy aproximace slabého feseni
zalozené na metodé koneénych prvki.
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2.2 Slaba formulace okrajové ulohy

Uvazujme nyni pro jednoduchost, ze u € C*(Q), v € C'(Q) a Q je oblast
t¥idy C'. Vyndsobme rovnici (2.2)) komplexnim sdruZenim funkce ¢ € C*(Q, C),
integrujeme ptes celou oblast. Aplikaci prvni Greenovy véty (A.2]) ziskdme

/ div(yVu)p dz = —/ 7VU-V¢7d$—|—/ +@Vu-ndS =0
Q Q [0)9]

Vzhledem k podminkam (2.7)), (2.9) dale piSeme
0= /nyu Vgodx—l—Z/ (Up —u)pdS . (2.10)

Nakonec prepiseme podminku ([2.5) pomoci ([2.9)),
U,—uw)dS=1, k=12,....N ,
/Ek Zk( k U) k Il )

k-tou rovnici vynasobime komplexnim ¢islem V' a s¢itame pres k, ¢imz ziskame

N
1
}j/E 7 U= w)Vyds = }jlkvk . (2.11)
k

k=1

Odectenim rovnice (2.10) od (2.11)) je mozné veskeré podminky shrnout do jediné
rovnice, ktera plati V¢ € C*(Q,C),V € CV :

N
/Wu Vgodx—l—Z/ U —w)(Vi—2)dS =S LVe . (212)
k=1

Vztahy vyse slouzi jako motivace k zavedeni pojmu slabého feseni

Znaceni. Snadno nahlédneme, Ze samotnéd rovnice bude nadéle smyslu-
plna pokud oslabime predpoklad existence a spojitosti klasickych derivaci fe-
Senf u € C3(Q) a admitivity v € C!. Sta¢i predpokladat integrovatelnost prv-
nich slabych derivaci feéeni ue Wwh 2(Q), a omezenost admitivity, v € L®(Q).

vvvvvv

teorie je uvedena v dodatku. Elektrodovy ¢len ztistane omezeny diky vnofeni
Wh2(Q) — L*(99Q). Abychom nadale usnadnili z4pis, budeme znacit

W= WhH(Q) x CcV . (2.13)
Definice 2.3 (Slabé feseni okrajové tlohy pro CEM EIT). Necht Q je jedno-
duse souvisld oblast tridy C*, B, C 0 jsou oteviené s vzdjemné disjunktnimi

uzdvéry. Ddle bud v € L>®(Q), Z € CN a1 € CV stimulacni vzor. (u, U) € W
nazgvame slabym resenim okrajové ulohy pro CEM EIT, jestlize ¥ (v, V) € W

B((u, U), (v, V)) = /7Vu Vvdw+Z/ (U — u)(Vi — 0)dS
zszvk . (2.14)
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Véta 2.1 (Somersalo, Cheney, Isaacson 1992, [49]). Zavedme faktorprostor pro-
storu W pomoci relace f ~ g < f — g € C. Formdlné zapisme

Ww\C |, (2.15)

pricemz tato definice je korektni, jelikoZ prostor polynomi nultého stupmé tvori
uzavrenyj podprostor WY2. Predpoklddejme navic, Ze existuji vo > 0 a Z > 0, pro
které plati

Rey > (2.16)
ReZy>Z k=12,....N . (2.17)

Pak pro dany stimulacéni vzor T € CN existuje pravé jedno slabé vesent (i, ﬁ) €

W\ C okrajové ilohy pro CEM EIT.

Diikaz. Viz [49]. Dukaz je veden pomoci komplexni Lax-Milgramovy véty (A.3),
jelikoz W\ C je Hilbertuv, jakozto W je Hilbertuv. Podminky (2.16]), (2.17)) slouzi
k dikazu koercivity bilinedrni formy B(-,-) na W\ C.

0]

Tvrzeni 2.2. Podminka N
> Ur=0 (2.18)
k=1

je postacujici pro jednoznacné urceni slabého reseni (u, U) € W12(Q) x CV

2.3 Numerické reseni okrajové tulohy

V této sekci bude popsana diskretizace okrajové tlohy pro CEM EIT dle defi-
nice 2.3l Vzhledem k tomu, Ze se jednd o okrajovou tlohu pro linedrni eliptickou
parcialni diferencialni rovnici druhého radu, vyuzijeme dobie znamy postup a
budeme hledat Galerkinovu aproximaci feseni v podprostoru konstruovaném me-
todou konecnych prvki.

Konkrétné, aproximaci feseni{ (uy, Uj) budeme hledat v podprostoru V;, x CV,
kde V}, predstavuje prostor spojitych, po ¢astech linearnich funkci na ¢tyrsténech
diskretizujicich doménu. Ptesnéji, pro polyhedralni aproximaci oblasti €2, repre-
zentujici zkoumané téleso, nejprve nalezneme jeji triangulaci

T:{(KHPlvN) i]il ’

kde (K, P, N),i=1,...,N je konecny prvek affiné ekvivalentni simplicidlnimu
Lagrangeovu prvku prvniho fadu. Této triangulaci prislusi na 2 globalni interpo-
lant Z; definovany vztahem

Tw| =TIx, VK, €T,veC’ Q) , (2.19)

K;
kde Zk, je lokalni interpolant prvku (K;, P1, N') ve tvaru
k
Tr,v=>Y Ni(v)i; . (2.20)
i=1
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Pficem? 1;, i = 1,...,k jsou prvky bdze Py na K; a {N;}F_, = N je odpovidajici
unisolventni systém funkcionalti na P;. Takto definovany interpolant je spojity
radu 0 [50]. Snadno bychom ovérili, ze prostor

Vi = {Tww | v € C°(Q)} (2.21)

je konecnédimenziondlnim linedrnim podprostorem prostoru W12(Q). Je nutné
poznamenat, Ze tato interpolace nemd pro obecnou funkci z prostoru W12 smysl.
Tudiz bez dikazu dodatecné regularity feseni problému [2.3 garantujici vnoteni
do C°(Q), musime tyto vlastnosti pouze pfedpoklddat.

Podrobnéjsimu popisu diskretizace problému a sestaveni matice vysledné li-
nearni soustavy se autor vénuje ve své bakalarské praci [44]. P¥ihlédnutim ke
skutecnosti, ze tyto ivahy jsou soucasti v soucasnosti standardni teorie, zde uve-
deme pouze strukturu zminéné matice soustavy —

[ e vl L] [0 .

Blokova struktura matice odpovida skutecnosti, ze se aproximativni reseni sklada
ze dvou slozek, z nichz prvni odpovida prvku prostoru Vj, a druha kom-
plexnimu vektoru predstavujicimu N-tici elektrodovych napéti. Oznacime-li pocet
uzli sité jako N,oq, blok Ay € CNreaXNnod piedstavuje diskretizaci prvniho ¢lenu
na levé strané (2.14). Obdobné bloky Ay € CNnod*Nnoa = Ay € CNroa*N A €
CN*N reprezentuji hrani¢ni integral tamtéz. Tuto Fidkou, symetrickou, indefinitni
matici nazyvame matici admitivity a feSeni (uy,, Uy,) problému diskrétnim
fesenim okrajové tlohy pro CEM EIT — v preneseném vyznamu také resenim
primé ulohy EIT.
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3. Obracena uloha

Resenim obracené tlohy EIT dosahneme ptivodniho zdméru odhalit strukturu
telesa s pomoci napéfovych méreni ziskanych na jeho povrchu. Otazkou je mira
informace, kterou v daném usporadani elektrod a na zakladé zvolené sady sti-
mulacnich vzori miizeme ziskat. Jestlize rozumime podstaté ulohy primé, tedy
skutecnosti, zZe se jejl TeSeni sestava jak z elektrodovych napéti, tak z kompletni
informace o rozlozeni elektrického potencialu v télese, intuice nam napovida, ze
chceme-li lohu obratit a ze sady diskrétnich napéti namérenych pti znamych sti-
mulacich jednoznacné odhalit rozlozeni admitivity v doméné, ¢ast informace zi-
stane skryta. V praxi bude sada ziskanych méreni reprezentovat jen ¢ast informace
o rozlozeni vodivosti a nezavisle na konkrétnim ptistupu k feseni obracené tlohy se
budeme potykat s nedostatecnou podminénosti této tlohy (angl. ill-posedness).
Proto musime navrhnout zpusob, jakym poskytnout resicimu algoritmu doda-
tecné informace, napriklad aplikaci vhodného regularizacniho schématu . Tato
kapitola slouzi formulaci obracené tlohy a jeji diskretizaci. Problematice regula-
rizace se budeme podrobnéji vénovat v nasledujici kapitole.

Z hlediska matematické teorie je tak zvany Obrdceny problém vodivosti jiz po-
mérné stary a byl poprvé rigorézné formulovan A. P. Calderénem [9], a proto je
¢asto nazyvan problémem Calderénoviym. Radou matematiki byl proveden roz-
sdhly teoreticky rozbor jeho mnoha variant [52] 30} [54], jenz pomohl nalézt speci-
fické metody TeSeni obracené ulohy jakymi jsou napiiklad layer-stripping [27) 33
a metoda 0-bar [32, B1l, 14]. Zminéné metody vychazi z teoretické analyzy pro-
blému, a tudiz jsou mu takika vyvijeny na miru. V této praci volime odlisny
pristup, a to z hlediska vSeobecné teorie obracenych tloh, jiz rozumime spolecny
ramec pro studium vztahu parametri a odezvy fyzikalniho systému s c¢etnymi
aplikacemi napf. v geofyzice [53].

3.1 Formulace obracené ilohy

Pristup k feseni obracené ulohy predkladany v této praci bude zalozen na vse-
obecné teorii obracenych tloh jejiz postupy budou shrnuty v dalsim odstavci. Poté
nasledujici sekce jsou vénovany zasazeni obracené tlohy EIT do tohoto obecného
ramce, resp. jeji diskretizaci pro ucely numerického reseni.

3.1.1 Obecna obracena uloha

Ve standardni teorii obracenych tloh definujeme modelovy prostor M, pred-
stavujici veskeré myslitelné parametry naseho fyzikalniho systému, a datovy pro-
stor D reprezentujici jeho odezvy (pozorovatelné veli¢iny). Tyto prostory mohou
obecné mit strukturu variet, ale pro zjednoduseni tvah predpokladame, ze jde o
Banachovy prostory. V principu je vzdy mozné formulovat obracenou tlohu jako
problém nelinearni optimalizace, neboli hleddni minima tzv. misfit funkcionalu
x? : M — R . Tomu v pravdépodobnostnim p¥istupu k feSeni obracenych tloh
odpovida maximalizace tzv. posteriorni hustoty pravdépodobnosti v modelovém
prostoru. V idealnim pripadé bychom chtéli, aby byl misfit funkcional konvexni
na konvexni mnoziné pripustnych modelu A C M, coz by garantovalo existenci
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racenych tloh se obecné potykame s jejich spatnou podminénosti.

Znaceni. Ackoliv prostory M a D mohou byt obecnéjsi, nez prostory konecné
dimenze, budeme jejich prvky znacit tuénymi malymi pismeny m, d. Pozname-
nejme, ze musime dat pozor na kolizi se znacenim komplexnich N-tic elektrodo-
vych veli¢in.

Porozuméni studovanému fyzikalnimu jevu vyjadiujeme konstrukei operatoru
piimé tlohy F : D x M — D, ktery dava obecné implicitni vztah modelovych
parametri a pozorovatelnych veli¢in. Za predpokladu, Ze pti jeho odvozeni neo-
pomeneme zadné aspekty studovaného déje, dava tento operator bijektivni vztah
mezi pripustnymi modely a pozorovatelnymi daty. Pro jednoduchost predpokla-
dédme, 7Ze z implicitniho vztahu F(d,m) = 0 mizZeme vyloué¢it proménnou d a
ziskat explicitni operator pifimé ulohy G : M — D.

Ptirozené je definovat misfit funkciondl xy(m) v bodé m jako vzdalenost pri-
slusné odezvy G(m) od pozorovanych dat dos € D.

x(m) = [[G(m) — doy| (3.1)

Vidime, ze vlastnosti misfit funkcionalu zavisi na volbé normy na datovém pro-
storu D a charakteru explicitniho operatoru primé tlohy G.

3.1.2 Obracena uloha EIT

V kontextu obracené tulohy EIT jednotlivé modely vzajemné koresponduji s
rozlozenimi admitivity v uvnitt studované domény 2. Pii vybéru modelového
prostoru proto musime brat v potaz predpoklady Tesitelnosti primé tlohy, tedy
okrajové tlohy pro CEM EIT [2.3] V nejobecnéjsim pripadé tedy muzeme za mo-
delovy prostor M povazovat prostor L>(£2,C), ve kterém vymezime piipustnou
podmnozinu A, takovych rozlozeni, splitujicich podminku (2.16).

Za prostor dat D piirozené volime prostor CV reprezentujici méfend elek-
trodova napéti, ktera dokazeme predpovédét na zakladé explicitniho operatoru
pifmé dlohy G : A, x CN — CV

G:(v,w)»U | (3.2)

pricemz I je stimula¢ni vzor a (u, U) € W je FeSeni piimé tlohy EIT. Obrace-
nou tlohu elektroimpedanc¢ni tomografie je pak mozné formulovat jako problém
minimalizace misfit funkciondlu x?(7)

A~

§ = arg min x2(7) = arg min = [G(3,T) — U2, (3.3)
YEA, YEAy 2

kde jsme na datovém prostoru zvolili 2—normu, ktera je indukovana standardnim

skalarnim sou¢inem na CV. Tato volba ndm v nésledujicich pasizich usnadni

uvahy tykajici se vypoctu Fréchetovy derivace tohoto funkcionalu.

Ve formulaci vyse vystupuje stimula¢ni vzor jako parametr a uvazujeme pouze
jednu sadu elektrodovych napéti, v praxi vSak méfime pro vicero vzori, pricemz
napéti nemusime nutné snimat na kazdé elektrodé. Problematice stimulac¢nich
vzoru se budeme bliZe vénovat v sekci [4.3.1} V experimentalnim usporadani spo-
le¢nosti RSDynamics snimame ve skutecnosti sadu rozdili elektrodovych napéti,
tim vsak nase uvahy neztraci na obecnosti.
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3.1.3 Diskrétni obracena tuloha EIT

Abychom obracenou ulohu EIT dokazali fesit numericky, diskretizujeme ope-
rator primé ulohy, a proto musime diskretizovat také modelovy prostor. Jinymi
slovy, v tivahach predchozi sekce je zapotiebi sestoupit o troven nize a defino-
vat modelovy prostor M koneéné dimenze N,,, ktery bude kddovat pripustna
rozlozeni admitivity

Ay ={y € L*(Q) | Re {7} > 0} (3.4)

To znamend, pfi daném poc¢tu modelovych parametrit N, volit M = R¥= g
konstruovat zobrazeni v : M — L>(Q), které je do A,.

Vezmeme-li naptiklad N; ¢tyrsténia K; sité Lagrangeovych prvka prvniho
fadu, pouzité k feseni pifmé tlohy (viz sekce [2.3), mizeme vzit M = R* a
definovat zobrazeni (m) nasledovné

~(m) o = Re {VO‘Ki} exXPyo (ml(i)) + i Im {70’&} eXPqo (mp(i)> , (3.5)
kde 7 je zvolend referen¢éni admitivita a (), p(i) jsou indexy. Takto definované
v(m) je zfejmé do A, pokud Re{~y} > 0.

Diskrétni obracenou tlohu EIT mizeme na zakladé diskuse vyse formulovat
nasledovné: hleddme m argument minima misfit funkcionalu x?(m)

1
A . 2 o . . 2
mh = arg min x“(m) = arg min o [|G(y(m), 1) = Ua[l; (3.6)

kdey: ACM—= A, C L*®Q), dimM = N,, < co. Zde A C M predstavuje
mnozinu téch m, pro které y(m) € A,. Konkrétné v konstrukei je A kazda
omezend podmnozina R?Yt. Kédovani pfipustnych rozlozeni admitivity pomoci
realného prostoru konecné dimenze se budeme blize vénovat v sekei [4.3.2]

3.2 Metoda adjungovanych stavi

Prakticky budeme obracenou tlohu EIT fesit nékterou z iterativnich metod
nelinearni optimalizace, které vyzaduji znalost gradientu minimalizovaného funk-
cionalu v kazdém kroku. Tudiz, bez ohledu na pouzitou metodu, stojime pred
praktickym problémem vypoctu gradientu misfit funkcionalu v daném bodé mo-
delového prostoru.

Vzhledem k enormnimu poctu stupna volnosti (napt. vztah — slozky
vektoru modelovych parametri zhruba koresponduji s admitivitou desetitisicti
elementi FEM sité) a celkové vypocetni naro¢nosti piimé tlohy, nemame moz-
nost pouzit pro vypocet gradientu misfit funkcionalu x? v daném bodé¢ m € M
konecné diference.

Alternativni metodou vypoctu je tzv. metoda adjungovanych stavi (angl. Ad-
joint state method, Co-state method, Adjoint method), jejiz Cetné aplikace v
geofyzice popisuje R.-E. Plessix v prehledovém ¢lanku [42]. V geofyzikdlni lite-
ratufe je odvozeni této metody vzdy vazano ke konkrétni aplikaci, a v disledku
muze byt obtizné nahlédnout obecny princip metody, ktery osvétluje napt. C.
Vogel ve své knize [55, kap. 6]
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Techniky zalozené na stejném principu jako metoda adjungovanych stavi byly
jiz pro ucely EIT rekonstrukénich algoritmi vyuzity v minulosti [43], §4.3], [36], §5]
a Casto se nazyvaji metodami vypoctu matice citlivosti. V nasledujicich odstav-
cich nejprve rigorézné formulujeme pojem adjungovaného reseni obecné obracené
ulohy a nasledné provedeme neformalni odvozeni adjunované tlohy pro problém
EIT. V obou sekcich budou v pritbéhu odvozeni jednotlivé ¢leny barevné rozliseny,
aby byla korespondence teoretického ptistupu a konkrétni aplikace ziejma.

3.2.1 Obecny postup

Uvazujme nyni misfit funkcional a pro jednoduchost ozna¢me d(m) :=
G(m), kde G(m) je explicitni operator piimé tdlohy G : M — D. Predpokla-
dejme, ze existuje Fréchetova derivace Vd (m) (dle definice operatoru d(m)
v m € M a Fréchetova derivace Vx? (d(m)) funkciondlu y*(d) v bodé d(m).
Pak existuje Fréchetova derivace Vy? od (m) € M* a miiZeme psat

(Vx*od(m),om) = (Vx* (d(m)) Vd (m) ,5m>M*7M (3.7)

M* M
Dale predpokladejme, ze existuje Fréchetova derivace VJF implicitniho operatoru
primé tdlohy F : D x M — D v bodé (d(m), m), tudiz mizeme vyjadrit derivaci
vztahu F(d(m), m) = 0 pomoci parcidlnich derivaci -

VF (d(m), m)(m’) = Vg F (d(m), m)Vd (m) (m’) + (3.8)
VF (d(m),m)(m’)=0 Vm'e M

V této rovnici pro pripad m’ = dm aplikaci dudlniho parovani s libovolnym
prvkem d' € D* a se¢tenim s rovnici ([3.7) ziskdme

(Vx*od(m),ém) =(Vx*(d(m)) Vd (m) ,om)  + (3.9)

M* M
<Vd7 (d(m), m)Vd (m) (6m), dT> n

(Vi F (d(m), m)(dm),d")

M* M

D, D*

Ozna¢me nyni problematicky ¢len éd := Vd (m) 0m a prepiSme nase rovnice

<VX2 od (m) ,5m>M*7M :<5d, Vx? (d(m)) > + (3.10)

D,D*

(VaF (d(m),m)(3d),d") _ +

D,D*

(Vi F (d(m), m)(om),d")

D,D*
Vsimneme si, Ze nalezenim df pro které plati
~Vx*(d(m)) = [VaF]' (d(m), m)d" | (3.11)

/ N ’ ’ ’ o v . . . s v o/
kde [VqF] znaci dudlni operdtor, mizeme eliminovat problematicky clen z nasi
rovnice a ziskat gradient misfit funkcionalu na zakladé

(Vx*od (m) ,5m>M*7M = (Vi (d(m), m)(om), df>w* . (3.12)

Vyménili jsme tedy vypocet gradientu explicitniho operatoru primé ulohy za te-
Senf problému (3.11)), ktery nazyvame adjungovanou tlohou a d' resenim adjun-
gované ulohy.
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3.2.2 Aplikace pro problém EIT

V duchu obecnych tivah predchozi sekce provedeme neformélni odvozeni tilohy
adjungované k okrajovému problému EIT dle definic [2.2] 2.3]

V tomto pripadé je datovym prostorem prostor W, jenz je Hilbertuv. Jeli-
koz je datovy prostor vybaven skalarnim souc¢inem, jsou uvahy tykajici se duality
snazsi (diky Rieszové vété o reprezentaci) a misto obecného dudlniho operatoru
miizeme pracovat s operatorem adjungovanym. Na konkrétni strukture modelo-
vého prostoru nasledujici ivahy nezavisi. Abychom predesli kolizi, budeme pro
prostorovy gradient funkce f pouzivat znaceni grad f.

V duchu (3.7) vypoctéme Fréchetovu derivaci misfit funkcionalu x? v bodé
(u, U)(m) € W ve sméru §(u, U)

(VX?,0(u,U)) = Re {((U - U™),0U)en} (3.13)

nebot, kdykoliv (H, (,-)y) je Hilbertuv prostor, u,b,h € H, muzeme vypocist
Gateaxovu derivaci funkciondlu u + ||u — b||3, dle definice nésledovné

1
Dl = bl G, 1) o= T (e + 0 = b3, — = b3)

=(u—>bh)g+ (u—>bh)g =2Re{(u—b,h)n}

Vyznam 0(u, U) si mizeme neformalné vysvétlit nasledovné : pokud bychom
umeéli vyjadrit explicitni operator primé dlohy G : M — W, mohli bychom psét

d(u,U) :=VG(m)ém . (3.14)

Nicméné explicitni operator primé ulohy na drovni slabé formulace k dispozici
nemame a musime pracovat s operatorem implicitnim F : W x M — W, jehoz
testovani v kontextu obracené tlohy EIT prirozené odpovida variac¢ni forma slabé
formulace okrajové tlohy EIT , tudiz v nasledujicim kroku kombinujeme
body a obecného odvozeni. Predpokladejme tedy, ze muzeme tuto
variacni formu derivovat v bodé m € M ve sméru dm v analogii s rovnici ,
a ze muzeme volné zaménovat

. Vw7 (6m)gradu - grad @' dz + / v grad du - grad @' dz
Ja Q
N 1 B
+Z/ (U, — Su) (T} —ah)dS =0
k=1 Ey, Zk
(3.15)

Pri¢tenim redlné ¢asti ziskané rovnice k rovnici (3.13) vyse ziskdme obdobu

vztahu (3.10)),
(VX 8(u,U)) =
= Re {((U — U, 5U)(CN} + Re {/ Vw7 (6m) gradu - grad @' dLL‘}
Q

N 1 .
 orad 4! Lo gt
+Re{/Q'ygrad5u grad da:} + Re {,;/Ek Z (0U — ou) (U, — u )dS}
(3.16)
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Odtud je patrné, Ze problematického ¢lenu 6(u, U) se zbavime, pokud najdeme

(uf, UT) € W takové, Ze V (v, V) € W

B ((uf, U, /fygradv gradqux—i-Z/ Vi — o) (UL —a")ds
N p— p—
> (Ur — UV = Z v (3.17)
k=1 —

Budeme-li pti hledani ispésni, mizeme nasledné vypocist gradient misfit funkei-
ondlu x? ve sméru §(u, U) pomoci

<VX2,5(U,U)> Re{/ V7 (0m) grad v - grad @' dZL} (3.18)

Problém (3.17)) nazyvame wlohou adjungovanou k okrajové iloze pro CEM EIT
a jeho feseni (uf, U") nazyvame resenim adjungovanym. Ve vztahu vyse jsme
definovali N-tici If, kterd ma v kontextu okrajové tilohy pro CEM EIT vyznam
proudového vzoru, a proto ji nazyvame adjungovany proud . Snadno ovérime, ze
je také stimula¢nim vzorem ve smyslu definice 2.1} nebot vypoctend i pozorovana
napéti U, U jsou uréena podminkou z tvrzeni .

Nyni prirozené vznikd otazka existence adjungovaného teseni. Tuto otazku
nebudeme podrobnéji rozebirat, nebot vzhledem k patrné symetrii mezi primou
a adjungovanou tlohou, kterd ma ptuvod v Hilbertovské strukture prostoru W,
bychom snadno zasadili adjungovanou tlohu do formulace ulohy primé a do-
spéli k analogickému existenc¢nimu vysledku jako v tvrzeni 2.1}

3.3 Numerické reseni obracené ulohy

Jako optimalizacni algoritmus pro feseni diskrétni obracené tlohy dle formu-
lace volime LM-BFGS [37]. Jednd se o kvazi-Newtonovu metodu: k nalezeni
smérového vektoru p; v k-tém kroku pouziva pouze aproximaci Hessidnu Bj, mi-
nimalizované funkce f,

Bipr = =V f(zr) . (3.19)

Privlastek LM znamena Limited Memory, nebot aproximace Hessianu neni ukla-
déana husté, ale uklada se pouze nékolik vektori, ze kterych je mozné ji priblizné
sestavit. Vysledkem je redukce pamétovych narokt, a tudiz je tato metoda pou-
zitelna pro feseni problému vysoké dimenze, napriklad diskrétni obracené ulohy

EIT.
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4. Regularizace

Uvéazime-li podstatu obracenych tloh, neni prekvapivé, ze pouhou minimali-
zaci datového misfitu x?(m) — efektivni neshody méienych a predikovanych dat
— Casto nebudeme schopni ziskat rozumny vysledek. Samotné rozloZeni x?(m) v
modelovém prostoru muze byt velmi vzdalené od idealniho konvexniho pripadu,
a metody pro hladkou optimalizaci mohou tudiz jednoduse selhat. Pro dodatecné
podminéni ulohy vyuzijeme nékterou z regularizac¢nich technik, které si v nasle-
dujicich odstavcich popiseme.

4.1 Proc ji potrebujeme?

Jak jiz bylo zminéno v ivodu do této sekce, samotnou tlohu ([3.6) nemusime
byt schopni fesit, nebot nardzime na jeji Spatnou podminénost, ktera muze byt
disledkem nékolika faktori. Obecné muzeme ftict, ze informace o modelovych
parametrech, kterou se fesenim obracené ulohy snazime extrahovat, nemusi byt
prenositelnd pomoci uzitého misfit funkciondlu a operatoru primé tulohy, ktery
jsme zkonstruovali.

Jinymi slovy, zvoleny misfit funkciondl nemusi byt v daném bodé modelového
prostoru m citlivy vici perturbacim édm, nebo naopak muze malé perturbaci (ve
smyslu vhodné normy) odpovidat zna¢né odlisnd hodnota x*(m + dm). Chovani
misfit funkcionalu vici perturbacim je zcela rozhodujici, nebot pozorovana data
jsou v praktické situaci zatizena Sumem, ktery muzeme povazovat za perturbaci
skutec¢nych pozorovanych dat. Intuitivné, bude-li misfit funkcional prilis citlivy,
povede mala zména pozorovanych dat zptisobena sumem k selhahni rekonstrukc-
niho algoritmu. Myslenky tohoto odstavce je v obecné teorii obracenych tloh do
rizné miry bézné shrnout pojmem spatnd podminénost. Tento pojem je obtizné
presné definovat a jeho podrobnou interpretaci, kterou je mozné nalézt napriklad
v knize [55], §2.1], se v této préci zabyvat nebudeme.

Zminéna citlivost misfit funkcionalu vici perturbacim mtze mit nejméné dvoji
puvod: nas operator primé tlohy nedostatecné modeluje fyzikalni realitu, nebo
jsme v konstrukei misfit funkcionalu nevyuzili ¢ast informace, kterou nam tento
operator poskytuje, nebof ji neumime mérit. Zamérime-li se konkrétné na pro-
blém EIT, mtizeme konstatovat, ze informaci ztracime z onoho druhého divodu,
jelikoz v praxi jsme schopni mérit napéti pouze na elektrodéach pripojenych k télu.
Numerickym feSenim primé tlohy ziskdme dvojici (uy, Uy) tvorenou potencidlem
v uzlech FEM sité, respektive elektrodovymi potencialy. Tuto ulohu typicky te-
sime na sitich, jejichz pocet uzli c¢ita radove desetitisice, zatimco elektrod zatim
sestrojenych EIT systémil neni vice nez péar set. Konstrukei x?(m) jako v rov-
nici (3.6), konkrétné pouhym porovnavanim elektrodovych napéti, piichdzime o
znacnou ¢ast informace, kterou poskytuje prima tloha, jejiz presnost je diky uziti
kompletniho elektrodového modelu vysoka [13].

Se Spatnou podminénosti tilohy se mtizeme do jisté miry vyporadat zavedenim
regularizace, coz znamena rozsitit obracenou tlohu o mechanismy, které vynucuji
konformitu modelu vii¢i dané apriorni informaci. Tu volime tak, aby se vii¢i ni Sum
odlisoval, s cilem potlacit jeho vliv na feseni obracené tlohy. Podstatu regularizace
si objasnime na obecném schématu Tichonovovy reqularizace pro operatorové

25



rovnice v nasledujici sekci. Konkrétnimi metodami regularizace obracené tulohy

EIT se budeme zabyvat v sekei [4.3]

4.2 Regularizace obecnych obracenych uloh

V této sekci popiseme podstatu regularizace v teorii obecnych obracenych
tloh na zakladé knihy [55]. Za¢neme definici obecného regulariza¢niho schématu
a probereme konkrétni konstrukei zalozenou na Tichonovové funkcionalu.

4.2.1 Regularizacni schéma
Vychozim bodem bude obecna operatorova rovnice
d=G(m) , (4.1)
kde G : M — D je obecny operator mezi readlnymi Hilbertovy prostory M, D.
Jako konkrétni priklad si mtizeme vzit jiz zminéné explicitni vyjadreni primé tlohy
kde M, D predstavuji modelovy, resp. datovy prostor. Predpokladejme, zZe exis-
tuje operator R,, ktery kazdému d € Range(G) pfifazuje pravé jedno R.(d) € M,

pro které G(R.(d)) = d. Operétor R, tedy predstavuje jistou formu pseudoin-
verze. Regularizacnim schématem rozumime predmét nasledujici definice.

Definice 4.1 (Regularizacéni schéma, [59]). Systém operdtori { Ry} er indexovany
reqularizacnim parametrem A € I, kde I je mnozZina indexi, nazyvdme requlari-
zacnim schématem konverqujicim k R, pokud

1. pro vsechna X € I je Ry spojity operdtor,

2. pro kazdou posloupnost {d,,} C D konverqujici k vybranému d € D miizZeme
vybrat posloupnost {\,} C I pro kterou

Ry, (d,) = R.(d) n—

Regularizacni schéma nazgvame linedrnim, pokud je kazdy Ry linedrni.

V nasledujicim odstavci si ukdzeme sestaveni regularizacniho schématu zalo-
zeném na konstrukei Tichonovova funkciondlu

4.2.2 Tichonovova regularizace

V predchozi kapitole jsme obecnou obracenou tlohu formulovali jako problém
nalezen{ minima funkcionalu datového misfitu x? : M — R

. . 1 2
h = arg min x*(m) = arg min = [|G(m) — dos|lp (4.2)

Rozsitenim tohoto funkciondlu o penalizacni funkciondl J(m) : M — R
vznikne tzv. Tichonoviv funkciondl [55]

Sx(m) = x*(m) + A\J(m) . (4.3)
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Samotné Tichonovovo reqularizacni schéma ziskame, polozime-li pro dané A €
R, A>0
Ry (d) = arg melg Sy(m) = arg melrfl‘ x*(m) + A\J(m) (4.4)

Indexovou mnozinou, ze které vybirame regulariza¢ni parametr, jsou v tomto
pripadé kladna realna cisla.

Penalizac¢ni funkcional slouzi k uprednostnéni reseni, které spadaji do ,tridy*
vydélené jistou apriorni informaci, ktera je skryta v jeho konstrukci. Typickou
volbou je standardni Tichonoviv penalizacni funkciondl

1 2
J(m) = 2 flmlly, (4.5)
ktery uprednostnuje modely ,malé“ ve smyslu normy na M.
Timto vycet moznych strategii nekonc¢i, nebof zminéna apriorni informace

miiZe mit mnoho podob. Je-li napitklad M = W%(Q), kde Q2 C R? je omezend
oblast, pak muzeme definovat zhlazovaci funkciondl

mezgi@QQ, (4.6

kde derivaci uvazujeme ve slabém smyslu.
Extenzivné studovany v kontextu obracené tlohy EIT je penaliza¢ni funkci-
ondl totdlni variace [55, kap. 8], [§], ktery ma smysl pro f € L'(Q2), Q@ C R"

I =swp{ [ faiveds | e CHOUR: el =1} . @D

kde C!(€, R™) znadi viechny spojité diferencovatelné vektorové funkce s kompakt-
nim nosicem.
Dalsi zajimavou volbou J(m) je negativni entropie

J(m) = (m,logm),, (4.8)

kde vyznam logaritmu zavisi na konkrétni volbé M pro m > 0 ve smyslu tohoto
prostoru. K interpretaci této volby penaliza¢niho funkcionalu se podrobné vratime
v sekci vénované konstrukei Tichonovova schématu pro tlohu EIT.

Zbyvé uvazit, zda systém { Ry} c; predstavuje regulariza¢ni schéma ve smyslu
definice .1l Odpovéd obecné zdvisi na charakteru operatoru G a funkcionali
x2, J. P¥iklad, kdy je mozné na polozenou otdzku ziskat kladnou odpovéd, dava
nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 4.1 ([55]). Necht M, D jsou redlné Hilbertovy prostory, G je omezeny
linedrni operator na M. Definujme Tichonoviv funkciondl resp. Tichonovovo
reqularizacni schéma nasledovnée

1
Sy(m, d) = [G(m) —dlfp + A (Lm,m),, A>0 (4.9)
Ry(d) = arg melg Sy(m,d) . (4.10)

Za predpokladu, Ze

1. A je uzavrend, konvexni podmmnoZina M ,
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2. L je samoadjungovany, silneé monotonni operdator na M

predstavuje {Ry}p+ regularizacni schéma dle definice [4.1]

Diikaz. Skutecnost, ze Ry je dobfe definovany plyne z pfimé metody variacniho
poctu. Pro pevné d je S\(m) konvexni tudiz slabé zdola polospojity (dle definice
. Diky druhému ptredpokladu je také koercivni a podminky uziti pfimé me-
tody variacniho poctu (Véta jsou splnény. Pro dukaz spojitosti Ry viz. [55]
§2.4.3].

0

Tvrzeni vyse predstavuje specidlni pripad, kdy je operator primé tlohy G
linearni a spojity. Za téchto podminek je Ry dobfe definovan pro vsechny hodnoty
A > 0. V obecném pripadé tomu tak byt nemusi a neformalné mtzeme pracovat
s predstavou, ze zkonstruujeme-li posloupnosti Ay < Ay < ..., bude za jistych
podminek existovat & € N, pro které budou R,,, pro [ > k, dobfe definovany,
neboli Sy(m,d) bude mit na 4 minimizér. Neformalné tedy muzeme fici, ze s
rostoucim A nabyva penalizacni funkciondl J(m) v ramci funkciondlu Sy(m,d)
na vyznamu a ten jako celek spéje k idealu , konvexity*.

V situaci, kdy jsme zkonstruovali vhodné regularizacni schéma pro nas pro-
blém, je nutné se ptat, jaka volba regularizanc¢iho parametru A je ta ,spravna“. V
sekci ukazeme, ze tato otazka nema valny smysl a konkrétné po Tichonovovu
regularizaci uvedeme priklad heuristického principu, kterym je mozné kvalitativné
rozdélit Rt na obory nedostatecné, ¢i naopak piili§ regularizovaného feSeni.

4.3 Regularizace obracené ulohy EIT

Chceme-li dodatecné podminit obracenou tlohu EIT, tvahy sekce nas
vedou nejméné ke tfem riznym strategiim, které mizeme kombinovat

1. Rozsitit datovy prostor, aby predstavoval sadu elektrodovych napéti, odpo-
vidajicich riznym stimula¢nim vzorim. Ba co vice, datovy prostor miizeme
rozsitit jesté v dalsim nezavislém sméru, a tim je méreni pro vicero frekvenci
stimulujictho proudu s cilem extrahovat tzv. spektrdlni informaci .

2. Volit vyhodnou architekturu modelového prostoru, neboli konstruovat zob-
razeni v : M — L*>(Q,C), které zobrazuje modelovy vektor do mnoziny
A, pripustnych rozlozeni admitivity a mize vymezit dostatecné ,uzkou*
Range(y(m)) C A,.

3. Konstruovat Tichonovovo regulariza¢ni schéma pro tlohu EIT na zakladé
vhodného penaliza¢niho funkcionalu.

Zminénym strategiim dodatecného podminéni problému EIT se budeme po
rfadé podrobnéji vénovat v néasledujicich sekcich.

4.3.1 Stimulacni vzory a spektralni informace

Rozsiteni datového prostoru je zcela prirozenou strategii jak ziskat dodatec-
nou informaci pro obrdceni tlohy. Prvni zptisob, jak toho dosdhnout, je mérit

28



elektrodova napéti pro vicero proudovych stimulaci, které volime tak, abychom
maximalné lokalizovali proudovou hustotu ve studované oblasti a takto promeé-
rili celou oblast. Zjednodusené feceno, pokud budeme proud poustét blizkymi
elektrodami, ziskdme dobré rozliseni admitivity v jejich okoli, ale témér zadné
hluboko uvnitt domény, nebo okolo vzdélenych elektrod.

Takto rozsirenou diskrétni obracenou ulohu EIT zapiSeme nasledovneé -

1

A . 2 .

= ara i m) = ar iy 5 2
s=1

G(7(m), L) — U z , (4.11)

kde {Is}i\gl je zvolend sada stimula¢nich vzorit a U%* jsou napéti pozorovand pii
podrobeni télesa s-tému stimula¢nimu vzoru.

V praxi neni mozné takto rozsirovat datovy prostor neomezené, nybrz je z
hlediska elektrotechniky nutné vazit velikost zvolené sady, nebot k ni amérné
obvodi zarizeni, respektive parazitnimi jevy v téchto obvodech.

Problematice optimality volby stimulac¢nich vzorti a rozborem konkrétnich
sad, které byly doposud pouzity v EIT pristrojich se autor podrobné vénuje ve
své bakalarské praci [44] §3.3].

Druhou moznosti rozsiteni datového prostoru v nezavislém smeéru je méreni
napétové odezvy na nékolika frekvencich s cilem extrahovat spektralni informaci .
Spektralni informaci rozumime moznost lokalizovat kontrast material ve studo-
vané oblasti na zakladé odlisného vyvoje jejich dielektrickych charakteristik, které
jsme podrobné rozebirali v sekei [1.3] Existence a mira této spektralni informace
pro ucely odhaleni rakoviny prsu je zfejmé podminéna dostatecné odlisnym spek-
tralnim pribéhem dielektrickych vlastnosti malignich a béznych tkani. Diskrétni
obracenou ulohu EIT tedy znova reformulujeme jako

Ns Ny 9

1
A . 2 o o o obs
th = arg min x*(m) = arg min - ;k; |G(v(w, m), 1) = Uwn)?|

, (4.12)

kde N je pocet frekvenci wy, z relevantni oblasti spektra a U(wy) jsou elek-
trodova napéti nameérena pri podrobeni télesa s-tému stimula¢nimu vzoru o k-té
frekvenci.

Kli¢ovou ingredienci tohoto ptistupu je za prvé realizace zobrazeni 7(wy, m)
tak, aby bylo mozné tlohu propojit napri¢ frekvencemi a za druhé zavedeni re-
gulariza¢niho schématu, které bude vynucovat jisty spektralni pribéh admitivity
domény, napt. jeden ze sady experimentalné ziskanych. Touto problematikou se
budeme zabyvat v nasledujicich sekcich a je zapotiebi vénovat zvysenou pozornost
poznamkam ke kazdé sekci.

4.3.2 Architektura modelového prostoru

V nésledujicich odstavcich navrhneme moznosti konstrukce zobrazeni y(wy, m)
a vysvétlime uskali predkladanych pristupt.
Architektura a kédovani

Volit architekturu modelového prostoru znamend pro dany pocet modelovych
parametrt N,, < oo polozit M = R¥n a konstruovat zobrazeni v : M —
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L>(Q, C) které je do A, - mnoziny pripustnych rozlozeni admitivity (viz. rovnice
(3.4)). Jinymy slovy, volime kédovdni prvkia A, C L*>(Q, C) pomoci RVm.

V sekei jsme uvedli nasledujici piiklad pro M = R*V: kde N, pocet
ctyTrsténu sité Lagrangeovych prvka prvniho fadu, pouzité k feseni primé tlohy

(viz sekce
K Re {%’Ki} €XP1o (ml(i)) +iIm {%‘Kz} €XPyg <mp(z’)> 5 (3-5)

7(m)

kde o je zvolend referencni admitivita a [(i), p(i) jsou indexy. Takto defino-
vané y(m) je zfejmé do A, pokud Re{y} > 0. V tomto pfipadé je pripustnou
mnoZinou modelovych vektorti A kazdd omezend podmnoZina R2M | a to diky
logaritmickému kodovdni vici referencni admitivite .

Kédovani spektralni zavislosti

Chceme-li extrahovat spektralni informaci, stojime pred nesnadnou volbou
rozsiteni zobrazeni v(m) na spektralné zavislé v(wy, m). Mame nejméné dvé moz-
nosti,

1. Individudlni kédovdni — rozsitit vztah (3.5) hrubou silou, aby N; kopii
R2Mt po fadé kédovalo admitivitu y(wk)‘K_ Ctyfsténi K, pii k-té frekvenci
k=1,..., Ny,

2. Kodovani parametri disperzi — misto primého kédovani admitivity vyuzit
parametrickych modela dielektrickych vlastnosti tkani probiranych v sekci
1.3.3| a kédovat parametry téchto model.

Vydame-li se prvni cestou, odvodime generalizaci vztahu (3.5)) v podobé

~(wg, m) _— Re {VO(wk)‘Ki} eXPyg (ml(ijk)) + (4.13)

¢ Im {70 (wkz)‘m} €XP1o (mp(ivk)) ’

kde m € R?MNt | ~q(wy) je disperze referencni admitivity a (i, k), p(i, k) jsou
indexy. Takto zkonstruované ~y(wy, m) je z omezené A C R?*MM do A, pokud
Re {v(wk)} >0,k =1,... ,N;. Kvizualni ilustraci tohoto pristupu slouzi obrazek
4.1

Chceme-li pro kédovani prvki A, vyuzit parametrizaci disperzi dielektrickych
vlastnosti tkdni, musime vyjit z nékterého z modelu diskutovanych v sekeci|1.3.3
Pro maximalni obecnost bychom mohli uvazovat nasobny Cole-Cole model,

0;
r(Wr) = €oc + + - : (L.17)
zn: 1+ Zwan) (I=an) * fweg

jehoz parametry byly tymem Gabriel et. al uréeny na zdkladé experimentu [19].
Tento analyticky vztah ddvd moznost pro libovolnou frekvenci wy vyjadrit v (wy)
pomoci redlnych veli¢in e, > 0, 0; > 0, Ag, > 0, 7, > 0 a a, € [0, 1) nésledovné

Y(wg) = iwkeoé(wg) - (4.14)
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Obrézek 4.1: Tlustrace individudlniho kédovani realné casti admitivity. V pripadé
imaginarni ¢asti bude schéma stejné.

Re {v(wk_1) Re{v(wr)}  Re{vy(wrsi1)}

s MY k—1) =1, V(i k—1) s T (i k— 1+1>---_ RM +— Re {y(wk-1)}
- TG Y —15 T GLK) » TG k) +15 - - - ] RM +— Re {v(wr)}

TG4 1)~ 1 (k1) MU EA1) 415 - - - | RM +— Re {y(wk+1)}

Vyznamnou skutecnosti je, ze touto konstrukci se zbavime jak nutnosti kédo-
vat spektralni zdvislost admitivity na sfti kopiemi R?Mt, jak je tomu ve vztahu
([#.13)), tak samotného déleni modelového vektoru na ¢ast popisujici zv1ast redlné
a komplexni slozky admitivity tamtéz. Je zfejmé, ze timto podstatné redukujeme
dimenzi modelového prostoru.

Abychom si usnadnili dalsi odvozeni, nebudeme pracovat s nasobnym Cole-
Cole modelem v plné obecnosti, ale budeme uvazovat pouze obycejny Cole-Cole
model o jedné relaxaci n = 1, pro pevné 7 > 0, a € [0, 1).

Jako konkrétni realizace y(wg, m) se nabizi nejprve logaritmicky kédovat e,
Ae, o; pomoci M = R3N v Cole-Cole vztahu

Aé“o’Ki expy(1p(i))
1+ (Z‘wkT)(lia)

&r(wp,m)| = ego‘Ki expyo(mug) + (4.15)

i

0
0;

e, XP10(Mg(i))

iwk€0

kde €2, A% 0¥ jsou po Fadé referenéni hodnoty limity vysokofrekvenéni permi-
tivity, absolutni velikosti relaxace, iontové vodivosti a [(7), p(7), ¢(i) jsou indexy.
Nésledné muzeme vyjadiit admitivitu pomoci vztahu (4.14])

7 (wg, m) o= iwkeoér (Wi, M) (4.16)

i

K;

Pro usnadnéni pochopeni je schéma postupu vykresleno na obrazku :
Zbyva urcit A C M, aby takto definované ~(wy, m) bylo do A,. Snadno
odvodime, Ze pro redlné a imaginarni slozky permitivity dané Cole-Cole modelem
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plati
Ae {1 + (wr) 7 cos <72r(1 - a))]

1 — 4.1
Re {&} = e + T (or)Ea) (4.17)
Ag(wr)t= /7 o
m{g}=——— G (T—a)) - 4.1
m{e} 1+ (wr)20-9) S (2( a)> weer (4.18)

tudiz, zobrazen{ (4.16) bude z A C R3* omezené do A, pokud Ac® >0, 2 >0

a 0¥ > 0, coz obecné odpovidd fyzikalnimu vyznamu parametrickych model.

Obrézek 4.2: Tlustrace kédovani parametri disperzi admitivity

Y(Wr—-1) ¥(wr) Y(Wry1)
i ) =i,
RNt ¢«

My k—1)—15 TG k—1) TG k—1)415 « - - €oo
N,

T3 )= 15 T (i k) > TG )15 - - - R™ «— Ae
N,

M J+1)—1, TG k+1) UG k1) 415 - -+ | RYE >0y

Poznamky

V nasledujicich odstavcich probereme nékteré praktické aspekty vyse uvede-
nych konstrukei.

V kazdém ze vztaht , jsme koédované velic¢iny vztahovali k jisté
referen¢ni hodnoté, pricemz jeji volba bude mit disledky pro chovani rekonstruké-
niho algoritmu. Volbu téchto referenc¢nich veli¢in je mozné vnimat jako formu
apriorni informace vkladané do konstrukce modelového prostoru.

V sekci jsme diskutovali slozitost vypoétu derivace misfit funkciondlu 2,
zejména nemoznost jej z casovych divodi uskutec¢nit pomoci konecénych diferenci.
V dalsich paséazich jsme odvodili alternativni zpisob zprostredkovany metodou
adjungovanych stavi. Klicovou ingredienci pro realizaci vypoc¢tu pomoci této me-
tody je znalost analytické derivace «y(m) podle modelovych parametri. Kédovani
admitivity tedy hledame tak, abychom mohli snadno vypocist jeho derivaci.

Chceme-li ke kédovani spektralni zavislosti admitivity vyuzit parametrické
modely, prirozené vyvstava otazka konformity realnych tkani viaci témto mode-
lim. Tato problematika byla studovana v sekci kde byl uveden priklad pa-
rametrického popisu dielektrické relaxace svalové tkdné. Vychozi experimentalni
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data pochézela z rozséhlé studie [19], kterd obsahuje porovnani experimental-
nich dat a jimi prokldadanych parametrickych modeli. Existuje riziko, ze rozptyl
dielektrickych charakteristik tkani rtiznych subjektii vylucuje jednoduchy popis
pomoci téchto modelt. Tato skutecnost je do jisté miry potvrzena studiemi tkané
zenskych prsou provedenymi J. Jossinetem [28, 29], a parametricky popis téchto
tralni informace pro dodatecné podminéni obracené tlohy EIT, a pro tento tcel
je moznost redukovat modelovy prostor pomoci kédovani parametrii spektralni
zavislosti dielektrickych charakteristik znacné vyhodna.

Zbyva porovnat metody kodovani spektralni zavislosti admitivity. Jiz byla
zminéna vyhoda kdédovani parametri disperzi viici individualnimu kédovani dand
redukei dimenze modelového prostoru. V praxi to znamend mirny pokles pameé-
tovych narokti implementace, ale ¢asové nejnarocnéjsi ¢ast vypoctu — sestaveni
derivace misfit funkcionalu pomoci adjungovaného reseni — bude stejné slozita
pro oba modely.

Kédujeme-li parametry disperzi na ¢tyrsténech sité, efektivné tim omezujeme
spektralni zavislost jejich admitivity na relaxaci danou zvolenym modelem. Kon-
krétné, zvolime-li napriklad jako vychozi model Cole-Cole disperzi, vynucujeme,
aby se tedy kazdy ¢tyrstén sité choval jako materidl, ktery dielektricky relaxuje
z néjaké statické hodnoty e, k vysokofrekvecni limité ., — pro vizualni ilustraci
viz obr. [1.2] Omezeni spektralniho prubéhu charakteristik na relaxaci danou
zvolenym modelem, muze predstavovat vyhodu i nevyhodu. Benefitovat z tohoto
pristupu mizeme z perspektivy regularizace: redukce poc¢tu nezavislych parame-
tr muze zlepsit podminénost tlohy. Naopak individualni kédovani mtze zachy-
tit disperze, které nejsou pouhymi relaxacemi a umoznit feseni obrécené ulohy
v situaci, kdy namérena data neodpovidaji materidlu striktné konformnimu vaci
vychozim parametrickym modeltim dielektrické relaxace.

4.3.3 Konstrukce Tichonovova funkcionalu

V sekei [£.2.2] jsme konstruovali Tichonovovo regularizacn{ schéma pro
obecnou obricenou tlohu. Rozsifeni misfit funkcionidlu x? o penalizacni funk-
cional J je soucésti veétsiny doposud popsanych algortimii pro feseni obracené
ulohy EIT. Této problematice je vénovan nespocet publikaci a zavéreénych praci,
jenz predstavuji pestrou paletu konstrukei penalizacniho funkcionalu. Penalizacni
funkcionaly délime zejména na zdkladé apriorni informace, kterou vynucuji, pti-
¢emz prehled ruznych pristupii je mozné nalézt v autorové bakalarské praci [44].
V zésadé se odvijeji od nékterého ze vztaht (4.5)), a (L.7), které po fadé
penalizuji normu, hladkost a variaci. V této praci se zamérime na netradi¢ni kon-
strukci Tikhonova regularizacniho schématu pomoci penaliza¢niho funkcionalu
negativni entropie

J(m) = (m,logm) ,, . a3

Regularizace obracenych iloh pomoci maximalni entropie

Interpretaci regularizace obracenych tloh pomoci metody maximalni entro-
pie na zakladé statistické mechaniky a teorie pravdépodobnosti, kde se pojem
entropie zrodil, dava C. Groetsch ve své knize [22] §5.5]. Nékteré myslenky zde
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uvedeme, pricemz zacneme vztahem

H(p1a7pn):_zpklnpk 5 (419)
k=1

coz je znamé vyjadreni Shannonovy informacni entropie diskrétniho rozdéleni
pravdépodobnosti p;. Interpretaci této funkce je mira neurcitosti daného diskrét-
niho rozdéleni ve smyslu nejistoty lokalizace systému v daném stavu. Snadno
nahlédneme, ze pokud by platilo p; = 1 a p; = 0,7 # j pak by H(p;) = 0. Na-
opak intuitivné tusime, ze rozdéleni, které entropii maximalizuje je rovnomérné
rozdéleni p; = 1/n.

Zpusob jakym zavedeme informacni entropii jako penaliza¢ni funkcional pro
regularizaci obracenych tloh je nasledujici. Predpokladejme pro jednoduchost, ze
M = RN a pifpustné modely vybirdme z mnoziny

A={meM|m;>0 i=1,...,N,} , (4.20)

o které predpokladame, Ze je omezena. Proto, pro pevné m € A, mizeme nalézt
M > 0, aby platilo
Now .

=1 (4.21)

i=1
Jingmi slovy, kazdé m € A miZzeme ,normalizovat® a visledek (m;/M)N7 in-
terpretovat jako diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti. Za predpokladi vyse ndm
nic nebrani vyjadrit informac¢ni entropii vysledku dle formule . Uzitim pe-
nalizacniho funkcionalu tedy uprednostnujeme modelové vektory, které v
interpretaci na zékladé vztahu (4.21)) predstavuji neurcita rozdéleni.

Pti teseni obracenych tloh se tlohu snazime dodateéné podminit apriornimi
informacemi. Metoda maximalni entropie zalozend na vztahu v tomto
smyslu neklade na feseni zadné pozadavky kromé maximalizace neuréitosti roz-
déleni . Vyraz pro informacni entropii je mozné modifikovat, aby byla tato
veli¢ina maximalni pro dané apriorni rozdéleni ¢;,

H(pl,---,pn)z—zn:pkln (Z:) : (4.22)

k=1

Takto generalizovat je mozné také penalizacéni funkcionél (4.8)) jak uvidime v na-
sledujicich odstavcich vénovanym metodé maximalni entropie pro feseni obracené
ulohy EIT.

Regularizace obracené ulohy EIT pomoci metody maximalni entropie

Abychom mohli konstruovat penalizac¢ni funkcional pro regularizaci dis-
krétni obracené tlohy EIT. Musime zvolit objekt, jehoz ,normalizaci® budeme
intepretovat jako diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, aby meéla formule pro
Shannonovu entropii v tomto preneseném vyznamu smysl. Nasledujici kon-
strukci ukazeme, jak je mozné takto intepretovat prvky mnoziny pripustnych
diskrétnich rozlozeni admitivity na siti {K;}, (viz. sekce

A= frer @0y =30 i repy o)

i=1
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Jelikoz je €2 omezena, plati

1 M Re{n}] K
Rl = @ (4.24)

kde jsme oznacili

1
Re{7h) = g / Re {7} dz (4.25)

vztah (4.24]) predstavuje analogii vztahu (4.21) a v pfeneseném vyznamu tedy
také diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti jehoz Shannonovu entropii muzeme
vy¢islit bud na zakladé (4.19)), nebo obecnéji ve vztahu k néjakému referencnimu

rozlozeni admitivity Yo na zékladé |D

vvvvvv

ucely numerického Teseni obracené tlohy navic kédujeme prvky mnoziny ./47 po-
moci prvkii A C R jak jsme popsali v sekci |4.3.2L Uvazujeme-li individudlni ké-
dovéni (4.13]) frekvenéné zévislé admitivity, muzeme navrhnout penaliza¢ni funk-
ciondl

Ny N

J(m) = ]Q] > N 1K Re {yo(ws)} ‘ expy (ml(l)> (4.26)

k=11=1

Re {vo(wg)} ‘Kz expyo (M)
Re {0(we)} [

kde jsme zamérné nezjednodusili zlomek uvniti argumentu prirozeného loga-
ritmu, abychom zachovali strukturu vyrazu pro Shannonovu informacni entropii.
Tato konstrukce se neomezuje pouze na individualni kdédovani admitivity a po-
kud bychom kédovali parametry disperze , bylo by mozné obdobné vycislit
informacni entropii diskrétniho rozlozeni .., Ae ¢i o;.

Zbyvéa samotny predmeét této sekce, kterym je konstrukce Tichonovova regu-
larziacniho schématu pro obracenou tulohu EIT. Volime-li individualni kdédovani

spektralni zavislosti admitivity (4.13]), vytvorime Tichonoviv funkcional , jehoz
vyznam jsme probirali v sekci [4.2.2) pridanim penaliza¢niho funkcionalu (4.26)) k

misfit funkciondlu (4.12)), neboli

1 Ns Ny 9
Sy(m) = x*(m) + \J(m Z > |90 (wn m), I) = Uwy)||) (4.27)
s=1k=1
Y Ny N
|Q| > Z | K;|Re {vo(wk)} ‘ _eXPyg (ml(z)) -y @y In 10
k=1
Ry, = arg méﬁ Sx(m) A>0 (4.28)

Vztah (4.28) nazyvame regularizovanou obracenou tlohou EIT pfi individudlnim
kédovani. Ovéreni skutecnosti, ze existuje R, pro které R, predstavuje regulari-
zacni schéma ve smyslu definice je mimo rozsah této prace.
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Poznamky

Je dilezité vS§imnout si, ze takto zkonstruovany Tichonoviv funkcional nepti-
nasi pri individualnim kédovani moznost extrahovat spektralni informaci, kterou
jsme definovali v odstavci Za prvé to plyne ze skutecnosti, ze operator primé
ulohy dava pri individualnim kédovani predikci napéti na kazdé frekvenci neza-
visle, a tudiz se plné separuji také jeho derivace podle modelovych parametri,
které kdduji admitivitu na rtiznych frekvencich. Za druhé to plyne z toho, Ze pena-
liza¢ni funkcional je rovnéz mozné separovat dle frekvence. Efektivné tedy
fesenim problému fesime N; nezdvislych kopif tilohy regularizované
individudlné pomoci maximalni entropie.

Hledéni konstrukce, kterda by nam pomohla extrahovat spektralni informaci,
se nakonec ukézalo byti slozitéjsim, nez se na prvni pohled zda. Jednim ze zpl-
sobt, jak toho docilit pfi individudlnim kédovani, by bylo vztahovat rozlozeni
admitivity na dané frekvenci k experimentalné ziskanym spektralni zavislostem
této veliiny pro zvolenou sadu materialu - {w(wk)}év;“f“. Toho bychom mohli
dosdhnout napriklad pridanim penaliza¢niho funkcionalu

Ny

Jimat (M) = Zt: Comin Y

i=1 .]:1:~~~7Nmat k=1

: (4.29)

V(mawk)‘Ki = i (wr)

do regularizaéniho schématu vyse. Ukolem tohoto ,materidlového® penalizad-
niho funkcionalu je postihovat situaci, kdy se admitivita ctyrstént sité nevyviji
s frekvenci podle jedné z predepsanych disperzi ,(wy). Vynucujeme tedy konfor-
mitu spektralniho pribéhu admitivity v ¢astech domény vici sadé predepsanych
disperzi.

Snadno nahlédneme, Ze tento pristup k dodatecnému podminéni tlohy je velmi
podobny volbé kédovani admitivity pomoci parametru disperze (viz sekce ,
ale efektu je dosazeno na jiné urovni. Presnéji, kodujeme-li parametry disperze,
vede zména prvku modelového vektoru, ktery koduje permitivitu ¢-tého étyrsténu
dle vztahu k zméné naméfenych napéti na kazdé frekvenci. Spektralni in-
formace je tedy timto pristupem zachycena, nebot nedojde k diskutované separaci
derivaci misfit funkcionalu podle modelovych parametrt v ptipadé individualniho
kédovani.

V neposledni fadé, obdobné jako jsme pozadovali znalost analytické derivace
kédovani y(m, wy) pro vypocet gradientu misfit funkciondlu, je z implementac-
niho hlediska pro efektivni vypocet gradientu Tichonovova funkcionalu (|4.27))
zapotiebi, abychom penalizac¢ni funkcional uméli analyticky derivovat. Zatimco
vypocet derivace penalizaé¢niho funkciondlu maximalizujictho entropii ne-
pusobi potize, u materidlového funkcionalu narazime na problém s volbou
minima pres materialy.

4.4 Volba regularizacniho parametru
Zkonstruujeme-li Tichonovuv funkciondl (4.3) pro regularizaci obecné obra-

cené ulohy, zbyva odpovédét na otazku, pro kterou hodnotu regulariza¢niho pa-
rametru A bychom méli povazovat

Ry = arg melg Sy(m, d°™) = arg melg x2(m, d°™) + A\J(m) | (4.30)
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za nejlepsi odhad skuteéného m*¢, které chceme odhalit. Heuristickych principi,
na zékladé kterych lze tuto volbu uskutecnit, je celd rada [55, kap. 7], pricemz v
této praci byla zvolena metoda L-krivky [24]. L-kiivkou rozumime kiivku

L={(x*(Rr,d*™),J(R)) | A >0} (4.31)

kterd poskytuje moznost vizualné, ¢i algoritmicky vyhodnotit kompromis mezi
mirou datové shody, vyjaddfené hodnotou misfit funkciondlu x?, a penalizaci vy-
meérenou zvolenym misfit funkciondlem J. Piikladem je L-kiivka na obrazku
ziskand analyzou konvergencnich dat pochazejicich z numerického experimentu
provedeného implementaci popsanou v nasledujici kapitole.
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Obrézek 4.3: Priklad L-krivky ziskané numerickym fesenim regularizované obra-
cené ulohy EIT (4.27)

L-ktivka nese své jméno podle charakteristického zlomu, ktery oddéluje jeji
svislou a vodorovnou ¢ast. Vodorovné cast odpovidd vysokym hodnotam regu-
larizacniho parametru, které v pripadé Tichonovova schématu (4.3)) znamenaji
vyssi vliv penalizacniho funkcionalu, a v disledku roste konformita odpovidaji-
ciho Ry vudi apriorni informaci na tkor kvality vysvétleni pozorovanych dat. Ve
svislé ¢asti kiivky je popsana situace presné opacné.

Jinymi slovy, ve vodorovné c¢asti L-kfivky je dominantni vahou perturbaci
modelového vektoru R, penaliza¢ni funkciondl a zvolit takové Ry za aproximaci
skute¢ného m"™"® by znamenalo prisoudit tomuto funkcionédlu ,zbyteéné® velky
vyznam. Naopak ve svislé ¢asti krivky je dominantni vahou perturbaci misfit
funkciondl x? a volit Ry z tohoto oboru by znamenalo piili§ oslabit vliv penali-
zace, diisledkem ¢ehoZ bychom umoznili sumu v pozorovanych datech d°b ziskat
rozhodujici slovo.
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Uvahy predchoziho odstavce nés vedou k zévéru, Ze optimalni aproximaci
m'™ je Rs, kde )\ je regularizaéni parametr, kterj odpovida zlomu L-kiivky.
Zlom L-ktivky je do jisté miry mozné identifikovat vizudlné, nicméné pro zcela
rigorézni pristup k této technice existuji metody k jeho urceni na zdkladé nalezeni
bodu maximalni kiivosti [24), §6.4]
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5. Implementace

Nasledujici sekce popisuji softwarova feseni, se kterymi autor pracoval, pri-
c¢emz pouze nékteré aspekty jejich implementace budou rozebrany podrobnéji.

Ustfednim néstrojem pro vypolty se stal program prs/D, jehoZ prvni verze
nazvana prs3D byla navrzena a implementovana vedoucim prace, dr. Velimskym,
v jazyce Fortran 90, vzhledem k potfebé minimalizovat vypocetni cas uzitim
vysoce optimalizovanych knihoven a rychlosti kompilovaného jazyka. Puvodni
motivaci pro vyvoj tohoto Feseni byla spoluprace se spolecnosti RSDynamics,
ktera vsak spolupraci ukoncila z diivodu neuspokojivych vysledki, dosazenych v
casovém rozmezi vyhrazeném pro vyvoj prototypu.

S cilem prozkoumat moznosti generického reseni problému elektroimpedancni
tomografie pomoci jazyka s vyssi irovni abstrakce byl autorem navrzen modul
eitsolver v jazyce Python, ktery extenzivné vyuziva sluzeb knihovny FEniCS [3]
pro Teseni okrajovych uloh pro parcialni diferencialni rovnice metodou konec¢nych
prvki, jez poskytuje moznost zapsat tlohu do zdrojového kédu ve formalismu
velmi podobném tomu matematickému.

Pouzita softwarova Teseni probereme v nasledujicich sekcich, pricemz nejprve
zatneme popisem zminéného experimentalniho usporadani, které nasimi softwa-
rovymi néastroji simulujeme.

Experimentalni usporadani

Jelikoz zpocatku byla vyhradni motivaci pro vyvoj softwarovych reseni spolu-
prace se spolecnosti RSDynamics, program prs3D byl vyvijen striktné pro praci
v experimentalnim usporadani, jehoz geometrie a schémata byly priamyslovym
partnerem dodény, viz obr. 5.1} Z divodu nesnadné generalizace programu prs3D
pro praci s obecnou geometrii domény a elektrod, se autor v praci dale drzi to-
hoto modelu, ktery vznikl snahou inzenyrt zminéné spolec¢nosti zvolit rozmisténi
elektrod pristroje uzpusobené tvaru zenského prsu. Vzhledem k jeji trividlni geo-
metrii a snadnému parametrickému popisu byla jako tvar tzv. aplikdtoru zvolena
polokoule o poloméru 65 mm, ofiznuté rovinou kolmou na jeji osu ve vysce od-
povidajici polarnimu thlu 60°, na jejimz povrchu bylo rovhomérné rozmisténo
234 elektrod o priméru 5 mm ve smyslu délek kruhovych obloukiti mezi nimi.
Zvolené ¢islovani elektrod je mozné si prohlédnout na obrazku Spolec¢nost
RSDynamics navrhla také sadu stimulacnich vzort (viz sekce [.3.1]), kterou byl
jejich pristroj schopen realizovat v klinicky prijatelném case. Stimula¢ni vzory
této sady jsou vzdy realizovany pouze jednim parem elektrod, pricemz napéti
jsou snimana na nékolika dalsich elektrodach.

5.1 Modul eitsolver

Nasledujici odstavece popisuji implementaci modulu eitsolver v jazyce Python,
pricemz tento modul zcela zavisi na pouziti knihovny FEniCS.

Ackoliv byl modul navrzen tak, aby byl schopen pracovat s libovolnou geomet-
rif a rozmisténim elektrod, bylo pro néj implementovano pouze feseni primé tlohy
z divodu neuspokojivého vykonu omezeného nikoliv numerickym back-endem, ale
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Obrazek 5.1: Rendering modelu aplikatoru vyvinutého spolecnosti RSDynamics
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Obrazek 5.2: Cislovan{ elektrod modelu spoleénosti RSDynamics, 2D projekce

implementaci knihovny FEniCS samotné. Néstroj eitsolver byl nakonec vyuzit k
verifikaci numerického feseni okrajové tlohy pro CEM EIT
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5.1.1 Prima uloha

Zéasadni prednosti modulu eitsolver je jednoducha reprezentace reseného elip-
tického problému zprostiedkovana systémem FEniCS, presnéji Python rozhranim
objektové orientované knihovny dolfin, které exportuje jednak tiidy reprezentu-
jici abstraktni pojmy jako je FEM sit, prostor funkci, funkce a varia¢ni problém,
za druhé pak generické funkce pro samotné sestavovani odpovidajicich soustav
linedrnich rovnic a jejich feseni za pomoci externich knihoven (napt. PETSc [5]).

Jako hlavni prostifednik ve specifikaci varia¢nich problém slouzi Unified Form
Language (UFL), tedy jednotny jazyk pro specifikaci variacnich forem, ktery je
béhem interpretace Python skriptu Just-In-Time (JIT) pfekladan nékterym z
kompilatoru forem (form compilers) do C++ kdédu ve standardizovaném UFC
forméatu. Priklad pohodli poskytovaného jazykem UFL je uveden v tryvku kédu
Hluboké provazanost Pythonovského rozhrani s jazykem C++ je nasnadé,
nebot samotna Python verze modulu dolfin je generovana z bazového C++ kédu
generatorem rozhrani SWIG.

Ukéazka 5.1: Implementace vyrazu (2.14]) pomoci UFL

1 u, U, ¢ = df.TrialFunctions(self.solution_space)

2 v, V, d = df.TestFunctions(self.solution_space)

3 el _summands = [

| df.Constant (1.0/self.model.electrodes[i].impedance) =

5 (U[1i] = u) » (V[i] - v) * ds(i)

6 for i in range(self.model.el_no())

7 ]

s A = self.sigma * df.inner(df.grad(u), df.grad(v)) * df.dx +\
9 sum (el_summands) + dxuxdf.dx + cxvxdf.dx

Je dobre znamo, zZe kamenem urazu vysokouroviiovych implementaci ve vy-
pocetné narocnych aplikacich je tzv. postih za abstrakci, kdy vrstvy abstrakce
vyrazné prodlouzi délku vedeni dat skrze pouzité struktury. Nizkoiroviové pro-
gramy pro zékladni vypocty numerické matematiky (napf. BLAS) jsou v sou-
¢asnosti Python moduly (Numpy apod.) linkovany v podobé objektového kddu
optimalniho pro danou architekturu.

P1i méfeni rychlosti vypoctu feseni primé tlohy byla objeven zna¢ny overhead
c¢itajici az 2 hodiny pri béhu na jednom vlakné pri sestavovani matice variacniho
problému. Bylo zjisténo, zZe tento overhead souvisi s extenzivnim vyuzitim pro-
storti tzv. ,redlnych prvka® (viz Ukdzkal[5.2] fadka 5) slouzicich jako reprezentace
jednotlivych realnych cisel na celé siti. Skutec¢nost, Zze model spolecnosti RSDy-
namics obsahuje 234 elektrod, jejichz diskrétni napéti jsou reprezentovana pravé
témito prostory, zodpovida za inflaci UFL struktur definovanych na celé siti, coz
zpusobi drasticky vzrust paméfovych naroka a vypocetniho ¢asu. Oproti tomu,
samotné feseni linearni soustavy standardnim primym fesicem PETSc back-endu,
trva radové nékolik sekund.

Z vyse popsanych davodt byl vyvoj modulu eitsolver zastaven, nebof se au-
torovi v prijatelném case nejevila zadna cesta k napravé téchto implementacnich
omezeni lezicich hluboko ve FEniCS.
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Ukéazka 5.2: Specifikace prostori konecnych prvki v eitsolver

1 P1 = df.FiniteElement (self.model.elem_family (),

2 self.model.mesh.ufl_cell(),

3 self.model.elem_degree ()

| )

5 R_el = df.VectorElement ("R", self.model.mesh.ufl_cell(), O,

6 dim=self.model.el_no()

7 )

s R = df.FiniteElement ("R", self.model.mesh.ufl_cell(), 0)

9 mixed_element = df.MixedElement ([P1l, R_el, R])

self.solution_space = df.FunctionSpace (self.model.mesh,
mixed_element)

5.2 Program prs4D

Nésledujici odstavce popisuji program prs/D, ktery vzesel ze softwarového
feseni prs3D navrzeného dr. Velimskym. Narozdil od modulu eitsolver predstavuje
tento systém kompletni nastroj pro reseni regularizované obracené tulohy EIT.

5.2.1 Vyvoj

Prvni verze Prs3D predstavovala kompletni nastroj pro reseni realné obracené
ulohy EIT v tomto specidlnim usporadani. Realnou obracenou tlohou EIT rozu-
mime rekonstrukei redlného vodivostniho pole na zédkladé namérené sady realnych
napéti (pri stimulaci stejnosmérnym proudem — limita w — 0). Autor prace v
tomto bodé prevzal vyvoj software a vyuzil jej ke zpracovani numerickych ex-
perimenti, jejichz pomérné neptiznivé vysledky byly komunikovany spole¢nosti
RSDynamics, ktera nasledné spolupraci ukondila.

V ramci hledani zplisobti, jakymi doséhnout kvalitnéjsi rekonstrukce, bylo té-
Zisté prace presunuto k teoretickym tivahdm o moznostech dodatecného podmi-
néni tlohy vyuzitim spektralni informace, kterou jsme probirali v sekci [4.3.1] Pro
tyto ucely bylo nutné nejprve konvertovat vétsinu funkcionalit programu pro praci
s komplexni admitivitou a komplexni primou tlohou — vysledkem byla druha
verze programu prs3Dv2. Nasledné byly moznosti programu rozsiteny o kodovani
spektralni zavislosti admitivity a moznost vypoctu primé tlohy na nékolika frek-
vencich, ¢emuz odpovida prechod od vztahi resp. ke vztahiim ,
resp. (4.13).

Jakmile byl program rozsitfen o moznost fesit obracenou ilohu na nékolika
frekvencich zaroven, bylo nutné se opét ponorit do teoretickych tvah a odvodit
vhodny vztah pro materialovou regularizaci. Toto tsili je popsano v poznamkach
k sekci [£.3.3 a bohuzel se ve vymezeném casovém tseku nesetkalo s spéchem.
Potencialni alternativou se jevila moznost kédovat parametry modeli popsanych
v sekei [I.3.3]a diskusi tohoto p¥istupu je mozné nalézt ve zminénych poznamkéch.

Zésah do programu prs3D, ktery by umoznil zménit kédovani spektralni za-
vislosti admitivity byl vyhodnocen jako prilis velky na to, aby bylo mozné pone-
chat stavajici funkcionality programu, a pfitom jej nerozstépit do dvou odlisné
se vyvijejicich kopii. Aby mohl nastroj pracovat jak s individudlnim kédovanim,
tak kédovanim disperzi, bylo nutné generalizovat ¢asti programu, jejichz imple-
mentace zavisela na volbé kddovani, a schovat je za obecné rozhrani reprezentujici
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modelovy prostor. Tyto ipravy se povedlo realizovat a vysledkem byla nova verze
programu, kterd nese nazev prs4D. Celkovy vyvoj softwarového teseni, za ktery
zodpovida autor prace, je pro prehlednost ilustrovan diagramem

prs3D )-[ prs3Dv ]—)[ prs4D

t: Redlna chracena aloha t: Eomplexni abracens ulaha Spektralnd piistuf
15900 fadek 1200 fadek Rozhrani pro Modelovy p.

5100 fadek

Obréazek 5.3: Diagram ilustrujici vyvoj softwarového reseni prs3D

5.2.2 Popis komponent

Jelikoz primo zdrojovy kod programu prs4D obsahuje dikladné komentére,
formatované pro ucely autodokumentace pomoci systému Dozygen, uvedeme pouze
strucny popis funkcionalit programu prs4D, které jsou prehledné ¢lenény do jed-
notlivych modulii, jakozto konstruktu jazyka Fortran. Kompletni dokumentaci a
schémata programu je mozné snadno vygenerovat pomoci zminéného softwaro-
vého nastroje.

Komponenty

« Module_Mesh — Priprava ingredienci pro feseni diskrétni tlohy EIT
metodou koneénych prvki

— Nacteni FEM sité sestavené nastrojem gmsh, vyznaceni ¢tyrsténu je-
jichz stény jsou soucésti elektrod

— Reprezentace Galerkinovy aproximace prostoru reseni primé ulohy
Lagrangeovymi prvky prvniho fadu

— Vypocet objemovych a povrchovych integralii souc¢ini prvka uzlové
baze
« Module_Fwd - ReSeni pifmé tlohy
— Incializace Tesice Pardiso, Sestaveni struktury matice tlohy v CSR3
forméatu a jeji symbolicka faktorizace

— Sestaveni matice lohy na zdkladé admitivity v(m, wy) a jeji numericka
faktorizace pro sadu bazovych feseni

— Sestaveni primého, ¢i adjungovaného feseni primé tlohy pro zvoleny
stimulacéni vzor z bazovych feSeni (viz. sekce [5.2.3))

— Vypocet rozdili elektrodovych napéti pro vycisleni funkcionalu dato-
vého misfitu

o« Module_Noise — Simulace Sumu v umélych pozorovanych napétich

e Module_mdl_Generic — Generické rozhrani pro funkcionality, je-
jichz implementace zavisi na realizaci modelového prostoru (kddovani). Mezi
tyto metody patii
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— Realizace zobrazeni v(m, wy), vypocet jeho derivace

— Sestaveni gradientu funkcionalu datového misfitu vycislenim vyrazu
(13.18))

— Vypocet regularizace a jejiho gradientu

— Vstup a vystup rozlozeni kédovanych veli¢in uvniti domény (admiti-
vita, parametry Cole-Cole modelu apod.)

— Volba pocatecniho bodu v modelovém prostoru

— Generujeme-li uméla data, patii sem také volba modelového vektoru
pro kterou tato data odecteme a také volba tzv. homogenniho mode-
lového vektoru, jemuz ddme vyznam pii popisu generatoru Sumu

e Module_mdl_Tegacy — Realizace modelového prostoru odpovida-
jiciho individudlnimu kédovani ~(m, wy) (4.13))

« Module_Mlbfgs — Implementace optimaliza¢niho algoritmu
LM-BFGS autort Liu, Nocedal [37]

e Module_VTKIO — Vystup do trojrozmérnych datovych souboru dle
standardu Legacy VTK pro vizualizaci rozlozeni kédovanych veli¢in (admi-
tivita, parametry Cole-Cole modelu) ve 3D pomoci aplikace Paraview

e Module_Generic_Write — Vystup programu nezavisly na reali-
zaci modelového prostoru

— Zapis rozlozeni potencidlu uvnitt domény pomoci do formatu Legacy
VTK

— Vystup elektrodovych napéti primého, ¢i adjungovaného reseni

5.2.3 Slozitost primé ulohy

Oproti vysokoturoviiovému teseni typu eitsolver se prs3D vyznacuje moznosti
vyladit z hlediska vypocetniho casu jednotlivé komponenty vypoctu. Implemen-
tace Tfeseni primé tlohy byla navrzena tak, aby byly predem vypocteny nezavislé
z nich. Vyménou za obecnost knihovny FEniCS, dovolujici zvolit v konstrukto-
rech tiid, reprezentujicich prostory konecnych prvki, jejich fad a typ, vyuziva
prs3D moznosti s predstihem pripravit nezavislé ingredience pro sestaveni mati-
cové podoby Galerkinovych rovnic (integraly bazovych funkei, jejich gradienty,
...), nebot pracuje pouze se simplicidlnimi Lagrangeovymi prvky prvniho radu.
Padnym argumentem pro zavedeni této optimalizace je skutecnost, ze slozky ma-
tice admitivity je zapotiebi prepocitat v kazdé iteraci inverzniho fesice, kdy se
zméni odhad vodivosti (admitivity) domény.

Ve zcela obecné situaci bychom museli fesit diskrétni primou tlohu EIT dle
formulace v sekci pro kazdy stimulac¢ni vzor ze sady {18}5;1, vybrané pro
formulaci problému (4.11]). Velikost pavodni sady stimulacnich vzora piistroje
spoletnosti RSDynamics je fadové 104, a fesit tuto tlohu pro kazdy jeji prvek
by znamenalo vysokou slozitost. Proto dalsi z optimalizaci, kterou prs3D vyu-
Ziva, je omezeni vypoctu diskrétni tlohy EIT na sadu ,bazovych® stimulac¢nich
vzort (pravych stran) {I™}N"! odpovidajicich stimulaci I = +1o, I = —,

n=1 n
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pricemz ostatni slozky jsou nulové. Vzhledem k linearité tlohy je pak mozné se-
stavit Teseni diskrétniho problému EIT pro libovolny stimula¢ni vzor jako linearni
kombinaci feseni odpovidajicich vzortim této bazové sady.

Takto optimalizovat jsme ziejmé opravnéni pouze na drovni modelovani a
numerické matematiky — velkou otézkou je opravnénost pouziti této optimali-
zace v experimentalni situaci za celem urychleni doby snimani. V praktickém
usporadani jsou jak mérené veli¢iny, véetné udaje o proudovém vystupu zdroje,
tak modelovani domény samotné (geometrie, elektrodovy kontakt), zatizeny ne-
jistotou. Pokud by cast této nejistoty byla systematického charakteru, dochéazi
skldadanim bazovych teSeni k jejimu zesilovani.

K feseni vysledné soustavy rovnic je pouzita implementace pfimého paralel-
niho Fesie obecnych Fidkych soustav Pardiso [46] knihovny Intel MKL [I]. Pri
volani je mozné primo specifikovat, ze matice, se kterou pracujeme, je symetricka
a indefinitni, coz umoznuje interné volit optimalni algoritmus pro faktorizaci. Po-
znamenejme také, ze Pardiso dovoluje predem vypocist symbolickou faktorizaci
matice (vypocet struktury LU rozkladu minimalizujici zaplnéni) a v kazdé iteraci
inverzniho tesice hledat feseni ptimé tulohy jeji numerickou faktorizaci.

5.2.4 Slozitost obracené ulohy

Nejcennéjsi optimalizaci, kterou mtizeme pti implementaci obracené tlohy vy-
uzit, je vyjadreni adjungovaného feseni problému linearni kombinaci bazo-
vych Teseni, probiranych v predchozi sekci. Vzhledem k patrné symetrii formulaci
okrajové tilohy pro CEM EIT (viz. definice[2.3) a tlohy k nf adjungované, mizeme
hledani adjungovaného feseni prevést na reSeni primé ulohy s pravou stranou od-
povidajici adjungovanym proudiim, a tudiz jsme schopni jej také vyjadrit linearni
kombinaci bazovych Teseni.

Vyse zminéné zkratky redukuji ¢etnost numerickych faktorizaci matice admi-
tivity pro jednu iteraci na pocet bazovych stimulac¢nich vzort, ¢imz je v disledku
umoznéno feseni primé i adjungované ulohy pro libovolny stimulacni vzor ve
znacné mensi casové slozitosti. Diky této optimalizaci je sice vypocet zavratné
urychlen, nicméné sestaveni gradientu misfit funkcionalu stale plati za velmi slo-
zitou operaci. To je dano radové mensi celkovou slozitosti numerické faktorizace
a sestaveni feseni primé a adjungované ulohy na strané jedné, oproti mnohem
vétsi slozitosti sestaveni gradientu misfit funkcionalu na zakladé vztahu na
strané druhé.

Situaci si vysvétlime rozborem tryvku kédu 5.3 ktery ukazuje ¢ast subrou-
tiny legacy_matrix_dproduct, kterd je zodpovédna za vycisleni vyrazu na
pravé strané (3.18)) pri individualnim kédovani admitivity. Figuruji zde nasledujici
proménné

. dx;(m)
yDAX(j) ¢ SEED tnd(j)%adge(p.a) <— [ Vi Vi da
O k) K;
. 0y(m, wy) i
dgm(j) «— xf ¢<— u,, xa +— u;, ,
Oy )

pficemz xi(m) je ¢dst x*(m) odpovidajici k-té frekvenci spektra, v(m,wy) pied-
stavuje frekvenc¢ni zavislost admitivity, 1,, p = 1,...,4 jsou prvky uzlové baze
J-tého ctyfsténu K;. Tato subroutina je volana na kazdé frekvenci poté, co byla
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sestavena prima a adjungovana reseni uy, resp. uL odpovidajici stimula¢nim vzo-
riam zvolené sady. Jakmile je proménna yDAx nascitana pres vSechny prvky této
sady, je prifazena do ¢asti jisté proménné reprezentujici cely gradient datového
misfitu y*(m) a resetovana.

Ukéazka 5.3: Vypocet gradientu misfit funkcionalu v programu prs4D

I SUBROUTINE legacy_matrix_dproduct
2 implicit none

3 integer (I4B) :: p,Jj,q

1

5 !$SOMP PARALLEL DO DEFAULT (SHARED) PRIVATE (p,q) SCHEDULE (STATIC)
6 do ]= 1, nt

7 do p=1, 4

8 do g= 1, 4

0 yDAx (3)= yDAx () + thd(j)%adgg(p,q) *dgm () * &

10 xa (thd(j) %n(p)) *xf (thd(J) %n(q))

11 yDAx (nt+7j)= yDAx(nt+3j) + thd(j)%adgg(p,q) *dgm(nt+j)* &
12 xa (thd (J)%n(p)) *xf (thd (J) %n (q) )

13 enddo

14 enddo

15 enddo

16 !'SOMP END PARALLEL DO

(...)

19 END SUBROUTINE legacy_matrix_dproduct

Na zakladé ukazky snadno nahlédneme, Ze celkova slozitost vypoctu gradientu
misfit funkciondlu pii individualnim kédovani je tmérna faktoru 2-16- Ny - Ny - N,
piiem? je typicky N; &~ 10!, N, ~ 10°, N, ~ 10*. Z tohoto diivodu predstavuje
béh uvedené subroutiny nejslozitéjsi ¢ast jedné iterace optimalizacniho algoritmu,
vic¢i niz je naroc¢nost ostatnich funkcionalit prs4D zanedbatelna.

Abychom vypocet urychlili, vyuzivame v této subroutiné implicitni paraleli-
zaci for-cyklli dle standardu OpenMP. V téle subroutiny tomu odpovidaji direk-
tivy uvozené znaky !$0MP. Prestoze je tato metoda paralelizace velmi jednoduch4,
poskytuje témér dokonaly speedup vypoctu.

Numerické experimenty popsané v nésledujici sekci byly pfipraveny na stroji
s 6-core procesorem Intel i7 o taktu 3.2 GHz, pricemz kod bézel na 12 logickych
vldknech (hyperthreading). Zvolené parametry vypoctu pro tyto experimenty od-
povidaji odhadu v predchozim odstavci s vyjimkou poctu frekvenci, jelikoz byl
vypocet proveden pouze na jedné frekvenci. Tomuto usporadani odpovida témér
dvouminutova ¢asova narocnost jednoho pribéhu hlavni smyckou programu, jez
koresponduje — az na vyjimky — s vypoctem gradientii a jedné iteraci optima-
liza¢niho algoritmu, pricemz na vypocet gradientu funkcionalu datového misfitu
pomoci vyse zminéné subroutiny pripada 1,5 minuty, zatimco na zbytek smycky
necelych 10 vtefin.

Celkova casova narocnost reseni obracené ulohy zavisi na poctu iteraci, ktery
muzeme zvolit pevny, nebo zavisly na zastavovacich kritériich optimaliza¢niho
algoritmu. V numerickych experimentech nasledujici sekce bylo pro kazdou hod-
notu regularizacniho parametru vypocteno 500 iteraci a pro konkrétni praktické
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aplikace by bylo zapotfebi nalézt vhodné zastavovaci kritéria optimalizac¢niho
algoritmu.

Abychom pro volbu optimélniho regulariza¢niho parametru mohli vyuzit kri-
térium L-kfivky, je nutné promérit nékolik jejich bodi. To muze byt dale vyhodné,
pocitdme-li pro vicero regularizacnich parametri sestupné (ve smyslu jejich veli-
kosti), nebot miuzeme vysledek optimalizace pro jednu hodnotu parametru vyuzit
jako startovaci bod prohledévani pro tu nasledujici, a timto realizovat jistou formu
zihani — relaxace penaliza¢niho funkcionalu. V numerickych experimentech, pre-
zentovanych v nasledujici kapitole jsme teSili obracenou tlohu pro nejméné Sest
hodnot tohoto parametru. Vysledna casova naroc¢nost jednoho numerického ex-
perimentu tedy ¢inila miniméalné 72 hodin.

Nezavisle na volbé kdédovani, bude pro dosazeni prijatelné ¢asové narocnosti
vypoctu na nékolika frekvencich nutné, implementovat pokrocilejsi metody pa-
ralelizace. Jednou z moznosti by byla dodatecna MPI paralelizace vypoctu pres
jednotlivé frekvence, disledkem cehoz by byl témér dokonaly speedup dany neza-
vislosti vypoctil gradientu misfit funkcionalu pro rizné frekvence. Druhou cestou
by byl presun vypoc¢tu na SIMD procesor typu GPU (napf. pomoci CUDA), ¢
MIC.
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6. Numerické experimenty

Pomoci softwarovych nastroji popsanych v predchozi kapitole bylo provedeno
nékolik numerickych experimentti. Nejprve bude predstaveno vzajemné srovnani
primych feSeni vypoctenych jednotlivymi systémy. Nasledné bude popsan kom-
pletni numericky experiment, zahrnujici feseni obracené tlohy, uskuteénény po-
moci nastroje prs4D.

6.1 Srovnani primych reseni

Pro kontrolu implementace programu prs3D bylo zpracovano srovnani reseni
primé tulohy s vysledkem ziskanym modulem eitsolver, tzn. pomoci systému FE-
niCS, ktery je mozné v této situaci povazovat za referencni implementaci. Pred-
métem srovnani, zndzornéném v grafické podobé na obrazku [6.1} je prvni bézové
feSeni o amplitudé I, = 10 mA, zminéné v sekci [5.2.3] je-li vodivost domény
o =1 S/m homogenni. Obrézek znazornuje parové rozdily elektrodovych napéti
ve formé matice, pricemz jeji horni trojuhelnik byl vypocten programem prs3D,
zatimco dolni modulem eitsolver. O shodé feseni vypovida symetrie predkladané
matice podle diagonaly. Skéla napéti byla ofiznuta na interval [-40.0, 90.0], nebot
matice ve skutec¢nosti obsahuje nékolik malo hodnot v absolutni hodnoté radove
vétsich nez 101!

6.2 Experiment s vnorenou kouli

Abychom otestovali kvalitu rekonstrukce ziskatelné pomoci softwarového né-
stroje prs4D, byl navrzen vibec nejjednodussi myslitelny experiment, kterym je
rekonstrukce rozlozeni admitivity ze sady syntetickych pozorovanych napéti, je-
li skutecné rozlozeni vodivosti uvnitt domény velmi kontrastni. Konkrétni popis
zvoleného apriorniho rozlozeni je predmétem prvni ¢asti této sekce.

Navic bylo nutné otestovat robustnost rekonstrukce pri kontaminaci dat su-
mem rizné urovné. Zpusobi, jakymi lze simulovat Sum, je celd fada a pro nase
ucely je dulezité volit takovy, ktery bude nejlépe napodobovat skutecnou nejis-
totu v pozorovanych datech, ktera ma v praxi ptivod napiiklad ve zpiisobu méteni
pozorovanych napéti. Navrhu simulatoru Sumu je vénovana druha c¢ast této sekce.

Je dilezité poznamenat, ze nebude-li nas rekonstrukéni software schopen vy-
poradat se s rekonstrukci admitivity na zakladé syntetickych dat, nebude mit
ziejmé ani smysl, abychom se pokouseli rekonstruovat data redlna, nebot ta bu-
dou obsahovat nejen sSum v pozorovanych napétich, ale také systematickou chybu
majici pivod napt. v geometrii elektrod, jejich poloze ¢i impedanci — veli¢inach,
které nikdy nebudeme modelovat zcela presné.

Celou kapitolu uzaviou vysledky rekonstrukei na zakladé formulace obracené
tlohy dle pro rizné urovné sumu spolu s jejich diskusi a interpretaci.

6.2.1 Synteticka data

Pozorovana data nazyvame syntetickymi, byla-li sestavena z primého feseni
vypocteného ,umeéle® pri zvoleném apriornim rozlozeni admitivity v(m,,), odpo-
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Obrazek 6.1: Matice slouzici jako srovnani primych fesict prs3D a eitsolver. V
pifpadé, kdy j > 1, ij-ta slozka obsahuje hodnotu U; —U; pro diskrétni napéti vy-
poctend prs3D, zatimco pro j < ¢ hodnotu U; —U; pro diskrétni napéti vypoctend
modulem eitsolver.

vidajici apriornimu modelovému vektoru m,,, neboli

U™ =G (v(m,). {L}E) (6.1)

V numerickém experimentu jsme, jak nazev napovida, volili kontrastni rozlo-
zen{ homogenn{ admitivity s vnofenou kouli ilustrovaném obrazky [6.2] a

Presnéji se jedna o kouli poloméru 10 mm, umisténou na pozici & = (10, 10, 45)
mm, jejiz admitivita ¢ini desetindsobek admitivity domény o = 1 + 17 S/m.

6.2.2 Simulace sSumu

Nejjednodussim zptisobem jakym zavést Sum do dat by bylo generovat na-
hodny vektor o dané amplitudé a studovat vliv pri¢teni tohoto vektoru k synte-
pristup spociva v zavedeni jisté relativni miry amplitudy Sumu oproti ,signdlu®
jakozto informace prenasené pozorovanymi daty. K tomu je zapotiebi presné vy-
jadrit co rozumime pojmem signal v kontextu nasi tlohy.

V experimentu s vnorenou kouli mtizeme intuitivné za signdl povazovat rozdil
napéti vypoctenych v pripadé, ze bude admitivita celé domény homogenni oproti
tém, kterd jsme ziskali po vnoreni koule. Formalné tedy pro *y(m;}"m) = v je
odpovidajici ,homogenni* apriorni modelovy vektor mgom a feSenim primé ulohy
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Obrézek 6.2: Rozlozeni Re {7(m,)} odpovidajici apriornimu modelu m,, vnofené
koule

0.01 2.5 D 7.49 10
i\HH\H‘HHHH\‘HW

Obrazek 6.3: Rez rozlozenim Re {y(m,)} odpovidajici apriornimu modelu m,
vnorené koule

0.01 25 O 7.49 10
i\HH\H‘HHHH\‘HW

ziskdme
Uk = G (y(mpem), {L}5) (6.2)

kde U™ jsou tzv. homogenni pozorovand data .
K tomu, abychom mohli pro vyjadreni relativni miry Sumu veli¢inu nazyvanou
SNR (angl. Signal-to-Noise Ratio) definovanou vztahem

Asi na.
SNRqs = 201og, ( — 1) , (6.3)

zbyva vysvétlit, co rozumime amplitudou signalu Agigna. V naSem experimentu
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muzeme za hrubou aproximaci povazovat veli¢inu

Agignar = \/ Var [ [Uobs — U |] . (6.4)

Ke kazdé slozce vektoru pozorovanych napéti pak pricteme komplexni ¢islo
jehoz redlnd i imagindrni slozka budou vzorky normélniho rozdéleni N (0, Asignal)

skalované faktorem Y
2 SNR4p
o5 €XP1o <_ 20 ) (6.5)

6.2.3 Vysledky

Na zéakladé syntetickych dat popsanych v sekci kontaminovanych simu-
lovanym Sumem rtizné arovné metodami popsanymi v predchozi sekci, byla prove-
dena rekonstrukce rozlozeni admitivity fesenim diskrétni obracené tilohy EIT pri
individualnim kédovani , pricemz vypocet byl omezen pouze na jednu frek-
venci. V definici individualniho kédovani byla za referen¢ni admitivitu prirozené
zvolena admitivita pozadi vy, zavedena pti popisu modelu vnorené koule.

Vypocet byl uskutecnén pro nékolik hodnot regularizacniho parametru A, pti-
¢emz dojde-li v programu prs4D k zastaveni iteraci pro dany regularizacni para-
metr s jistym vyslednym modelovym vektorem, optimalizacni algoritmus startuje
v prvni iteraci pro dalsi hodnotu parametru z tohoto bodu modelového prostoru.
Tuto metodu je mozné povazovat za formu zihani — relaxace penaliza¢niho funk-
cionalu. Iterace pro prvni hodnotu regulariza¢niho parametru v programu prs4D
startuji s homogenniho rozlozeni referencni admitivity ~p.

Abychom pro volbu vhodného regularizacniho parametru mohli pouzit kri-
térium L-krivky vyneseme ji do grafu a uvedeme jeji body v tabulce. Rozlo-
zeni admitivity odpovidajici vysledné aproximaci feseni R, regularizované ob-
racené ulohy prezentujeme graficky ve trech forméatech. Prvnimi dvéma
jsou totozné Tezy rozlozenim realné casti admitivity v simulovaném télese rovi-
nou 0 = (10,0,0) mm, 77 = (1,0, 0), z nichz jeden bude vybarven fixni divergentni
skéalou na které jsme problém formulovali (neutralni bila barva pro hodnotu po-
zadi Re {7} = 1.0, horni hranice skily pro Re {7y} = 10.0 — hodnota, kterou
jsme prisoudili vnorené kouli), druhy pak kvalitativni skdlou ptizptisobenou roz-
sahu dat. V neposledni fadé prezentujeme také trojrozmérny pohled skrz kouli, ve
které vykreslime admitivitu na zédkladé predikatu Re {v} > C, kde C je zvoleny
nthreshold“. Jednotka admitivity ve vSech nasledujicich grafickych znazornénich

je S/m.
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Vypocet pro SNR4g = 20

V priipadé SNR4p = 20 charakterizuje L-kiivku obrazek [6.4] spolu s tabulkou [6.1]
Rekonstruované rozlozeni Re {y(R,)} je mozné si prohlédnout na obrézcich

az [6.24

0.14 .
A6

0.12

0.10

e}

o}

oo
T

— AE)

e

o

>
T

g

0.04

Az
0.02

T

Az

A1

- I

0.00 '

0.00 0.0

5

0.10

0.15

X*(d)

0.20

0.25

0.30 0.35

Obrazek 6.4: L-kfivka vznikld analyzou feseni obracené tlohy na zakladé dat
kontaminovanych Sumem o trovni SNRgg = 20

A XQ(R)\) J(R)\)
1| 100 0.3023 | 0.003517
2|10 0.077 0.01015
311 0.03489 | 0.02194
410.1 0.02777 | 0.04257
510.01 |0.02661 | 0.07276
6 | 0.001 | 0.02638 | 0.1235

Tabulka 6.1: Body L-ktivky vzniklé analyzou feseni obracené tlohy na zakladé
dat kontaminovanych Sumem o trovni SNRgg = 20

93



Vypocet pro SNRyg =0

V priipadé SNRgg = 0 charakterizuje L-kiivku obrazek spolu s tabulkou
Rekonstruované rozlozeni Re {7y(R,)} je mozné si prohlédnout na obrazcich

az [6.42]

0.35 N

0.30

o

"]

ot
T

=

b

jam}
T

=

—_

ot
T

0.10

0.05

T

0.00 ,

2.60 2.65 2.70

2.75

X*(d)

2.80

2.85

Obrazek 6.5: L-krivka vznikld analyzou feseni obracené tlohy na zakladé dat
kontaminovanych sumem o trovni SNRgg = 0

A XQ(R)\) J(R)\)
11100 2.913 0.003549
2110 2.683 0.01037
3|1 2.637 0.02329
410.1 2.627 0.05469
51001 |2.623 0.1375
6 | 0.001 | 2.622 0.3244

Tabulka 6.2: Body L-ktivky vzniklé analyzou feseni obracené tlohy na zakladé
dat kontaminovanych Sumem o trovni SNRgg = 0
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Vypocet pro SNR4qg = —10

V pifpadé SNRgg = —10 charakterizuje L-kiivku obrazek spolu s tabulkou
Rekonstruované rozlozeni Re {v(R,)} je mozné si prohlédnout na obrazcich

[6.43] a7 [6.60

2.0

(]‘U 1 T t bl L L L L L L
26.25 26.30 26.35 26.40 26.45 26.50 26.55 26.60 26.65 26.70
X*(d)

Aa

A1

Obrazek 6.6: L-kfivka vznikld analyzou feseni obracené tlohy na zakladé dat

kontaminovanych Sumem o trovni SNRgg = —10

A X(Ry) | J(Ry)
1] 100 26.68 0.003702
2110 26.41 0.01195
311 26.34 0.03649
410.1 26.3 0.1584
510.01 | 26.28 0.5958
6 | 0.001 | 26.27 2.122

Tabulka 6.3: Body L-ktivky vzniklé analyzou feseni obracené tlohy na zakladé
dat kontaminovanych Sumem o trovni SNRgqg = —10
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6.2.4 Diskuse

Rozbor rekonstruovanych rozlozeni admitivity potvrzuje zcela zasadni vliv
sumu na kvalitu vysledku. Je zapottebi zdiiraznit relativni charakter pojmu kva-
lita v tomto kontextu. Bez toho, aniz bychom navrhli kvantitativni metody vy-
hodnoceni kvality rekonstrukce, ndm nezbyva nez se spolehnout na subjektivni
hodnoceni lidskym okem. V pripadé numerického experimentu s vnorenou kouli
bychom mohli za tc¢elem kvantitativniho hodnoceni studovat naptiklad miru fy-
zické expanze rekonstruované nehomogenity oproti apriornimu modelu, ¢i zda se
zachovava stfedni hodnota admitivity rekonstruovaného profilu.

Jak jiz bylo popséno v sekci [6.2.3] obracenou tlohu Fesime nejprve pro nej-
vétsi hodnotu regulariza¢niho parametru a ten postupné oslabujeme. Pro kazdou
troven $umu maji L-kiivky - typicky charakter popsany v sekci
Konkrétné v pripadé SNRgqg = —10 je mozné vysledek rekonstrukce patrné roz-
délit podle hodnoty regularizacniho parametru na obory nedostatecné (A5, Ag)
a prilis (A1, A2) regularizovaného teseni zcela v souladu s myslenkami sekce
véetné dusledkt volby parametru pro kvalitu rekonstrukce. Vysledky pro A3, A4
jsou hranic¢ni, nicméné zlomu L-kiivky lépe odpovida A4, ktery bychom tedy dle
odpovidajiciho kritéria volili jako optiméalni.

V oboru prilis regularizovaného feseni je vysledek rekonstrukce pro kazdou z
urovni Sumu priblizné stejny. Porovname-li fezy, prezentované v ptuvodni skale
problému, s témi v kvalitativni skale, je patrné, ze ackoliv se v kvalitativni skéle
rysuje nehomogenita, velikost jeji admitivity je fadové mensi, nez admitivita vno-
fené koule. To je dano vysokym vlivem penalizace na optimalizovany funkcional,
nebof ta je dle vztahu (4.26) vztazena k homogennimu rozdéleni 7, jehoz abso-
lutni velikost predstavuje desetinu admitivity nehomogenity.

Zcela zasadni pro dalsi ivahy je déni v nedostatecné regularizovaném oboru.
Tam se v rekonstruovaném profilu zfetelné objevuji tvary, které nejsou soucasti
apriornitho modelu, pricemz jejich admitivita je vyrazné odlisnd od admitivity
odpovidajici ¢asti domény v ramci apriorniho rozlozeni — jde o tzv. artefakty.
Oproti tomu, v pripadé SNR4g = 20, kdy je iroven sumu nizka, k tvorbé artefaktu
v oboru nedostatecné regularizovaného reseni nedochézi a vysledek bychom okem
v porovnani s apriornim modelem hodnotili jako dobry. Kritérium L-kfivky nas
vsak vede k tomu, abychom jako feseni prezentovali vysledek rekonstrukce pro s,
kde vsak zcela neodpovida velikost admitivity vnorené koule. Muzeme usoudit,
ze v tomto pripadeé je vliv penalizace zbytecné vysoky a neumoznuje dobry odhad
absolutni velikosti admitivity vnorené koule z divoda popsanych v predchozim
odstavci.

Vysledky rekonstrukei pro SNRgg = 0 lezi prirozené kvalitativné mezi vyse
diskutovanymi, z hlediska Sumu extrémnimi, pripady. Kritérium L-kfivky nés i
v tomto pripadé vede k volbé A3 za optimalni, nicméné z odpovidajiciho fezu v
ptvodni skale problému je patrné, ze absolutni velikost admitivity nehomogenity
nerekonstruujeme presné. Subjektivné lepsi vysledek predstavuje feseni pro Ay, ¢i
dokonce pro A5, kde je admitivita vnorené koule lépe odhadnuta, pficemz se zde
nevyskytuji nikterak vyrazné artefakty.

Shrnuti diskuse nékolika predchozich odstavei, tedy srovnani kategorizace do
obortl prilis a nedostatecné regularizovaného teseni, daného kritériem L-kiivky
oproti subjektivnimu hodnoceni okem autora, obsahuje tabulka (6.4}

Chceme-li zodpovédét narocné otazky, motivujici tuto praci, tykajici se pou-
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zitelnosti metody pro praktické tcely, zejména pro odhaleni maligni formace ve
tkani zenskych prsou, musime vyhodnotit zejména robustnost metody. Vysledky
numerickych experimentu s vnorenou kouli pfi riizné trovni Sumu charakterizuji
v prvnim priblizeni citlivost metody vii¢i Sumu, ktery muze, na zakladé diskuse v
predchozich odstavcich, byt poc¢inaje jistou tirovni znacné destruktivni. Kritickou
ingredienci pro vyneseni soudu nad uzite¢nosti EIT ve studovaném usporadani a
pri zvolené formulaci obrécené tulohy je proto rozbor nejistoty experimentalnich
meéreni a odhad systematickych chyb, kterych se dopoustime pifi modelovani a
diskretizaci problému.

Potencialni systematickd chyba naseho pristupu k feseni obracené tilohy muze
byt znacnda a je nutné poznamenat, ze v numerickych experimentech s vnorenou
kouli navic vyuzivame mnoho apriornich informaci, které v praxi nejsou k dispo-
zici. Jedna se naptiklad o nasledujici skutecnosti.

1. Apriorni model, pro ktery generujeme synteticka data — model s vnore-
nou kouli — je velmi jednoduchy a zna¢né kontrastni. Oproti tomu je z
hlediska anatomie struktura zenského prsu znacné heterogenni a je velkou
otazkou, zda bychom mohli v néjaké heterogenni strukture odhalit kontrast
admitivity, ktery v redlné situaci nemusi byt radovy.

2. Vnorend nehomogenita je jako geometricky utvar soucasti FEM sité. Apri-
orni rozlozeni admitivity je tedy reprezentovatelné pomoci voleného kddo-
vani a jako takové je optimalizaénimu algoritmu pristupné. V praxi bude
ziejmé nutné volit diskretizaci, jejiz nejmensi element bude napriklad 7é-
dové mensi nez nejmensi maligni struktura, kterou chceme odhalit.

3. V definujicim vztahu pro individualni kédovani milzeme v pripadé
vnotrené koule prihodné zvolit admitivitu pozadi za onu referen¢ni, ke které
logaritmicky vztahujeme admitivitu ¢tyrsténu sité, a jez také vstupuje do
penaliza¢niho funkcionalu maximalni entropie. V praxi vsak tato volba neni
tolik pfimocara. Bylo by mozné volit napriklad vhodné definovanou, expe-
rimentalné urcitelnou, stfedni hodnotu.

4. Mnoho aspektti problému modelujeme v numerickych experimentech presné.
V realné situaci se vSak jisté budeme dopoustét systematické chyby tyka-
jici se naptiklad geometrie domény, umisténi elektrod a jejich kontaktni
impedance.

SNRag\A | (1) 102 (2) 10" (3) 10° (4) 107" (5) 102 (6) 107

20 + + 0 - - -
0 + + 0 0 - -
-10 + + + 0 - -

Tabulka 6.4: Kategorizace hodnot regularizacniho parametru v numerickém expe-
rimentu s vnorenou kouli pro rizné drovné sumu. Rozdéleni dle kritéria L-kiivky
je vyznaceno symboly +, o, - pro prilis, optimalné, resp. nedostatecné regularizo-
vané feseni. Subjektivni rozdéleni do stejnych kategorii okem autora je zndzornéno
modrou, zelenou, resp. ¢ervenou barvou
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Obrézek 6.7: Rez Re {y(Ry,)} v ptivodni $kale, SNRgp = 20, A; = 102

C—

Obrazek 6.8: Rez Re {7(Ry,)} v kvalitativni gkéle, SNR4p = 20, \; = 102

0.62 0.852 1.0‘?H . 1.32 1.6

Obréazek 6.9: Predikatovy filtr Re {v(Ry,)} > 1.2, SNRgqp = 20, A\; = 10?
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Obrézek 6.10: Rez Re {y(R),)} v piivodni skdle, SNR4p = 20, Ay = 10!

—

»

Obrazek 6.11: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni skile, SNRqp = 20, Ay = 10

018 074 13 19 24
_—

Obrazek 6.12: Predikatovy filtr Re {7(R»,)} > 1.5, SNRgg = 20, Ay = 10!
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Obrazek 6.13: Rez Re {y(Ry,)} v piivodni skdle, SNR4p = 20, A3 = 10°

—

Obrazek 6.14: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni $kile, SNRqp = 20, A3 = 10°

02051 1 15 222
-

Obréazek 6.15: Predikatovy filtr Re {y(R»,)} > 1.5, SNRgp = 20, A3 = 10°
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Obrazek 6.16: Rez Re {y(Ry,)} v piivodni skdle, SNR4g = 20, A, = 107}

L —

b
e 7 o N

£

r 4

a2

Obrazek 6.17: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni kdle, SNRgp = 20, Ay, = 107"
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Obrazek 6.18: Predikatovy filtr Re {y(Ry,)} > 1.5, SNRgp = 20, Ay = 107!
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Obrazek 6.19: Rez Re {y(R),)} v pivodni gkdle, SNR4p = 20, A5 = 1072

8

Obrazek 6.20: Rez Re {y(R»,)} v kvalitativni $kile, SNRgqp = 20, \s = 1072
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O

Obréazek 6.21: Predikatovy filtr Re {7(Ry,)} > 1.5, SNRgp = 20, A5 = 1072
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Obrazek 6.22: Rez Re {y(Ry,)} v piivodni skdle, SNR4g = 20, \g = 1073

 —

e

Obrazek 6.23: Rez Re {7(R»,)} v kvalitativni skile, SNRqp = 20, \¢ = 1073

015 42 82 12 16
-

Obrazek 6.24: Predikatovy filtr Re {7(R»,)} > 3.0, SNRgp = 20, A\ = 1073
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Obrazek 6.25: Rez Re {y(Ry,)} v ptvodni $kile, SNRgp = 0, \; = 102

O —

Obrazek 6.26: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni skile, SNRqp = 0, A\; = 102

057 0812 1.05 1.29 1.5

O

Obrazek 6.27: Predikdtovy filtr Re {y(Ry,)} > 1.2, SNRqg = 0, A\; = 10?
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Obrazek 6.28: Rez Re {7(R,,)} v pivodni skile, SNRyqg = 0, Ay = 10

O —

Obrazek 6.29: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni kdle, SNRgqg = 0, Ay = 10}

Obrazek 6.30: Predikatovy filtr Re {y(Ry,)} > 1.5, SNRgp = 0, Ay = 10!
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Obrazek 6.31: Rez Re {y(Ry,)} v piivodni skdle, SNR4g = 0, A3 = 10°
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Obrazek 6.32: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni kdle, SNRgp = 0, A3 = 10°

0.13 0.68 1.4 Hm2 29

Obréazek 6.33: Predikatovy filtr Re {y(R»,)} > 1.5, SNRgqg = 0, A3 = 10°
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Obrézek 6.34: Rez Re {y(Ry,)} v piivodni gkdle, SNRgg = 0, Ay = 107!

 —

Obrazek 6.35: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni $kile, SNRqg = 0, Ay = 107*

015 1 19 28 37
-

Obréazek 6.36: Predikatovy filtr Re {7(Ry,)} > 1.5, SNRgg = 0, Ay = 107!




Obrazek 6.37: Rez Re {7(R),)} v ptvodni gkdle, SNRqg = 0, A5 = 1072
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Obréazek 6.38: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni kdle, SNRgqp = 0, A5 = 1072
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Obrazek 6.39: Predikatovy filtr Re {y(Ry,)} > 2.0, SNRgp = 0, A5 = 1072
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Obrazek 6.40: Rez Re {y(Ry,)} v piivodni skdle, SNR4g = 0, A\g = 1073

001 2.5 5 7.49 10

i\H\HH‘HHH\H‘\W
L .
g Y
"'l “‘}»v 'l
a s
[ \
/
-
> 4 A
A >

Obrazek 6.41: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni kdle, SNRgqp = 0, A\¢ = 1073
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Obréazek 6.42: Predikatovy filtr Re {y(Ry,)} > 3.0, SNRqg = 0, \g = 1073
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Obrazek 6.43: Rez Re {y(R),)} v piivodni skdle, SNR4g = —10, \; = 10?

O —

Obrazek 6.44: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni skile, SNRqg = —10, \; = 102
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O

Obrazek 6.45: Predikdtovy filtr Re {y(Ry,)} > 1.2, SNRqg = —10, A\; = 10?
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Obrazek 6.46: Rez Re {v(R),)} v ptvodni skéle, SNRqg = —10, Ay = 10!

L —

= -

Obrazek 6.47: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni $kile, SNRqg = —10, Ay = 10
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O

Obréazek 6.48: Predikatovy filtr Re {v(Ry,)} > 1.5, SNRqg = —10, Ay = 10!
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Obrazek 6.49: Rez Re {y(Ry,)} v piivodni skdle, SNR4g = —10, A3 = 10°
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Obrazek 6.50: Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni kdle, SNRqg = —10, A3 = 10°
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Obrazek 6.51: Predikatovy filtr Re {y(Ry,)} > 1.5, SNRgp = —10, A3 = 10"

72



Obrézek 6.52: Rez Re {v(R),)} v ptvodni gkdle, SNR4g = —10, A, = 107!
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Obrazek 6.53: Rez Re {y(R),)} v kvalitativni $kdle, SNRgg = —10, Ay = 107"

0099 18 3.6 54 7.
[1] ERERRAN

3

Obrazek 6.54: Predikatovy filtr Re {v(R»,)} > 1.5, SNRgg = —10, Ay = 107!
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Obrazek 6.55: Rez Re {v(Ry,)} v piivodni skdle, SNRgg = —10, A5 = 1072
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Obrazek 6.56: Rez Re {y(R),)} v kvalitativni 8kdle, SNRqg = —10, A5 = 1072
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Obrazek 6.57: Predikatovy filtr Re {y(Ry,)} > 2.0, SNRgp = —10, A5 = 1072
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Obrézek 6.58: Rez Re {7(R),)} v piivodni skdle, SNR4g = —10, \g = 1073
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Obrazek 6.59: Rez Re {y(R),)} v kvalitativni skdle, SNRqg = —10, \g = 1073
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Zaver

Primarnim cilem této prace bylo posoudit, zda je mozné metodou Elektroim-
pedancni tomografie odhalit strukturu télesa na zakladé proudovych stimulaci,
pricemz puvodni motivaci byla spoluprace se spolecnosti RSDynamics pti vyvoji
prototypu zafizeni, pomoci kterého by bylo mozné odhalit maligni formace v Zen-
ském prsu. Byt je obracena uloha EIT koncepéné pomérné jednoducha, prakticka
realizace kompletniho EIT feseni se ukazala byti ¢asové naroénym tkolem.

Soucasti této prace jsou numerické experimenty v usporadani prototypu spo-
le¢nosti RSDynamics. Od primyslového partnera byla prejata geometrie zatizeni
a také sada stimulacnich vzoru, kterou byl mérici pristroj schopny promérit v
klinicky prijatelném case. Nez se vibec budeme pokouset zpracovat skutecna
experimentalni data, musi vychozim bodem zkoumani uzitecnosti takového pfti-
stroje ziejmé byt numerické experimenty s rekonstrukei na zéakladé syntetickych
dat, ve kterych schémata pristroje modelujeme presné, a tudiz se nedopoustime
systematické chyby.

Takovym experimentem je naptiklad experiment s vnorenou kouli popsany v
sekei[6.2]) jehoz vysledky jsou prezentovany v zévéru posledni kapitoly. Sekce[6.2.4
obsahuje diskusi vysledki rekonstrukce pro rizné trovné uméle vnaseného sumu,
ze které plyne jeho rozhodujici vliv na kvalitu vysledku. Tudiz, aby bylo mozné
skutec¢né posoudit robustnost metody, je zapotrebi znat charakteristiku nejistoty
meéreni elektrodovych napéti a také odhadnout systematickou chybu, které se
budeme dopoustét modelovanim napiiklad geometrie pristroje, nebo umisténi, ¢i
impedance jeho elektrod.

Jakmile budeme mit k dispozici odhad chyby, musime vyhodnotit, zda jeji
vliv budeme schopni potlacit nékterou ze strategii dodate¢ného podminéni ob-
racené ulohy EIT, které jsme popsali ve ¢tvrté kapitole. Numericky experiment
s vnorenou kouli byl proveden programem prs4D, ktery v soucasnosti obsahuje
jen implementaci individudlniho kédovani admitivity [4.13] pro které autor ne-
nalezl vhodnou strategii extrakce spektralni informace — viz. poznamky k sekci
Atraktivni bude tedy vyhodnotit pifinos kodovani parametrickych modeli
(sekce , s cilem tuto informaci zachytit a s jeji pomoci dodatecné podminit
obracenou ulohu EIT. Jinymi slovy, tato strategie je v praci rozvedena pouze te-
oreticky a jeji implementace lezela mimo ¢asové moznosti autora, pricemz dalsi
kroky timto smérem by mély byt v budoucnosti snadné diky implementaci ge-
nerického rozhrani pro modelovy prostor v programu prs4D, ktera z néj ucinila
skutené moduldrni softwarovy ndstroj (viz. sekce [5.2.1)).

Extrakce spektralni informace neni jedinou cestou k dodatec¢nému podminéni
ulohy. Volba optimdlni sady stimulac¢nich vzora a konstrukce sofistikovanych re-
gularizacnich schémat predstavuji stejné vyznamné sméry. V této praci nebyla
problematika stimulac¢nich vzort blize rozebrana, nebot je predmétem mnozstvi
publikaci. Obdobné je tomu v pripadé regularizacnich schémat, kdy pracujeme
pouze s penaliza¢nim funkcionalem negativni entropie 4.8 V budoucnu bude jisté
uziteéné prozkoumat jiné konstrukce, popripadé moznosti jejich kombinace, ¢i
adaptivniho chovani.
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A Potrebné pojmy z matematické analyzy

Definice A.1 (Oblast tifdy C**, [34]). Rekneme, Ze omezend oblast Q C R?
je tridy C** pro k € No,\ € (0;1], pokud ezistuje o, 3 € R, a > 0,5 > 0, m
ortogondlnich systémii (z.,x%), ve kterych definujeme

A, = {(m’l, LY o< <ai=1,...,d— 1} ,
ddle necht existuje m prislusnych ortogondlnich transformaci T,,vr = 1,2,....m
realizujicich prechod z globdlniho systému (x',x%) do téchto systémii ke a m-tice
funkei ap,r = 1,2,... m tridy C**(A,) takovijch, Ze
1. Vo € 09Q emistuje r = 1,2,...,m, Ze x = T (2}, a.(x))) pro néjaké z!. € A,

2. Definujeme-li

T ({@h ) € Rz ap(ar) < af < anla]) + 5})
Tt ({(n,20) €R?:an(ar) = 6 < o < anla)) })
77 ({(2),2) € RY - ap(a)) = })

pak V;F C Q, V., CRI\Q a A, C 09

<

|7
|7
A,

z poZadavku 1. navic plyne, Ze 9Q = U, A,. Navic, znacime-li V, = V.TUV."UA,,
pak {V,}™ | predstavuje oteviené pokryti 92 a miZeme nalézt Vo C R? otevienou,
aby systém {V,}7, tvoril otevrené pokryti .

Definice A.2 (Prostory LP(092), [34]). Uvazuyme Ze Q je alespon tridy C™'.
Zavedme nejprve pror = 1,....m zobrazeni Q, : A, x [—f, 5] — R4

Qr(x,,8) = (2, ar(7)) +§)

Pro funkei u definovanou na M C V, zavedme funkci ,u definovanou na Q' o
T.(M), nasledovné
w=uoT "l oQ,

Rekneme, Ze funkce u, definovand skoro vsude na 02, ndlezi prostoru LP(0Q) pro
p € [1,00), pokud kazdd z funkci ,u(x),0) ndlezi prostoru LP(A,), r =1,...,m,
neboli

/A lou(z),0)|Pda, <oco r=1,...,m

Opatrime-li tento prostor normou

iy = (35 [, ot 00 st

Definice A.3 (Povrchovy integral, [34]). Necht §) je alespori tridy C%'. Pro funkci
u € LY(0Q) definujeme povrchovy integrdl pomoct vztahu

[yr@as =3 [ )0 d
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kde, oznacime-li {p,(x)}", rozklad jednotky podrizeny pokryti {V,}_,,

u (@) = prl@)u(z) (o (1+z(‘9ar< ))

Je mozné ukdzat, Ze pro p € [1,00) funkciondl

() = (/m \u(az)]”dS);

definuje normu na LP(0Q), kterd je ekvivalentni normé |-| .

Véta A.1 (Integrace per partes ve vice dimenzich, [15]). Bud @ C R™ oblast
tridy C1, k niZ i-td sloZka jednotkové vnéjsi normdly je n; . Necht u,v € C*(Q)

pak
ou
anivdx— —/Qu

ov
; =1,...
o dr + /89 uon; dS (i seeey)

Véta A.2 (Prvni Greenova véta, [13]). Budte 2, u,v,n jako v predchozi véte.
Navic, necht v € C*(Q2). Pak

/Vu-Vvdx:—/udiv(Vv)daH— uVv-ndS
0 Q o9

Véta A.3 (Lax-Milgram, [57]). Necht V' je komplezni Hilbertiv prostor, ||-||,, =
V(v a B(,e) : Vx Vo— C bud seskvilinedrni forma na ném, spliugjici, pro
C1 > 0,C5 > 0, ndsledujici podminky

1. Yo,w € V 1 |[Blow)| < Cy vl wlly
2. Yo €V : B(v,v) > Cy ||v||}
Pak VF € V* existuje prave jeden prvek u € V' takovy, Ze
B(uw) =F(v) YveV

Definice A.4 (Gateaxuv diferencidl a Gateauxova Derivace, [56]). Necht X a Y
jsou Banachovy prostory a A : X — Y je obecné nelinedrni operdtor, o kterém
predpokldddme, Ze je definovan na celém prostoru X s hodnotami v Y. JestliZe
pro zvolené x € X existuje

1
Pn% 7 [A(x + th) — Ax] =: VA(z,h) Vh € X,
e
rekneme, zZe A je Gateauzovsky diferencovatelny a operdtor V A(x,h) se nazijvd
variaci A v bodé x ve sméru h. Pokud je navic VA(x,h) aditivni a spojity v
proménné h, pak se nazjvd Gateauxovou derivaci A v bodé x ve sméru h a znaci
se DA(z, h). Potom

DA(z,h) : X = L(X,Y)
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Definice A.5 (Fréchetuv diferenciél a Fréchetova derivace, [56]). Necht X,Y, A
jsou jako v predchozi definici. Jestlize existuje operdtor u(x,h), ktery je linedrni
v h e X takovy, Ze plati

Alw+h) = A(2) +u(eh) +w(h) a lim “ﬁ’a‘h) —0 |

pak se tento operdtor nazyvd Fréchetovym diferencidlem operdatoru A v bodé x a
oznacuje se symbolem VA(x)(h). Je li navic tento operdtor spojity v h, pak se
nazyvd Fréchetovou derivaci operdatoru A v bodeé x.

Definice A.6 (Slabd konvergence a slaba zdola-polospojitost, [56]). Necht X
je Banachiv prostor. Rekneme, Ze posloupnost {x,}°2, C X konverguje slabé k
x € X pokud

flan) = f(z) Vfe X"

kde X* znaci prostor dudlni k X . Slabou konvergenci znacime symbolem x, — x.
Je-li H Hilbertiv prostor, diky Rieszovée vété o reprezentact plati, Ze posloup-
nost {x,} C H konverguje slabé k = € H prdvé kdyz

(@n,y) = (z,y) VyeH
Funkcional J : H — R nazveme slabe polospojitym zdola, pokud
J(x) < lim inf J(x,) kdykoliv x, — x

Véta A.4 (Piima metoda varia¢niho poé¢tu, [56]). Necht H je Hilbertiv prostor,
J:H — R bud slabé zdola-polospojity funkciondl, ktery je koercivni -

|Tnll;, = 00 = J(x,) = 00

Pak ezistuje minimum J na kazZdé C' C H uzavrené a konvexns.
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6.46 Rez Re {y(Ry,)} v piivodni skale, SNRqg = —10, Ao = 10Y . . . .
6.47 Rez Re {y(Ry,)} v kvalitativni §kdle, SNRgg = —10, Ay = 10'[ . .
6.48 Predikatovy filtr Re{7(Ra,)} > 1.5, SNRag = —10, Ay = 107 . . .
6.49 Rez Re {y(Ry,)} v pivodni gkéle, SNRgg = —10, A3 = 10° . . . .
6.50 Rez Re {7(R),)} v kvalitativni $kdle, SNRgg = —10, A3 = 10° . .
6.51 Predikatovy filtr Re{7(Rx,)} > 1.5, SNRap = —10, A3 = 107] . . .
6.52 Rez Re {v(Ry,)} v ptivodni skale, SNRqg = —10, A, = 101, . . .
6.53 Rez Re {v(R,\M kvalitativni skéle, SNRgg = —10, A\, = 10| . .
6.54 Predikatovy filtr Re {7(Ra)} > L5, SNRap = 10, A, = 10 7] . .
6.55 Rez Re {7(Ry.)} v pivodni gkéle, SNRgg = —10, As = 1077, . . .
6.56 Rez Re {v(Ry.)} v kvalitativni §kéle, SNRgp = —10, A5 = 1077 . .
6.57 Predikatovy filtr Re {7(Rx.)} > 2.0, SNRap = —10, A5 = 10 7 . .
6.58 Rez Re {7(R),)} v ptivodni skdle, SNR4g = —10, A\¢ = 1073, . . .
6.59 Rez Re {7(R),)} v kvalitativni gkéle, SNRgg = —10, A = 1079 . .
6.60 Predikatovy filtr Re {~(Ry;)} > 3.0, SNRgp = —10, \¢ = 1077| . .
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Rejstrik

uloha

adjungovand, 22 24]
obracena,

diskrétnd,
piima, [,
diskrétni,

adjungovany proud,

admitivita, [f]
referencni,

architektura,

data
homogenni, [51]
synteticka, [49]
dielektricka relaxace, [0]
dielektrické charakteristiky, [4]
disperze, [0]

eitsolver,

funkcional

misfit, [19] 21} 29

penalizacni,
Tichonovuw,
materidlovy, [36]
negativni entropie,
totdlni variace, [27]
zhlazovact,

Tichonoviv,

kédovani,
individudlni, [30]
logaritmickeé,

parametru disperzi,
kontaktni impedance,

L-kfivka,

model
kompletni elektrodovy,
parametricky,
svodovy,

vnorené koule,

permitivita, [5]

prostor
datovy, [19]
modelovy, [19] 20]
prsdD, [39, [42]

regularizacni parametr,
regularizac¢ni schéma

obecné,

Tichonovovo,
regularizace,

Tichonovova,
relaxa¢ni doba, [0]

SNR,
spektralni informace, 28], 29

stimulacni vzor, [
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