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Abstrakt: V praci sa zaoberame prudenim podpovrchového oceanu v tzv. pribli-
zeni plytkej vody. Z rovnic popisujicich vSeobecné prudenie nestlacitelnej kva-
paliny ziskame jednoduchsie rovnice, ktoré su aplikovatelné na plytky globéalny
ocean na rotujucej sfére. Na zaklade tychto rovnic vyvinieme program, pomo-
cou ktorého je mozné modelovat dvojrozmerné prudenie ocednu. Pre dva ladové
mesiace, Europu a Enceladus, vyrobime kratke simulacie prudenia oceanu po-
hananého excentricitou obeznej drahy a sklonom osi rotacie voci nej. Existencia
podpovrchovych ocednov bola preukazana na ladovych mesiacoch vonkajsich pla-
nét; doteraz nie je jasny mechanizmus, ktory brani ich zamrznutiu. Na zaklade
simulacii pridenia sa tu poktusime odhadnit disipaciu energie sposobent trenim
o dno oceana.
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Title: Flow of a subsurface ocean in shallow water approximation
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Abstract: In this thesis, we deal with the flow of a subsurface ocean in the so-
called shallow water approximation. From the equations describing general flow
of an incompressible fluid, we obtain simplified equations, applicable to a shal-
low global ocean on a rotating sphere. Based on these equations, we develop a
program that can be used to model the flow of an ocean in 2D. We create short
simulations of the flow on two icy moons, Europa and Enceladus, forced by the ec-
centricity and obliquity tidal potentials. The existence of subsurface oceans has
been demonstrated on icy moons of outer planets; the mechanism which keeps
them from freezing has remained unclear until now. Based on the flow simulations,
we attempt to estimate the energy dissipation due to bottom friction.
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Uvod

Vela mesiacov vonkajsich planét (hlavne Jupiter, Saturn) ako Europa, Ence-
ladus alebo Titan je uz dlho predmetom skiimania. Sonda Cassini, ktora ski-
mala mesiace Saturnu, roku 2006 objavila na Titane povrchové jazera z metanu
a neskor na Encelade vodné erupcie, ktoré naznacuju existenciu podpovrchového
oceanu pokrytého ladom. Na zéklade magnetickych dét ziskanych sondou Galileo
sa existencia podobného podpovrchového oceanu predpokladé aj na Europe.

Pradenie globdlneho ocednu s volnou hladinou sa da dobre modelovat v tzv.
priblizeni plytkej vody. V pripade oceanu uzavretého pod ladom sa ale musi de-
formovat aj lad a nie je jasné, akym sposobom sa ovplyviiuji deformécia Tadu
a prudenie v oceane.

Na to, aby mohol na spomenutych mesiacoch existovat podpovrchovy vodny
ocean, musia existovat zdroje tepla, ktoré ho zohrievaji. Jednou z otazok, ktoré
sa naskytuju, je vplyv energie disipovanej v dosledku priadenia vody v tychto oce-
anoch, ¢i uz trenim alebo turbulentnou viskozitou, na ich zohrievanie. V priblizeni
plytkej vody je ale problém popisovat viskozitu, ktord stavisi s malymi turbulen-
ciami. V podpovrchovych ocednoch tiez existuje okrem trenia o dno aj trenie
o Tadovt pokryvku.

V sti¢asnosti vieme o tychto ocedanoch prilis malo. Existuje vela ¢lankov, ktoré
sa zaoberaju tématikou fadovych ocednov a amplitidou roznych disipa¢nych efek-
tov — napr. Tyler| (2014) porovnéva amplitidy disipacie pre pradenie spdsobené
excentricitou obeznej drahy a vychylkou osi rotécie v zavislosti na hibke ocedna
a dalsich parametroch — ale nie je jasné, ktory model spravne popisuje pridenie
v podpovrchovych oceanoch a ich zohrievanie.

V tejto praci sa zaoberame jednym zo spomenutych modelov, pre ktory vy-
tvorime vlastny program na zaklade rovnic plytkej vody. Tento program je mozné
pouzit na modelovanie priudenia oceanov a $tidium vplyvu disipacnych efektov
v ocedne na terméalnu bilanciu ladovych mesiacov.

Podpovrchové oceany budeme modelovat ako globalne ocedny s plochym dnom
a volnou hladinou — predpokladdme, ze ladova pokryvka nebréni deformécii hla-
diny a neuvazujeme trenie o 1u (resp. ho zahffiame do celkového trecieho koefi-
cientu) ani viskozitu.

V prvej kapitole prace popiseme priblizenie plytkej vody a odvodime ho v kar-
tézskych stradniciach. Podobnou témou sa zaoberala praca (Einspigel a Martinec,
2015)), z ktorej preberieme potrebné rovnice v sférickych stradniciach. V kapitole
2 popiseme simuléciu pridenia a porovname vystup programu s prikladom zo
spomenutej prace (Einspigel a Martinec, 2015| kap. 5.1).

Dalej vytvorime simuldcie pridenia na dvoch Tadovych mesiacoch — Europe
a Encelade — ako priklad a odhadneme disipaciu energie sposobenti trenim o dno
pri tomto prudeni.



1. Priblizenie plytkej vody

Cielom tejto kapitoly je ziskaf rovnice popisujice pohyb nestlacitelnej kvapa-
liny v tenkej vrstve — tzv. priblizeni plykej vody. Vyjdeme zo vSeobecného popisu
prudenia v Eulerovej reprezentécii, kde kvapalinu popisujeme vektorovym polom
rychlosti v priestore ¥/(7',t) a jej hranicou — vyskou hladiny. Postupne sa dopracu-
jeme k rovniciam, ktoré popisuju 2D pridenie pomocou vysky hladiny a dvoch
zloziek rychlosti.

Rovnice plytkej vody najprv odvodime v kartézskej stistave pre tok kvapaliny
na rovnom dne. Dalej ale budeme pracovat s tokom na povrchu rotujicej gule;
tieto rovnice v sférickych suradniciach potom preberieme z prace Einspigel a
Martinec| (2015).

1.1 Pohybové rovnice kvapaliny

Spomerlime najprv rovnice popisujice vSeobecné 3D prudenie. Nestlacitelnd
kvapalina o hustote p spliiuje rovnicu kontinuity v tvare

V-ui=0 (1.1)
a pohybové rovnice, zapisané vektorovo ako

Dy 1 -
— =-V-i : 1.2
Dy~ vt (1.2)

Materiadlovi ¢asova derivaciu rychlosti rozpiseme v Eulerovej reprezentacii ako

Dv  0v

— =—=—+47-Vv 1.3

Dt ot (13)
a tenzor napitia t rozloZime na izotropnu tlakovi ¢ast a bezstopovi deviatoricki
Cast o

t=—-pl+o, (1.4)

kde p je tlak kvapaliny. Tenzor napétia musi byt symetricky, preto aj tenzor o
bude symetricky. Pohyb kvapaliny teda popisuji rovnice

V.u

0, (1.5)
g—f+ﬁ.v5:—%vp+%v-a+f. (1.6)
Pre nestlacitelnii newtonovskt kvapalinu s konsStantnou viskozitou p plati
o=pu(Vi+ (Vo)) ; (1.7)
dosadenim tohto vyrazu do dostaneme Navier-Stokesovu rovnicu

0% 1 .
L iVi=—=Vp+Eav+f (1.8)
ot p P



Poznamka: Tenzory (a vektory ako tenzory 1. rddu) v rovniciach (1.3)), (1.6))
a (|1.8) sme zapisovali bez indexov, na ktorych poradi zalezi. Gradient vektoru ¢
s kartézskymi zlozkami v; (i = 1,2,3) je tenzor 2. rddu so zlozkami

0
(VU);; = 5-v5 (1.9)
K 03:1 77
jeho nésobenim vektorom ¢ zlava dostaneme vektor (pouzivame Einsteinovu su-
macni konvenciu)

L o . 0
(V- V1), =v; (VU),; = via—xivj : (1.10)
Divergencia newtonovského tenzoru o (1.7)) je
V.o=uV- -Vi+uV-(Vo)'; (1.11)

prvy c¢len je laplacian a druhy je nulovy ako dosledok rovnice kontinuity:

. 0o 0
(V : VU)j = %%'Uj = AUj , (112)
S 9 0 4

1.2 Rotujica vztazna ststava

Uvazujme rotaciu uhlovou rychlostou w popisant vektorom & — okolo osi pre-
chadzajucej pociatkom vztaznej ststavy a rovnobeznej s . Medzi materidlovou
derivéciou v rotujtcej a inercialnej sustave plati vztah

D
Dt

D
Dt

— X (1.14)

rot inerc

Ak vyuZijeme, Ze rychlost ¢astic kvapaliny je materidlova derivécia ich polohy,
danej vektorom 7, dostaneme zo definicie rychlosti v oboch sustavach

Dr 7 (1.15)

=y = Vinerc .

Dt inerc
D7
il 1.16
Dt rot o ( )

vztah
Trot = Timere — & X 7. (1.17)

Materidlova derivacia rychlosti (zrychlenie ¢astic) je

Dbrr | _ Dot 5x (7 5 % 7)
- - inerc —_
Dt rot Dt inerc
D’Uinerc — D7 - — -
= — - —wW X —— —wx(vinem—wxf’)
Dt inerc Dt inerc
= % — 20 X Uppere + @0 X (W X 7) (1.18)
t inerc




Pravé strana vektorovej rovnice (|1.6)) sa transforméaciou do rotujtcej sustavy ne-}
meni, pohybové rovnice maju teda v nej tvar

g—j—l—U-Vﬁ:—%Vp—l—%V-a—l—f—ZcUx17+c3><(Qxf). (1.19)
Pribudlo Coriolisovo zrychlenie
Togr = — 20 X T (1.20)
a odstredivé zrychlenie
e =W X (W X 7). (1.21)
Rovnica kontinuity m4a rovnaky tvar v rotujucej sustave,
V ot =V Upere + V- (G x7) =V - (dx7)=0, (1.22)

plati totiz (e;; je Levi-Civitov symbol)

V- ((I} X f) = 7 EijkWjTE = 5ijkwj6ik = EijiwWj = 0. (123)

6%

1.3 Objemové sily

Objemové sily f budeme dalej povazovat za konzervativne a dané potencidlom
V' ako

> 1
f=—VV. (1.24)
P
Tento potencial rozlozime na dve casti,
V=V+V, (1.25)

kde potencial V; popisuje gravitacné zrychlenie
1
g= —;VVl (1.26)

a V5 je malé korekcia k nemu. T4 moze zahitiat napriklad gravitaény vplyv dalsich
telies a iné objemové sily. Tu do neho moézeme zahrnit odstredivé zrychlenie

27, (1.27)

X (WXT)=0(0-T) —w

ktoré nahradime gradientom odstredivého potencialu
1 1
V= —5pld i+ Splwr). (1.28)

Dalej budeme predpokladat, Ze odstredivé zrjchlenie je malé v porovnani s gra-
vitaénym a mozeme ho zanedbat.

V rovniciach plytkej vody budeme uvazovat plytka vrstvu vody na dne tak, Ze
gravitacné zrychlenie posobi v ,zvislom® smere kolmo na dno. Vplyv potencialu
V5 na zvisla zlozku zrychlenia, teda zavislost V5 na z, ale aj zévislost VV5; na
z tiez zanedbame. Samotné ,vodorovné“ zlozky V'V, st nezanedbatelné a hraju
doélezita tlohu vo vyslednych rovniciach — pohanaju kvapalinu vo vodorovnom
smere!

Pohybové rovnice teraz maju tvar

ov

4 T-Vy
8t+v U

1 1 1
——Vp+-V.o0+§—-VVo—20 xv. (1.29)
p p p



1.4 Disipacné vplyvy

Dost dolezitou otézkou je sposob, ktorym budeme popisovat disipacné vplyvy
— viskozitu a trenie. Tie uréite nemozeme zanedbaf, a to z viacerych dovodov:

e vysledny model m4 sluzit aj na odhad disipovaného tepla
e v niektorych pripadoch moze dodat stabilitu numerickému vypocétu

e hodnota Reynoldsovho c¢isla hovori, Ze prudenie bude silno turbulentné,
mala by sa teda prejavit viskdzna disipacia

Pre vlny v oceéne, ktorého hibka je radovo metre aZ desiatky kilometrov,
H = 10*m, a rychlost porovnatelna s obvodovou rychlostou Zeme na rovniku, v =
wR = 10ms™!, je Reynoldsovo &islo (v = 107%°m?s™! je kinematickd viskozita
vody)

H
Re = — =102, (1.30)
1%

To zodpoveda silne turbulentnému prudeniu, ktoré zdanlivo odporuje existencii
takychto vin.

Fyzikalne vysvetlenie je také, Ze turbulencie existuji na skalach ovela mensich
ako rozmery vin popisangych v priblizeni plytkej vody a odchylky rychlosti kvapa-
liny, s ktorymi st spojené, st ovela mensie ako vodorovné zlozky rychlosti tychto
vin. To mé za nasledok, Ze ich nemoéZeme popisovaf priamo newtonovskym ten-
zorom o. |Gent| (1993) ukazuje, Ze rovnice plytkej vody pouZivajice tento tenzor
s energeticky nekonzistentné — kinetickéd energia moze vplyvom viskozity rast.

Einspigel a Martinec| (2015) pouziva tzv. Reynoldsov tenzor (Wajsowicz, |[1993)
v energeticky konzistentnom tvare

o= gA : (vm (VU)T) , (1.31)

kde A je vhodny tenzor 4. radu. Presny tvar vysledného tenzoru o tu nebudeme
uvadzat, ukazuje sa totiz, ze viskozita vody mé na disipaciu energie zanedbatelne
mensi vplyv ako trenie na dne (a tieZ nerovnomernost dna, ktoré ale v tomto mo-
deli neuvazujeme). Nakoniec teda zanedbame turbulencie a ako jediny disipaény
efekt budeme uvazovaft trenie.

Trenie na hraniciach urcuje okrajové podmienky na tenzor o. Okrajova pod-
mienka na dne s koeficientom trenia £y, je

o -l = —pkpUlv|, (1.32)

kde 77 je normalovy vektor ku dnu. Okrajovd podmienka na volnom povrchu (s
inym norméalovym vektorom 7) je

o ii=0. (1.33)



1.5 Odvodenie v kartézskych suradniciach

V tejto casti odvodime rovnice plytkej vody v nerotujucej kartézskej stistave.
Pracujeme v stradniciach z,y,2 = x1,29,x3. Uvazujme kvapalinu na vodorovnom
dne — rovine z = 0; tiazové zrychlenie pdsobi proti smeru osi z.

Charakteristicka vysku hladiny oznacme H (v pripade, kedy je pociato¢nou
podmienkou rovna hladina, je H zaroven stredna vyska; objem kvapaliny sa za-
chovéva, preto je strednd vyska konstantna), okamzita vysku hladiny h = h(z,y),
vodorovné rozmery dna L,,L,; mozeme uvazovat, ze L, a L, st rddovo porov-
natelné. TieZz oznac¢me T charakteristicky cas, za ktory viny prejda vzdialenosti
porovnatelné s L,,L,. V priblizeni plytkej vody predpokladame, ze (Plumb):

e zvisly rozmer je ovela mensi ako vodorovné rozmery — v tomto pripade
H < L,,L,

e vodorovné zlozky rychlosti v,,v, len zanedbatelne zévisia na siradnici z

Pre viny, ktorych charakteristické rozmery v horizontalnom, resp. vertikalnom
smere st porovnatelné s L,,L, resp. H, mozeme zaviest charakteristické hodnoty
rychlosti v,,v,

: (1.34)
: (1.35)

a charakteristicki hodnotu V, rychlosti v,. T odhadneme nasledujiicou uvahou:
¢leny Ov;/Ox; v rovnici kontinuity musia byt navzdjom porovnatelné. Rychlosti
g,y T€SP. U, sa tiez menia na skélach L,,L, resp. H, preto mozeme odhadnit

v,

V. 1
ov \%4 1
8—; ~ L—y =7 (1.37)
Yy
ov.| V.
P R T (1.38)
H H
VZ%T%L—VQ;<<V;%VZ,. (1.39)

Zvisla zlozka rychlosti je teda typicky ovela mensia ako vodorovné.
Dalsi krok, ktorym ziskame rovnicu popisujiicu ¢asovii zmenu vysky hladiny
h, je integrovanie rovnice kontinuity (L.5)) v smere osi z. Plati

h v, hr ov, v,

Okrajova podmienka na rychlost na dne je

v,(z,y,0) =0; (1.41)



rychlost castic na hornom, volnom povrchu je materidlova derivacia ich zvislej
suradnice — vysky hladiny, preto je integral na lavej strane rovny

" Dh
i aav;dz = v, (x,y,h) — v, (2,y,0) = v, (x,y,h) = D - (1.42)

Na pravej strane pouzijeme pravidlo pre derivovanie integralu s premennou hor-
nou medzou:

d (9@ 9(@) 9 dg
= / F (o)t = / — f )t + feg(@) @), (143)

podla ktorého

h h
0y 0 dh 0 dh Ovy
dz = — dz — v (zyh)— ~ —(hv,) —v,— = h—, (1.44
/0 Bz &cov 2wy >d:c 8;1:(U) Y 4 Ox (1.44)
Dh ov ov
—=-h|—+-]). 1.45
Dt (8x * 8y> (1.45)
Materialovi derivaciu rozpiseme ako

Dh  0Oh oh oh oh
2 LBVl = — — _ 1.46
Dr o TUTVhE gy T Tug, (1.46)

(tretia zlozka Vh je nulovd), rovnicu (|1.45) teda mézeme upravit pomocou Leib-
nitzovho pravidla pre derivaciu sucinu do tvaru
oh  0(hv,) 0(hvy)

Ry (1.47)

Pozrime sa teraz na z-ovu zlozku pohybovej rovnice . Vyraz na lavej
strane je materidlové zrychlenie v smere osi z, ktoré odhadneme ako V,/T =
H/T?. MoZeme ocakavat, Ze tento vyraz bude ovela mensi ako tiazové zrychlenie
na pravej strane — kvapalina sa nepohybuje volnym padom; to dobre plati pre
H v rdde metrov az kilometrov a T' v rdde dni. Tiez zanedbame disipacné cleny;
dostaneme rovnicu 5 5V

a_i) ~ 8—; = —pg. (1.48)
Kvapalina je teda priblizne v hydrostatickej rovnovahe a tlak mozeme vyjadrit
ako

p(z,y,2) = p(x,y,h) + pg(h — 2) = po + pg(h — 2). (1.49)

Tlak pg na volnom povrchu kvapaliny je konstantny. KedZe v rovniciach
vystupuju len derivicie potencidlu, mozeme ho povazovat za nulovy.

Zvysné dve zlozky rovnice (1.6 prepisme do ekvivalentného tvaru pripo¢i-
tanim rovnice vynéasobenej v; k i-tej zlozke (nasledujici postup plati pre
i = 1,2). Za tlak pri tom dosadime z ([1.49):

ov;  Ovv,  Ovivy, Oy, Ooh 10V,
+ + = —~

o T or "oy T o Yo pom TV (1.50)



Tieto rovnice tiez integrujme od z = 0 po z = h. Na lavej strane opét pouZijeme

(1.43) a dostaneme

9 hv-dz— %v- + g/hvv dz — @v-v +
ot ), ot " 0w ), ' or " °
h
h
%/ vvydz — g—yvivy + vivz|g ) (1.51)
0

Cleny, v ktorych vystupujt derivécie h, mézeme nahradif pomocou rovnice (1.46)):

o (" Dhr o [" a [ N
5% i UidZ_UiD_t+% i vivxdz+a—y/0 vvydz + vivs, - (1.52)

Ak zanedbame zavislost v;,v,,v, na siradnici z a aplikujeme okrajov podmienku

(1.41)), dostaneme

ohv; ~ Ohviv,  Ohv,
+ + .

1.53
ot ox dy ( )
Integrovanim pravej strany rovnice ((1.50) dostaneme
oh 1 MoV 19 (" 1on "1
—hg— — - 2dz + —— ojde — = =—0j| + - ozi\g . (1.54)
ox; pJo Ox; pOx; /g pox; |, p

V integréloch zanedbame zéavislost V5 aj nim vyvolaného zrychlenia na z a tenzor
o (integrély zloziek o by mali zodpovedat viskdznej disipacii, ktort zanedbavame
vodi treniu).

Normaly ku dnu 77, a k hladine 77; st

Ny = —€, , (1.55)
ny = % , (1.56)
okrajové podmienky a teda maja tvar (pre k = 1,2,3)
ok (2,9,0) = pkprvg(x,y,0)v, (1.57)
o (z,y,h) + Ukj(x,y,h)% =0. (1.58)
j

Rovnica ([1.54]) sa pomocou ([1.58)) zjednodusi do tvaru

oh _hoVe  10h
Ox; pOzx; pOzx;

1
— hg o;i(x,y,0) — Eazi(x,y,O) ) (1.59)

Okrajové podmienky nam ni¢ nehovoria o hodnotach o;; (7 = 1,2) na dne, preto
ale mozeme cCakat, Ze ide o ¢leny suvisiace s viskéznou disipaciou a oproti treniu
na dne ich zanedbat. Pomocou (1.57) potom dostaneme integral pravej strany

(1.50) pre ¢ = 1,2 v tvare

oh B ﬁ@VQ
ox;  p Ox;

— hg — kv (1.60)



Rovnost ((1.53)) a (1.60)) nam d4 pre i = 1,2 resp. x; = x,y rovnice

Ohv ohv?:  Ohv Uy oh  hoV,
d - Y o hge — S22 v 02+ 02 1.61
ot * ox * Ay T p Ox fray/ Ve Uy (1.61)
ohv,  Ohvyv, Ohv, Oh  hOV,
= —hgo — T2 o2 2. 1.62
ot + ox + Ay g@y p Oy friyyf Ve Ty (162)

Ak rozpiSeme derivacie st¢inov a dosadime za Oh/0t zo zintegrovanej rovnice
kontinuity, mozeme vydelif h a dostaneme rovnice v jednoduchsej podobe:

oh  Od(hv,) 0J(hvy)

F TR P (1.63)
ov,, v, v, oh  10Vy  ky, 5 5
AL A N 1.64
ot +vx8x+vy8y er p Ox B Ve (1.64)
vy v, v, Oh  10Vy  kyy 2 402 (1.65)
Z. :

ot e "oy T 98y ooy h V%

Dostali sme 3 rovnice popisujice casovy vyvoj velicin h,v,,v, v 2D — vsetky
veli¢iny zavisia len na x,y.

1.6 Sférické suradnice

Pri modelovani pohybu kvapaliny na sférickom telese polomeru R budeme pra-
covat v sférickych suradniciach. Tie zavedieme ako vzdialenost od stredu telesa r,
zemepisnt Sirku — uhol € (—90°,90°) a zemepisni dizku — uhol . Transformacia
medzi kartézskymi a sférickymi stiradnicami je

x =rcosfcosy, (1.66)
y=rcosfsingp, (1.67)
z=rsinf. (1.68)

Zlozky gradientu v sférickych stradniciach oznac¢ime

= 2, L.
0 r2or (1.69)
10 0
=_-— =] 1.
%= o8~ "ag (1.70)
1 0 0
0, = — =, 1.71
Y rcosf0p  TOp’ (1.71)
kde ly,l,, st Lamého koeficienty.
Gravitaény potencial telesa o hmotnosti M podla vztahu (1.26]) je
GM
V=M (1.72)
r
v sférickych stradniciach popisuje gravitacné zrychlenie
1 GM T
e A Ty (1.73)
p r2or
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Rotaciu mézeme popisat Coriolisovym parametrom
feor = 2wsin6 . (1.74)

Rovnice (1.5, (1.29) prejda do tvaru (Einspigel a Martinec, 2015, kap. 2.1)

2
r%ag:’" rcis@ (8(%89%9 + 831:;0) =0, (1.75)
% + %vw (v, — tan Gvy) + %%
2
7’(:(1)36 <8602§%W + ZZ’) = foorty = — closﬁg_f; + %v .o, (1.76)
% + % (vrvg + tan 92}@) + %37“;1;91)7,
ml)sg (aCO;@QUS + 82“2’;9) = = feortp — %% + %V o, (1.77)
LR
TC(l)SH (acosangr + 3;,:0217«) =—g- %% + %V 0. (1.78)

1.7 Rovnice plytkej vody v sférickych stradni-
ciach

Sktimame pridenie vo vrstve kvapaliny charakteristickej hrubky H a lokalne;j
hriabky h(6,) na povrchu gule polomeru R; v priblizeni plytkej vody predpokla-
dame, ze ,kolmy“ — radidlny rozmer je ovela mens$i ako ,vodorovné“ — tangen-
cidlne, teda H,h < R. Potom mozeme v radidlnej zlozke gradientu zanedbat ¢len,
ktory je priblizne rovny 2/R:

o 2 0

o T e

Tiez mozeme zanedbat zavislost gravitacného zrychlenia na stradnici 7.
Odvodenie rovnic plytkej vody v sférickych stiradniciach je rovnaké ako v kar-

tézskych — radialnym integrovanim rovnice kontinuity ziskame rovnicu popisujicu

zmeny vysky hladiny, zanedbanim vhodnych ¢lenov v radialnej Eulerovej rovnici

dospejeme k rovnici hydrostatickej rovnovahy

dp
£ 1.
or PY (1.80)

o, (1.79)

ktorej rieSenim pre konstantné tiazové zrychlenie g je

p=rpgh—r), (1.81)

a ten dosadime do Eulerovych rovnic pre vg,v,. V tych tiez zanedbdme vhodné
¢leny a radidlnym integrovanim dospejeme k rovniciam popisujicim casovy vy-
voj vyrazov hvg,hv,. Detailné odvodenie zahfiiajuce aj viskozitu je popisané v

11



(Einspigel a Martinec, 2015, kap. 2). Vysledné rovnice mézeme napisat v tvare

oh _ tand

E - R hU@ - ag(hvg) — ap(h?}@) s (182)
_a(gfg) + 0p(hv2) + 0, (hvgv,,) = ztageh(vg —02) = fuorhvy — ghOph
h
— Ve kpunfih ez, (189
8(2?) + Op(hvgv,) + @(hvi) = Qta;(ghvg% + feorhvg — ghd,h

h
— ;QDVQ — kfrvpy/vg 4+ v (1.84)

Rovnice ([1.83)) a ((1.84) mo6zeme upravit podobne ako v ¢asti 1.5 rozpisanim su-
¢inov a dosadenim 0h/0t z rovnice (1.82)). Dostavame sadu rovnic

oh B tan 6

9 R hvg — Og(hvg) — O, (hv,,) , (1.85)

% + vp0vg + Vp0pvp = — ta;@vi — feorVp — gOph
- 239‘/2 - %%m, (1.86)

% + v90pvy + V0,V = %09% + feorVg — gOsh

1 kpe
_ ;ag,vg - %vm [v3 + 2. (1.87)

Tieto rovnice st velmi podobné dvojrozmernym rovniciam ((1.5) a ((1.29); uz v
rovniciach (|1.75)—(1.78]) prechodom do sférickych stradnic pribudli ¢leny s tan 6

a radidlnym integrovanim sa objavil ¢len zodpovedajici treniu na dne.
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2. Numerické spracovanie

Rovnice — popisuju casovy vyvoj vysky hladiny h a tangencial-
nych zloziek rychlosti vg,v, (dalej ich budeme oznacovat v,u). Tieto rovnice pre-
formulujeme pomocou kone¢nych rozdielov na sieti N+ 1 x M bodov na povrchu
sférického telesa, ¢o ndm pre vhodné pociatocné podmienky umozni simulovat
tok v priblizeni plytkej vody.

V tejto kapitole popiseme diskretizovany tvar rovnic — a integ-
ra¢ni metédu. Dalej vyvinieme vlastny program, ktory otestujeme pre rotujtice
sférické teleso s parametrami Zeme a globalnym ocednom, jednoduchy potencial
V5 zodpovedajuci obehu Mesiaca okolo rovniku a dva druhy pociatocnych pod-
mienok:

e gaussovska priehlbina s maximalnou hibkou 100 m,

e rovnd hladina (rovnovazny stav pre V, = 0).

2.1 VeliCiny na sieti

Na modelovanie pouzijeme Arakawovu C-siet (Collins a kol., [2013). Uhlové
vzdialenost susednych bodov je v kazdom smere konstantna, uzlovy bod (i,j) sa
nachadza na suradniciach

180°
6@]' == Z - 900 = ZAG - 900 y (21)
N
.360° ,
©0ij =] i jAp. (2.2)

Uzlové body indexujeme od nuly, teda 0 <7 < N,0 < 57 < M. Rota¢na symetria
okolo osi z ndm dava okrajovi podmienku

(1,j) = (4,5 + M). (2.3)

V uzlovom bode (i,j) a ¢ase ¢t uddvame vysku hladiny hf ;. Rychlost u uddvame
v strede medzi uzlovymi bodmi (i,5) a (i,j + 1) — jej hodnotu budeme oznacovat
uf,j+1/2 —a rychlost v v strede medzi uzlovymi bodmi (7,5) a (i+1,5); jej hodnotu
budeme oznacovat v, J2.
Kedze derivécie 0, okolo pélov (6 = £90°) diverguji, predpiSeme v oblastiach
|| > 85° kontinenty — miesta s u = v = 0 a pevnou vyskou hladiny h = H.
Rovnica popisuje ¢asovy vyvoj h, rovnice a ¢asovy vyvoj

u a v v tvare

Oh
i Fy(t), (2.4)
ov
5 = F,(t), (2.5)
ou
i F,(t), (2.6)

kde pravé strany rovnic (2.4)-(2.6) zavisia okrem ¢,0,¢ len na h,u,v a ich prvych
derivacidch podla 6,p. Tieto funkcie potrebujeme vyjadrit pomocou konecénych
rozdielov.
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Ked rozpiseme derivacie stcinov v rovnici ((1.85)), dostaneme

tan 6
= I

hv — u0,h — vOgh — (Opu + Opv) h. (2.7)

Tito funkciu vyhodnocujeme v uzlovom bode (i,j), kde pozname h = hj ;, uhly
0,0 a vSetky veli¢iny s nimi spojené, teda aj Lamého koeficienty ly,l,. Potrebné

priestorové derivacie u,v vypocitame pomocou ich susednych hodnét:

Ui j+1/2 — Wi 5-1/2

Opu =1 : (2.8)
® ® AQD
Vit1/2,5 — Vi—-1/2,5
Ogv =1 . 2.9
g = lo A7 (2.9)
Z tych istych hodnét interpolujeme u,v v uzlovom bode (i,7):
Ui 4 + U4 -
— LI+l o 1z (2.10)
Vit1/2; + Vil1/2,
v = U2 . L2i (2.11)
Derivacie h vypocitame pomocou hodnét h v susednych uzlovych bodoch:
By i — hiiq
Oph = 1, =2 2.12
hivi; — hi_1
Oph = lp—"L 1 2.13
YN (2.13)
Dostavame rovnicu (2.7)) v tvare
¢ _tanbi; Y ‘Uf,j + Ui, B Ui j Uiy hijn — hij
o] R % 2 2 20
B Uiy Viay by —hiy B Uiy — Uiy i Vij = Vicly Bt
2 2A0 Ay A a
(2.14)

V bodoch (i + 1/2,5) vyhodnoducujeme funkciu F,, ktora je dand rovnicou

(1.86) ako

tan 6

F,=—
R

1 ksp
u2—(v89v+u&pv)—2w sin Qu—gagh—;(%\/g—%v\/ u? +v?. (2.15)

Hodnotu v = w;y1/2; pozname, u;y1/2; interpolujeme ako priemer zo Styroch
susednych hodnot:

Uit1/25 = (ui,j+1/2 + Uit141/2 + Uij-1/2 + ui+1,j71/2) . (2.16)

Derivéacie rychlosti v interpolujeme tiez ako priemery zo susednych hodnot:

V; i — UVj— :
By = 1y +3/27JA0 1/2,j ’
V; ; — VU i
Opv = 1,2t ¥ AT (2.18)

(2.17)
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Z hodnoét h v susednych uzlovych bodoch vypocitame h a dph:

hisi i — hi;
ho= lyoittd — Mg 2.1
h _h+l++hz (2.20)

Uhol 6 vypo¢itame z rovnice (2.1)). Vyrazy z rovnic (2.16|)—(2.20) potom pouzijeme

v rovnici ([2.15).
Rovnaky postup pouzijeme pre vyjadrenie F, v bodoch (i,7+1/2), ¢o je podla

rovnice ((1.87))

1
- tagqu—(v89u+u6¢U)+2w sin Qv — gd,h— =0, Vo — S B TR, (2:21)
P

Fy
h

Tu pozname hodnotu u = u;j11/2, uhol 6 (opdf podla (2.1)) a ako priemer zo
styroch susednych hodndt interpolujeme v; ;1 /2:

(Ui+1/2,j + Vit1/2,5+1 + Vi—1/25 + Ui—1/2,j+1) : (2.22)

A~ =

Vij+1/2 =

Dalej dopocitame

Oy = lg= L2 (2.23)

Vi41/2,5+1 — Vit1/2,5—-1
O,u =1 : 2.24
P ® AQO ( )

Z hodnoét h v susednych uzlovych bodoch vypocitame h a 9ph:
hivi; — hij
dph = ZQ% : (2.25)
h; hi;

=t T g (2.26)

2

2.2 Integrac¢na metoda

Pri vypocte pouzivame konstantny c¢asovy krok At. Najjednoduchsou meto-
dou na vypocet h,u,v z rovnic (2.1)—(2.3)) je explicitnd Eulerova metéda, kde

h%m - hij t
= Fi. (2.27)

a podobne pre u,v. Hodnoty h,u,v v kazdom kroku zavisia len od hodno6t v pre-
sovych krokoch simuldcia za¢ne rychlo dévat nespravne vysledky. Na vypocet
RiHAL AL AL breto pouzivame prediktor-korektor pristup, kde prediktor je
metdda leapfrog a korektor trapezoidalny (Shchepetkin a McWilliams, [2005)).

V metéde leapfrog vypoéitame odhad h* 2! pomocou hodnot A2 — hodnét
v predoslom ¢asovom kroku — podla vztahu

* t+AL t—At

2At

=Fp.i (2.28)
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Tabulka 2.1: Parametre stustavy Mesiac-Zem.

polomer R 6,38 - 10° km
normalna vyska hladiny H 3,5 km
koeficient trenia Egp 0,01

uhlova rychlost rotacie w 7,27-107%s71
uhlové rychlost obehu Mesiaca  w,, 2,610 6571
tiazové zrychlenie g 9,81 ms~?
parameter potencidlu V5 I 411-10""ms~2

kde F} vyuziva hodnoty h',u’,v’; podobné vztahy platia pre u a v. V tejto metéde
modzu vznikat odchylky medzi parnymi a neparnymi krokmi, preto vypocitame
kone¢né hodnoty h'T2% u!+4t v!T2 pomocou trapezoidalnej korekcie:
t+AL * t+AL
hig™ —hiy _ g~ Fhg

N 5 , (2.29)

kde Fy "2 yvyuziva hodnoty h* A% y* A% * A T4to metdda je uz stabilnd
a presna do druhého radu v At.

Na zaklade uvedenych rovnic sme implementovali simulaciu v C/C++. Roz-
mery siete st N = 180 a M = 360, rozliSenie je teda 1° x 1°. Casovy krok volime
pri kazdej simulacii osobitne — tak velky, aby simulacia trvala ¢o najkratsie, ale
zaroven tak maly, aby bola dostato¢ne presna.

2.3 Tvar potencialu

Uvazujeme mesiac, ktory sa pohybuje okolo rovnika v smere rotacie uhlovou
rychlostou w,,. Jeho uhlova rychlost v rotujtcej ststave je w,, —w a jeho potencial
je (Melchior] 1983])

Vo = —gycos? 0 cos? (¢ + (wy, — w)t) | (2.30)

popisany konstantou gs. Pre satelit hmotnosti M vo vzdialenosti d > R od stredu
sustavy je tato konstanta rovna

3 GMR?
T (2.31)
Tangencidlne zlozky VV; st
OpVa = g_}; sin 26 cos? (¢ + (W — w)t) , (2.32)
0,Vo = g_]; cosOsin (2¢ + 2(wy, — w)t) . (2.33)

V skutoc¢nosti gravitacny vplyv mesiaca deformuje aj samotnu sféru a tym meni jej
gravitacné pole. Tento efekt sme tu neuvazovali. Podrobnejsie je tento potencial
popisany v (Einspigel, 2012, kap. 3).
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Tabulka 2.2: Parametre testu — gaussovskej jamy.

hibka jamy hy 100 m
f-sirka jamy 0. 7°
p-sirka jamy D ]°
zemepisna dlzka stredu jamy ¢, 240°
¢asovy krok At 20s

2.4 Test: gaussovska jama

Na kontrolu, ¢i je program spravny, kvalitativne porovname jeho vystup s
testom podobného programu v praci (Einspigel a Martined, 2015, kap. 5.1).
Predpisujeme nulovt pociatoéni rychlost v aj v a gaussovska vychylku hla-
diny v tvare
h=H — h16*(9/9w)2*((s&*<ﬁc)/ww)2 _ (2.34)

Stred jamy je na zemepisnej dlzke ¢, na rovniku. Parametre 6, resp. ¢, uréujt
uhlovi vzdialenost od stredu jamy v smere @ resp. ¢, v ktorej jej hibka klesne na
hy/e. Vietky parametre s zhrnuté v tabulkach a

Na obrazku je farebne vykreslena vychylka hladiny Ah = h — H v danom
Case t. Mozeme vidiet vinu, ktoréd sa z bodu 6 = 0, p = ¢, 8iri a odraza od kon-
tinentov na péloch. Vystup programu sa dobre zhoduje s o¢akavanym (Einspigel
a Martinec, 2015| obr. 4). Rozdiely vznikaju az v ¢ase okolo 20 h, kedy by mala
vlna narazif na ostrov, ktory sme tu nezahrnuli. Rovnice a program by teda mali
byt spravne. Samozrejme, potencidl V5 je slaby a pozorovatelny vplyv mé az v
dalsom teste.

2.5 Test: priliv

Tu predpisujeme nulovi pociatoéni rychlost a konstantni pociatoéni vysku
hladiny H; ostatné parametre st rovnaké ako v tabulke a Casovy krok je opit
20s. Vystup — vychylka hladiny Ah v ¢ase t — je na obr.

Nejde o dobru simulaciu skuto¢ného prilivu na Zemi, lebo chyba sts a tvar
dna oceéana, ktory sa vyrazne meni. To koniec koncov vidno uz z toho, ze maxi-
malna vychylka Ah je o rdd mensia ako v skutoc¢nosti. Vidime ale, Ze program
uspesne modeluje pridenie pohanané malym potencidlom V5, bez pozorovatelnych
numerickych chyb.
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Obr. 2.1: Test: gaussovska jama, vychylka hladiny v roznych ¢asoch.
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Obr. 2.2: Test: gaussovska jama, pociatocna vychylka hladiny.

t=1d,12h,0m,0s

60

120

180
P [°]

240

t=3d,0h,0m,0s

300

4

60

120

P [°]

0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0 Ah [m]
-0.05
-0.1
-0.15
-0.2
-0.25

[} 25

D 15

D D5
Ah [m]

—D 05

-0.1

-0.15

-0.2
-0.25

Obr. 2.3: Test: priliv na Zemi, vychylka hladiny v réznych ¢asoch.
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3. Aplikacia na ladové mesiace

3.1 Tvar potencialu

Uvazujeme dva prispevky k potencidlu Va: potencidl V. (eccentricity tides)
sposobeny rotaciou a excentricitou drahy a V, (obliquity tides) sposobeny sklonom
osi rotacie (Chen a kol., 2014, kap. 2.1). Gravitacné vplyvy ostatnych telies st
malé, preto ich zanedbavame.

Pre potencial V, a zlozky jeho sférického gradientu plati

3
V. = —EpLuQRze cos? 6 (3 cos?  cos wt + 2sin 2¢ sin wt) , (3.1)
3
0V, = §pw2Re sin 26 (3 cos? ¢ cos wt + 2 sin 2psinwt) | (3.2)
3
0,Ve = —§pw2Re cos 0 (—3sin 2¢ coswt + 4 cos 2 sin wt) ; (3.3)

pre potencial V, zasa

3
Vo = —EpchRQQO sin 26 cos  cos wt , (3.4)

9V, = —3pw? R cos 20 cos ¢ cos wt , (3.5)
0.V, = 3pw? RB, sin @ sin ¢ cos wt .

Tiez sme nezahrnuli deforméaciu samotnej sféry a tym vyvolani zmenu potencialu.
Pre vysledny potencial V5 plati

Vo=Vo+Ve. (3.7)

Potencial V5 z predoslej kapitoly sme tu neuvazovali. Pre stistavu Zem-Mesiac
vychddza konstanta g»/(Rp) = 10~ ms2, ¢o je rddovo ovela menej ako w?R.

3.2 TLadové mesiace

Dostavame sa k hlavnému vystupu prace: simulécii pridenia na ladovych me-
siacoch. Ako dva priklady sme si vybrali Europu a Enceladus.

V sucasnosti je dost velky problém popisovat ocedn pokryty ladom. Dovo-
dom je to, ze ten isty potencial, ktory vyvolava prudenie oceanu, spésobuje aj
deforméciu ladovej pokryvky; zaroven ale ocean a Iad posobia na seba navzajom,
museli by sme teda zaroven popisovat dve ststavy so spoloc¢nou hranicou a ich
vplyv — v pripade ocedna napr. pridanim nenulového tlaku na jeho hladinu.

Pridenie v podpovrchovych oceanoch tu preto modelujeme len ako prudenie
volného ocedna vyvolané potencidlom uvedenom v predoslej ¢asti. Sklon osi je u
Europy o rad mensi ako excentricita a pri Encelade je az o 3 rddy mensi, preto
mozeme Cakaf, Ze pridenie pohana u oboch mesiacov hlavne potencial vyvolany
excentricitou. (Chen a kol. (2014} tab. 3) ale uvddza na Europe o 2 rady mensi
disipa¢ny efekt sposobeny excentricitou ako sklonom osi, pri modelovani teda

pouzijeme Uplny potencial podla (3.7)).
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Obr. 3.1: Europa — vychylka hladiny v réznych ¢asoch.
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Obr. 3.2: Enceladus — vychylka hladiny v réznych ¢asoch.
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Tabulka 3.1: Parametre modelu — pridenie na Europe.

polomer R 1,57 - 103 km
normalna vyska hladiny H 30,0 km
koeficient trenia gy 0,01

uhlova rychlost rotacie w 2,05-107%s7 ¢
tiazové zrychlenie g 1,31ms—2
excentricita e 0,0094
vychylka osi otacania 0o —0,053°
casovy krok At 4,0s

Tabulka 3.2: Parametre modelu — pridenie na Encelade.

polomer R 2,52 - 10? km
normalna vyska hladiny H 30,0 km
koeficient trenia gy 0,01

uhlové rychlost rotacie w 5,31-107°s7!
tiazové zrjchlenie g 0,11ms™2
excentricita e 0,0044
vychylka osi otacania 6o —0,00014°
¢asovy krok At 4,08

Vsetky podstatné parametre st uvedené v tabulkéach a . Na obr. je
vysledok tejto simulécie (farebne vychylka hladiny Ah) pre Europu a na obr.
pre Enceladus. Tiez sme vytvorili vided k obom simuldciam (vid prilohy).

Parametre mesiacov sme ¢erpali z |Chen a kol.| (2014} tab. 2). Pouzivame rov-
naky koeficient trenia k¢ = 0,01, ale mensi casovy krok, lebo potencial V5 mé
vacsiu amplitidu a pri kroku At = 20s rychlo spdsoboval velké numerické chyby.

3.3 Odhad disipacie

Jedinym disipa¢nym efektom je trenie na dne. KedZe trecia sila posobi proti
smeru pohybu, je plosny disipaény vikon posobiaci na stipec vody vysky h

dP [
p="35 = (PL11) -7 = phyloP (33)
Sféricky element plochy je
dS = cosfdedb , (3.9)

celkovy disipacny vykon ziskame integrovanim resp. diskrétnym stctom
P = me cos 0; ; ApAl = Z Pk fr (vij + u?yj)?)/2 cos 0; ; ApAb (3.10)

cez vSetky uzlové body siete. Ide nam len o priblizny odhad, nemusime teda
interpolovat rychlosti v; ;, u; ; a staci len pouzit fubovolné hodnoty v susednych
bodoch. Hustota vody je p = 1,0 - 103 kg m 3.

Disipa¢ny vykon P s ¢asom osciluje. Pre Europu je jeho strednd hodnota
priblizne 1,5 - 10 W a v maxime dosahuje 3 - 10!°W. Pre Enceladus je zasa
maximéalna hodnota priblizne 2 - 10" W a stredn& hodnota 7 - 10¢ W.
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Z.aver

Vystupom tejto prace je vlastny program umoziujici modelovanie pridenia
podpovrchového oceanu na sférickom rotujicom telese s rovnym dnom. Program
je pouzitelny pre Tubovolny tvar slapového potencidlu a poé¢iatoénych podmienok;
je ho tiez mozné upravit pre modely, ktoré sa zaoberaj inym zdrojom disipa¢nych
efektov.

Na modelovanie sme pouzili rovnice plytkej vody, ktoré sme v kapitole 1 od-
vodili v kartézskych stradniciach. Samotny program vyuziva metédu koneénych
rozdielov na sieti; na integrovanie rovnic popisujtcich ¢asovy vyvoj vysky hladiny
a vodorovnych zloziek rychlosti kvapaliny sme vyuzili metédu leapfrog s trapezo-
idalnou korekciou, ktora je popisana v kapitole 2.

Program sme otestovali na dvoch prikladoch pre ocean na Zemi. V prvom je
pociatoénym tvarom hladiny tzka gaussovskad jama, v druhom ma na zaciatku
hladina konstantnu vysku a pohyb vody pohana gravitacny potencial Mesiaca
rotujticeho okolo rovnika.

Dalej sme program vyuzili na simuldciu priadenia ocednu na fadovych mesia-
coch — Europe a Encelade, vyvolané hlavne excentricitou obeznej drahy mesiacov.
Na zaklade tejto simulacie sme odhadli disipaciu energie na oboch mesiacoch spo-
sobentl trenim o dno.

Na rozdiel od prudenia ocednu na Zemi ndm chyba vela informécii o ladovych
mesiacoch. Nepozname profil dna oceanov, velmi presne ani ich hibku. V rovni-
ciach plytkej vody nie je mozné priamo modelovat viskozitu prevzatim tenzoru
napitia z 3D rovnic; doleZitejsi efekt by ale malo byt trenie na dne, preto sme
viskozitu vynechali.

Dalsim zlepsenim modelu moze byt prave zapocitanie viskéznej disipacie vo
vhodnom tvare alebo trenia o ladovi pokryvku, ale hlavne vzdjomného vplyvu
ladovej pokryvky a oceanu.
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Prilohy

Na prilozenom CD sa nachadza program v jazyku C++ pouzity na modelo-
vanie prudenia globalneho oceana, a to v nasledujicich verziach:

e shallowwatflow.cpp — obsahuje len funkcie vztahujice sa k samotnej si-
mulacii, neobsahuje konkrétne parametre ani pociato¢né podmienky;,

e swf-test-gauss.cpp — simulécia testu 1 (gaussovskd jama),
e swf-test-earthmoon.cpp — simuldcia testu 2 (priliv),

e swf-europa.cpp — simuldcia prudenia na Europe,

e swf-enceladus.cpp — simulécia prudenia na Enceladu.

Stubor shallowwatflow.cpp obsahuje definicie globalnych premennych a tieto
funkcie:

e init() — pouzitd na inicializaciu parametrov a pociato¢nych podmienok,
e evol() — vykona krok o At,

e pred h(), pred_u(), pred_v() — prediktor, vypocet h*, u* resp. v*,

e corr h(), corr u(), corr v() — korektor, vypocet h, u resp. v,

e dy V(T,x,y), dx V(T,x,y) — vypoclet OyV (z,y)/p resp. 0,V (z,y)/p v Tubo-
volnom case T,

e diss() — pocita disipacny vykon P (3.10) v danom case.

Samotna simulécia sa sklad4 z jedného volania init() a opakovaného volania
evol (). V tomto sibore sa nachadzaji aj podrobnejsie komentare k pouzivaniu
programu.

V ostatnych stboroch st vo funkcii init() zadefinované vsetky parametre
aj pociatoéné podmienky a vo funkcidch dx_V, dy_V st dané vzorce pre vypocet
derivacii potencidlu. Navyse sa tam nachadza funkcia print (oup), ktord vypise
do stboru oup hodnoty ¢,0,h,v,u, a hlavna funkcia main (), ktora spusta simulé-
ciu, vypisuje tento vystup s krokom 200s do ¢islovanych stiiborov a hodnoty ¢,P
na standardny vystup.

Dalej sa na CD nachidzaji vide4d pre oba testy a obe simuldcie priidenia
na ladovych mesiacoch. Vystup programu swf-X.cpp je vzdy vo videu X.avi.
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