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1 Uvod

V bakalarské praci [@] jsem zpracoval model hlasivky jako elastické struktury.
Na pocitaci jsem modeloval, jak se elasticka struktura hlasivky chova pfi rizném
zatizeni vnéjsi silou. Predpokladal jsem velké vychylky materidlti od vychozich
poloh, nebot vychylky jsou srovnatelné s rozmérem hlasivky.

V této diplomové praci navazuji na svou bakalarskou préaci a rozsiruji mo-
del hlasivky jako elastické struktury o interakci se vzduchem modelovanym
Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi (NS rovnice). Samotny mechanismus fonace
a samobuzené oscilace neni jesté zcela dikladné objasnén [, s. 322] [@, S.
601-602]. Zakladnim cilem této préce je formulovat predpoklady a rovnice pro
komplexni odpovéd na otazku, jak hlasivky kmitaji v rezimu pred dosazenim
kontaktu, simulovat takové kmitani na pocitacovém modelu a zjistit zavislost
frekvenci kmitani na parametrech modelu.

Kromé toho, ze kmitani hlasivek je samo o sobé zajimavym problémem FSI,
pochopeni principt tvorby priméarniho ténu z biofyzikalniho hlediska je podstatné
napr. kvuli tomu, ze umoznuje projektovat a vyrabét lepsi umeélé hlasové nahrady,
pomaha chirurgiim zvolit takové operacni metody, které usnadnuji navrat ke zdra-
vému hlasu [@], a lze ho zohlednit v dalSich védeckych a uméleckych disciplinach.

Prace je rozélenéna do nasledujicich kapitol:
1. v kapitole avod popisuji motivaci prace a jeji ¢lenéni do kapitol,

2. v kapitole kontext problému rekapituluji zakladni poznatky o anatomii
a fyziologii hlasivek a v navaznosti na to rekapituluji riizné pristupy ke
zkouméani hlasivek pomoci numerickych metod, az dospivam k pfesnému

vymezeni vytycené tlohy,

3. v kapitole fyzikalni model pripominam teoretické fyzikalni poznatky z me-
chaniky kontinua, formuluji fyzikalni predpoklady FSI modelu a aplikuji
teoretické poznatky na resenou tulohu; vysledkem této kapitoly jsou rovnice
popisujici FSI v obvyklé formulaci parcidlnich diferencialnich rovnic v ALE

metodé,

4. v kapitole matematicky model davam dohromady vse, co je z matematic-
kého hlediska pottebné pro primé numerické feseni vytycené tlohy, zejména

prevadim fyzikalni rovnice do slabé formulace,

5. v kapitole pocitacova simulace popisuji schéma pocitacovych programii
simulace, jednotlivé pouzité programy a jejich moduly, které testuji, defi-
nuji vychozi parametry simulace, jakoz i sledované veliciny, a ve funkénim

programu simuluji vybrany tsek na pocatku fonace a diskutuji vysledky,



6. v kapitole parametricka studie definuji podstatné proménné parametry
2D simulace, provadim parametrickou studii casovych zavislosti a spekter
na vstupni rychlosti, pocateéni vzdalenosti hlasivek a pruznosti hlasivek a

diskutuji zjisténé vysledky,
7. v kapitole zavér shrnuji ziskané poznatky.

Vzhledem k pouzitému modularnimu pristupu jsou kapitoly 3 az 5 ¢lenény na-
sledovné: zac¢inam uvodem a rekapitulaci poznatktl spole¢nych obéma c¢astem
problému (struktufe a proudéni), pak pojedndvam zvlast o proudéni a zvlast
o strukture hlasivky a teprve nasledovné zkoumam jejich interakci a pripadné na
ni navazujici témata.

Na konci préace je uveden seznam pouzitych veli¢in a symbolu (viz str.@),

seznam obrazki, seznam tabulek a seznam pouzité literatury.



2 Kontext problému

Simulace kmitani hlasivek je problém z oblasti biofyziky a numerického modelo-
vani mechaniky kontinua, ktery spada do oblasti zkoumani nazyvané interakce
tekutiny a struktury (FSI = fluid-structure interaction). FSI patii do tfidy mul-
tifyzikalnich spfazenych problému (coupling). [, s. 4] V konkrétnim provedeni
navic tato simulace vyzaduje relativné rozsahlé teoretické zazemi z celé fady obort
(mechanika kontinua, biofyzika, 1ékafstvi, tvorba hlasu, numerika). Predkladana
prace je tedy interdisciplinarni.

Funkei hrtanu pfi tvorbé hlasu je pfeménit praci vykonanou svaly na stlaco-
vani vzduchu v plicich na akustickou energii primarniho ténu. Tento mechanismus
se nazyva fonace. Mechanismus tvorby a zvuk primarniho ténu lze v jednodu-
ché predstaveé prirovnat k citoslovci ,brrrm®, kdyz dité pri hie na auticko kmita
rty anebo k dlouhému c¢eskému ,rrrr. Primarni ton se stane lidskym hlasem az
po priichodu rezonan¢nimi prostory hlavy.

Vedle klasického primarniho tonu lze uvazovat také z péveckého hlediska méné
plnou produkei, pti které se hlasivky nedotykaji, prestoze kmitaji (nékdy byva
tento jev spojovan s vysokym dy$nym hlasem [@] nazyvanym fistule). Modelo-
tule vyzaduje také model kontaktu obou hlasivek, pri kterém dochézi k preruseni
transglotalniho proudu (viz déle na strané ) Kvli jednoduchosti se v této préaci
soustfedim na modelovani kmitani hlasivek bez kontaktu, na které mize po
vyTeseni problému kontaktu navazat modelovani plného primarniho ténu.

Tato diplomova prace nemé ambici zkoumat modifikaci jiz vytvoreného pri-
marniho ténu v rezonancnich prostorech horni ¢asti vokalniho traktu [@, s.93 a
nésl.], prestoze tato oblast je rovnéz dilezitd pro praktické modelovani lidského
hlasu (nebot vysvétluje vznik formanti a barvu hlasu). Mluvi se tak nékdy o te-
orii zdroje (primarniho ténu) a filtru (rezonan¢nich dutin) [@] Z matematického
hlediska jde typicky o odlisnou tlohu, nebot zatimco vznik primarniho ténu se
zkoumda FSI modelem, siteni hlasu v dutinach vyuziva lineadrni teorii pro pertu-
rbace stla¢itelnych NS rovnic. [@, s. 325] Posledni prace vsak dopliuji, Ze tyto
dvé oblasti nejsou tak vzajemné oddélené, jak by se mohlo zdat, a ze za urcitych
podminek 1ze mluvit i o vzajemném ovliviiovani hlasivek a dalsich ¢asti vokalniho
traktu jako jsou subglotalni oblast a dutiny v hlavée [@, s. 290].

Ohledné dosavadniho zkouméani v oblasti FSI simulace hlasivek a historie
oboru lze odkézat na praci Horacka a kol. [@, s. 321]. Autori zde podévaji shr-
nuti experimentalnich praci, které pomoci laseru a trasovani ¢astic PIV zkoumaji
modely jednak s vnéjsim buzenim a jednak samooscilujici. Déle pokracuji, ze pro

historii numerickych model je podstatnou a stale dilezitou metodou simulace
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na 2D modelu, ktery je propojen s 1D proudénim dle Bernoulliho rovnice (mo-
del K. Ishizaky, [@]) A7 na pocatku tohoto tisicileti se objevily nové simulace
vychazejici z 2D modelu hlasivky sprazeného s plnym fesenim NS rovnic pomoci
metody koneénych objemt (FVM) [] Prvnimi autory modelu zalozeného na
interakci dvou slozek z kone¢nych prvki (FE) jsou de Oliviera [@] a Thomspon
[@] Nejnovéji se cesta zkoumani ubird k plné simulaci interakce 3D proudéni a
hlasivky, ve které anatomie vychéazi z méreni neinvazivnimi lékarskymi metodami
(Zheng a kol. [@]) Podrobnéjsi historicky prehled nalezne ctenar napr. v ¢lanku
F. Alipoura a kol. [] Predkladana diplomovd prace sice uvazuje pouze 2D simu-
laci (kterd je porad velmi cCastd, ale pomalu ustupuje do pozadi), nicméné jinak

odpovida aktualnimu stavu zkoumani.

2.1 Anatomie a fyziologie

Na obrazku m vidime schematicky nakres zédkladni anatomie spodni casti vo-
kalniho traktu, neboli oblasti, kde dochazi ke vzniku hlasu. Obréazek E zachycuje
zivé hlasivky pomoci ultrazvuku a videolaryngoskopu zavedeného do horni ¢asti
hrtanu.

Hrtan (larynz) je organ dychaciho ustroji, v némz se nachézeji hlasivky. Hla-
sivky ¢ili hlasové vazy (ligamenta vocalia, angl. vocal folds) vidime na snimcich
uprostied. Dale vidime prudusnici (¢rachea) pod nimi, kterd do hlasivkové Stér-
biny privadi z plic vzduch, a rovnéz prostor nad nimi, ktery odvadi vzduch do
rezonancnich prostor v hlavé. Ve frontdlnim fezu hlasivkou rozliSujeme nésledu-
jici vrstvy: epitel (epithelium, povrchova vrstva tvorend vrstevnatym dlazdico-
vym epitelem), lamina propria a nejhloubéji polozeny thyroarytenoidni sval (viz
obr. mc) Lamina propria se dale ¢leni na tfi vrstvy, a to povrchovou (tzv. Re-
inkeho prostor), stfedni a hlubokou (posledni 2 se oznacuji jako ligament). [EI,
s. 802] [@] [@] V této praci uvazuji tzv. trojvrstvy model struktury hlasivky,
ktery reprezentuje hlasivku ve frontdlnim fezu tfemi oblastmi s riiznymi fyzikal-
nimi parametry, které nazyvame epitel, ligament a sval. [@, s. 369]

Hlasové vazy jsou obklopeny stitnou chrupavkou (cartilago thyroidea), kterd
je nejvétsi hrtanovou chrupavkou. Uvniti a okolo hlasivky je nékolik svalt, které
zajistuji napéti hlasivky pri fonaci a zménu jejiho postaveni. Intenzivnéjsi kon-
trakce svalu m. thyro-arytaenoideus vede k tomu, ze kmita veétsi ¢ast hlasivky
(a tedy typicky vede k hlasu, ktery pévci charakterizuji jako hrudni rejstiik).
Naopak sval m. crico-thyroideus hlasivku natahuje [@, s. 602], zvySuje v ni na-
péti a typicky i zvysuje i vysku tonu, ktery hlasivky vydavaji. Tento sval ptisobi
v transverzalni roviné, a proto logicky nemuze byt modelovan ve dvourozmérném
modelu ve frontalnim fezu (srovnej déale diskusi k dvourozmérnosti modelu na

strané ) Pod hlasovymi vazy je pridusnice obepnuta prstencovou chrupavkou
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a) b)
Median glosso-epiglottic fold
Vallecula / Epiglottis

\

Tuberele of epiglottis

Vocat fold

Ventricular fold

Aryepiglottic fold

Cuneiform cartilage

Outline of
appendiz of-
ventricle

Ventricular Corniculate cartilage

Trachea

Voeal fold— A\
Thyroarylge- 1
noideus muscle

c)

epithelium

Obrazek 1: Anatomie hlasivek.
a) Obréazek zobrazuje prufez hrtanem, zejména prudusnici, hla-
sové vazy a hrtanovou priklopku (epiglottis). Na obrazku je pa-
trné, ze cast hlasivek je tvofena pricnym svalem, ktery ma jiné
fyzikalni vlastnosti nez povrch hlasivky. Geometrii priifezu hla-
sivkou (ve frontalni roviné) naznac¢enou na obr. a) vyuzivé i tato
prace.
b) Pohled shora ukazuje, ze hlasivky jsou natahovany svaly (zde
v uvolnéném respiracnim postaveni) a jsou natazeny kolmo k fron-
talni roviné.
c¢) Histologicky snimek trojvrstvé struktury hlasivky na epithe-
liwm, t¥i vrstvy lamina propria a thyroarytenoidni sval podle kla-
sické Hiranovy prace z roku 1981.
Obréazky a), b) jsou kopie litografickych desticek, ktery byly vy-
dédny v Grayové Anatomii [23], a nepodléhaji proto copyrightu.
Tyto obrazky a jich popisky jsou prevzaty z mé bakalaiské prace
[@] a doplnény. Obréazek c) je citovan podle zdroje [@]



b)

Obrazek 2: Pohled na zivé hlasivky. Oba obrazky zachycuji pohled z horni
Casti hrtanu smérem dolu skrz hlasivkovou sStérbinu do pruadus-
nice.

a) Ultrazvukovy snimek zachycuje polohu hlasivek v systému
kosti a chrupavek hrtanu. Popisky obrazku: 1/ Musculus voca-
lis, 2/ stitna chrupavka. Fotografie pochdzi od MUDr. Davida
Dolezala, fakultni nemocnice Hradec Kralové.

b) Pohled na zdravé hlasivky v respiracni poloze. V predni ¢asti
fotografie jsou vidét arythenoidni hrbolky. Fotografie pochéazi od
mého otce, anesteziologa doc. MUDr. Pavla Michédlka, Ph.D.,
D.E.S.A., MSc.



Parametr Hodnot{i ve studiich

modul pruznosti £ 30 kPa %, 2]

transglotalni tlak Ap 500 Pa 57

Reynoldsovo ¢islo 100-10000 (viz_text na strané @)
hustota p 1030 kg - m~3 [@]

Poissonovo ¢islo (pomér) 0,57 [2]

Maximalni rychlost 30m-s! @, s. 331]

Tabulka 1: Parametry hlasivek uvadéné ve studiich

(cartilago cricoidea).

Hlasivky jsou v klidové poloze Siroce rozevieny v tzv. respiracnim postaveni
(viz obr.m b), které umoznuje ¢lovéku pohodlné dychat. Pri fonaci se hlasivky
k sobé primknou do tzv. fona¢niho postaveni, vytvori se mezi nimi zka me-
zera, nazyvand hlasivkova stérbina (glottis), kterou proudi vzduch, ktery hlasivky
rozkmita.

Zékladni fyziologicky model vzniku primarniho ténu se nazyva myoelasticko-
aerodynamicka teorie tvorby hlasu a pochézi z ¢lanku van den Berga z roku
1958. [@, @, s. 601] Tato teorie byla nésledné ovéfena a drobné korigovana do
podoby, kterou déle zjednodusenym a kvalitativnim zptusobem popisuji. [@, s. 46]
Nazev myoelasticko-aerodynamicka teorie odpovida tomu, Ze model kombinuje
efekt svalu (myo), elastické tkdné a proudéni vzduchu. Kmiténi hlasivky je cisté
fyzikalné-biologicky jev, ktery neni vazan na zadné nervové vzruchy, jak se kdysi
nékteri védci domnivali. [@] Zakladni fyzikalni charakteristiky kmitani hlasivky
jsou v tab. m

Kmitani si 1ze priblizit na obvykle prijimaném kvalitativnim popisu faze jed-
noho kmitu hlasivek pti fonaci normalntho znélého hlasu dospélého clovéka (tzv.
hrudniho rejstiiku). Hlasivky jsou z pocatku u sebe, diky ¢emuz je mezi nimi
pouze mala Stérbina anebo se dotykaji. Hlasivky u sebe drzi primknuté svaly

hrtanu (viz vyse).

1. Otvirani hlasivkové stérbiny. Svaly regulujici objem vzduchu v plicich se
kontrahuji, ¢cimz se snizuje objem vzduchu v plicich a zvysuje se tlak v plicich
véetné ¢asti pod hlasivkami. Diky zvyseni tlaku se hlasivky dostanou od
sebe a zvétsi stérbinu, kterou unika vzduch dale hrtanem a do rezonancnich

prostor.

2. Uzavirani hlasivkové stérbiny. Hlasivky jsou elastickou strukturou a
elasticita je vraci do puvodni polohy, ¢emuz napomahd i napéti vytvarené
piicnym svalem. Cim vice se k sobé hlasivky pfiblizuji, tim se Stérbina
zuzuje a zrychluje se prutok vzduchu stérbinou. Pomocnou tlohu zde ma

Bernoulliho princip (byt exaktné se formuluje pro ustélené proudéni), podle
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néhoz zvyseni rychlosti vede k poklesu tlaku v tomto misté. Podtlak napo-

maha tomu, aby se hlasivky k sobé opét primkly.

Tento cyklus se opakuje; u dospélého muze ¢ini zédkladni frekvence tohoto cyklu
(a tim i primarniho ténu hlasu) pfiblizné 100 Hz. [@, s. 602]

2.2 Modely v dosavadnim zkoumani

Nejprve stoji za to pripomenout si nékteré zakladni dosavadni biofyzikdlni mo-
dely fonace. Mym prvnim dil¢im tkolem je identifikovat rtizné pristupy k mo-
delovani fonace, vybrat ze Siroké skaly vhodny model a vysvétlit teoreticka vy-
chodiska vybraného modelu.

Prehled a porovnéani ruznych pristupu je obsazen ve shrnujicim ¢lanku Ali-
poura a kol. @], ktery srovnava 19 ruznych modela fonace. Velmi podrobné srov-
nani zahrnujici jak historické prace, tak aktualni poznatky, obsahuje jiz citovana
kapitola ve sborniku ¢eskych autort [, s. 325]. Na tyto prameny proto v plném
rozsahu odkazuji a zamérim se jen na schematické srovnani pouzivanych pristupi.

Pivodni a nejjednodussi modely vychazely z toho, ze hlasivka je tuhym téle-
sem, které je napojeno na pruzinku a obklopeno vzduchem. Model vzduchu byl
velmi jednoduchy, vychazejici z Bernoulliho rovnice. Tyto modely mély pouze
maly pocet stupnu volnosti, poc¢italy s nékolika tuhymi télesy s pruzinkami, pri-
padné byly nasledné doplnény o jednoduchy model proudéni. [@, , s. 335]

Rozvoj vypocetni techniky umoznil dimyslnéjsi modely zalozené na feSeni
soustavy parcialnich diferencialnich rovnic. Tyto modely vychazeji z klasické te-
orie pruznosti pro hlasivku a NS rovnic pro vzduch. Pfed numerickou simulaci je

tfeba nejprve vyjasnit jeji zjednodusujici predpoklady:

1. Linearni geometrie. Pii modelovani struktury bud jsou [@, @} nebo
nejsou [, s. 351] [@] uvazovany velké vychylky materidlu od vychozi po-
lohy (vychézi se z teorie nekoneéné malych deformaci). Jak jsem ukazal ve
své bakalaiské praci [48], pfi kmiténi hlasivky typicky dochdzi k takovym
rozdilim mezi modely zalozenymi na linearni a nelinearni geometrii, ze od-
chylka je zfetelnd jak v poloze, tak v ¢asovém charakteru kmitani. Vzhledem
k uvedenému a k navaznosti na bakalaiskou praci pocitam obecné s velkymi

vychylkami materialu od vychozi polohy, to jest s tzv. nelinearni geometrii.

2. Nestlacitelnost vzduchu. Uvazuje se bud nestlacitelna [@, @], nebo stla-
Gitelnd tekutina [27, b3, BA]. Z obecnych fyzikalnich divodit je zjevné, e
realisticky model fonace musi uvazovat stlacitelny vzduch. Zejména jde o po-
zadavek realistického modelu uplného uzavéru hlasivkové stérbiny, nebof

v uzavieném subglotalnim prostoru se vzduch stlacuje. Vzhledem k nizké
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rychlosti, jakoz i vzhledem k rozdilné skédle FSI a akustickych jevl, neni
stlacitelnost v FSI modelu samotné produkce priméarniho ténu casto uvazo-
vana [@, s. 326] (predpoklady nestlacitelného modelu podrobné rozebirdm
na strané @) Okolo nestlac¢itelnych NS rovnic je vybudovana robustni ma-
tematicka teorie, nebot jde o rovnice jednodussi. Je k dispozici i relativné

sirsi paleta reSicil.

. Laminarni proudéni. Predpoklada se bud laminarni proudéni (vzhledem

k jednoduchosti prevazujici pristup) [, s. 327], nebo se modeluje turbu-
lence, viz také poznamka na strané @ Neni pfitom postaveno na jisto,
ktery model 1épe vystihuje proudéni pti zdravé fonaci (viz diskuse v ¢lanku
[@, s. 291]). V této praci uvazuji lamindrni proudéni, coz je rozsitendjsi
pristup, a¢ software je pripraven i na model turbulentniho proudéni. [@,
s. 28]. Mam za to, ze miniméalné v oblasti kolem koncentrovaného proudu
vytékajictho ze stérbiny miize dochézet k turbulencim. Tento proud, tzv.

jet, dle [] ,paprsek®, v této praci ddle nazyvam jen ,proud*.

. Dvourozmérnost. Podrobné rozbory ukazuji, ze proudéni je ttirozmérné.

V transversadlnim rozméru se charakter proudéni podstatné méni, i kdy-
bychom uvazovali strukturu, jejiz velikost na transversalnim rozméru neza-
ViSi.[@, @, @] Jak ukazuji Sidlov a kol. [@, s. 299], 2D model je rozumné
presny blizko hlasivkové stérbiny a nepresnym se stava az pokud jde o prou-
déni déle po proudu. V tomto modelu fesim 2D tlohu (viz déle poznamka
na strané @) Cinfm tak nicméné bez Gjmy na obecnosti, protoZe rovnice i
numerika jsou formulovany obecné i pro 3D ptipad a lze je tak v pouzitém

software i resit.

. Homogenita. Vnitini materidlova struktura hlasivky [@, s. 593 se bud za-

nedbavé [25], & nikoliv [B3]. V této praci uvazuji klasickou tifdilnou struk-
turu, kde je kmitajici masa hlasivky tvorena svalem doplnéna o povrchovou
vrstvu (epitel) a ligament. Parametry ruznych ¢asti struktury jsou stéle
otazkou, kterd neni uzaviena [@] V ramci téchto oblasti uvazuji linedrni

reologii, coz je dano zejména tim, ze lepsi méreni parametri neni k dispozici.

. Umeélé buzeni. Interakce spoc¢iva v jednodussim pripadé v tom, ze hlasivka

ma predepsany pohyb, na ktery reaguje proudéni [, ], anebo ve slozitéj-
sim pripadé obé oblasti interaguji a az tato interakce vybudi samooscilaci
hlasivky. Klicovym cilem této préace je pravé modelovat samobuzeni, tedy

neuvazuji zadné umélé budici sily ¢i pevné predepsany pohyb hlasivek.

. Typ vazby. Pouziva se bud silna, nebo slaba vazba ve vypoctu interakce ob-

last{ tekutiny a struktury pfi numerickém feseni problému (viz déle kap. @



na strané 33). Nicméné ukazuje se [@, s. 127], ze rozdil mezi nimi nenf nijak

zasadni. Na druhou stranu je tfeba prijmout néjaky model vazby, jinak ma

vznikly model jen omezenou pouzitelnost. [@, s. 355]

8. Kontakt a razy. Posledni zajimavou otédzkou je, zda model tesi tzv. kon-
taktni problém, neboli zda se hlasivky béhem fonace mohou i dotknout, pti
c¢emz vznikaji normalové a treci sily. Jak jsem vylozil vyse, jde o dilezitou,
ale také relativné slozitou otdzku, které se vénuje napr. prace [@] anebo
jsou feseny pomoci numerickych trika [@] V této praci nebudu dotyk hla-
sivek predpokladat, protoze pouzivany pocitacovy program Elmer dosud

neobsahuje jeho implementaci na potfebné trovni.

7 vyse uvedeného srovnani vyplyva, ze zadani diplomové prace lze precizovat do
nasledujiciho tikolu:

Sestavte dvourozmérny model interakce hlasivek s laminarnim prou-
dénim vzduchu v zavislosti na case, a to bez kontaktu mezi hlasivkami
navzajem. Strukturu hlasivky predpokladejte ze tii oblasti ze spojitého,

homogenniho, izotropniho a elastického materialu.
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3 Fyzikalni model

Nasim cilem je zkoumat interakci struktury a tekutiny. Fyzikalni model téchto
spojitych latek poskytuje mechanika kontinua. Cilem této kapitoly je pripo-
menout teoretické fyzikalni poznatky z mechaniky kontinua, které jsou
nezbytné pro porozuméni resené uloze a formulaci fyzikalniho modelu. Matema-

tickou formulaci se zabyva nasledujici kapitola.

3.1 Oznaceni veli¢in

Vypocetni oblast ma dvé ¢asti:

1. vzduch jako tekutinu, kterd je oznacovana veli¢inami s hornim indexem
F (od slova fluid), takZe tekutina zaujima objem QF, ktery je ohraniden
hranici 0QF = TF =T'nyrewtyrrfur,

2. tkan jako strukturu, kterd je oznacovana veli¢inami s hornim indexem °

(od slova structure), takze struktura zaujiméa objem Q°, ktery je ohranicen
hranici 9Q° = I'S = I'; U T a piipadné obsahuje vnitini hranici ™I, na
které se mohou ménit parametry materialu,

kde zna¢im '™ vstupni profil, T°“® vystupn{ profil, I'§ nepohyblivou sténu
trubice, k nfZ tekutina Ine, I'™ interakéni hranici, I'j pevné ukotveni hla-
sivky v tkdni a ™I'S vnitini hranici ve struktuie mezi riiznymi druhy ma-

terialu.

Tyto dvé c¢asti spolu interaguji a tvori tak FSI, zejména prostfednictvim hranice
[int [, s. 187]. V obou pripadech ptipadaji v tivahu jak okrajové podminky Ne-
umannovy na hranici I'N, tak Dirichletovy na hranici I'°. Kdykoliv neni pochyb-
nosti o tom, kterou veli¢inu uvazuji, uvadim veli¢iny po vyslovném upozornéni
nasledné kvili prehlednosti jiz bez indexu. Zakladni znaceni hranic v ptipadé hla-
sivky interagujici s tekutinou (vzduchem) shrnuje obr. . Konkrétni geometrické
rozmeéry a hodnoty parametri budou uvedeny az v praktické ¢asti u jednotlivych
simulaci.

Pro prehlednost shrnuji zdkladni definice a znaceni kinematickych a dynamic-
kych veli¢in v mechanice kontinua, které budou podstatné v nasledujici teoretické

v e H z , v o el , . . .
casti, do tab.P a a Uplné znaceni veli¢in pouzitych v této praci obsahuje seznam

znaceni pouzitych velicin v kapitole i? na strané Sj.

3.2 ALE formulace

Zakladem modelu pro numerickou simulaci je zobecnéna Lagrangeova-Eulerova

metoda (ALE metoda). Jak nézev napovidd, hraniénimi pripady této metody
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Velic¢ina Definice Geometricky vyznam

osunuti =x — vektor posunuti vyznacuje polohu
t u=x—X kt t loh
relativné vaci puvodni poloze

deformac¢ni gradient F =Vxx = linearni zobrazeni, které transformuje
I+Vxu bazové vektory v materidlovych
soufadnicich na bazové vektory
v laboratornich soutradnicich

Jakobian J =det F skalovaci faktor, kterym se nasobi
orientovany ,,objem“ rovnobéznosténu
bazovych vektort pri zobrazeni F';
vystupuje pri transformaci objemovych
integrala

hustota p= %’} hustota vyjadiuje hmotnost na objem

v laboratornich souradnicich, pricemz
u nestlacitelného proudéni je konstantni
() a v Lagrangeové popisu spliiuje

(23)

tenzor deformace C=F'F kvadraticka forma, ktera bazovému
vektoru v materidlovych souradnicich
pritadi ¢tverec jeho délky
v laboratornich souradnicich

tenzor velké E =3(C—1I) charakterizuje, o kolik se aktudlni
deformace bazové vektory lisi od ptvodni
konfigurace

Tabulka 2: Oznaceni fyzikalnich veli¢in mechaniky kontinua souvisejicich
s deformaci, jejich definice a geometricky vyznam
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vstup
Fin

sténa trubice FS

upevnéni I‘g

vystup

rouL

sténa trubice T'f

Obréazek 3: Oznaceni hranic oblasti. (Zobrazeni jen jedné hlasivky na obrazku
ma jen schematicky vyznam, v pozdéjsi simulaci uvazuji obé hla-

sivky.)
Veli¢ina Definice Geometricky vyznam
Cauchyho tenzor dg = oda linearni zobrazeni, které elementu
napéti o plochy da (v laboratorni konfiguraci)
ptifazuje silu dg (v laboratorni
konfiguraci) na néj ptusobici
Piola-Kirchhoftv S=JoF T linedrni zobrazeni (dvoubodovy tenzor),

tenzor napéti 1.
druhu

Piola-Kirchhoftuv
tenzor napéti 2.
druhu

lze ovérit
dosazenim do
vztahu (E)

S =
JF 'oF T

které elementu plochy dA

(v materidlové konfiguraci) pritazuje
element sily dg v laboratorni
konfiguraci, tj. dg = SdA

linearni zobrazeni, které danému
elementu plochy dA (v materidlové
konfiguraci) prifazuje element formalni
sily dG (v materidlové konfiguraci), tj.
dG = SdA, kde formélni element sily
dG vznikl prostou souradnicovou

linearni transformaci z laboratorni
konfigurace dG = F~'dg

Tabulka 3: Oznaceni fyzikalnich velicin mechaniky kontinua souvisejicich
s napétim, jejich definice a geometricky vyznam
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jsou Lagrangeova metoda (veli¢iny pozorujeme z pohledu pohybujici se ¢astice),
resp. Eulerova metoda (veli¢iny pozorujeme v pevném bodé). [, s. 382]

Pro modelovani struktury se obvykle pouziva Lagrangeova metoda, protoze
muzeme snadnéji sledovat jednotlivé ¢astice. V tekutiné, kde miize dochazet k vi-
riam, to ale ¢asto mozné neni. Proto se pro modelovani proudéni klasicky pouziva
Fulerova metoda. Tu vsak nelze v pripadé interakce jednoduse pouzit, protoze se
meéni hranice vypocetni oblasti.

ALE metoda je navrzena tak, ze ptuvodné pevné Eulerovy soutadnice se po-
hybuji v navaznosti na umeélou deformaci vypocetni oblasti, jejiz konkrétni tvar
se postuluje s ohledem na kvalitu numerické simulace. ALE metoda je tedy vy-
znamna zejména pro tekutinu, pro oblast struktury splyva s Lagrangeovou meto-
dou. Vyhoda nasledujicich ivah je, ze davaji jednotny formalismus pro obé oblasti
(strukturu i tekutinu).

Nyni si ALE metodu z matematického hlediska uptfesnime. Navazuji na obecné
viklady [L3, b3). Rovnéz piihlizim k pracim pouzivajici ALE metodu pro véené
odlisné, ale matematicky blizké tcely, napr. modelovani magmatu [], proudéni
v tepnéch [@] nebo geofyzikalnich procest [@] (rovnéz pouziva pocitacovy pro-

gram Elmer).

Souradné systémy v ALE metodé

V nésledujicim textu pouzivam néasledujici znaceni v- ALE metodé vychazejici

z citovanych texti:

— Materialové souradnice X (také oznacovany jako puvodni nebo Lagran-
geovy) popisuji jednotlivé ¢astice materidlu pomoci jejich vychozi polohy
v prostoru v éase t = 0. Pokud kone¢ny pocet hmotnych bodl oznacujeme
prirozenymi ¢isly 1,2, ..., N, ve spojitém materidlu se popisuji ¢astice inde-
xem X, ktery je vektorem realnych ¢isel. Pokud ziistava X konstantni, jde
o jednu a tu samou ¢astici materidlu. Velkymi pismeny se typicky oznacuji

i ostatni veli¢iny po transformaci do materidlovych souradnic.

— Aktudlni souradnice x (také oznacoviany jako laboratorni, prostorové
nebo Eulerovy) popisuji skutec¢nou polohu bodu v prostoru, viéi kterému
meérime veliciny problému jako tlak ¢i rychlost. Pokud zistava x konstantni,
pozorovany bod se nehybe viici laboratori, ve které je souradny systém umis-
tén. Malymi pismeny se typicky oznacuji i ostatni veli¢iny v prostorovych

souradnicich, naptiklad rychlost materialu v.

— Referenc¢ni souradnice x popisuji polohu vic¢i vypocetni oblasti a jde

tedy o uméle zavedené souradnice, které nemaji fyzikalni vyznam, ale po
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diskretizaci problému vystupuji jako vypocetni sit. Pokud zistava x kon-
stantni, pozorovany bod se nehybe vii¢i vypocetni oblasti, tedy pii zavedeni

vypocetni sité lezi pevné na ni béhem jejiho pohybu.

Pro tucely ALE metody postulujeme existenci referenéniho zobrazeni xy =
x (X, t), které pritazuje v kazdém case kazdému bodu (¢astici) puvodni oblasti
X € Qx novy bod deformované vypocetni oblasti x € Q, (ktery v piipadé
proudéni nemd bezprostiedni vztah k aktudlni poloze x ¢astice X). Jedinou pod-
minkou na zobrazeni x je jeho vzajemnda jednoznacnost a skutecnost, ze body
puvodni hranice I'x prendsi na aktudlni hranici ', (¢). (Publikace [] oznacuje

ALE zobrazeni symbolem A;.)

Materidlova casova derivace

Struktura zakonu zachovani je v mechanice kontinua velmi podobna jako v kla-
sické mechanice hmotného bodu. To, Ze se skutecné jedna o hmotny bod ¢ili kon-
krétni ¢astici kontinua (nikoliv néjaky mysleny ttvar), se do zdkont zachovani
v mechanice kontinua promita tak, ze na jejich levé strané vystupuje materidlni
casova derivace.

Materialova casova derivace je dobfe znama z mechaniky kontinua, znac¢ime
ji % ‘ x - Znaceni vystihuje, ze pii derivaci zustava konstantni veli¢ina ,index ¢as-
tice X “ Stéle sledujeme jednu a tutéz ¢ast materidlu (odtud materidlova Casova
derivace).

Materialova casova derivace se obvykle rozepisuje v Eulerové formulaci pomoci

fetizkového pravidla

of|  of

EX—Em‘i‘U'mea (1)

kde f je skalarni funkce, t je cas je materiadlova casova derivace, Q‘ je
X ot lx

5l

ot

derivace funkce mérena vzhledem k pevnému bodu laboratornich souradnic a
__ Oz : N

v = E‘ « Je rychlost pohybu castice.

Materialovou casovou derivaci lze takto vyjadrit pomoci veli¢in v laborator-
nich souradnicich. Vyse uvedeny vztah nam pro castici materialu oznacenou inde-
xem X, kterd se pohybuje rychlosti v, fika: Zména skalarni veliciny f za casovy
okamzik At meérena vzhledem k castici X se rovna souCtu casové zmény f na
vychozim misté ¢astice x a prirtstku f zpusobeného pohybem castice; prirustek

f je dany projekci gradientu f na rychlost ¢astice.

ALE derivace

Jak jsem uvedl vyse, vyjadieni v laboratornich souradnicich je ovsem u ménici

se vypocetni oblasti nepraktické. Proto se zcela analogicky vztahu @) vyjadiuje
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materidlova ¢asova derivace v terminech referenc¢nich souradnic. Materidlovou ¢a-
sovou derivaci lze také rozepsat nasledovné [@, s. §]
of of

E—— . 2
ot | atX“ Vaf, (2)

kde % y je ¢asova derivace funkce vuci bodu pevné spojenému s pohybujici
se vypocetni oblasti (tzv. ALE derivace), ¢ = v — v je relativni rychlost ¢astice
vudi bodu vypocetni oblasti (konvektivni rychlost) a © = %—‘f . je rychlost pohybu
vypocetni oblasti v daném bodé.

Vztah pro referen¢ni souradnice (E) 1ze interpretovat obdobné jako jako vzorec

pro laboratorni souradnice (m)

Aplikace na modelovani hlasivek

V uvazovaném ptipadé vnitini oblast vyplnéna tekutinou pokryva cast pridusnice
mezi hlasivkami a lze ji modelovat pomoci vyse uvedené ALE formulace. Pro
ziskani konkrétniho tvaru ALE zobrazeni x (X, t) uvazujeme linedrni deformaci
(viz podrobné podkapitola |4.4 na strané 4ﬂ) [@, s. 27]

Naproti tomu strukturu modelujeme klasickou Lagrangeovou metodou, ktera

je specialnim pripadem ALE formulace s x = X, konvektivni rychlost ¢ = 0 a
materidlova derivace %‘ x Jé jednoduse casovou derivaci vzhledem k pohybujici
se Castici.

Néazorny priklad, jak se méni béhem proudéni vzduchu hranice vypocetni ob-

lasti, poskytuje obrazek |4 na nasledujici strané. V tomto obrazku je také uvedeno

odpovidajici znaceni veli¢in spojenych s transformaci.

3.3 Transformace velié¢in

V této podkapitole uvedu odvozeni vztahi pro transformaci objemového a plos-
ného elementu mezi materidlovymi a laboratornimi souradnicemi. V mechanice
kontinua zavadime deformacni gradient vztahem F' = V xa. Jde o linearni zob-
razeni, které transformuje bazové vektory v ptuvodni poloze na bazové vektory
v aktualni poloze, tedy

de = FdX. (3)

Logicky vznika otazka, jakym zptsobem se transformuje objemovy element
dv = dx; - des X dxs a povrchovy element da = dxs x das. Jde o tfirozmérny
rovnobéznostén, resp. dvourozmeérny rovnobéznik (ktery dale podle naseho zvlast-
niho vybéru tvori dolni podstavu trojrozmérného rovnobéznosténu). Tyto veliciny
vystupuji v integralech a rovnéz jsou tireba pri formulaci okrajovych podminek,

proto je budeme potiebovat.
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ALE formulace
(popisuje mysleny
materidl = vypocetni

QF (1) oblast)

a)
Struktura
Lagrangetuv popis
(popisuje skuteénou
strukturu)

Pin(t) QS

Obréazek 4: Znazornéni ALE pouzité formulace a souvisejiciho znaceni.

a) Strukturu modelujeme kvuli velkym vychylkdm v klasické
Lagrangeové formulaci, kterd mapuje materidlové body na jejich
polohu. Lagrangeova formulace je specidlnim piipadem ALE me-
tody.

b) Tekutinu modelujeme kviili ménici se hranici pomoci ALE for-
mulace, pti které se pomoci Lagrangeovy metody aplikované na
umeélou deformaci mysleného materidlu (vypocetni oblasti) nej-
prve dostaneme do spravnych hranic a v nich se divime na prou-
déni podobné jako v Eulerové formulaci.



Transformace objemu

Ptvodni objemovy element dV' se méni na aktualni objemovy element dv podle
vztahu
dv = JdV, (4)

kde J oznacujeme Jakobian zobrazeni. Toto tvrzeni tedy v podstaté rika jen to,
ze F je Jakobiho matice pfechodu soufadnic X — @. Objem se méni pomoci
Jakobidnu J, neboli determinantu Jakobiho matice, jak je znamo integralniho
poctu funkce vice proménnych. Objem dv mé vSak také geometrickou definici

pomoci determinantu, z ¢ehoz lze dokdzat vyse uvedené tvrzeni (viz napt. [@, S.

7]):
dv = dl‘l . (dZBQ X diL‘g) = det (diL’l d$2 diL’g) = det (FdX1 FdXQ FdX3)

Jakobidn mé také velkou praktickou vyuzitelnost, nebot je vazan podmin-
kou, ze nesmi klesnout na nulu, jinak by zobrazeni nebylo vzajemné jednoznacné.
Pokud se tak béhem simulace stane, znac¢i to zpravidla jeji konec zpiisobeny ko-
lapsem vypocetni sité. Uvedenou transformaci také s vyhodou pouzijeme, pokud

jde o transformaci hustoty v Lagrangeové popisu (@)

Transformace povrchu
7 transformace objemu (@) rovnéz vyplyva transformacni vztah pro plosku

da = JFTdA, (6)
nebot

dv = dx;-da ® dx]da (7)

2 JdV = JdX, -dA = J (F'dw,) - dA = da] (JF TdA).

—
Nt

Rovnaji-li se vSak fadky uvedenych vyrazt pro libovolné zvoleny element dx!,
musi platit vztah (B) (v zahrani¢ni literature [, s. 8] nazyvany Nansonuv teo-
rém).

Vztah pro transformaci povrchu se promitda napt. do definic Piola-

Kirchhoffovych tenzoru (tab. ) a souvisejici formulace okrajovych podminek
v materidlové konfiguraci ()
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Matematicka poznamka k transpozicim

Skalarni soucin vystupujici ve vztahu (H) vychazi z toho, Ze transpozici délame

z prvniho vektoru radkovy vektor, tj.
a-b=a'b. (8)

Na operator skaldrniho ndsobeni vektorem (a-) (coz je linedrni funkcional z vek-
torového prostoru na realnou osu) lze tudiz také nahlizet jako dosazeni do linear-
niho funkcionalu a', ktery lze piirozené ztotoznit s prvkem dudlniho vektorového
prostoru.

Na konecné rozmérném prostoru se skaldrnim souc¢inem obdobné funguje
transpozice jako zpusob, jak najit k linedArnimu zobrazeni O jeho adjungované

zobrazeni O" tak, aby platilo
(Oa)-b=a-(0O"b). (9)

Konecné také transponované matice vystupuji v definici kofaktoru, kterym
rozumime vyraz JF ™ ve vztahu (H) pochézejici z Piolovy transformace.

Je vhodné si takto uvédomit, odkud transpozice ve vztazich (napf. v tab. B)
pochéazeji. Ctenéfre, ktery hledd elegantni popis téchto vychodisek, odkazuji na

moderni oblast linearni algebry zvanou vnéjsi kalkulus.

3.4 Zakony zachovani

Rozpisem materidlové casové derivace do referencnich soutadnic podle vztahu
(E) dostaneme dobfe znamé zakony zachovani v mechanice kontinua [, s. 19]

v podobé nasledujicich rovnic:

Zakon zachovani hmotnosti

dp B
5| teVep = —pVorv (10)

X

)
N o x
zavedené vzorcem (), v rychlost v daném bodé (tj. hodnota rychlostniho pole).

kde znac¢im p hustotu v daném bodé ALE derivaci a ¢ konvektivni rychlost

Omezime-li se na nestlacitelnou tekutinu p = konst., ziistane ve vyse uvedené

rovnici pouze posledni ¢len a rovnice mé tvar

Ve v =0. (11)

'Kofaktor je linedrni zobrazeni, které pienasi bilinearni formu (axidlni vektor) laboratorni
konfigurace.
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Zakon zachovani hybnosti

v
P\ ot

kde znac¢im o Cauchyho tenzor napéti a b vektor objemové sily.

—|—[c~Vm]'v> = Vg -0 +pb, (12)
X

Zakon zachovani celkové energie

de
P ot

kde znacim e celkovou energii na jednotku objemu. Zakon zachovani energie je

+(c~Vm)e>:Vm-(a-v)+'v-pb, (13)

nadbytecny, pokud uvazujeme nestlacitelné kontinuum.

Zakony zachovani nyni pouzijeme pro obé vypocetni oblasti, tj. elastickou
strukturu a proudici tekutinu. V obou pripadech také doplnime vhodné okrajové
podminky, jakoz i potfebné konstitutivni rovnice, aby tiloha davala dobry smysl.
Vsechny zdkony zachovani lze také zobecnit do jedné vektorové rovnice, coz je
zvlast uzitecné pri studiu stlacitelného proudeéni. [, s. 271]

3.5 Proudici tekutina

Proudici tekutinu modeluji pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic v ALE for-
mulaci (dale jen NS rovnice“), jejichz predpoklady ovéruji v této podkapitole a

odvozuji zde jejich fyzikalni formulaci.

K otazce laminarniho ¢i turbulentniho proudéni

Model NS rovnic [, s. 34] znac¢né zavisi na konkrétnich podminkach. Zejména je
znamo, ze podle Reynoldsova ¢isla se rozlisuje laminarni proudéni a turbulentni
proudéni. Pri mluvé a zpévu se mohou uplatiiovat oba typy proudéni, nicméné
vétSina zpévaku se snazi pri produkei udrzovat laminarni proudéni. [B, s. 45]
Mittal a kol. [@] uvadi, ze v hlasivkach pii zdravé fonaci vzduch proudi s Rey-
noldsovym ¢islem v fadu nékolik stovek az 10000, cemuz odpovidaji faze lami-
narniho proudéni, prechodova faze i faze turbulentniho proudéni. Napr. Horacek
uvadi Reynoldsovo ¢islo 5000-10 000 [E, s. 325]. Charakter proudéni v riznych
¢astech vokalniho traktu (zejména v okoli proudu) je ovsem predmétem diskuse.
[@, s. 325]. Prima numerickd simulace turbulentniho proudéni je vSak velmi na-
rocna, a proto se v praxi vychazi ze zjednodusujicich modeli. [H, s. 29 a nasl.] Jak
jsem diskutoval v komparativni ¢asti @, v tomto modelu vychazim z laminarniho

proudénti.
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K otazce stlacditelnosti ¢i nestlac¢itelnosti

V tuvahu obecné pripada jak nestlacitelny, tak stlacitelny model. V této praci
predpokladam fonaci, u které nedochézi ke kontaktu hlasivek (viz na strané )
Proto neni mozné, aby se vzduch v subglotalnim prostoru podstatné stlacil, a
Ize si vystacit s nestlacitelnym proudénim. Rozhodujicim kritériem je v tomto
pripadé Machovo ¢islo

Ma="®) . cpm
C

kde znac¢im I'™ vstupni hranici a ¢ rychlost zvuku. Pro Machovo &islo < 0, 3 plati,
7e zmény hustoty jsou mensi nez 5 %. Vzhledem k tomu, Ze v uvazovaném pri-
padé Ma ~ % ~ 0,006 < 0, 3, nachazime se bezpecné v rezimu nestlacitelného
proudéni (pokud zanedbame nepiilis velky a relativné pomaly pohyb hlasivky
samotné). Pro dany problém je tedy predpoklad nestlacitelného proudéni oprav-

nény.

Konstituc¢ni vztah a pohybova rovnice

Jak bylo vylozZeno vyse (stat ), tekutina se obvykle modeluje pomoci Eulerova
popisu a, méni-li se vypocetni oblast, pomoci ALE formulace. Vychazime primo
z formulovanych rovnic () az (), kde vzhledem k predpokladiam tlohy klademe

b = 0. Vsechny rovnice v této podkapitole jsou formulovany pro QF s hranici I'F.

Nyni k témto rovnicim doplnime konstitutivni rovnice. Vzduch je viskozni

newtonovska tekutina, a podle manualu [@, s. 19] proto plati pro tenzor napéti

92 stlac.
a:—pI+2us+{—§u(Vm-v)I} : (14)

kde znaéim e tenzor rychlosti deformace, 1 dynamickou viskozitu proudici teku-

tiny a p tlak. Tenzor rychlosti deformace se spocita podle vztahu
T
e== (va + (V) ) :

Nestlacitelnost rovnic dava moznost formulovat problém vicero zptsoby, ale pri
numerické simulaci nemusi byt ekvivalentni [@] Vsimnéme si, ze kvuli nestlaci-

telnosti tekutiny
Ve 0=Vyg- - (—pI +uVuv) =V, o (15)

(velicina o' = —pI + Vv sama o sobé nemé fyzikalni vyznam).
Dosadime-li konstitu¢ni vztah (@) do zékona zachovani hybnosti (), dosta-

vame Navierovu-Stokesovu rovnici v tzv. konven¢ni podobé [@] pro nestlacitelné
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proudéni v ALE formulaci

v
P\ ot

Dopliiujici rovnice pro stlacitelné proudéni

+(C-Vx)'u> = —Vup+uVe=V- o (16)
X

Pokud bychom uvazovali stlacitelné proudéni, je tfeba model doplnit nasledujicim

zpusobem: Pro zavislost hustoty na tlaku a teploté 1ze uvazovat model idealniho

plynu

~ RT’
kde T je teplota, o které lze bud predpoklddat, ze je konstantni anebo fesit
v daném systému rovnici vedeni tepla véetné konvektivniho ¢lenu. U stlacitelného

proudéni je treba dale uvazovat stavovou rovnici

p=(y—1)pe,

kde jsem oznacil v adiabaticky koeficient a e = € — %]v|2 vnitini energii na
jednotku hmoty.

Poznamka: Pochopitelné u siteni zvukovych vin ve vzduchu nemtze platit,
ze by teplota byla konstantni. Teplo se siti prilis pomalu ve srovnani s sitenim
vzruchti, a tak spiSe dochazi k adiabatickému stlacovani. [, s. 442] [@, s. 54].
Nicméné zejména z diivodu jednoduchosti se vénuji prevazné nestlacitelnym rov-
nicim (viz rovnice ()) Vyhoda pocitacového baliku Elmer vSak spoc¢iva v tom, ze
jednoduchou zménou kodu Ize zménit simulaci na stlacitelné proudéni a navrzeny
postup je proto perspektivni i v pripadé simulace za zjednodusujicich predpo-

klad.

Proudéni mezi deskami

V nejjednodussim pripadé bez elastické struktury jde o model podobny proudéni
mezi deskami. Toto proudéni se tidi Hagenovym-Poiseuillovym zakonem. Tento
model pouzijeme k testovani vypocetniho modulu na proudéni. Podle Hagenova-
Poisseuillova zdkona pro laminarni proudéni mezi dvéma pevné ukotvenymi des-
kami vzdalenymi 2h (coz odpovida nasemu 2D piipadu) totiz plati vztah [, S.
573]
Uy = —%g—i (R* —y?). (17)
Tento vztah bude vychodiskem pro vsechny formulace zahrnujici rychlostni
profil na vstupu. Lze totiz ocekavat, ze proudéni v priadusnici pred vstupem

do subglotalniho prostoru bylo ustalené a mélo profil odpovidajici proudéni mezi
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deskami. Oznacime-li nejvyssi rychlost v,., a posuneme-li vhodné souradnou sou-

stavu, l1ze vyraz pro proudéni mezi deskami zapsat ve tvaru

vx::zhmx-Q% F,—-(é%)}. (18)

Okrajové podminky

Nyni se vénujme okrajovym podminkdm (s vyjimkou interakcni hranice, o které
pojednam samostatné ve stati @) Tekutina je vymezena oblasti QF a je ohra-
niéena sténami trubice I'fj, vstupni hranici I'", kde jsou pfedepsany parametry
vstupniho proudéni (napt. rychlostni profil), vystupni hranici I'*"*, kterd je pova-
7ovana za volnou, a interakéni hranici I'", kde se styka se strukturou.
Na sténdch trubice I'l plati jednoduchd podminka pfilnavosti tekutiny k po-
vrchu [@, s. b57]
v=0x¢cl}. (19)

Déle jde zejména o okrajové podminky na vstupu a vystupu vzduchové trubice.
Zejména na vystupu jsou podminky do jisté miry umélé, nebof maji vystihovat
spiSe charakter proudéni ve velké vzdalenosti (tzv. far field condition) nez presny
pribéh velic¢in v konkrétnim bodé [, s. 387]. Préce [@] uvadi okrajové podminky

ve tvaru
on=pyn vI"(t) (20)
on = poyn v I (1)

Jde o tzv. podminku nulové trakce (free stream or ,do-nothing® or traction-
free condition). Alipour a kol. @, s. 337] rekapituluji rizné okrajové podminky a
dospivaji k zavéru, ze podminku vstupniho a vystupniho tlaku (@) pouziva velka
¢ast zkoumanych studii.

Podminku bezsilového proudéni lze ovsem vystihnout i predepsanim rychlosti
(rychlostniho profilu) ve velké vzdalenosti, coz nakonec vyuziji u vstupniho profilu
v této praci [H, s. §] [@] [@, s. 15]. V této préci je cilem modelovat systém pomoci
metody konecnych prvki, konkrétné pomoci poc¢itacového programu Elmer a jeho
vypocetnich moduli. Podle doporuceni jeho tvirca program lépe reaguje na primé
zadani rychlostniho profilu na vstupu spis nez na okrajovou podminku s tlakem,
a proto budu toto doporuceni respektovat. Vyjdu tedy z vySe uvedeného vztahu
() pro rychlostni profil a empirickych dat.

Pti simulaci nestlacitelnych NS rovnic se v posledni dobé stale vice vychazi
ze stabilizované okrajové podminky na vytok. [Q] [@, s. 34] Ve stabilizované pod-
mince vystupuji pouze rychlosti ve sméru vytoku. Sidlof pouziva pro vstup para-
bolicky rychlostni profil a ,,do-nothing“ podminku pro vystup, resp. downstream
condition [, s. 25, 33]. Konkrétni tvar downstream podminky Sidlof odvozuje

26



ze slabé formulace problému. Takovou podminku pouzivéa Sidlof [@, s. 292] spolu
s Neumannovou podminkou na rychlost u vstupu a vystupu. Obdobnou podmin-
kou ve tvaru

1
(p—pref)n—l/vnv+§(v-n)7v =0, (21)

uvadi ¢lanek Valaska a kol. [@, rov. 10]. V této podmince v je kinematické visko-
zita, (A)” = min{A, 0} a p,r = 0 bez Gjmy na obecnosti.

Obdobnou podminku na vytok pouzivaji i Feistauer a kol. [, s. 328]. Je
vsak tfeba doplnit, ze tyto stabilizacni podminky jsou vytvoreny specialné pro
nestlacitelné proudéni (viz tam citované zdroje). Fouchet [, s. 34] uvadi, ze
divodem je zabranit vtoku kinetické energie (kterd zborti simulaci, viz ptiklad
na obr. Q) Podle posledniho citovaného ¢lanku je také mozné stabilizacni clen
prenasobit numerickym parametrem ¢, ktery vystihuje miru umélého tlumeni
zpétného vtoku. Je tfeba volit spise mensi hodnoty, protoze se tim zaroven reseni
modifikuje. Celkem lze tedy podminku na vytok podle Feistauera a kol. [@, S.

328] doplnénou o koeficient utlumu zpétného proudéni psat ve tvaru

1
o'-n+§%p('v-n)_'v:0. (22)

Pro stlacitelné proudéni na vystupu uvadi Feistauer a kol. [, s. 372| jedno-
duchou okrajovou podminku o - n = 0, doplnénou o Neumannovu podminku na
teplotu (jde o specidlni ptipad, kdy je vystupni tlak nulovy).

Ohledné vystupu tedy vychazim z uvedené literatury a doporuceni autori pro-
gramu Elmer a pouziju zde do-nothing podminku nulové trakce se stabilizaci (@)
Paralelné jsem také zkousel do-nothing podminku bez stabilizace, resp. Neuman-
novu okrajovou podminku v Rannacherové ucebnici [@, s. 16] (doporucovanou

autory Elmeru pro staciondrni proudéni)

nxv = 0

Vn'v = 07 S Fouta

nicméné dochézelo ke zpétnému proudéni (viz déle obr. @), resp. proudéni nebylo

viitbec vérné, a proto jsem od téchto okrajovych podminek ustoupil.

3.6 Elasticka struktura

Elastickou strukturou jsem se podobné zabyval v bakalarské praci [@] a neni
divodu se od uvedenych pasazi odchylit. Proto je pro 1ucely této prace pouze

struc¢né pripomenu.
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Znaceni

Struktura je modelovana v Lagrangeové popisu, ve kterém vystupuji mimo jiné
derivace Vx podle materidlového indexu X, jak je obvyklé v teorii pruznosti.
Vyslovné upozornuji na tento rozdil, aby nedochazelo k zaméné s derivacemi V,
podle laboratorni souradnice @, které jsou typické pro Eulertv popis a konvektivni
¢len. Rovnice v této podkapitole plati pro oblast €2° s hranici 9€2° = I'S, typicky

vyjddfenou v materialovych soufadnicich Q5 = Q5.

Transformace hustoty

Uvazujeme-li element hmotnosti dm, lze ho vyjadrit pomoci laboratornich dm =
pdv i materidlovych souradnic dm = podV, kde py oznacuje hustotu v materia-
lovych souradnicich, zpravidla hustotu na pocatku déje. Hmotnost se ale pouhou
transformaci systému zmeénit nemtize! Dosazenim JdV = dv z (H) dostavame

kyzené vyjadieni aktualni hustoty v Lagrangeové popisu

po = Jp. (23)

Pohybova rovnice

Vzhledem k tomu, ze jde o zdklad provadéné simulace, povazuji za vhodné reka-
pitulovat fyzikdlni vychodiska modulu Finite Elasticity v pocitacovém programu
Elmer podle manualu [@, s. 46]. Modul je nazvan podle teorie konecné deformace
— v protikladu k teorii pruznosti pro nekonecné malé vychylky. V bakalarské praci
[@, s. 27| jsem totiz dospél k zavéru, ze uvazovani velkych deformaci (a tim padem

Nelinearita modelu spociva v geometrii. Jak je obecné znamo [, s. 130],
tenzor konecné deformace E je kvadratickou formou na prostoru vektor v ma-
teridlové konfiguraci, kterda udava druhou mocninu zmény vzdalenosti dvou infi-
nitezimalné blizkych bodu v laboratorni konfiguraci

E = (qu + (qu)T + (VX’U,)TVXU) s (24)

DO | —

kde zna¢im w = x— X posunuti bodu materialu viici jeho vychozi poloze. Nelinea-
ritu zaklada posledni uvedeny ¢len, kterym se tenzor konecné deformace odlisuje
od tenzoru malych deformaci.

V modulu Finite Elasticity [@, s. 46] uvazuji pohybovou rovnici ve tvaru

9*u

POWX—VX'S = 0, (25)

kde déle znacim py po¢ateéni hustotu materialu, § = FS (C) Piola-Kirchhoffiiv
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tenzor napéti prvniho druhu, S Piola-Kirchhoffiiv tenzor napéti druhého druhu,
F = I + Vxu deformac¢ni gradient a C = F'F Greentiv tenzor deformace.

Pro tplnost naznac¢im, proc¢ tato rovnice vyplyva z vyse uvedeného zakona
zachovani hybnosti () V Lagrangeové popisu totiz referenéni souradnice x
splyvaji s materidlovymi X a konvektivni rychlost ¢ = 0 (viz str. ) Proto 1ze

zakon zachovani hybnosti prepsat do tvaru

ov
—| —Vg-0o=0.
Posledni rovnici vynasobime elementem objemu dv a rovnici (@) elementem
objemu v pivodni konfiguraci dV, zohlednime transformacni vztahy uvedené v ka-
pitole @ a defini¢ni vlastnosti uvedené v tab. E a nasledné dospéjeme k tomu, ze

obé rovnice vyjadruji zakon zachovani hybnosti dm‘é—‘t’ = df pro ¢astici materialu.

Homogenni reologie

Rovnice (@) je formulovédna pro Piola-Kirchhoffuv tenzor prvniho druhu. Teorie
pruznosti pritom obvykle vychézi z konstitutivniho vztahu pro Piola-Kirchhofftv

tenzor druhého druhu
S (E) = Mtr (E)I +2\E, (26)

kde E = 1 (C —1I) je (Lagrangeiv) tenzor koneénych deformaci a Aj, Ay jsou
Lamého koeficienty (zméfené vlastnosti materidlu). Piola-Kirchhoffovy tenzory

jsou mezi sebou propojeny (viz defini¢ni vztahy v tabulce E) vztahem
S =FS. (27)

Spokojime se tedy modelem, ktery ma linearni zavislost reologie na deformaci.
Tato linearni reologie se obvykle nazyva Saint Venantiv—Kirchhoffiv model. U de-
formace hlasivek je tento predpoklad c¢asto pouzivan, pripadné je modifikovan
vrstevnatou strukturou, kterd odpovida jednotlivym druhim tkané (povrchova

vrstva az svalova vrstva). Lamého koeficienty v (@) lze vypocist

En E

METEa oy Ty

(28)

kde F je Youngiuv modul a 7 je Poissonovo ¢islo daného materidlu. [@, s. 49]
Ve své bakalarské praci [@] jsem podrobné rekapituloval moznosti slozitéjsi
reologie, kterou je mozné do programu Elmer implementovat — zasadnim limitem

je zde ovSsem chybéjici vérohodné meéreni prislusnych konstant. Vérohodné mé-
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feni konstant v nelinearnim vztahu napr. pro relativné tenkou vrstvu epitelu se

ukazuje jako narocné.

Predpoklady rovinného problému

Vzhledem k tomu, Zze modelujeme hlasivku ve 2D, je treba jesté zvolit vhodné
zjednodusujici predpoklady rovinného problému [@, s. 329]. Obvykle se rozlisuji
rovinné napéti (plane stress) a natazeni (plane strain). Na nas pripad je apli-
kovatelné rovinné natazeni, ve kterém je rovina, ve které dochazi k natazeni,
mnohem mensi nez kolméa délka predmétu. Jak jsem uvedl v bakalarské praci [@,
s. 10], ,pro Teseni je podstatné, Ze hlasivky se béhem fonace prodluzuji fadové
srovnatelné se svoji velikosti. Vzhledem k tomu, Ze tento problém fesime pouze
dvourozmérné, nemiizeme uvazovat napéti, které v hlasivkach vznika ve sméru
kolmém na rovinu reseni. Na velikosti pri¢ného napéti také zavisi masa hlasivky,
kterd kmita, takze se od priéného napéti odviji také vyska tonu.”

Za podminek rovinného natazeni €33 = 0 1ze tfeti diagonélni slozku Cauchyho
tenzoru napéti prepsat

o33 =1 (011 + 022).

Jednim z relevantnich [] méritek vnitintho napéti je skalar nazvany von Mise-

sovo napéti o. V rovinném natazeni ho lze vyjadrit vztahem

o= \/(011 — 022)2 + (0922 — 1 (011 + 022))2 + (011 — 1 (011 + 022))2 + 60%2
5 )
(29)

Poznéamka: 7 uvedeného vyplyva, ze 2D model hlasivky nemuze spravné pred-
povedét vysku ténu produkovanou pri zadaném pricném napéti, nicméné ma
smysl ho zkoumat pro objasnéni obecnych principti pti fonaci, srovnej diskusi
v ramci kapitoly @ Model popsany v této préci lze bez vétsich potizi rozsirit

v programu Elmer i na 3D pripad, rozhodné tedy nejde o neperspektivni pristup.

Okrajové podminky

Objem struktury je za prvé ohrani¢en pevnou hranici I'y s ukotvenim, kde se

struktura nehybe, tj. vektor posunuti
u=0nal}. (30)

Déle je ohranicen interakéni hranici I'", kde se struktura styka s tekutinou
(viz dile kapitola B.7).
Oproti modelu v bakalarské praci zahrnuji také vnitini strukturaci hlasivky

(epitel, ligament a sval) [@7 s. 802]. To znamena, ze se hlasivka sklada z nékolika
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druht materialu Sq,S,, .. ., z nichz kazdy ma ruzné vlastnosti (Youngtuv modul,
Poissonovo ¢islo, hustotu). V takovém piipadé je 10gickéE se v okrajovych pod-
minkich na rozhrani ™I'S omezit na spojitost posunuti a zdkon akce a reakce

v silovém ptlisobeni trakci, tj.

u = u> (31)
oSS — _gSnS
Sy NS S NS
= SSN® = _S®N%,

kde S je Piola-Kirchhoffiv tenzor prvniho druhu v materigle S; a dile N> =

—N*? je vngjsi norméla vidi télesu S;.

3.7 FSI interakce

Posledni ¢4sti pro popis je interakéni hranice I'". Pravé diky interakci mechanické
struktury s tekutinou je kmitani hlasivek zajimavym biofyzikalnim problémem.
[H, H] Interakei struktury a tekutiny nalezneme v rfadé dalsich riiznych probléma.
Napr. podobnou tlohou se pro nestlacitelnou tekutinu zabyva prace [@], ktera
zkoumala proudéni v tepné, pricemz proudici tekutina interagovala se sténou

tepny. Obecné je loha Fesena jako tutorial v [@, s. 41]

Stejné jako v pripadé vnitinich hranic struktury musime v okrajové podmince
pozadovat spojitost rychlosti a trakci. Okrajové podminky pro interakci [@] na

'™ uvazuje ve tvaru

(32)

kde nf je jednotkovy vektor ve sméru vnéjsi normaly QF. Tyto podminky zname-
naji, ze na stycné plose dochazi k rovnosti rychlosti (podminka pfilnavosti k po-
vrchu pohybujici se hlasivky) a rovnosti vzdjemné opacné orientovanych trakei.
Tyto podminky také pouziju.

Pri praktické implementaci metody konecnych prvka v poc¢itacovém programu
Elmer se postupuje tak, Ze se rovnice integruji ve slabé formulaci v materidlovych
soufadnicich. Ozna¢me N® normélovy vektor vnéjsi norméaly v 0% v materidlo-
vych souradnicich, potom jiz v (B) jsem odvodil Nansontuv teorém, podle néhoz je
normélovy vektor v aktudlnich soutadnicich n® = JF~TN® (stai si uvédomit, ze

normalovy vektor lze ztotoznit s jednotkovou plochou). Vyslednd trakce, kterou

2Podrobnéjsi pojednani o podminkéch na rozhranich véetné vyjadieni v referenéni konfigu-
raci je napf. v ucebnici Zdeiika Martince [43, s. 49].
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pusobi tekutina na strukturu, se vypocita
tF = —o™nS. (33)

3.8 Shrnuti fyzikalnich vztaht

Kompilaci vysledkt z predchozi ¢asti dostavame nasledujici:
Seznam zakladnich proménnych

v(x) rychlost proudéni, kde = € QF |

p(x) tlak, kde & € QF |

u (X) posunuti, kde X € Q%.

Vsechny dalsi veli¢iny jsou odvoditelné pomoci jiz uvedenych prevodnich vztaht
(viz zejména tab. E a )

Seznam zakladnich rovnic

nestlacitelnost tekutiny Ve -v=0 x € QF (1) (lljl)

Navierova-Stokesova rce p (g_zty + [c- V] v) = x € QF (1) ()
—mep + puViv

pohybové rce struktury 00 (?;TZJ . —Vx-8S=0 X € Q?X (@)

Seznam okrajovych podminek

vstupni profil v=1o"(x) xel™m ()

prilnavost ke sténam v=0 x €T} ()

vytok o-n+ %%p (v-m) v=0 x € (@)

stabilni ukotveni u = X €T} (@)

interakce onf = —o°n° x el™(t) (@)
vf = v°

vnitini rozhrani ust = u> X enrs (@)

551 NSI — _SSQ NSQ

Konkrétni podoba rovnice pro umeélou deformaci vypocetni oblasti v ALE metodé

se muze ménit (podrobné viz podkapitola |4.4 na strané 4j)
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4 Matematicka formulace

Cilem této kapitoly je vyuzit teoretické fyzikalni poznatky z predchozi kapitoly
a prevést rovnice do matematické podoby, ktera je primo numericky resi-
telna. To znamena zejména prepsat rovnice do slabé formulace. Zatimco ve fyzice
zadna doprovodna tloha na vypocet elasticity vypocetni sité neni, v matematické
formulaci se bez ni neobejdeme, abychom mohli zavést konkrétni tvar pomocného
zobrazeni vypocetni oblasti x (X,t) v ALE metodé. Na konci této kapitoly tedy
budu mit kompletni matematickou formulaci problému, které numericky vyresim

na pocitaci, o cemz pojednava nasledujici kapitola.

4.1 Schéma ulohy

Elmer je pocitacovy program postaveny na simulaci jevl z riznych fyzikalnich
obortli na principu tzv. slabé vazby. Zjednodusené to znamena, ze pocitame urcity
fyzikalni jev (proudéni tekutiny, pohyb struktury, proudéni tepla) samostatné.
Vzajemné pusobeni vyjadiime napr. pomoci povrchovych sil, spocitané velic¢iny
dosadime do ostatnich modeli a tento postup iterujeme, dokud nedosdhneme
konvergence. Takovy pristup je vyhodny pro modularni systém jako Elmer, na
nékteré tlohy ale nemusi stacit (viz déle).

Pocitace jsou nejlépe uzptsobeny k numerickému feseni diskretizovanych tloh,
které pocitaji s urcitou presnosti. Je nékolik zplisobti, jak k diskretizaci pristu-
povat, ale vyse popsana slaba vazba vede k tomu, ze diskretizujeme zvlast cas
a zvlast prostor, zatimco obecné bychom mohli diskretizovat prostor a cas sou-
bézné. Proto v této ¢asti uvadim slabou formulaci problému pro jeho jednotlivé
casti, nikoliv pro cely problém, jak se déje u tzv. monolitické formulace, ktera
vhodné vystihuje silnou vazbu, ale je vypocetné narocnéjsi [H, s. 111 a nésl.] a
predevsim jeji rutiny nejsou implementovany v balitku Elmer. Obecné je znamo,
ze nékteré problémy v oblasti FSI vyzaduji monolitickou formulaci a pomoci slabé
vazby neni mozné je nasimulovat. [@, @]

Nasim tkolem je formulovat fyzikalni rovnice problému kmitani hlasivky pro
slabé Teseni. Je véci pristupu programatora, aby zvolil takovou slabou formulaci
problému, kterda mu umozni vyuzit zamyslené numerické metody. Programéatori
Elmeru popisuji sviij semidiskrétni pristup [H, s. 33] v programétorském tuto-
ridlu [@7 s. 12]. Struéné feceno upravi rovnice do tvaru slabé formulace vcetné
pripadné stabilizace, zavedou priblizeni pomoci kone¢nych prvki a linearizuji rov-
nice pomoci iteraci. Nasledné zatadi do rovnic prvni nebo druhou ¢asovou derivaci
pomoci standardizovanych metod.

Nyni shrnu schéma tlohy do drovni nutné pro pochopeni vyznamu slabych

formulaci jednotlivych dil¢ich tloh multifyzikalniho problému [@, s. 8
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1) Casova smycka

Zadany interval t € (0,T) se rozdéli na shodné intervaly sitky At. Ukolem v ramci
Casové smycky je vypocitat vzdy nésledujici feseni S (¢ + At) pii znalosti vSech
predchozich casovych krokt. Pro tento tcel se vyuziva algoritmu semidiskreti-
zace: pro prvni casovou derivaci Eulerova implicitni metoda, pro druhou ¢asovou

derivaci Bossakova metoda, viz déle).

2) Sprazena iterace

Iteraci uvnitt ¢asového kroku nazyvame sprazenou iteraci (od angl. coupling =
vazba). Cilem sprazené iterace je dosdhnout feseni celého problému pomoci vice
resici. Kazdy tesi¢ Tesi dil¢i dlohu multifyzikdlniho problému. Sprazend iterace
kon¢i, jakmile je dosaZena pozadovana tolerance relativni chyby e.p. Vystupem
dané iterace je linearni kombinace starého a nového teseni, pricemz koeficient
u nového Tesenti je tzv. relaxacni faktor sprazené iterace, ktery muze byt v pripa-
dech naro¢né konvergence i tak nizky jako 0,1. Vystup jedné iterace vstupuje jako
vychozi Teseni do dalsiho opakovani. U sprazenych multifyzikdlnich problémi,
jako je simulace hlasivek, je vhodné provést pouze jednu nelinearni iteraci a na-

opak iterovat vicekrat na drovni sprazenych Tesici.

3) Nelinearni iterace

Céast Tesice, ktery fesi nelinedrni rovnici F (u) = 0 pomoci iteraci linearizované
rovnice, nazyvame nelinedrni iteraci (pri¢inou nelinearity mize byt napf. kon-
vektivni ¢len v NS rovnici nebo geometricka nelinearita u velkych deformaci).
Nelinedrni iterace vyuziva napr. Newtonovu nebo Pircardovu metodu, kterou se

problém prevede na iterace linearniho problému.

4) Linearni iterace

V ramci linearizovaného systému muze jesté v ivahu pripadat tzv. linearni ite-
race, ktera se pouziva pro feseni velkych soustav rovnic, ale v této implementaci

neni linearni iterace tfeba, protoze k reseni soustav se pouziva primy resic.

4.2 Navierovy-Stokesovy rovnice

NizZe popsany postup pro slabou formulaci a diskretizaci pouzivany v programu
Elmer vychéazi z manudlu [@, s. 77] a stabilizace uvedené v ¢lanku od autort
Franca a kol. [@, s. 211], dale z obecnych pojednani [@] [, s. 331 a nésl.| [@, S.
43]. Pfi piipravé této podkapitoly jsem také vySel ze svych poznadmek z prednasek

prof. Feistauera (pfi¢emz pripadné chyby zustévaji na mé strané).
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Slaba formulace

Konvence pro strucnost platnd po zbytek podkapitoly: Pisme struéné Q := QF

kdykoliv neni pochybnosti. Definujme déle néasledujici znaceni

abe L*(wC Q)= (ab), :/abdw.

w

Neni-li uvedeno jinak, pokladam déle v := v"*!

a skalarni soucin (a, b) := (a, b),
uvazuji kinematicky tlak p := p/p (totéz pro napéti) a kinematickou viskozitu
v = p/p, neuvddim index u gradientu V := V,. Pokud ve skaldrnim soucinu
vystupuji vektory, resp. matice, rozumime tim pod integrdlem obvykly skalarni

soucin -

, resp. dvojny skalarni soucin ,:“ (tak, aby vysledkem byl vzdy ska-
lar). Déle pocitejme s formou ¢ (¢, v, w) = ([¢ - V] v, w), coz je trilinedrni spojita
forma na V? antisymetrickd v poslednich dvou argumentech, kterd vystihuje
konvekei. Necht H' (Q) je Soboleviiv prostor Ly funkei s Lo derivaci na Q a
H; je jeho podprostor funkei s nulovou stopou na 9. Forma na H' definovana

((v,w)) = (Vv, Vw) je potom skaldrnim soucinem na H}. [@, s. 16 a nésl.|

Oznacime-li rychlost vypocetni oblasti v, pak program podle dokumentace

[@, s. 22| pouziva v konvektivnim ¢lenu aproximaci

(v =) - V]v = [(v, =) - V]vnp,

kde w,, je rychlostni pole v predchozi iteraci. Jde o tzv. Picardovu iteraci [@,
s. 48], ktera je pouze prvniho radu a konverguje spiSe pomaleji. Na této trovni
tedy probiha tzv. nelinearni iterace, nebof touto iteraci se z rovnice odstranuji
nelinearity (u NS rovnice se nazyva Oseenova iterace [@, s. 31]). V rdmci této

iterace ovsem miizeme rychlost ¢ = v,, — © povazovat za konstantu.

Pripomenme, ze okrajové podminky se rozpadaji na hranici s Dirichletovou
a Neumannovou podminkou I'f = I'® U TN, pficemz tyto hranice maji spole¢né
jen krajni body, a lze je v rdmci I'F rozepsat I® = Tj UT™ a TN = [int y Tout,
Definujme v ndvaznosti na to nasledujici vektorové prostory: [@, s. 211] [, s.
331 a nésl.]

Voo () < I ()
Vo = {weV:zel®=w=0}
Q = Ly()={qeL?(Q),(g,1) =0}
V dtloze () vystacime se semidiskretizaci ¢asu (implicitni Eulerovou meto-
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ov vt — o
5~ T,At:tnﬂ—tn,v"%v(tn), t,...,ty € (0,7),

kde T' je ¢as simulace. V ramci uvedené konvence dojde k nasledujicimu zjedno-

duseni notace:

,anrl — "
p—x— trleValv" = =Vopt 4 Vi
v ;tv +[c-V]v =-Vp+vV?v =V 0', (novd konvence)

kde v € V,p € Q a o' je ddno vztahem () Spolu s tim musi byt splnéna
podminka v—v* € Vy, v* € V' kde funkce v*|ro vystihuje Dirichletovu podminku
na I'°. Hleddme v € V takové, aby pro libovolné w € V,q € @Q platila [@, S.

12] rovnice pro hybnost ve slabé formulaci

v—v" ,
(T7w> +C(C,’U,’ll]) —(V~o‘,w),

resp. rovnice zachovani hmotnosti ve slabé formulaci
/qV-szé—(q,V‘v):O.
Q

Na hranici I'N = I'" U I'°“t zndme pisobici silu o - n = g. Ve vyse uvedené
rovnici je druhd derivace v v napéfovém clenu, kterou potirebujeme odstranit.

Proto pouzijeme Greenovu vétu

(V-o',w) = (n-o',w), —(Vw,o’) (34)
= (n-o,w)p, — (n (V)" w) — (Vw, —pI +vVv)

I'n

= (gow), — (n- (Vo) w) +(V-w) v ((v,w)

N

Celkem tedy mame pro neznamou v € V soustavu Vw € V, Vg € )

(Ait,w)—i—c(c,v,w)—l—l/((v,w))_(p7v.w)+<n,<v,v)T7w>FN — F(w)

—(¢,V-v) = 0,(35)

kde F (w) = (%, w) + (g, w)p . Prostfednictvim tohoto vyjadreni se do slabé

37 vyjadieni autorii [@} i kontroly zdrojového kédu vyplyvd, ze lze volit pouze casovou
diskretizaci s presnosti do prvniho fadu, nebot v presnéjSich metodach nejsou zahrnuty efekty
vyplyvajici z ALE zobrazeni.
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formulace dostane i downstream podminka (@) Prvni ¢len na levé strané slabé
formulace (@) pochazi ze zrychleni, druhy ¢len je konvektivni (oba v ALE for-
mulaci), tFeti ¢len difuzni, ¢tvrty ¢len tlakovy a posledni ¢len vznikl kvuli vhodné
formulaci okrajové podminky; prava strana odpovida semidiskretovanému casu
a okrajové podmince. Ze slabé formulace (@) je ztejmy vyznam diive zminéné
okrajové podminky o - n = 0, nebot tato podminka nuluje prostiedni ¢len pravé
strany. (Tento ¢len mizeme také vhodné rozepsat do normalové a tecné slozky
b, s. 44].)

Diskretizace

Pro diskretizaci se pouziva standardni Galerkinova metoda. Diskretizace spociva
v tom, ze prostory funkeci jsou nahrazeny jen konecné rozmérnymi prostory funkei,
V =V, V)= Vy,, Q =~ @), pricemz tuéné oznaceni ma pripominat vektorovou
povahu V;, =V}, x V},. Obdobné jsou aproximovana vstupni data. Ozna¢me baze

téchto prostori nasledovné:

Qn = span{q,...,q}

Vo = span{wi,...,wy,}
VOh = Span{(w170)7(07w1)7"'7(wm70)7(07wm>}
= span{wj,...,w; }

Do obecné rovnice (@) dosadime vyjadfeni pomoci novych soutadnic (v;, p;)
2m
v, = v+ E vw;
i=1

o= > hig
1=1

a zvolime specidlni volbu w = w} a ¢ = ¢, takze lze bez problému vy¢islit
¢len F (w}) v rovnici (@) V zajmu zjednoduseni nepisu explicitné souradnicové
slozky, ale omezuji se na indexy i, j nalezejici riznym bazim (stuptiim volnosti).

V explicitnim vy¢isleni je samoziejmé tieba matice sestavit i se souradnicemi.

7 jednotlivych ¢lenti pak dostaneme

2m
Up, * 1 * * 1 * *
(anz) = ;UJE (wj>wi)+E(vhawi>

- At + At (vh7 wz)
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2m

2m
c(v,vp,w) = ¢ (c, v, + Zvjfw;f, wj) =c(c,v;,w;) + Zvjc (c, wr, 'w;*)
j=1

j=1

(Co), + c(c, vy, w))

v ((vn,w))) = u((vavjw;:w:))=v((vz,w:>>+2vju((w;,w:)>

= (AD); + v ((v}, w;))

—(pn, V-w)) = = pi(q,V-w)) = (Bp),
j=1
2m
(g5, V-v) = (¢, V-vj)+ (qg"Zw-wi) = (@, Vi) + (B1),,
j=1
2m
(n.(vv)T,w;)FN - <n.<vv;)T,w;)FN+Zﬁj x (vw;)T,w:)FN

S -
= (n- (Vo) wi) + (M),
I'n
kde tildou jsem opét oznacil souradnicové sloupcové vektory v, p a Ml zna¢i matici
hmotnosti. Vidime, ze vSechny ¢leny jsou budto na téchto souradnicovych vekto-
rech nezavislé anebo jsou dany néjakou matici. Slabou formulaci (@) dvou rovnic

lze potom usporadat do nasledujici matice:

(%+C+A+N 133)(?):(1?')’ 6)
BT 0 i G

kde mame dva nové sloupcové vektory

F = F(w:)_Kt<

Gi = —(q;,V"UZ),

vj, w}) = ¢ (00,03, w]) = v (), w))) = (n- (Vop) T} )
N

do kterych jsme posbirali absolutni ¢leny. Soustava rovnic (@) je Tesitelnd za

podminky regularnosti. Konvektivni ¢len zptsobuje, ze je obecné nesymetricka.

Pocitacovy program Elmer v sobé obsahuje rutinu [@, s. 14], kterd vypocita
jednotlivé prispévky po elementech v ramci soustavy (@) Je tfeba si uvédomit,
ze nenulovych bazovych funkci je zpravidla velmi maly pocet a tedy lze sesta-
vit lokalni matici, kterda se teprve nésledné posklada do globdlniho linedrniho

systému.

Integral na elementu se pocita pomoci Gaussovy kvadratury. Funkéni hodnoty
jsou vyhodnoceny na standardizovaném elementu a pomoci definované transfor-

mace jsou preneseny na skutecny element.
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Stabilizace

Pro tuto tlohu Franca a kol. [@] dovozuji konkrétni podobu slabé formulace, ze
které vyjdeme (tam zjednodusené uvazované s Dirichletovou podminkou), pficemz
podrobnosti jsou popsany v manualu [@, s. 80], ze kterého shrnu podstatné ¢ésti.

Ke slabé formulaci (@) pribude novy stabiliza¢ni ¢len, ktery ma tvar
Z/TR(v,c,p,t) (Vg —v(Aw + V (V- -w)) + (¢- V) w)dS,
K

kde K oznacuje jednotlivé elementy triangulace a R (v, ¢, p,t) je reziduum NS

rovnic

ou

R(v,c,p,t)za

+Vp—v(Av+V(V-v))+(c-V)v—f.

VySe uvedend suma probih& pres vsechny prvky triangulace a integruje se po
vnittku prvku. Déle se ke slabé formulaci pridava stabiliza¢ni ¢len vyplyvajici

7 rovnice zachovan{ hmotnosti
Z/a(v.v)(v.w)dﬂ.
K

Stabiliza¢ni parametry volime nésledovné

J(K) = ||| hxRe,;
h
T(K) = rRey
2|lc||
_(mx |lc]| hi
K) = 1
Rex( ) min ( Ay > )

kde hg je prumeér konecného prvku a my stupen interpolace. Pochopitelné i
cleny ve stabilizaci je treba diskretizovat, coz se provede primocare dosazenim.
Pro referenci zde odkazuji na manudl [@, s. 81], kde je tplny seznam diskretizace

vSech stabiliza¢nich ¢len.

4.3 Deformace struktury

Pti popisu deformace je tfeba mit na zreteli, Zze tlohu fesime v materialovych
souradnicich X. Ackoliv popis podany v mé bakalarské praci [@, s. 19] je sice
spravny, uvazoval jsem tam ve slabé formulaci pro jednoduchost jen linedrni geo-
metrii, ve které lze snadno napsat rovnice v laboratornich souradnicich . V ma-
teridlovych souradnicich vSak rovnice vypadaji odlisné. [H, s. 17 a nasl.] Vyjdu

tedy z modelu Lagrangeovy formulace deformaci s velkymi vychylkami imple-
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mentovaného v pocitacovém programu Elmer. [@, s. 47]
Konvence: V této podkapitole uvazujme 2 = Q%, u := u1 a ddle obdobnou

konvenci jako v minulé kapitole.

Slaba formulace

Definujme obdobné jako u tekutiny nasledujici prostory

V = H'(Q%) x H' (9%) (37)
Vo = {wEV:mGFgﬁwzo}.

Hleddme posunuti uw € Vj tak, aby pro libovolnou vektorovou funkci W € V; na

0% platila rovnice (@) ve slabé formulaci
P

Po o2 |,

(W,pr) = (W,V-8)=(W,N-S)w—(VW,S)

= Vx-S (38)

Pu
ot |
pozdéji diskretizovan Bossakovou metodou, posledni ¢len je vhodné vzdy vyjadrit

V této rovnici bude prvni ¢len s materidlovou casovou derivaci . =

implicitné tak, aby jeho nelinearni zavislost mohla byt aproximovana iterativné.
Elmer to podle dokumentace [@, s. 47] provadi tak, ze funkéni hodnotu
S (Fi+1) rozepiSe pomoci smérové derivace DS (Fy) [AF], kde AF = Fjyy —
F; = Vuyy, — Vuyg. (Smérova derivace je linedrni zobrazeni, které reprezen-
tuje prvni ¢len Taylorova rozvoje funkce S (Fx1) kolem bodu S (F) v zadaném
sméru. Lze ji zapsat pomoci dvojného skaldrniho souc¢inu (kontrakce v obou in-
dexech) DS (Fy) [AF] = (AF : V) S (F)|Fk)B Celkem lze tedy aproximovat

S(Fi1) — S(Fy)+ DS (Fy)[AF]
= S(Fy)+ DS (Fy) [ups1] — DS (Fy) [uy]

Rovnici (@) platnou pro VW € V| proto prepiseme s vyuzitim konvence

u = w1 do tvaru

(W, por) + (VW, S (Fi) + DS (Fy) [u] — DS (Fy) [wi]) = F (W)

a diskretizujeme s bézi Wi € Vi, u = 3, 4;W7;. Diky tomu dostaneme mati-

4Dalsf ¢ast dokumentace [@] je vsak zavadéjici, protoze se patrné tyka nelinedrnitho modelu
reologie. Proto nasledujici popis vychézi z teorie a rozboru zdrojového kédu programu.
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covou rovnici

01U
M— + Ku = F,
ot?
kde u je sloupcovy vektor souradnic v rozvoji do baze, M je matice hmotnosti, K
je matice tuhosti a F' je vektor pravé strany. Tyto veli¢iny jsou dany nasledujicimi

Vzorci:

Ki; = (VW},DS(Fy)[W7]) (39)
My = po (W, W3).

K pravé strané¢ F' (W) pficteme zbyvajici ¢len (VW?, DS (Fy) [ug] — S (F)).
Pocitacovy program Elmer obsahuje rutinu, ktera adekvatnim zptisobem pripocte
k pravé strané matice ¢leny odpovidajici Neumannové podmince na I'N = Tt
kde plati () Nelinearity jsou aproximovany pomoci hodnoty funkce v minulém

kroku iterace. Zbyvajici Dirichletova podminka je jiz zahrnuta v podmince (@)

Lokalni maticovou rovnici lze rozsirit o tzv. Rayleighovo tlumeni, takze ma

celkova rovnice tvar

0*u ou _

kde matice Rayleighova tlumeni je definovana vztahem
D = aM + FK, (41)

kde o a (3 jsou koeficienty tlumeni. Jejich urceni muze byt nékdy slozité (pro

kmitani hlasivek radové {a} = 100, {8} = 0,001, viz [@})

Pocitacovy program Elmer pouziva pro druhou derivaci Bossakovu metodu
[@, s. 36]. To znamen4, ze diskretizace v Case systém (@) prevede do nésledujiciho

tvaru

e Y ~n4+1 _
(ﬁ (At)2M + 6AtD + K> U =

n 1_a~n Y oon 1_an
F+1+M</B(At)2u +6Atv + % a)+

+D (ﬁﬂ” + (% - 1) "+ (1 — %) Ata”) ,
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kde koeficienty v rovnici jsou dany nasledujicimi vzorci:

v = 0"+ AL (1 =) a" + ya™ )

amtt—ar o 1
a"tt = ~ 3A7 +|1—=]a"

B(Ar?®  BA 2
— 1 . 2
g = 1(1 @)
_ 1
v o= 5 Q.

4.4 Deformace vypocetni oblasti

Jak bylo uvedeno vyse, umélou deformaci vypocetni oblasti v ALE metodé resime
v laboratornich souradnicich @ jako pomocnou tlohu, pricemz slabou formulaci
jsem uvedl ve své bakalaiské praci [@, s. 19]. Zjednodusené feceno fesi¢ MeshSolve

fesi vzdy linearni elastickou tulohu

kde oM, eM jsou tenzor napéti, respektive malych deformaci vypocéetni oblasti,

které jsou definovany vztahy

oV = 2\MeM L AV TreMr

1

eM = 3 (Vou + (VouM)T) .
To vse jsou virtualni veli¢iny, jejichz jedinym cilem je dosahnout dobrych vlast-
nosti pii deformaci vypocetni oblasti. Lamého koeficienty A\M, A} se obecné mohou
ménit v zavislosti na x a jejich funkéni zavislost lze volit tcelné podle problému
(v nasem podéani jde o konstanty, které se zadavaji pomoci vlastnosti (@) virtual-

niho materidlu). Na misto Saint-Venantova modelu (@) zde mame Hooktv zdkon

pro malé vychylky. Okrajové podminky jsou predepsany ¢isté dirichletovské

’U,S, = Tint
uM = _ (43)
0, xedQf\l™

Dosazenim stéle v silné formulaci (podle konvence jiz bez indexi) dostdvame
VU:2>\1VB+)\QV(VU) :O,

pfi¢emz soufadnice sité jsou ddny vztahem x = X + uM.
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Slaba formulace

Uvazme funkci w* splinujici vyse uvedenou okrajovou podminku () a definujme

prostory

Voo () <o ()
Vo = {weV:zel®=00) =w=0}

Potom hleddame funkci w € V' spliujici u — u* € V,. Volme w € Vj a rovnici

(@) prepiseme do slabé formulace (s obvyklou konvenci, viz vyse)

0 = (W, MV (Vu+VTu)+ 0,V (V- u) =
= Al(Vw,Vu)+)\1(Vw,Vu)+)\2(V'w,Vu)

Diskretizace

Provedme diskretizaci obdobné jako na strané @ a s obdobnym znacenim. Nyni
jiz mizeme mluvit o vypocetni siti namisto vypocetni oblasti. Pirimocarym dosa-

zenim dostavame

0 = > {M(Vw, Vw)) + A (V- w], V- w)) + X (V- w],V-w))} i

J

0 = Ku, (44)
kde jsem oznacil matici tuhosti
Kij = A1 (Vw}, Vw!) + A\ (V- w}, V- wh) + A (V- w], V- w)).

Reseni rovnice (@) je tfeba posunout o diskretizovanou verzi Dirichletovych
podminek wuj, ¢imz dostaneme kompletni feSeni w;, elastické tlohy pro deformaci
sité a tim i soutadnice x. Ve zdrojovém kédu pocitacového programu i v manualu
[@, s. 88| jsem zkontroloval, Ze uvedend rovnice je implementovina popsanym

zpusobem.
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5 Pocitacova simulace

Cilem této kapitoly je popsat schéma pocitacovych programu simulace, jednotlivé
pouzité programy a jejich moduly, provést nékolik numerickych testti jednotlivych
komponent a testy konzistence a ve funkénim programu simulovat s vychozim

nastavenim vybrany tsek na pocatku fonace a diskutovat vysledky.

Alipour [] uvadi, ze relativné vysoky podil studii zabyvajicich se simulaci
hlasivky postrada presny popis vstupnich konstant, coz znemoznuje replikovatel-
nost vysledku. Proto se v této vénuji disledné rekapitulaci vstupnich konstant a

parametru tak, aby vysledky byly replikovatelné a prezkoumatelné.

Elmer je modularni systém, ktery umoznuje provazat nékolik samostatnych
vypocetnich modulii. Proto budu vychazet z toho, ze vzdy nejprve zprovoznim a
otestuji jednotlivé moduly samostatné, pak budu postupné zvysovat slozitost a

teprve nasledné je zapojim do interakce.

5.1 Geometrie a fyzikalni parametry

Geometricky tvar oblasti hrtanu je prevzat z prace [@, s. 988], kde byl naméreny
vlastnosti vyriznutého hrtanu. Vypocetni oblast modeluji pomoci programu gmsh
[] Tento tvar hlasivky jsem pouzil jiz ve své bakalarské praci [@], pricemz
geometrie je skalovana na centimetry. Zbytek vokalniho traktu ma tvar obdobny

jako pouzivé préce [@]

Zheng a kol. [@] prokéazali, ze na 2D proudéni maji nepravé hlasové vazy vliv,
protoze snizuji impedanci hlasivkové stérbiny diky tomu, ze omezuji ndhodné od-
klanéni proudu. Proto jsou v modelu zahrnuty i nepravé hlasové vazy. Konkrétni
oznaceni geometrickych parametrii obsahuje obrazek Ba). Veli¢iny oznacené pis-
menem jsou proménné a jejich hodnota je specificka pro kazdy uvazovany pripad.
Ovsemze na redlny larynz nenavazuje tak dlouhd trubice, kterou v této praci

volim spis kvuli snadnéjsi konvergenci.

Parametry mohou byt velmi variabilni @, s. 340]. Proto jsem nejprve provedl
kratkou resersi pouzivanych ¢i zmérenych parametru (tab. m) Podle téchto udaju,
vyse probranych aspektii prace a podle tabelovanych hodnot jsem sestavil tabulku
pouzitych parametru (tab. @) Pii modelovani struktury hlasivky jsem vychéazel
z parametri uvedenych v ¢lanku Feistauera a Horacka, ktefi uvadéji konkrétni
parametry pro tii vrstvy hlasivky (epitel, ligament a thyroarytenoidni sval, viz

podkapitola b.l na strané d) [, s. 369]
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Obrazek 5: Priklad geometrie, vypocetni sité a umisténi senzoru
a) Z geometrickych veli¢in bude pro tuto kapitolu dilezity parametr Lchannel, v dalsi kapitole se budu meénit parametr Aqjst.
Parametr Lgiart = 2 cm neménim.

b) Piiklad vypocetni sité s 45897 vrcholy. Epitel na povrchu a ligament uprostied jsou cervené, zluté je sval.

c¢) Senzor ¢. 1 je na vrcholu dolni hlasivky, senzor ¢. 2 je na nejspodnéjsi ¢asti horni hlasivky, senzory in a out jsou ve stfedu
vtoku a vytoku.

s~/ YV 7
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Parametr Pouzité hodnoty

ligament Eyg = 65000 Pa
Nig = 0,4
prig = 1030kg - m™
epitel Ee, = 25000 Pa
Nep = 0,49
Pep = Plig
sval FE,, = 8000Pa
Tlm = Tep
Pm = Plig
vlastnosti vzduchu pF=1,205kg - m3

w=1,983-10"°Pa-s
vlastnosti vypocetni sité EM = 2Pa
™M=0,3

vstupni rychlostni profil vy, = 2m-s™! (vodorovné)

Tabulka 4: Vychozi fyzikalni parametry numerického modelu

5.2 Pouzité programy

Numerické zpracovani je zalozeno na nékolika pocitacovych programech, které
jsou navzajem provazany a dale podrobnéji popsany.

Cilem popisu v této c¢asti je zduraznit vSechny vlastnosti pouzité pri nume-
rickém modelovani, které umoznuji opakované dosdhnout vysledk a ovérit je.
Replikovatelnost vysledku je zalozena na tom, zZe vSechny pocitacové programy
pouzité v této praci maji otevieny zdrojovy kéd (open source [@]), takze lze oveé-
rit jejich principy fungovani ve zdrojovém koédu, coz jsem také v tadé pripadi
udélal, pripadné odstranit zjisténé chyby. Celd implementace diplomové prace
je zvefejnénaE a budu rad, kdyz na zvefejnénou praci nékdo navaze pti svém
vyzkumu.

Pouzité pocitacové programy lze znazornit do schématu uvedeného v tab. B
Pro vypocet se pouziva balik Elmer ve verzi 8.2. Ten ma v sobé zabudovano jed-
nak grafické rozhrani (GUI), které usnadnuje definovani okrajovych podminek,
jednak také ElmerSolver, ktery fesi rovnice podle zadaného textového konfigu-
racniho souboru ve formatu sif. Podrobny popis nastaveni jednotlivych modula

nalezneme v dokumentaci [@]

®Viz repozitai na githubu https ://github. com/jmichalek/hlasivkyl.
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— vocalSolve — obsluzny program ve skriptovacim jazyce bash vlastni vyroby
s prilozenym dokumentovanym zdrojovym kdédem

— analyze.py — vlastni pythonovsky skript vyuzivajici knihovny numpy
[@], matplotlib [@], pandas [@] a scipy [@] ke spektralni analyze a
zpracovani dat

— Gmsh — geometrie a sit [@]

— ElmerSolver — numerickd simulace [@, @, ]

— Fotranova funkce — vstupni profil myprocedures.f£90
— ElmerGrid — konverze do forméatu pro Elmer
— Procedura na teseni rovnice:

* ElasticSolve
* MeshSolve

* FlowSolve

— paraview — vizualizace vystupu a zpracovani vystupu do obrazkt a animaci

[B]

Tabulka 5: Schéma pouzitych programiu

Prehled prikazt pouzitych v obsluzném programu obsahuje vypis zdrojového
kédu m Je v ném také nazorné ukdzan typicky pracovni postup (workflow) pii si-
mulaci a zpracovani vysledkﬁ.B Kompletni prehled si lze zobrazit v dokumentova-
ném zdrojovém koédu. Obsluzny program v zadném piipadé neni optimalizovany
a obsahuje i zastaralé casti, které jsem potieboval v riznych fazich psani této
prace a jejichz potreba nasledné odpadla. Poskytovan je jak stoji a lezi s touto
vyhradou bez jakékoliv zaruky.

Parametry modelu jsou vzdy dény v souboru config.ini (viz piiklad zdro-
jového kodu E), odkud se prenaseji pomoci programu vocalSolve do vstupniho
souboru Elmeru case.sif. Tento soubor mé prednost pred vychozim nastavenim

ve sloZce Sablon.

5.3 Proudéni a jeho testovani

Prvné se budu vénovat modulu proudéni, v této praci proudéni nestlacitelnému.

Proudéni je v baliku Elmer implementovano v modulu FlowSolvell. Program

6Podle zvyklosti je program dokumentovan v anglicting.
"Viz zdrojovy kéd na adrese lhttps ://github. com/ElmerCSC/elmerfem/blob/devel/fem/l
Erc/modules/FlowSolve.F9d
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Zdrojovy kéd 1: Seznam pouzivanych prikazt s napovédou

1 vocalSolve —c # connect to server and show running simulations

2 vocalSolve -1 # start local simulation based of config.ini file

3 vocalSolve -r # start remote simulation based on local config.ini file

4 vocalSolve --analyze # download the data from sensors and calculate

5 vocalSolve -s # download the .vtu results (for images and animations)

6 vocalSolve —u # update the script on remote server

7 python3 analyze.py --compare # generate comparison for the tests of consistency
8 python3 analyze.py -ps vmax # generate graphs for parametric study of value vmaz
9
10 # typical workflow
11 vocalSolve -r # execute in a folder with config.ini
12 vocalSolve —-—analyze # dtto
13 python3 analyze.py -ps vmax # execute in a folder with subfolders where you ran

the above

Elmer obsahuje celou fadu benchmarkovych testi na nestlacitelné proudéni, viz
napr. klasicky test proudéni ve schodovité se rozsirujici trubce [@, s. 39] [@, s. 41]
a von Karmanovu nestabilitu pri obtékani valce [@, s. 43] [@] Byl také pouzit na
simulaci proudéni s konvekei v nékolika pracich z oblasti geofyziky [@, @] Proto
lze implementaci proudéni povazovat za spolehlivou, presto ji nicméné otestuji
na nékolika zakladnich prikladech. Tutorial obsahuje také priklad FSI interakce
nosniku s proudénim, ktery muize byt inspiraci pro tuto praci [@, s. b4]. Naopak
znamy benchmark 2D interakce nestlacitelného proudéni a ,vlajky na stozaru®

od Turka a Hrona [@} zatim v Elmeru implementovan neni.

Testovaci loha: Proudéni mezi deskami

Pti proudéni mezi deskami lze vychazet z teoretickych vychodisek uvedenych
v rozboru na strané @ P¥i maximalni rychlosti vma,x = 2m-s~!, dynamické
viskozité vzduchu pfi pokojové teploté p = 1,983 - 107° Pa - s, vzdalenosti desek
2h = 0,01 m, délce méreného tseku Ax = 0,05 m dostavame numerickou simulaci
tlakovy rozdil Ap = 0,1593 Pa. Numericka simulace probihala ve stacionarnim
rezimu nestlacitelného proudéni vzduchu, pomoci modulu FlowSolve se stabili-
zaci, pfimym feSicem Umfpack a toleranci € = 10~7. Vysledky jsou zachyceny na
obrazku f.

Teoreticka predpovéd podle vzorce () je Ap = 0,1586 Pa. Odchylka po-
¢itacové simulace od analytického vzorce ¢ini 0,4 %, coz lze povazovat za velmi
dobrou shodu. Lze shrnout, ze jsem ovéril funkénost modulu pro stacionarni reseni

nestlacitelnych NS rovnic na této testovaci tloze.
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Zdrojovy kéd 2: Vstupni soubor

# GEOMETRY

hdist=0.09 # separation between vocal folds (in cm) > 0
channellength=6

channelstart=2

# MESH

centralh=0.01 # size of elements in the central region
globallc=0.05 # global mesh size
elasticsolversettings='Element = p:2'

# PROFILE
vmax=2.0 # central profile speed

# BOUNDARY CONDITIONS

outletbc=' Slip Coefficient 1 = Variable Velocity 1, Velocity 2
MATC "-SigmaN(tx)"

Slip Coefficient 2 = Variable Velocity 1, Velocity 2

MATC "-SigmaN(tx)"' # use special boundary condition

# NUMERICS
nsoptions='Bubbles = True'
outputintervals=100

# ll TIME
step=0.00001 # timestep
intervals=50000 # number of intervals
starttime='Exec Condition = Variable Time
Real

0.00 -1.0

0.00199 -1.0

0.00201 1.0

20.0 1.0

End' # start elast solver at this time (MATC)
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0.16 Zavislost tlaku na poloze — proudéni mezi deskami
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Obrazek 6: Testovaci pripad proudéni mezi deskami

,

Testovaci tloha: Proudéni ¢asti vokalniho traktu

Nyni zvolime ¢lenitéjsi geometrii, a to konkrétné skutecnou 2D geometrii ¢asti vo-
kalniho traktu (viz obr. Ba). Cilem je nejen ozkouset resi¢ nestlacitelného proudéni
trii vznikaji. Diky tomu je pak budeme pii plné FSI srovnat efekty vznikajici
geometrii a interakci. Stale uvazujeme stény trubice jako nepohyblivé.

Jako vychozi nastaveni simulace uvazujme na vstupu do kanalu okrajovou

L okra-

podminku v podobé parabolického vtoku () s maximem v = 2m -8~
jovou podminku na vytoku (@) Ve vychozi simulaci uvazuji numericky faktor
tlumeni zpétného vtoku ve stabiliza¢ni podmince na vytok tmérny horizontalni
rychlosti s = v, (viz na strané @), protoze takové nastaveni se mi osvédcilo jako
nejstabilnéjsi. Dale uvazuji vzdalenost hlasivek hgisq = 0,09 cm, délku kanalu za
hlasivkou L¢panner = 6 cm, délka kanalu pred hlasivkou L, = 2 cm, doba trvani
simulace T'= NAt, kde N = 5 - 10°. Byla pouzita vyse uvedens Laplaceova dis-
kretizace oblasti s proudénim pro 45897 vrcholi sité, linearni Lagrangeovy prvky
se stabilizaci s prevazné c¢tyruhelnikovou triangulaci doplnénou mensim poctem
trojihelnikovych prvki. Sit byla zahusténa na pétinasobek v obdélnikovém okoli
glottis (viz Bb) Tyto parametry oznacuji za vychozi nastaveni modelu proudéni
a dale pripadné vzdy uvedu jen ty parametry, které se vii¢i nému zménily.

7 vysledného proudéni ve vychozim nastaveni lze ziskat kvalitativni obrazek

o tom, co se v simulaci bez interakce déje. Testovani proudéni v tomto pripadé
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probihalo s ¢asovym krokem At = 107°s.

Zacatek simulace:

1. Nejprve je proudéni dokonale laminarni a nevirivé (obr. Hl) V dusledku
podminky prilnavosti proudnice probihaji podél stén, a to dokonce i ve
vychlipce mezi pravymi a nepravymi hlasivkami (ventriculus laryngis — na
obrazku jsou nepravé hlasové vazy znazornény bile, nebot jejich pohyb neu-
vazujeme). Samotné uvedeni veskeré tekutiny do pohybu zptisobi v prvnim
casovém kroku pretlak cca 25 kPa, ktery se hned v nasledujicim kroku snizi
na rozumnou hodnotu kolem 160-170 Pa (obr. Hl) Na konci trubice pak
neni parabolicky profil, ale zastropovany profil, podobné jako u tzv. rozbé-

hové drdhy laminarniho proudu. [, s. 143]

2. V hlasivkové stérbiné se utvoii proud (jet), ktery vyvold cirkulaci vzduchu
ve vychlipce za hlasivkami a v supraglotdlnim prostoru (obr. 62) Teprve
plynutim casu se nepravidelnosti vytvorené proudem siti ddle smérem k vy-
toku.

3. Jakmile se cirkulujici viry dostanou dale od glottis, zacinaji se vytvaret
kolem proudu dalsi viry (obr. H?)) Proudéni m4 jiz zjevné nepravidelny

charakter. Cast tekutiny se vraci podél stén proti proudu.

4. V disledku pohybu virové cesty se proud v uréité vzdalenosti pretrhéva a
cast tekutiny odtéka do virt, ¢ast se siti ddle. Diky sevreni viry z obou stran,
které tekutinu jakoby vymrstuji do prostoru, se tekutina rychleji rozsiruje

do celého prutezu (obr. 54)
Rozvinuté proudéni:

1. Po dostatecné dlouhé dobé Ize proudéni ve velké ¢asti kandlu popsat jako
radu difundujicich vira zabirajicich celou sitku trubice (obr. Hl) Na témze
obrazku lze vidét také tlak, ktery dosahuje maximélnich hodnot 160-170 Pa

a v usti glottis a v okoli virii obcas pozorujeme podtlak.

2. Tésné za glottis v okoli proudu se neustale tvori malé viry, které spolu
interaguji a postupem v trubici se sluc¢uji do vétsich atvaru (obr. 52) Pokud
velky vir odtece, pretrhne se proud a zaroven se na druhé strané utvori vétsi
vir, mize také dojit k prevraceni vertikalni vychylky proudu. V oblasti
numerické simulace hlasivek se tento jev oznacuje za Coandiv efekt [, S.
326].

3. Vidime (viz obr. E.?)), ze umisténi proudu do znacné miry souvisi s orientaci

nejvetsiho viru za glottis, nebot proud se na tento vir namotava jakoby ,na
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vieteno®. Difundujici viry v zadném ptipadé netvori pravidelnou virovou
cestu, nybrz v pribéhu ¢asu dochéazi k vétsim ¢i mensim zménam, interakci

a slucovani viru.

4. Rozvinuta virova cesta (viz obr. BKL) se $iif rychlost{ cca 0,8m -s71, s dél-
kou viru ptiblizné 1,4 cm (kterd ptiblizné odpovida tloustce trubice). Tomu
odpovida frekvence priblizné 60 Hz. Vzhledem k tomu, Ze viry se mohou slu-
covat a interagovat, nelze frekvenci stanovit presné, nybrz uvadéné hodnoty

jsou s presnosti cca 20 %.

Zpétny proud na vytoku

Pokud pouzijeme podminku nulové trakce (@) a zvolime prilis kratky kanal napr.
Lehannel = 3 cm, simulace nebude ani pfi relativné malém kroku At = 5-107%s
konvergovat v disledku tzv. zpétného proudu (obr. a) Resenim je pravé zmitio-

vana podminka () anebo prodlouzeni kandlu.

5.4 Struktura a jeji modalni analyza

Testovani struktury pri dynamickém i statickém zatiZzeni se vénovala moje ba-
kalarska prace [@], na kterou se v plném rozsahu odkazuji. Zejména bych rad
uvedl, ze pri simulaci FSI jsem pouzil standardni modul pro velké deformace
ElasticSolve.E

Stejné jako v ¢lanku Jana Valaska a kol. [@] provedu modélni analyzu (v re-
zimu malych vychylek) pro elastickou strukturu [@, s. 41]. Teorie modalni analyzy
vychézi z linedrni elasticity (jiz uvedené [U8| nebo ¢asti této prace o deformace
vypocetni oblasti). Pro simulaci jsou pouzity kvadratické prvky. Program Elmer
spo¢ita vlastni ¢isla A, z nichZ spo¢teme dhlovou frekvenci w = v/A a normalnf

frekvenci f = w/27.

Z vysledku (obr. |1O na strané 5d) vyplyva velmi dobra shoda s tim, Ze frek-

vence se pohybuje kolem 100 Hz (zdkladni frekvence muzského hlasu). Vysledek se
relativné dobre shoduje s ¢lankem [@], kde autori obdrzeli pro prvni dva vlastni
kmity f; = 120Hz a f> = 216 Hz (nicméné uvazovali ponékud jiny tvar hlasivky

a vys$si hodnoty Youngova modulu). Tvary modu také kvalitativné odpovidaji

jinym pracim. [@, @]

5.5 Interakce a testy konzistence

Interakce je zprostredkovana jednak hrani¢ni silou vystihujici okrajovou pod-

minku (@), jednak samostatné fesenym problémem vypocetni sité (podka-

8Viz zdrojovy kéd na adrese https ://github. com/ElmerCSC/elmerfem/blob/devel/fem/l
Erc/modules/ElasticSolve .F9(
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1)t =0ms

2)t=1ms

3) t =2ms

4) t = 5ms

Obrazek 7: Testovaci pripad proudéni ve vokalnim traktu bez interakce —
pocéatek proudéni. Skala rychlosti je uvedena na obr. 8.4. P¥idané
Sipky jen doplnuji smér rychlosti. Je zobrazen pouze vyrez.
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1) t =35ms

-20 tlak [Pa] 200

2) t =43 ms

Obrazek 8: Testovaci pripad proudéni ve vokalnim traktu — rozvinuté prou-
déni. Pridané sipky jen dopliuji smér rychlosti. S vyjimkou po-
sledniho obrazku jde jen o vytezy.
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t =35,4ms

40

-IDHIIIIH2|DIIHHIIF|DH
___ i

0 velikost rychlosti [m/s] 429

Obrazek 9: Ukazka kolapsu simulace kvuli zpétnému proudu
1. i 2. '
3. ‘ 4. ‘

1. postranni kmity 2. prfimykavé kmity 3. doviraci kmity 4. vlna
f1=104,96 Hz fo = 149,38 Hz f3 =188,90Hz  f, = 255,88 Hz

Obrazek 10: Modalni analjza hlasivky. Cerné ¢ary oznacuji klidovy stav,
barevné je vyznacCen tvar hlasivky v jedné z extrémnich poloh
vlastniho kmitu. Barva nenese zadnou dalsi informaci.

pitola Q) V interakci tedy vystupuji dva vysSe uvedené rtesice FlowSolve,
ElasticSolve a déle Tesi¢ vypocetni sité MeshSolve a nastroj pro ukladani vy-
stupu SaveScalar. Pro numerickou simulaci je v Elmeru tfeba kvili implementaci
ALE metody pouzivat v proudéni jen polynomy 1. radu.

Vzhledem k tomu, ze pro takto slozity problém nejsou dokazany zadné ma-
tematické véty o existenci Teseni, je tfeba k ziskani rozumné miry vérohodnosti
provést testy na zahusténé oblasti, s kratsim c¢asovym krokem, na delsim kandle
atd., aby bylo zajisténo, ze simulace neni nékterym numerickym parametrem ne-
priznivé ovlivnéna. Pro stru¢nost mluvim o ,testech konzistence®

Sledovanou veli¢inou, kterou chci hlavné zjistovat, je zavislost polohy hla-
sivky na case, resp. frekvencéni spektrum této zavislosti. Testy konzistence tedy

vychazeji z metodiky zalozené na primém srovnani zavislosti y-ové vychylky sen-
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zoru 1 pevné spojeného s vrcholem spodni hlasivky (viz obr. Hb) Vertikalni vy-
chylku vybiram kvili tomu, Ze prerusuje proud tekutiny, a méa tedy pro fonaci
rozhodujici vyznam. Spektrum vyjadiuji pomoci vykonové spektralni hustoty spo-
¢itané rychlou Fourierovou transformaci. Pouziva se funkce periodogram z baliku
signal z pythonovského projektu scipy (Welshova metoda [@] s obdélnikovou
okénkovou funkef).

Vychozi model interakce ma parametry dle tab. @, casovy krok At = 107*s,
pocet krokit N = 500. Resi¢ elasticity a pohybu vypocetni sité byl aktivovin
az v case t, = 0,002s. Dalsi parametry jsou shodné jako u vychoziho modelu
proudéni (podrobnosti na strané 15_—1]) Tento model oznacuji dale za vychozi model
interakce a vzdy uvedu jen ty parametry, které se vii¢i nému zménily.

Provedl jsem nésledujici testy konzistence (viz obr. @)
1. Vychozi model interakce.

2. Simulace se zjemnénou siti ma 182217 vrcholi, které vznikly piilenim stran

vsech konec¢nych prvki ve vychozi simulaci.
3. Simulace s polovi¢nim ¢asovym krokem méa At = 0,5-107%s.
4. Simulace s dlouhym kanalem ma Lcpanner = 10 cm.

5. Simulace s nulovou trakci uvazuje podminku na vytoku bez stabilizace, tj.

o-n=0.

6. Kombinovana simulace uvazuje kratsi c¢asovy krok At = 0,4 - 107%s,

Lechanner = 8 cm a zjemnéni sité dle bodu 2.

7. Simulace s tlumenim uvazuje Rayleigovo tlumeni {a} = 3,2, {5} = 0,07,
viz (@), Lehannet = 10 cm, kvadratické elementy ve strukture a konstantni

numericky faktor v podmince na vytok s = 1.

8. Odlisna diskretizace, slaba formulace obsahuje ¢len V - o namisto klasické

formulace s Laplacidnem a V - ¢/, viz rovnice |16 na strané 24!.

9. Stabilizace nahrazena bubble metodou. [@, s. 25] [@, @]
10. Konstantni numericky faktor v podmince na vytok s = 1.

7, téchto testt vyplyva, ze zpresnéni numerickych parametrii vede k numericky

VVVVVV

cholu v grafu, resp. amplitudou kmit. Tak napt. v simulacich na zahusténé siti
zobrazenych na obrazcich .2 a .6 se amplituda v zdvéru testovaciho casu

zjevné vraci blize vychozi poloze nez u 1idsi sité. Z toho lze dovodit, Ze zpresnéni
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by bylo mozné dosahnout zejména podrobnéjsi siti, coz ovsem vyzaduje vyssi vy-
pocetni vykon. Srovnani testt konzistence 1 a 10 je v souladu s literaturou (viz na
strané @), nebot ve volbé stabilizacniho parametru je jista volnost. Pokud se po-
hybuje v rozumnych mezich, nemé podstatny vliv na vysledek. Vychozi varianta
» = v, se ukazuje jako stabilnéjsi nez volba s = 1.

Podpirnym kritériem konzistence v tomto testu je kvalitativni srovnani stavu
systému v presné definovaném case (obr. ) Z povahy FSI a proudéni obecné
vyplyva, Ze jde o slozity fyzikalni problém, ktery typicky nemé analytické feSeni
a navic je velmi citlivy na numerickou nepresnost simulace. Na obrazcich je vidét,
ze ackoliv se trajektorie senzoru na hlasivce lisi jen mélo, skutec¢né proudéni v pro-
storu se uz lisi podstatné. V tomto ohledu je simulace (zejména interakce virt)
citlivdi na konkrétni numerické parametry. Nelze ocekavat, ze odlisSné nastaveni
simulace povede ke stejnému proudéni. Vsechny nasledujici simulace je tfeba brat
s vyhradou, Ze nejde o presné predpovédi chovani tekutiny, nybrz pouze o pfi-
blizné modely, jejichz cilem je zejména vystihnout charakter chovani hlasivky,
nikoliv vypocitat presné hodnoty velic¢in.

Pro dokresleni bych rad ukézal, jak systém tii sprazenych resi¢t konverguje.
Priklad konvergence je na obr. . Typickym méritkem konvergence je Lo, norma,
kterou pro k-tou iteraci daného Tesi¢e znac¢ime Ny (k dispozici jsou i jiné normy
[@, s. 33]). Pocet iteraci sprazeného systému vétsinou nepfesahuje 8, nicméné
v pripadé horsich numerickych parametrii simulace miize vysledek divergovat.
Tento problém by bylo mozné vytesit také zahrnutim adaptivniho ¢asového kroku,
ktery je v Elmeru implementovan, nicméné pro ucely této prace jsem si vystacil
se snizenim tolerance e.p a snizenim relaxac¢niho faktoru.

Na zadkladé uvedenych pozorovani lze tedy shrnout, Ze predstaveny model
dobte konverguje, nicméné proudéni je citlivé na numerické parametry. Jeho kon-
krétni prubéeh je tak tfeba vnimat s jistou rezervou. Sledované veli¢iny v podobé
posunuti senzorovych bodii 1 a 2 jsou narozdil od proudéni méné citlivé. Odchylku
jejich hodnoty lze ve vychozim nastaveni na ¢asové skale 50 ms ohranicit tole-
ranci max. cca 20 % amplitudy. Presnost vypoc¢tu by bylo mozné zlepsit zejména

zahusténim vypocetni sité.
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0.0 1-standard 2-refined-mesh

Obrazek 11: Testy konzistence — srovnani vertikalni vychylky. Vynesena je
vychylka senzoru na vrcholu spodni hlasivky ve vertikdlnim
sméru. Prehled analyzovanych pripadt je na strané p1.



0 velikost rychlosti (m/s) 20.5

Obrazek 12: Testy konzistence — stav proudéni v case t = 50 ms. Pfesné para-
metry jednotlivych simulaci jsou pod rubrikou 5.5 na strané 5d.
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— nonlinear structure
— navier-stokes

— mesh

O

fesSeni

relativni rozdil norem

iterace k

Obrazek 13: Testy konzistence — rychlost konvergence Lo normy u druhého
¢asového kroku modelu s interakei s vychozimi parametry. Na

obrazku je vynesen relativni rozdil ; norem Ny a Ni_1 jednot-
2| Ny, —Nj,_1 |
Ng+Ng—1
vislosti na iteraci k. Nejnaro¢néjsi je konvergence NS rovnic. Na
pocatku simulace jde az o cca 10 iteraci, béhem vypoctu pak

pocet iteraci klesa na nékolik jednotek.

livych dil¢ich Teseni definovany vztahem §, = v Zé-



5.6 Rozbor simulace s vychozim nastavenim

Nyni se budu vénovat jedné konkrétni simulaci pri nastaveni parametrii, které
jsem uvedl pod bodem 6 predchozi podkapitoly o testech konzistence. Zejména
bych chtél predeslat, ze v zadném ptipadé netvrdim, Ze nize uvedena simulace

vystihuje skutecnou fonaci (byt bez kontaktu hlasivek). Simulace fonace je podle

vvvvvv

Proces analyzy je obsluznym programem plné automatizovan. Pramérnd si-
mulace trva podle pozadovaného poctu krokt, délky jednoho ¢asového kroku,
hustoty sité a stupné interpolace cca mezi 15 a 60 hodinami pti vyuziti jednoho
jadra na serveru geof40 provozovaném katedrou geofyziky (6-core i7-3930K/3.20
Sandy Bridge, Intel MIC, 14x32/1.3 GB, Ubuntu 14.04).

Zabyval jsem se zavislosti nékolika veli¢in v nasledujicich senzorovych bodech:
1 oznacuje vrchol dolni hlasivky, 2 oznacuje nejnize polozenou ¢ast horni hlasivky;,
in oznacuje stfed hranice na vtoku a out stfed hranice na vytoku (viz umisténi

senzort na obr. Hc)

V bodech na povrchu hlasivky 1 a 2 jsem zkoumal vychylku bodu od pocéatecni
polohy oznacenou u; = (x1, 1), resp. us = (3, y2) a dile hodnotu tlaku. Z grafu
znazornujictho pohyb dolni hlasivky (viz obr. ) je patrné, ze hlasivka kmita
s relativné ustdlenou amplitudou, s dominantni frekvenci kolem 45 Hz v obou
souradnicich, nicméné nejde o zcela ustalené harmonické kmitani. Dale pozoru-
jeme v grafu z; () celou radu dalsich vrchold, z téch vyznamnéjsich lze uvést
62 Hz a 90 Hz. Z vysledkt se jevi, ze hlavni vrchol neni zcela ostry, ale ma ve-
dlejsi vrchol. Zkoumal jsem také, jak se vyviji spektrum s ¢asem a dospél jsem
k zavéru, ze s vyjimkou odstinéni prechodovych jevii nedochazi k vyznamnému
posunu frekvence vrcholi grafu.

Podstatnéjsi je zavislost y; (t), kterou jsem oznadil za hlavni sledovany para-

metr (viz podkapitola |5.5 na strané 5d), protoze ovliviiuje pritok tekutiny hlasiv-

kou. Ve spektru vertikdlni vychylky jsou vyssi frekvence zastoupeny s relativné
vyssi intenzitou. Opét zde pozoruji vedlejsi vrchol, tentokrat s frekvenci 56 Hz.
Hned druhy nejvyraznéjsi vrchol ma frekvenci 100 Hz (ktera je blizka s zdkladni
frekvenci vlastnich kmita 105 Hz). Dalsi vyznamné vrcholy maji frekvence 90
Hz, 135 Hz, 153 Hz (kterd je blizkd vlastni frekvenci 149 Hz) a 180 Hz (ktera
je blizka vlastni frekvenci 189 Hz). Lze shrnout, ze ve spektru y-ové vychylky
lze pozorovat frekvence blizké frekvencim zjisténym modélni analyzou (obr. )

Z kanalu vychazeji difundované viry s frekvenci cca 90 Hz, zatimco v simulaci

bez interakce v podkapitole |5.3 na strané 49] vychazela frekvence nizsi. Co se tyce

tlaku, na poslednim grafu obr. [14 je patrny pokles v ¢ase kolem 0,2 s. Vizualizaci

1ze zjistit, ze pokles tlaku je zpisoben ,pfilepenim*“ proudu (jetu) ke spodni hrané
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Obrazek 14: Simulace s vychozim nastavenim — dolni hlasivka. Zavislost
spektra spocitaného z druhé poloviny simulace je oznacena ze-
lenou barvou a prislu$néd maximdlni frekvence f’. Skok v tlaku
na grafu vlevo dole je zpusoben prilepenim proudu ke hranici
oblasti; podrobnosti v textu na predchozi strané.

vytokové trubice (viz obr. [L7 v pozdéjsim case t = 258 ms), zatimco do tohoto
okamziku se proud stiidaveé pretrhaval a odklanél nahoru a dolu.

Kmiténi dolni hlasivky mtzeme srovnat i s kmitdnim horni hlasivky (senzor
¢. 2, viz obr. ) 7 grafu casové zavislosti spektra je patrné, ze kmitani hlasivek
je blizké, zejména na zacatku simulace, kdy kmitaji zrcadlové (viz také obr. )
Po ,prilepeni® proudu ke sténé ovsem dochazi ke zfetelnym odchylkam, a to i
ve frekvencni oblasti, a ddle amplituda vertikalnitho kmitani spodni hlasivky je
vétsi nez u vrchni hlasivky. Co se tyée vstupniho tlaku (na hranici s predepsanym
vstupnim profilem rychlosti), tak pozorujeme jeho periodickou oscilaci, ovSem
s ponékud vyssi frekvenci nez ma kmitani hlasivek (obr. @a). Pro kontrolu jsem

vynesl i tlak uprostted vystupni hranice (obr. b).
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Obrazek 15: Simulace s vychozim nastavenim — horni hlasivka. Zavislost
spektra spocitaného z druhé poloviny simulace je oznacena ze-
lenou barvou a prislusnd maximalni frekvence f’.
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Obrazek 16: Simulace s vychozim nastavenim — zavislost tlaku v senzorovych
bodech

Na zakladé provedené simulace 1ze shrnout, ze hlasivky kmitaji relativné sy-
metricky s drobnymi asymetriemi. Tyto asymetrie jsou posileny v ptipadé, ze
dojde k ,prilepeni“ proudu ke sténé trubice. Proud dosahuje maximalni rychlosti
cca 20m - s71, kterad je ve fyziologickém rozmezi (tab.m). Dominantni frekvence
kmitani se pohybuje kolem 45 Hz. Nekoresponduje s zaddnou frekvenci zjisténou
modalni analyzou. Ve spektru jsem pozoroval dalsi intenzivni frekvence odpovi-
dajici modalni analyze. Kmitani hlasivek vedlo k maximalnimu posunuti o cca

0,2 mm a k ztZeni hlasivkové $térbiny o cca 10 %.
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t = 10ms

t = 20ms

t = 40ms

t = 158 ms

t = 180 ms

t =190 ms

t = 258 ms
wl\l]\ol\llﬂzo -1&6|||IIII[|JII\HHI.IM\5
1 | | 1
0 rychlost [m/s] 204 -2e-05 vertikalni vychylka [m] 2e-05

Obrazek 17: Simulace s vychozim nastavenim — proudéni (vlevo) a vertikalni
vychylky (vpravo) v ruznych casech
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t = 26 ms t = 36 ms

detail:

2e-5 0 Ze-5
T

4005 vertikalni vychylka [m] 4e-05

Obrazek 18: Grafické zndzornéni extrémnich poloh kmiténi hlasivky ve ver-
tikdlnim sméru. Na levém obrazku je hlasivkova stérbina o cca
0,1mm (tj. cca o 10 %) zGzend oproti druhému extrému na
pravém obrazku.
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6 Parametricka studie

Jak naznacuje pravé probrany priklad, neni zadny empiricky divod domnivat se,
ze libovolné nastaveni fyzikalnich parametra vokalniho traktu povede k dokona-
lému buzeni kmitani hlasivky, které bude dobre zietelné, pravidelné a s ustalenou
amplitudou (ani neodezni, ani nedojde ke kontaktu hlasivek, ktery neni v simulaci
implementovan). Cilem této kapitoly je prozkoumat vliv fyzikalnich parametrt
na sledovanou veli¢inu, tj. kmitani ve vertikalnim sméru.

Je tfeba vybrat takové fyzikalni parametry, které se typicky meéni (tj. ne napr.
viskozita a hustota vzduchu). Pro parametrickou studii jsem vybral nasledujici
parametry: rychlost profilu vy, vzdalenost hlasivek hgis;, Youngtiv modul epitelu

E., a Youngtv modul svalu E,.

6.1 Zavislost na vstupni rychlosti

Prvnim uvazovanym parametrem je maximalni rychlost vstupniho profilu na hra-
nici [, kterou oznacuji vpy,ax (viz obr. @) 7 grafu zavislosti je patrné, Ze u vsech
simulaci pro uvazované parametry ma hlavni vrchol rozdvojenou strukturu s hlav-
nim vrcholem 40 Hz, nicméné intenzita vedlejsiho vrcholu 57 Hz se s parametrem
méni. Napf. pro rychlost vp., = 2,5m-s™! je spektralni intenzita vedlejsiho
vrcholu srovnatelna s vrcholem prislusnym zakladni frekvenci podle modalni ana-
Iyzy. Rovnéz nelze tici, ze by vyvoj frekvenci byl monoténni v celém rozsahu
parametru, byt napf. v intervalu vpa, € (1,5;2,5) m-s™! frekvence zfetelné ros-
tou. V tomto intervalu je také jasné zretelny vrchol o frekvenci 95 Hz, ktery je
blizky zakladni frekvenci vlastnich kmiti. Celkem v uvazovaném intervalu roste
frekvence hlavniho vrcholu ze 40 Hz na 47 Hz. Podstatné pozorovani je, ze pro

! se simulace neustdli a naopak sméiuje ke

vstupni rychlost nad vy, = 4m - s~
kontaktu hlasivek. Tomuto poslednimu ptikladu bych se rad stru¢né vénoval sa-

mostatné.

Velka vstupni rychlost zptasobuje kontakt (prah fonace)

Je ziejmé, Ze zvysSenim vstupni rychlosti se hlasivkdm také predava vice ener-
gie a zvysSuje se amplituda jejich kmitani. To lze dobte ilustrovat na prikladu
simulace vedouci ke kontaktu hlasivek (tzv. phonation onset neboli préah fonace)
Pro Umax = 4m-s~ 1 (viz obr. @ a @) P1i této rychlosti je pohyb hlasivek na
obrazcich dobfe zietelny. V pravé ¢asti obrazku @ je znazornéna jedna perioda
pohybu hlasivek, o cemz svedci také stiidajici se modra a ¢ervend barva na jedné
hlasivce s amplitudou cca 2-10~*m. Pii symetrickém kmitan{ se tak pohybujeme

v zobrazeném tseku kolem 50 % $itky Stérbiny. Na obrazku je patrné, Ze Siroké

67



4.0

3.5

0.5

0.0
0

Vliv maximalni rychlosti v,,,, ha spektrum

+ | | |

50 100 1
f[Hz]

Obrazek 19: Parametricka studie — vliv maximalni rychlosti vstupniho rych-

68

lostniho profilu vyax na spektrum. Na obrazku jsou vyneseny
vrcholy ve spektralni charakteristice vertikalni vychylky spodni
hlasivky. Cervené jsou vyneseny simulace, které nebyly Gspésné
dokonceny, typicky v disledku kontaktu hlasivek. Ostatni FSI
simulace jsou modfe. Intenzita je zndzornéna jednak velikosti
kiizku, jednak jeho sytosti. Intenzity jsou vzdy normalizovany
vzhledem k maximu spektralni charakteristiky pro danou hod-
notu parametru. Zelenou carou je v obrazku naznaceno spek-
trum zjisténé pomoci modalni analyzy.

Simulace pro Umax = 3m-s~! skonéila z numerickych davodi
(divergence fesi¢e NS rovnic). Simulace pro vmax = 4m-s!
skoncila v dusledku degenerace vypocetni sité tésné pred kontak-
tem hlasivek. Ostatni pripady ukazuji kmitani hlasivky v pred-
fona¢nim rezimu, které je nepravidelné periodické.
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Obrézek 20: Zavislost veli¢in pro piipad vmax = 4m-s~! vedouci ke kon-
taktu.

rozevieni (viz ¢ = 71,0ms) vede ke snizeni rychlosti, diky ¢emuz se zméni pod-
minky pro viry v trubici za hlasivkou (proud se jiz ,nenaviji“ na prvni velky vir
za hlasivkou). Vidime, ze prodlouzeni ¢i zkraceni glotdlni ¢asti hlasivky ve verti-
kalnim sméru doprovazi vzdy protichtidny pohyb tpati hlasivky. Je také zretelné,

ze amplituda y; (t) roste, dokud nedojde ke kontaktu.

Na tomto prikladu si také ukdzZeme rozlozeni von Misesova napéti (@) v hla-
sivce béhem fona¢niho cyklu (obr. ) Je tfeba predem uvést, ze jelikoz se tato
prace nezabyva kontaktem hlasivky, nutné tak prehlizi jednu z hlavnich pric¢in
prekroceni napéti, ktera vede k poskozeni hlasivek. Presto lze ze simulace ziskat
aspon zakladni predstavu o napétich. Napéti je zjevné nejvyssi v epitelu v ¢asti,
kterd se zrovna natahuje ¢i smrstuje (dosahuje hodnot kolem 1,5 kPa). To je
podstatné zejména z toho duvodu, ze tato mista je tfeba brat jako zvlast cit-
liva v pripadé operace hlasivek, pripadné je tfeba namahana mista zohlednit pti
navrhu umélé nahrady hlasivek. Z obrazka je patrné, Zze jde zejména o tpony
epitelu, pripadné stfedni ¢ast. Na vrcholu hlasivky tak vysoké napéti nepozoru-
jeme. AvsSak pravé zde bude naopak dochazet k razim doprovazenym tlakem a
kontaktnim napétim. Podle Vampoly a kol. [] dosahuje napéti v epitelu hodnot

az cca 4 kPa.
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t = 66,8 ms
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I | | |
0 velikost rychlosti [m/s] 51.8 00002 vertikéIni vychylka [m] ~ 0.0002

Obrazek 21: Pripad vedouci ke kontaktu — interakce hlasivky a tekutiny
v extrémnim piipadé pro maximum vstupni rychlosti tekutiny
Umax = 4m-s7'. O jednu periodu pozdéji jiz interakce konéi
dotykem hlasivek.
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Obrazek 22: Pripad vedouci ke kontaktu — zavislost von Misesova napéti
v hlasivce béhem jedné periody. ,Zuby“ na povrchu hlasivky
jsou problém vizualiza¢niho software, ktery interpoluje i napiic
oblastmi. Koncentrace napéti vznikd zejména kvuli nehladké
hranici.

6.2 Zavislost na Sirce stérbiny

Druhym uvazovanym parametrem je pocatecni vzdalenost hlasivek hgisy (Viz
obr. @) V grafu je opét viditelny vrchol s frekvenci 42-50 Hz. Z grafu zavis-
losti je stejné jako v predchozim piikladé patrné, ze hlavni vrchol mé clenitou
strukturu, nelze dovodit monoténni zavislost frekvencéniho maxima na parame-
tru, intenzita vedlejsitho vrcholu rovnéz neni monoténni funkcei parametru a je
dobte viditelny vrchol kolem 95 Hz, coz je hodnota blizka zakladni frekvenci
podle modélni analyzy. Z grafu je také patrné, ze pro hgist € (0,075 £ 0,005) cm

a mensi opét dochéazi ke kontaktu hlasivek.

6.3 Zavislost na pruznosti hlasivky

Tretim uvazovanym parametrem je Youngiv modul pruznosti epitelu E., (viz
obr. @) V grafu je opét viditelny vrchol s frekvenci 42-50 Hz. Je zde zietelna
tendence ke zvysovani frekvence spolu s modulem pruznosti E.p, kterd korespon-
duje se zvysovanim frekvenci vypoctenych v modélni analyze (viz zelené Cary na
grafu). S rustem parametru roste frekvence jako konvexni funkce, pticemz tempo
rustu je rtuzné pro ruzné mody. Prestoze se frekvence zjisténé modalni analyzou
opét odlisuji od téch zjisténych z FSI priblizné o 10 Hz a v nékterych pripadech
korespondujici hodnoty z FSI chybi, trend je zjevné podobny. V méreném rozsahu
E., € (10;100) kPa je simulace stabilni.
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Vliv vzdalenosti hlasivek hg na spektrum
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Obrazek 23: Parametricka studie — vliv pocatecni vzdéalenosti hlasivek hgigt
na spektrum. Znaceni jako na obr. [19. Cervené oznacené simu-
lace vedou ke kontaktu hlasivek (prah fonace).

Namérend data (viz obr. @) také ukazuji predpokladanou skutecnost, ze pri
zvyseni Ee, se zvysi spektralni hustota vyssich frekvenci ve spektru. Na téchto
grafech 1ze dobre vidét obdlka, ktera pti nékterych parametrech modifikuje am-
plitudu signalu.

Ctvrtym uvazovanym parametrem je Youngiv modul pruznosti svalu By, (viz
obr. @) K tomu lze uvést vesmés totéz, co jsem uvedl o pruznosti povrchu. Sa-
moziejmé pro plné porozuméni vytvorenému modelu by bylo vhodné podrobné
projit reprezentativni soubor moznych parametri, nicméné to by vyzadovalo su-

perpocitac¢ a prekracuje to rozsah této prace.
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Vliv Youngova modulu epithelia E,, na spektrum
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Obrazek 24: Parametrickd studie — vliv Youngova modulu epitelu Eg, na
spektrum. Znaceni jako na obr. ﬁ
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14000 Vliv Youngova modulu svalu E,, na spektrum
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Obrazek 25: Parametricka studie — vliv Youngova modulu svalu Ey, na spek-

trum. Znaceni jako na obr. [L9.
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6.4 Diskuse vysledki

Tuto kapitolu bych rad uzavrel kvalitativnim a kvantitativnim porovnanim vy-
sledki s dosavadnimi pracemi a experimentalnimi poznatky o kmitani hlasivek ¢i
hlasivkovych nadhrad, pokud o nich dosud nebyla fe¢ primo v souvislosti s probi-
ranym tématem. Srovnani se vznikem priméarniho ténu v lidském hlase je samo-
ziejmeé tieba vzdy brat s urcitou rezervou, nebot FE simulace pouziva celou fadu
zjednodusujicich predpokladi, a zejména v této praci nepocitam s kontaktem
hlasivek (jde tedy o zkoumani kmitdni pod prahem fonace).

Predné jsem vysledky porovnaval s praci, ze které jsem prevzal materialové
hodnoty [@] Tato prace sice neobsahuje zadné konkrétni méreni frekvence, ale
jsou v ni obrazky proudéni, které maji stejny charakter jako vysledky v této praci
(viz obr. ) Odlisnost spoc¢iva nicméné v tloustce epitelu, pricemz zavislosti na
tomto parametru by bylo vhodné se dale zabyvat. Experimentalné interakci prou-
déni a umelé hlasivky zkoumala prace [@], kde je pomoci PIV metody proméren
proud vychazejici z hlasivek a vyfoceno jejich kmitani. Prace sice uvazuje jinou
geometrii supraglotalntho traktu (nebot uvazuje proudéni dutinami celého vo-
kalntho traktu clovéka), ale i tak experimentalné potvrzuje zévér, ze proud je
asymetricky, vychyluje se a ,prilepuje® se ke sténam (Coanduav efekt) a nad ne-
pravymi hlasivkami se tvori velké viry o velikosti srovnatelné s prurezem kanalu,
coz jsem pozoroval (obr. llj) [EI, s. 338] [@, S. 45]H [@, s. 122] Vytvoreny model
proudéni se tedy s vybranymi FE modely proudéni kvalitativné shoduje. Nevy-
hoda vstupniho profilu rychlosti oproti predepsani okrajové podminky na vstupni
tlak spociva v tom, Ze vyvolava na pocatku simulace nefyzikalné vysoky tlak. Ve-
dle toho lze lépe mérit tlak pod hlasivkami nez rychlostni profil.

Klicovym parametrem zjistovanym v této praci je frekvencéni spektrum. V sou-
ladu s mérenim [@] jsem pozoroval oscilaci subglotalniho tlaku (obr. a), i kdyz
s jinou frekvenci. Z této préce jsem prevzal geometrii hlasivky (viz [@, s. 993],
hlasivka ¢. 8, f = 304 Hz, zena, 72 let), kterd byla presné geometricky zamérena
a jako jedina obstala ve vSech experimentech. Nicméné autofi se nezabyvali ur-
cenim fyzikalnich parametri pruznosti, které jsou pro FE simulaci klicové. Bez
znalosti téchto parametri nelze namérenou a spocitanou frekvenci srovnavat.

Jak uvadi Alipour a kol. ve studii publikované v roce 2011 @], jen cca 40 %
studii simulujicich hlasivky viibec uvadi kompletni parametry struktury hlasivek
a jejich urceni ¢asto vychazi z ,informovanych® odhadi. Modelovani hlasivek se
casto pouziva prave kvili narocnosti jejich presného meéreni. To vede k tomu, zZe
jen asi 37 % studii [m, s. 338] kvantitativné srovnava své vysledky s jingmi zdroji.

Relevantni srovnani je velmi obtizné. V tomto ohledu by bylo jisté vyhodnéjsi

9Pozn.: Petr Sidlof ve své praci predepisuje pohyb hlasivky, nejde o buzené kmity.

76



uvazovat nektery standardizovany model hlasivky (napt. M5 [@]), ale tim bychom
zase prisli o vyhodu v podobé experimentalniho méreni. Z metodického hlediska
1ze ocenit napt. ¢lanek Thomsontiv a Murrayiv [@], kde autofi ovérili svij FE
model na syntetickém modelu (ndhrady), jehoz vyrobou se odborné zabyvaji.
Ovérili shodu FE modelu a syntetického modelu ohledné hlavni frekvence kmitani
(kolem 116 Hz). Bohuzel autofi neprovedli modélni analyzu, takze neni k dispozici
srovnani.

Naproti tomu Zorner a kol. [@] provedli vedle FE simulace FSI i modalni
analyzu a potvrdili, Ze frekvence zjisténé modalni analyzou dominuji i spektru
FSI. (Viz shodné ¢lanky citované v [8]). V této praci se mi tento zavér nepo-
datilo potvrdit, nebot frekvence FSI se pohybuje kolem 50 Hz proti frekvenci
z modalni analyzy cca 100 Hz. Nepodarilo se mi zjistit diivod tohoto vysledku,
ackoliv jsem provedl velky pocet numerickych testi s cilem vylouc¢it chybu me-
tody. Z provedené parametrické studie nicméné vyplyva, ze frekvence vrcholi ve
spektru skaluji pozadovanym zptsobem a ze modalni frekvence maji ve spek-
tru FSI blizké korespondujici body. Hasnedlova [@, s. 121] uvazuje ve své préci
velmi podobnou geometrii a srovnatelné parametry a dospiva k zajimavému vy-
sledku, kdy hlasivka nejprve kmita s nizsi frekvenci a teprve c¢asem prejde na
vyssi (dvojnésobnou) frekvenci. BohuZzel ani po konzultaci s autorkou se mi tento
jeji vysledek nepodarilo objasnit. Konzistenci modelu by bylo do budoucna dobré
potvrdit simulaci s M5 profilem hlasivky a simulaci nékterého benchmarkového
ptikladu (viz napfr. [@])

Za prednost své prace povazuji skutec¢nost, ze se podarilo sestavit samobuzeny
FE model hlasivky, za nedostatek povazuji prilis velkou tloustku epitelu v modelu
struktury a nevysvétleni zjisténé dominantni frekvence FSI interakce. Omezeni
vyplyvajici z predpokladit metody jsem uvedl v prvni kapitole . Za nejperspek-
tivnéjsi cesty reseni nedostatk povazuji prechod do 3D, namérené nebo dobie
zdivodnéné vsechny fyzikalni parametry simulace, modelovani kontaktu hlasivek,
razl, preruseni proudu vzduchu pri kontaktu a navazujici stlacitelnost proudéni
doplnénou o model turbulence. Vsechny tyto aspekty jsou v principu fesitelné
v programu Elmer. Pro prechod do 3D je tfeba implementovat naméreny model
vokalniho traktu, paralelizovat simulaci a spoustét ji na clusteru (vykonnost lze
zlepsit napr. adaptaci vypocetni sité). Dotyk hlasivek je mozné v nejjednodussi
podobé provést napr. prerusenim proudu pfi priblizeni hlasivek. Modely stlaci-
telnosti a turbulence jsou jiz v Elmeru implementovany, nicméné naroc¢nou c¢asti
je zejména dosazeni konvergence v celém rozsahu zkoumanych parametri. Kon-
vergenci numerického reseni lze pomoci adaptivnim casovym krokem pro pripad
kolapsu simulace, pripadné BDF metodou druhého radu [@], ktera bohuzel ve

vazbé na ALE metodu neni dosud v Elmeru spolehlivé implementovana.
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7 Zavér

V této praci jsem vytvoril 2D model kmitani hlasivek vybuzeného interakei s prou-
dici tekutinou. Pouzil jsem pritom teorii velkych deformaci, linearni rheologii od-
povidajici St. Venantovu-Kirchhoffovu modelu strukturovanou do 3 oblasti. Prou-
déni bylo modelovano jako viskézni nestlacitelna tekutina se stabilizaci. Numerika
byla fesena metodou kone¢nych prvku linedrnimi (ptip. kvadratickymi) elementy
s ALE metodou. Podrobné jsem diskutoval fyzikalni predpoklady a okrajové pod-
minky a na zakladé tohoto rozboru jsem sestavil slabou formulaci lohy.
vybuzené proudici tekutinou. Model zachycuje predfonacni rezim bez kontaktu
hlasivek, pripadné stavy bezprostfedné vedouci ke kontaktu. Konzistenci modelu
jsem ovéril pomoci testovani jeho ¢asti a porovnanim 10 variant numerického mo-
delu. Prozkoumal jsem casovou zavislost veli¢in zjisténych na senzorech pripou-
tanych na hlasivku pfi bezkontaktnim kmitani hlasivek v predfona¢nim rezimu,
urcil jsem jeji frekvencni charakteristiku a popsal jsem charakter proudéni, ktery
jsem porovnal s proudénim v nepohyblivém vokalnim traktu. Kmitani struktury
spocitané v ramci FSI jsem porovnal s modalni analyzou. Ve spektru FSI jsem
pozoroval vrcholy odpovidajici modalnim frekvencim typicky jako druhé nejin-
tenzivnéjsi.

Nésledné jsem zpracoval parametrickou studii pro maximum rychlosti vstup-
niho profilu vy,.y, predfonacni vzdalenost hlasivek hgis;, Youngtv modul pruznosti
epitelu Fe, a Youngtv modul pruznosti svalu E,,. Parametricka studie zahrnuje
porovnani vysledk FSI s vysledky zjisténymi modalni analyzou. Specialné jsem
pro vyssi vstupni rychlosti vzduchu zkoumal pocatek fonace (phonation onset),
pri kterém vybuzené kmitani hlasivek bezprostfedné sméruje ke kontaktu. Zdo-
kumentoval jsem casovou zavislost tohoto kmitani, charakter proudéni i napéti
v hlasivce. Parametricka studie potvrzuje, ze jak dostatecné zvyseni vstupni rych-
losti vzduchu, tak dostatecné zizeni hlasivkové stérbiny vedou k zacatku fonace.
Parametricka studie také ukazuje, ze posun spektra pii zméné elastickych para-
metr ma u FSI a modalni analyzy podobny priibéh.

V celé simulaci jsem vyuzil vyhradné open source software, u kterého je mozné
proverit zdrojovy kod a prizpusobit ho vlastni simulaci, a déle vlastni vyvinuty

kod.
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Seznam pouzitych velic¢in a symbola

Seznam je Tazen abecedné podle latinky, u kazdého pismena jsou nejdrive velka
pismena, potom malé pismena a potom odpovidajici feckd pismena. Protoze pis-
men je hodné, je treba vénovat pozornost i velikosti a Tezu pismene. Seznam

obsahuje pouze znaceni, které je pouzivano opakované i mimo misto, kde bylo

zavedeno.

* oznaceni bazovych funkci ve slabé formulaci
- oznaceni souradnic ve slabé formulaci

A vektor plochy v materiadlovych souradnicich
a vektor plochy v laboratornich souradnicich
Q@ prvni koeficient Rayleighova tlumeni

15} druhy koeficient Rayleighova tlumeni

C Cauchyho deformacni tenzor

c konvektivni rychlost

D matice Rayleighova tlumeni

At casovy krok simulace

V x gradient v materialovych souradnicich

Ve gradient v laboratornich soutradnicich

% ‘ x W = 1 materidlova casova derivace veli¢iny u

% ‘x derivace pocitana pri konstantnim x

E tenzor konecné deformace

Eep Youngtv modul pruznosti epitelu

E. Youngtiv modul pruznosti svalu

€ tenzor rychlosti deformace

n Poissonovo ¢islo

F tekutina (fluid)
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deformacni gradient

generickd funkce/frekvence kmitt

hranice oblasti (viz podrobné kap. b.l na strané 13)

diskretizovana veli¢ina

pocatecni sitka hlasivkové stérbiny

identita

jakobidn deformac¢niho gradientu

matice tuhosti

index konec¢ného prvku

koeficient tlumeni zpétného proudéni

délka kanalu v prostoru nad hlasivkami

délka kanalu v prostoru pod hlasivkami
Lamého koeficienty

vypocetni sit (mesh)

matice hmotnosti

dynamické viskozita

normalovy vektor v materidlovych souradnicich
pocet casovych kroku

normalovy vektor v laboratornich souradnicich
kinematicka viskozita

vypocetni oblast /podoblast

tlak

prostor testovacich funkci tlaku ve slabé formulaci
univerzalni plynovéa konstanta

hustota v laboratornich soutradnicich



Po

Vo

Umax

(o)

pocatecni hustota v materialovych souradnicich
struktura (structure)

Piola-Kirchhofftv tenzor 1. druhu
Piola-Kirchhoffiiv tenzor 2. druhu

Cauchyho tenzor napéti

von Misesovo napéti

trakéni vektor

transpozice matice ¢i vektoru

cas

vektor posunuti

objem v materidlovych souradnicich

prostor testovacich vektorovych funkei (rychlosti, posunuti) ve slabé

formulaci

objem v laboratornich souradnicich

vektor absolutni rychlosti v laboratornich souradnicich
maximum rychlostniho profilu na vstupu

rychlost bodu vypocetni oblasti

vektor polohy v materialovych souradnicich

vektor polohy v laboratornich souradnicich

vektor polohy v referenc¢nich souradnicich

testovaci funkce v laboratornich souradnicich

testovaci funkce v materialovych souradnicich
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