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Abstrakt: Terestrické exoplanety, tedy planety podobné Zemi nachdzejici se mimo
slune¢ni soustavu, predstavuji rozmanity statisticky soubor, umoziujici 1épe porozumét
jejich formaci, historii a vnitfni i orbitdlni dynamice. Exoplanety nachazejici se v t€sné
blizkosti své matefské hvézdy jsou vystaveny silné slapové interakci, jeZ ma za nasledek
disipaci mechanické energie (slapové zahtivani), zménu rotacni frekvence planety a
také vyvoj obézné drihy. Tradicné uzivané teorie slapového vyvoje drihy predpovidaji
uchyceni planet na vystfedné draze do stavu pseudo-synchronni rotace, kdy je jejich
rotacni frekvence vyssi nez frekvence obéznd. Tento jev ov§em neodpovidd pozorovéani
mésicl ve slunecni soustavé a jedna se spise o disledek zjednodusenych reologickych
predpokladi. V predkladané praci se zaméfujeme na numericky vypocet slapového
vyvoje obézné drahy pro planetu popsanou viskoelastickou Maxwellovou reologii
v jednoplanetarnim systému. Nachdzime rovnovazné rotaCni stavy, mezi nimiZ se
objevuji spin-orbitdlni resonance, a diskutujeme jejich souvislost s minimy slapového
zahiivéani. Uchyceni ve spin-orbitdlni resonanci m4 za nasledek také nerovnomérné
ozéreni povrchu, a tedy nerovnomérné rozloZeni povrchovych teplot, ovliviiujici vnitini
dynamiku planety. Druhym tématem této prace je proto zpiesnéni jiZ existujiciho nu-
merického modelu pro feSeni rovnice vedeni tepla a studium parametrickych zdvislosti
povrchové teploty. Na zdvér kratce diskutujeme otdzku detekovatelnosti spin-orbitalnich
resonanci, sklonu rotacni osy ¢i termdlni setrvacnosti v infracervenych fotometrickych
kiivkach.
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Abstract: Observations of terrestrial exoplanets provide a unique statistical set that may
improve our knowledge of their formation, structure as well as internal and orbital
evolution. Close-in extrasolar planets are subjected to strong stellar tides, resulting
in an extensive dissipation of mechanical energy (tidal heating), long-term orbital
evolution and evolution of the rotational frequency. For the exoplanets on eccentric
orbits, the traditional tidal theories predict locking into pseudo-synchronous spin states,
for which the rotational frequency is slightly higher than the orbital frequency. Such
predictions are, however, in contradiction with the observations of moons in the Solar
system, and are a consequence of simplified rheological assumptions. Here, we focus
on a numerical approach to the tidal evolution of planetary orbit and rotation in a
single-planet system, assuming a Maxwell viscoelastic rtheology. We find equillibrium
spin states, including the spin-orbit resonances, and discuss their connection with the
minima of tidal heating. Locking into a spin-orbit resonance results in an irregular
insolation pattern and an unequal surface temperature distribution, affecting the internal
dynamics of the planet. The second part of the thesis therefore deals with the evaluation
of the surface temperature and the extension of a numerical model solving the heat
diffusion equation. Finally, we briefly discuss the detectability of spin-orbit resonances,
obliquity and thermal inertia of terrestrial exoplanets in their infrared light curves.
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Uvod

Od objevu prvni extrasolarni planety obihajici kolem hvézdy podobné Slunci uply-
nulo v Case vydani této prace pravé dvacet let (Mayor a Queloz, |1995). Statistiky
obéznic nachdzejicich se mimo slunecni soustavu od té doby kazdym rokem nartistaji a
tento trend byl jesté zvyraznén na pocatku tfetiho tisicileti diky zahdjeni vesmirnych
fotometrickych misi, jako je naptiklad Kepler (viz|Batalha a kol., 2013) nebo CoRoT.
Databdze exoplanets.org/uvadi k 30. 7. 2015 celkem 1569 planet s dobfe urceny-
mi elementy obéZné drahy, vedle toho bylo dalekohledem Kepler zaznamendno 3751
planetarnich kandidatu, ktefi na své potvrzeni soubéznymi pozemskymi pozorovacimi
misemi doposud Cekaji. Nepiimé detekéni metody, kterych se pfi hleddni exoplanet vy-
uziva, jsou citlivé prfevazné na velmi hmotna télesa, tedy plynné obry podobné Jupiteru,
obihajici na drédze s relativné kratkou hlavni poloosou kolem malo hmotnych hvézd.
Presto vSak bylo objeveno jiz nékolik set planet o hmotnostech nizsich nez 10 Zemi,
jejichZ povrch by mohl byt pevny, tak jako v pfipadé terestrickych planet slunecni
soustavy (Kaltenegger a kol., 2012).

Velké rozpéti fyzikalnich charakteristik (vystiednosti drahy, hmotnosti, polomért),
kterymi se tyto ,,super-Zemé* vyznacuji, vede téz k velkému mnozstvi otdzek po je-
jich vnitini struktufe, déjich probihajicich v jejich nitru i na povrchu a vyvoji obézné
drdhy. Neddvné studie vénované terestrickym exoplanetdm se zabyvaji jak dynamikou
celych planetarnich systému (napf. Mardling a Lin, [2002), ¢i dvojic planety a mésice
(napf. Heller a Barnes, [2013)), tak i jednotlivym svétlim z hlediska jejich povrchovych
podminek (napf. |Léger a kol., [2011; Dobrovolskis, 2013)), geodynamiky (napt.|Gelman
a kol., 2011} |van Summeren a kol.,[2011)), atmosférické cirkulace (napft. Leconte a kol.,
2013; Kaspi a Showman, [2015)), obyvatelnosti (napt. [Barnes a kol., 2009; Dressing
a kol., 2010), slapového vyvoje (napt. Henning a kol., [2009; Correia a Laskar, 2010;
Bcéhounkova a kol., [2010), vztahu mezi hmotnosti a polomérem (napft. Seager a kol.,
2007) a také detekovatelnosti rozli¢nych parametra (napt. Wright a Gaudi, 2012; Selsis
a kol., [2013)).

Prvotnim cilem této diplomové prace bylo zpiesnit jiz existujici numericky model
pro vypocet povrchové teploty na terestrickych planetach (Kanova, 2013) a s jeho
pomoci studovat dlouhodoby vyvoj teploty probihajici pfi slapovém vyvoji planetarni
soustavy. Pro vyjadifeni dlouhodobého vyvoje obéZzné drahy bylo zamysleno vyuZit
tradi¢nich slapovych teorii, které pro zjednoduseni matematického popisu predpokladaji
konstantni Casovy, fazovy ¢i geometricky rozestup mezi prichodem slapotvorného
télesa nad zadanym mistem planety a zdviZzenim slapové vyduté (napf. Mignard, |1979;
Kaula, 1964; MacDonald, [1964)). Tyto teorie spravné predvidaji cirkularizaci drahy
osamocené exoplanety, tedy dlouhodobé zkracovani hlavni poloosy a sniZovéani excent-
ricity, soucasné ovSem vedou k predpovédim tzv. pseudo-synchronnich rotacnich stavi.
Podle tradi¢nich teorii s konstantnim slapovym rozestupem planeta na vystfedné draze
nemuze dosdhnout napiiklad vazané rotace, kdy je jeji rota¢ni frekvence rovna frekvenci
obéZné, a dosahuje ji pouze na drdze kruhové. Tato predpovéd’ se ovSem neshoduje
s pozorovanim Mésice ani jinych velkych sateliti ve slunecni soustavé, které vazanou
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rotaci pies nenulovou vystfednost své drahy vykazuji. Vazané rotace na eliptické drize
1ze ve slapovych modelech dosdhnout bud’ uvdZenim permanentni deformace na stupni
a fadu 2, kterd moment sil ptisobici na slapovou vydut’ vyvazuje (Goldreich, [1966;
Ferraz-Mello a kol., 2008]), anebo pfehodnocenim klicového predpokladu zminénych
teorii, tedy otazky konstantniho slapového rozestupu.

Pro studium povrchové teploty je pfitom znalost realistického vyvoje rotacni frek-
vence nezbytnd. JestliZze dojde k uchyceni planety do stavu vdzané rotace, anebo do vyssi
spin-orbitdlni resonance, kdy je pomér rotacni a obézné frekvence roven naptiklad 3:2,
2:1 nebo 5:2, dochazi k velmi nerovhomérnému zahtivani planetdrniho povrchu, jez
ma dale dasledky napriklad pro charakter plast'ové konvekce (van Summeren a kol.,
2011; Gelman a kol., 2011)) ¢i stabilitu atmosféry. Stav pseudo-synchronni rotace by
oproti tomu vedl k rovnomérnému rozprostfeni zafivého toku (insolace) pfichdzejiciho
od mateiské hvézdy, a tedy i k rovnomérnéjSimu rozloZeni povrchovych teplot.

Predpoklad konstantniho slapového rozestupu a jeho dusledek v podobé pseudo-
synchronni rotace v tradi¢nich teoriich slapového vyvoje kriticky hodnoti naptiklad
Makarov a Efroimsky| (2013)). Poukazuji na pfiili§ zjednoduseny reologicky model,
ktery se k tomuto predpokladu véaze, a navrhuji analyticky pristup, ktery bere v tivahu
modely realistictéjsi, konkrétné Maxwellovu ¢i Andradeovu viskoelasticitu. Pfipadu
odezvy maxwellovského télesa na slapové zatéZovéni se ve své neddvné teoretické
studii podrobné vénuje také |Correia a kol. (2014)). Zahrnuti viskoelasticity vede k ¢a-
sové proménnosti slapového rozestupu a v zdvislosti na vzijemném poméru periody
slapového buzeni a Maxwellova ¢asu (daného thrnnou viskozitou a modulem torse
planety) dav4 vzniknout spin-orbitdlnim resonancim, aniz by bylo nutné predpokladat
dodate¢nou permanentni deformaci.

Z vyse uvedenych divodi proto v praci nevyuzivame tradi¢ni slapové teorie. Na-
misto toho plivodni plan rozSifujeme tim, Ze k vypoctu slapového vyvoje pristupujeme
numericky. V zdvislosti na tvaru obézné drahy a pocate¢nim poméru rotacni a obézné
frekvence (spin-orbitdlnim poméru) uréujeme Casovy pribéh budici, slapotvorné sily a
potencidlu a odpovidajici reakci viskoelastické planety, fidici se Maxwellovou reologii.
Dodatkovou silu, vzniklou deformaci planety, poté dosazujeme jako zdroj do tradi¢nich
poruchovych rovnic nebeské mechaniky a soubézné s nimi feSime i rovnici popisujici
vyvoj rotaéni frekvence. Vedle slapového vyvoje se vénujeme také tématu povrchové
teploty, zpfesnujeme model z bakaldfské prace a provadime nékteré dalsi parametrické
studie, které byly v bakaldiské praci vynechény.

Text je rozdélen na dvé tématicky odlisné kapitoly. V prvni kapitole se sezndmime
s nékterymi zadkladnimi pojmy z nebeské mechaniky, odvodime si dvé klasické sady
poruchovych rovnic, které popisuji Casové zmény hlavni poloosy, vystrednosti a dalSich
elementti obézné drahy, a priblizime si béZné uzivané slapové teorie. Pfedstavime také
vlastni numericky model a nékteré jeho vysledky, predevSim s pfihlédnutim k roli spin-
orbitdlnich resonanci. Ve druhé kapitole se navratime k tématu bakalarské prace, tedy
k insolaci a povrchové teploté, shrneme jeji vysledky a popiSeme zpfesnéni, kterymi byla
v pribéhu uplynulych dvou let obdaiena. Kratce budeme diskutovat také vliv rozlozeni
povrchové teploty na podobu infracervenych fotometrickych kiivek, jez by v budoucnu
mohly napomoci k urceni nékterych dosud nezndmych parametrti extrasoldrnich planet.
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V préci se setkdme s velkym mnoZstvim veliCin, pro prehlednost je proto pfiloZen
seznam pouzitého znaceni. Vektorové veliCiny jsou v obou kapitolach obvykle znaceny
tucné (r, u, f), pouze v pripadé vyjadieni funkéni zavislosti se v prvni kapitole uchy-
lujeme k alternativnimu oznaceni f, g. Tensorové veliiny vyjadfujeme zdvojenymi
pismeny (DD, J). JelikoZ ve vykladu povétSinou Cerpame z cizojazyCné literatury, uvadi-
me u nékterych pojmi pro doplnéni a pro moZnost porovnani s dalsimi prameny také
jejich anglické ekvivalenty.
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1. Slapovy vyvoj obézné drahy

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat vyvojem obéZné drahy slapové deformova-
né planety. Nejprve pfibliZime poruchovou teorii a nékteré pojmy z nebeské mechaniky,
poté se zaméfime na tradicné€ uzivany popis slapového vyvoje a nakonec predstavi-
me soucasné analytické pristupy k tomuto tématu, v nichZ je reakce planety pocitana

za predpokladu viskoelastické reologie. Druhd ¢4st kapitoly bude vénovana vlastnimu
numerickému modelu a piehledu nékterych jeho pfedpovédi.

1.1 Problém dvou téles a Keplerovy elementy

UvaZujme jednoduchou soustavu tvofenou jedinou planetou a jeji matefskou hvé-
zdou. JestliZe jsou obé télesa sféricky symetrickd, miZeme je pro tcel matematického
popisu nahradit hmotnymi body umisténymi v jejich stfedech a plisobicimi na sebe
navzajem gravitacni silou. Zajima nds, po jakych trajektoriich se budou oba hmotné
body pohybovat. Tento tkol, kterému se obycejné fikd problém dvou téles (two-body
problem) nebo Keplerova uloha, je patrné nejjednodussi integrabilni tlohou nebeské
mechaniky a jeho podrobnému popisu jsou vénovany prvni kapitoly ucebnic, z nichzZ
ndsledujici stru¢ny vyklad erpd (Brouwer a Clemencel |1961} Kovalevskyl |1967; Andrlel
1971; Murray a Dermott, |1999).

JelikoZ je naSe mySlend hvézda podstatné hmotnéjsi nez obihajici planeta, umistime
pocatek souradné soustavy do jejiho stfedu a budeme ji naddle poklddat za nehybnou.
V obecném piipadé dvou hmotnych bodi byva zvykem ztotoZnit pocatek souradného

Vvew

o redukované hmotnosti 1 = ;22 AN

shodné se stredem hvézdy o hmotnosti M, a mySlené téleso popsané redukovanou
hmotnosti je prakticky totoZzné s planetou o hmotnosti m < M,. Oznacime-li polohovy
vektor planety r, jeho velikost |r| = r a Newtonovu gravita¢ni konstantu G, miZeme
psét pohybovou rovnici problému dvou téles jako

iogMe o (1.1)
T

Jednd se o soustavu tif obyCejnych diferencidlnich rovnic (ODR) druhého fadu, kterou
je mozné vhodnou substituci pfevést na Sestici ODR prvniho fadu:

P=v, (1.2)

r=0. (1.3)

Veli¢ina v zde zjevn& symbolizuje okamZitou rychlost planety. Redeni obou soustav
zavisi na Sesti libovolnych integracnich konstantich cy, .. ., co, jejichZ ¢iselné hodnoty
jsou jednoznacné urceny pocatecnimi podminkami, tedy pocatecni polohou a rychlosti
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planety vici hvézde. Jaky fyzikdlni vyznam nyni pritkneme této Sestici parametru,
a tedy jakou konkrétni funkci popiSeme feSeni vySe uvedenych soustav rovnic, zalezi
Cisté na typu ulohy, kterou se chceme zabyvat. Trajektorie planety z problému dvou
téles ma tvar kuzelosecky, v pfipadé vazaného systému se jednd jmenovité o elipsu,
v jejimZ jednom ohnisku lezi matetfskd hvézda (Murray a Dermott, [1999)). Jestlize nds
zajim4 kinematika systému, tedy podoba této elipsy, jeji orientace v prostoru a poloha
planety v libovolném okamZiku, je velice vyhodné dosadit za integracni konstanty sadu
Keplerovych elementd, jimiZ jsou: hlavni poloosa a, vystiednost drahy e, sklon obézné
drahy vici referenéni roviné ¢, délka vystupného uzlu 2, argument $itky periastra w
a okamzik prichodu planety periastrem ty. Geometricky vyznam téchto konstant je
zndzornén na obrazku[I.1] Zatimco prvni dva elementy, hlavni poloosa a vystfednost
drdhy, jednoznacné urcuji tvar vysledné elipsy, nasledujici tfi tihly (obdoba Eulerovych
thld) udavaji jeji natoceni vici referencni inercidlni soustavé XY Z a kone¢né posledni
z elementl umoziuje nalézt okamzitou polohu planety ve draze. Ta je zaddna nelinedrné
rostouci funkef Casu v(t — ty), které se ¥ikd pravd anomalie (viz obrazek[L.1). K jejimu
vypoctu se vratime pozdéji v popisu samotného numerického modelu.

Pokud nas vice nez tvar obézné drahy zajima dynamika planetarni soustavy, miZzeme

rovina obéhu

referenéni rovina

T AY T

\. N, ./‘/"/./ \

| e " -

X - uzlova primka
\ e
\

: rr= 1(to)

Obrizek 1.1: Inercidlni soustava XY Z a v§znam proménnych zavedenych v textu. Uhlové Keplerovy
elementy 4, w, 2 udavaji orientaci drahy v prostoru, zatimco hlavni poloosa a a vystfednost e popisuji
presny tvar eliptické drdhy a ¢, pfedstavuje okamzZik prichodu obihajiciho télesa pericentrem 7. Uhel v/
je prava anomalie. Referen¢ni rovinou miZe byt napiiklad rovina rovniku.
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namisto Keplerovych elementd pouZit kanonické proménné, tedy takové zobecnéné
souradnice a hybnosti, které spliuji Hamiltonovy kanonické rovnice (napft. Landau a
LifSic, [1976). Zobecnénymi soufadnicemi myslime v problému dvou téles celkovou
energii soustavy, velikost celkového momentu hybnosti a velikost z-ové slozky mo-
mentu hybnosti. K nim pfidruZzenymi zobecnénymi hybnostmi jsou okamzik prichodu
periastrem, zaporn¢ vzata délka vystupného uzlu a zdporné vzaty argument periastra
(Kovalevskyl, [1967). S pozménénou sadou kanonickych proménnych se kratce setkdme
v nasledujicim oddile, béhem odvozeni Lagrangeovych poruchovych rovnic. Poté se
ovSem vratime zpét ke Keplerovym elementim a dlouhodoby vyvoj obézné drahy
budeme popisovat v pojmech hlavni poloosy a vystfednosti.

1.2 Poruchovy pocet v nebeské mechanice

1.2.1 Podminky oskulace a oskula¢ni elementy

Jak jiz bylo uvedeno, feSenim problému dvou téles je obéznd drdha ve tvaru ku-
Zelosecky. Studovand planeta obihd kolem matetské hvézdy po elipse popsané Sestici
Keplerovych elementt, které se v Case neméni. Zachovava se celkova energie soustavy,
celkovy moment hybnosti, a také poloha periastr Problém dvou téles je ovSem sil-
né idealizovanou ulohou. Ve skute¢ném planetarnim systému bude pohyb studované
planety ovliviilovan napiiklad gravitacnim pisobenim ostatnich obéZnic, pfitomnosti
hmotného prostredi, zploSténim matefské hvézdy, a konecné také vlastni deformaci
planety, odchylujici ji od sférické symetrie. Ackoliv se v této praci zabyvame pouze
slapovou deformaci a ostatni zminéné jevy neuvazujeme, priblizime si nyni poruchovou
teorii, kterou je moZno uplatnit na zcela obecné piipady slabé ruSeného problému dvou
téles.

Predpokladejme, Ze planeta se nadéle nachdzi v poli centralni sily, které je gene-
rovano hmotou matefské hvézdy. Do tohoto pole vSak nyni vneseme malou poruchu,
popsanou dodate¢nou silou ef, jiZ miiZzeme vyjadrit jako zdroj na pravé strané sousta-
vy (I.I). Nova soustava obycejnych diferencidlnich rovnic,

M,
i‘—gr3r:5f, (1.4)
pripadné
r=v, (1.5)
M,

byva obvykle feSena metodou variace konstant (Brouwer a Clemence, [1961): V kaz-
dém casovém okamziku ¢ hleddme takovou Sestici konstant c;, napfiklad Keplerovych

1Zachovani pozice periastra souvisi se zachovanim Laplace-Runge-Lenzova vektoru, ktery je, stejné
jako celkova energie a moment hybnosti systému, jednim z integrali pohybu.
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elementt, pro néZ jsou vektorové funkce
r= f(tacla027c3ac4vc5706)a (17)

V:g(t,cl,02703,C47C5,C6), (18)

odpovidajici okamZité poloze a rychlosti v neruS§eném problému dvou téles, feSenim
Sestice rovnic (I.5)) a (1.6). Po dosazeni tohoto ansatzu ziskdvame soustavu rovnic
pro ,,integraCni konstanty “ c;

6 =
Za—f = (1.9)

07 ~=07. M,
ol — of. 1.10
8t+j:1 80]-63 gr3r c ( )

Z. geometrického hlediska vypadd naSe tloha nasledovné: Pro zadanou malou
poruchu ef oproti problému dvou téles hleddme v kazdém okamziku takovou elipsu,
kterd prochézi planetou a jejiz jedno ohnisko leZi uvnitf matefské hvézdy. Tato elipticka
drdha zde jiz nemd Zadny fyzikdlni vyznam a slouZi pouze jako pomocné, zndimé
feseni v matematické formulaci tlohy. Uloha oviem neni zad4na jednoznaéné (obrazek
[I.2). Uvedend podminka eliptické drahy v kazdém ¢asovém okamZiku ¢ nevymezuje
jedinou, nybrz nekone¢né mnoho pripustnych trajektorii, po kterych by se mohla planeta
v pomocné nerusené soustavé pohybovat. UZ samotnd obéZn4 rovina je tu uréena pouze
dvéma body, okamZitou pozici hvézdy a okamZitou pozici planety. Pro jeji ,,uchyceni*
v prostoru, tedy pro jednoznacné zadani jeji prostorové orientace, je nutno predepsat
trojici dodate¢nych vazeb, odpovidajicich urCeni tietitho bodu, kterym by méla rovina
prochazet. Mame-li jednoznac¢né urenu orientaci obézné roviny, stile jesté existuje
nekonecné mnoho eliptickych obéZznych drah, které v této roviné lezi a soucasné jsou
feSenim rovnic (I.5)) — (1.6) s ansatzem (I.7) — (L.8). Tyto elipsy se vzajemné li$i svou
hlavni poloosou, vystfednosti a pozici periastra, tedy dals{ trojici parametra.

Shrneme-li sdéleni pfedchdzejictho odstavce, jednoznaéné feSeni rovnic (1.9) a
(I.10) vyZzaduje zadani Sestice dodate¢nych vazeb, které nejsou obsazeny ve fyzikdln{
formulaci ulohy. Tyto vazby nemaji zadny vliv na vyslednou trajektorii planety a
muzZeme je zvolit zcela libovolné tak, aby pokud mozno zjednodusily matematicky
popis tlohy. Tématu volnosti ve volbé dodate¢nych vazeb, neboli kalibracni symetrii
ruSené Keplerovy ulohy, se podrobnéji vénoval naptiklad Efroimsky| (2005). Vyhodnou
sadu vazeb, uzivanou ve vétSin€ dloh tykajicich se poruchového poctu v nebeské
mechanice, tvofi Sestice tzv. podminek oskulace, nékdy také nazyvanych Lagrangeovy
vazby (Lagrange constraint):

6 bd
of ..
Z 9, =0 (1.11)
6
9y .
Za—cjcj = ef. (1.12)
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trajektorie planety
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Obrazek 1.2: Nejednoznaénost feseni soustavy rovnic (1.9) — (1.10) pro integra¢ni konstanty v ruseném
problému dvou téles. V kazdém okamZiku miZeme pozici planety vyjadfit jako funkci elementi kterékoliv
z nekone¢né mnoha pomocnych eliptickych drah.

Jejich vyznam vyplyne po dosazeni do soustavy rovnic a (1.10): Pfedepsanim
podminek oskulace jsme si za pomocné, aproximativni feSeni ruSeného problému dvou
téles v kazdém cCasovém okamziku zvolili takovou eliptickou drdhu, po které by se
planeta pohybovala, kdyby byla porucha v té chvili ndhle vypnuta (Kovalevsky, |1967).
Parametriim c;(t) této okamzZité elipsy budeme fikat oskulacni elementy. Na ¢asovy
vyvoj oskulacnich elementt Ize pak nahliZet jako na kratkodobé nebo dlouhodobé zmény
eliptické obézné drahy, které se obvykle popisuji jednou ze dvou soustav poruchovych
rovnic. Obé soustavy budou odvozeny v ndsledujicich pododdilech.

1.2.2 Lagrangeovy poruchové rovnice

Soustava Lagrangeovych rovnic popisuje vyvoj obézné drahy pod ptisobenim po-
ruchy, kterou je moZno zapsat ve formé potencidlu. V literatufe se obycejné rozlisuje
pojem poruchového potencidlu V a poruchové funkce R, které je na sebe mozno preva-
dét vztahem R = —iV, kde p je jiz diive zminéna redukovand hmotnost, zastoupena
v nasi tloze hmotnosti planety m. JelikoZ veskeré vyrazy doposud uvedené v této praci,
pocinaje pohybovou rovnici problému dvou téles (I.1), nenulovou hmotnosti m krétime,
bude v nasledujicim vykladu vhodnéjsi vyjadfovat poruchu pomoci poruchové funkce.
Toto vyjadreni je konsistentni napiiklad s texty Kaula (1964) a Kovalevsky| (1967).

Definujme tedy poruchovou funkci ‘R pomoci vztahu

(1.13)

f— VR — (8R OR 872) '

dx’ By’ 9z

Dosazenim této definice do podminek oskulace a jejich rozvinutim do slozek, kdy
budeme psét f = (z,y, z) a g = (&, y, £), dospivime k ndsledujici soustavé linearnich
rovnic pro ¢asovou derivaci oskulacnich elementi ¢;:
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gr or e px o 02\ [ 0
oci Oco dcs Ocy  Ocs dcg 1

w o oow oo oo oo oo ||, 0
Bcl 862 303 864 805 866 2

0z 0z 0z 0z 0z 0z ; 0
dc1  dca  Des  Dea  Bes  Beg €3

0 = ) (1.14)

o8 o 08 08 0i 02 || IR
Ocy Oce Ocg Ocqy Ocs Ocg 4 Oz
o oi o oi o o || 2R
oci [l dcs Ocy  Ocs Jcg 5 Y
0: 0z 0: 9x 0z 9: ) \ g IR
oci Oco dcs Ocy  Ocs dcg 6 0z

Matice této soustavy obsahuje 36 riznych koeficientd, jednoduchym postupem ji vSak
1ze prevést do antisymetrického tvaru. Prvni fddek matice (a prvni fddek pravé strany)
vynasobime faktorem —%, druhy pak —% a jednotlivé dalsi fadky ndsobime po fadé
€5 €5
RE 0 9 0 ; . v L x
faktory —8—5]_, —|—B—ij, +8—Cyj, +a_czj’ kde j € {1,2,...,6}. VSechny fadky poté secteme,
¢imz ziskame j-ty faddek nové matice soustavy a j-ty element nové pravé strany. Po za-
vedeni Lagrangeovych zdvorek (Brouwer a Clemence, 1961, odtud piejimame i znaceni

na druhém radku),

oo Q2 0E v b 0y 0y Oy 0 0:0: 02 0:
d> Tkl aCj 3Ck @Ck aCj 8Cj ack 8ck 8Cj aCj 8Ck (‘)ck aCj N
(.2) 39 (%2 (1.15)

(cjren)  (cjrer)  (ej,ch)’

prechazi soustava do tvaru

. IR
[61761] [01762] [01703] [01764] [01705] [01706] C1 der
. IR
[co,c1] ea,co] ea,es] [eo,ca] [co, 5] [ea,cel C2 Oca
. IR
[c3,c1] es, el es,es] [es,ca] [es,es] s, cel C3 dcs
= . (1.16)
. IR
lca,c1] [easca) [eascs] [ea,ca] ea,cs] ea,cel | | Ga dcs
. IR
[65,01] [05,02] [05,03] [05704] [05705] [65706] Cs dcs
. IR
[c6,c1] [c6,ca] [essca] [co,ca] [co,05] [cs, co Ce des
kde navic plati [¢;, ¢;] = 0 a [¢;, cx] = —|cg, ¢;]. Jedinecnych koeficientd, jeZ vystupuji

v nové soustavé, je tedy jiZ jen patnact. Pro urCeni casového vyvoje oskulacnich ele-
menti staci uvedené zavorky vycislit a matici soustavy poté invertovat. A pravé v tomto
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okamziku, pfi vycisleni Lagrangeovych zavorek, vyuzijeme kanonickych elementd,
tedy té Sestice integracnich konstant v problému dvou téles, které vyhodné popisuji
dynamiku soustavy.

Zminénymi kanonickymi elementy byly celkova energie soustavy, celkovy moment
hybnosti, z-ova sloZka momentu hybnosti, okamzik prichodu periastrem a dva zaporné
vzaté thly: délka vystupného uzlu a argument periastra. Namisto okamzZiku prichodu
periastrem je vhodnéjsi zavést tieti thel, kterému budeme fikat stfedni anomélie,

I(t)=n(t—ty) =nt+o. (1.17)

Jednd se o uhel vytyCeny periastrem, matefskou hvézdou a hypotetickou planetou, ktera
kolem hvézdy obiha po kruhové drdze s polomérem rovnym hlavni poloose a za stejny
¢as T,,p, za ktery obéhne studovand planeta po redlné eliptické draze. VeliCina n = T207Tb
se nazyva stiedni pohyb (mean motion) a ¢ = —nt, je konstanta uddvajici polohu
pericentra vici zvolenému referenénimu sméru.

JestliZe je v sadé kanonickych proménnych nahrazen okamzik priichodu periastrem
stredni anomdlii, piestdvaji platit dvé z Hamiltonovych kanonickych rovnic. Aby byla
jejich platnost zachovéna, je nutné soucasné s ndhradou ¢, nahradit téZ tu zobecnénou
soutadnici, kterd méla doposud vyznam celkové energie soustavy (celkova energie a
okamzik prichodu periastrem jsou totizZ vzdjemné kanonicky sdruzené). Touto ndhradou
ziskdvame sadu Delaunayho kanonickych prom&nnych (napf. [Sidlichovsky). Energie
soustavy zde pfechdzi v novou zobecnénou soufadnici L, zatimco moment hybnosti
a jeho slozka kolma na referen¢ni rovinu XY z obrdazku zUstavaji nezménény a
jsou znaceny pismeny G a H. PreznaCenim prosly téZ zobecnéné hybnosti. Celd sada
Delaunayho elementt, spolecné s jejich vztahem ke Keplerovym elementim, je uvedena
na nésledujicich fadcich.

Zobecnéné souradnice:

L=+/GM,a G=LV1—-e¢e? H = Gcost (1.18)

Zobecnéné hybnosti:

=1 g=w h=Q (1.19)

Lagrangeovy zavorky lze nyni s vyuZitim Delaunayho kanonickych proménnych a
notace zavedené ve vztahu (1.15]) vyjadfit jako

(0.L) | (@.G)  (H)

(cjren)  (cjrer)  (cjycn)

[cj,cx] = (1.20)

Diikaz této rovnosti za pomoci rotaci ve fazovém prostoru, neboli Whittakerovou
metodou, je podédn v knize (Brouwer a Clemence, [1961)).

Za sadu oskulacnich elementli ¢; budeme dédle dosazovat Keplerovy elementy. S vyu-
Zitim vztaht —~ muZeme Lagrangeovy zévorky snadno vyd¢islit a pokratovat
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tak v dpravé soustavy (1.16). Z pivodnich patnacti jedinecnych koeficienti vystupuji-
cich v matici této soustavy ziistalo po vycisleni pouze Sest nenulovych, jmenovité

1 na’e
a,0] =—-na ew| = —— i,Q] = na*v1 — e?sini
0,01 =~ ol = 9=ty
1 2
la,w] = —Ena\/l —e? le, Q] = \/% cos i
1
la, ] = —Ena\/l —e2cosi

Soustava se tak rozpadad na dvé mensi sady rovnic, z nichz jedna popisuje vyvoj tvaru a
sklonu obézné drahy a druhd popisuje zmény thlovych proménnych, napiiklad staceni
uzlové pfimky nebo periastra.

—[a,0] 0 0 a R
—la,w] —le,w] 0 e | = %ij (1.21)
_[an] _[679] —[i,Q] (Z) %
[i,2] 0 0 Q o=
e, Q] [e,w] 0O w| =% (1.22)
[0, Q] [a,0] [a,0]] \& o

Tyto soustavy je jiZz mozné vyfteSit dopiednou substituci. Tim konecné ziskdvdame
Lagrangeovy poruchové rovnice, které popisuji casovy vyvoj Keplerovych elemen-
tl pro planetu, jejiz ob&h kolem vyrazné hmotné&js$i mateiské hvézdy je ovliviiovan
poruchou vyjéadrfitelnou ve formé potenciélu.

do_ 2 0R

dt  na do

de_1-CoR V=R

dt  na2e Oc nae Ow

ds cot 1 OR 1 OR

D - 1.23
dt  na2v1—e20w  na2y/1 — e2sini OS2 (1.23)
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do 20R 1—¢€’0R

dt na da  na’e Oe

dw V1—e2 8_R B cot g G_R
dt na’e de  na?2y/1—e2 Oi
©_ 1w

dt  na2y/1 — e2sini 0i

1.2.3 Gaussovy poruchové rovnice

Existuje ovSem i vyznamn4 tfida poruch, které ve formé potenciédlu zapsat nelze.
Projevuji se napiiklad v situaci, kdy ruSené téleso, at’ jiZ planeta nebo tfeba druZzice,
prochdzi hmotnym prostfedim — atmosférou nebo prachoplynnym diskem. V téchto
pripadech klade prostfedi pohybu studovaného télesa odpor, jenZ zavisi na rychlosti.
Poruchu je pak nutné vyjadiovat piimo poruchovou silou £f. Na ndsledujicich fadcich
st odvodime sadu Gaussovych poruchovych rovnic, na jejichz pravé strané vystupuji
slozky poruchové sily vyjadiené ve valcovém soufadném systému 7z s poCitkem
ve hvézdé a korotujicim spolecné s obéhem planety. Prvni z téchto slozek, R, lezi
v obéZné roviné a vyjadiuje silu pisobici na planetu v radidlnim sméru, tedy ve sméru
priuvodice. Druha slozka, S, rovné€Zz lezi v obézné rovin€ a miii kolmo k R, ve sméru
ob&hu. Vyjadiuje tedy silu, kterd zpisobuje urychleni ¢i zpomaleni planety ve draze.
Treti sloZzka, W, je na obéZnou rovinu kolm4 a jeji orientace je shodna s orientaci
momentu hybnosti spjatého s obéhem.

K odvozeni Gaussovych rovnic vyuZijeme jiz zndmé sady Lagrangeovych porucho-
vych rovnic. Vztah mezi jednotlivymi sloZkami poruchové sily a poruchovou funkci R
1ze ziskat rozepsanim definice (T.13)):

OR 1 OR OR
_ — = 1.24
i or 5 T 8w W 0z ( )

Diky fetézovému pravidlu miZeme parcidlni derivaci poruchové funkce podle kterého-
koliv z Keplerovych elementi c; vyjadfit jako

IR OF a¢

a po vycisleni vSech nenulovych parcidlnich derivaci vystupujicich v tomto vyrazu
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dospéjeme k nasledujici Sestici rovnosti (podle Brouwer a Clemence, 1961)):

kde v znaci pravou

OR r

90 " a"

OR a .

50 = @ cos(V)R+r (; t1- 62) sin(v)S
% = rsin(w + v)W (1.26)
i

OR

a—w =rS

IR _ cos(i)rS — rcos(w + v) sin(i) W

o0

OR ae

2
— = ——=sin(v)R+ %\/1 —e2S

do V1 —e?

anomalii. Dosazenim do Lagrangeovych rovnic (I.23)) tedy ziskdva-

me sadu Gaussovych poruchovych rovnic, které popisuji vyvoj Keplerovych elementt
pro téleso podléhajici obecné malé poruse, vyjadfené poruchovou silou ef = (R, S, W).

da
dt

de
dt
ds
dt
dQ2

sini—

dt

dw
dt

do
dt

— = ———R V1—e? (— —I—cosz@)

2

ey ———— [eRsinl/%—];)S}

nyv1 — e?

/T— 2
_ VT [eRsinl/+ (E — i) S}
nae r a
1 T
pTE L maW cos(w + V) (1.27)
1

= Wsin(w+v)

nav1 —e?a
) Q
vw_yv 7€ [—Rcosy—f— <1+£) Ssinu] —COSid—
nae P dt

dt

naa

Veli¢ina p = a(1 — €?) se nazyva parametr elipsy (semi-latus rectum) a souvisi s cel-

kovym momentem

hybnosti soustavy (viz definice Delaunayho elementu G v (1.18)),

béhem vyvoje drahy se tedy zachovava.

Gaussiv tvar poruchovych rovnic je vyhodny nejen proto, Ze umoziuje zadani
poruchy ve tvaru obecné sily, ale také proto, Ze se v ném nevyskytuji Zaddné parcidlni
derivace tohoto ,,zdrojového* ¢lenu. Ke Gaussovym rovnicim se proto vratime ve druhé
¢asti kapitoly, v oddile, jenZ bude vénovan naSemu numerickému modelu.
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1.3 TradicCni slapové teorie

1.3.1 Slapova deformace a jeji popis

Doposud jsme se zabyvali obecnou poruchovou teorii v nebeské mechanice. V nésle-
dujicim oddile se vSak jiz zaméfime na konkrétni zdroj poruchy v problému dvou téles,
a to na slapovou deformaci planety, buzenou gravitacnim ptisobenim mateiské hvézdy.
Budeme-li planetu na po¢atku povazovat za dokonale tuhou, I1ze potencidl v libovolném
bodé (rp,, ¥y, ¢p) na jejim povrchu psat jako

QM
U (Tp,ﬁp, @p)

( ) (costp) , (1.28)

7=0

kde r,, zna¢i polomér planety, thly ¥, a ¢,, jsou planetopisnd koSitka a délka pozoro-
vatele, méfend v soufadné soustaveé pevné spjaté s planetou a majici pocétek v jejim
stfedu, 1, je thel mezi timto pozorovatelem a mistem na povrchu planety, nad kterym
se pravé nachdzi hvézda (substeldrni bod) a kone¢né P; znali Legendreovy polynomy
(viz Novotny, |1998). Celé geometrické usporadani je naCrtnuto na obrazku

Obrazek 1.3: Planeta a slapotvorné téleso. Slapotvorné té€leso ma hmotnost M, a nachdzi{ se ve vzda-
lenosti r od pocétku planetocentrické soufadné soustavy zyz. Symboly ¥, a ¢, znaci planetopisnou
kositku a délku libovolného bodu na povrchu télesa o poloméru 7}, a hmotnosti m, veli¢iny ¥, a ¢, pak
predstavuji soufadnice substelarniho (¢i sublunarniho) bodu.

Jestlize studovand planeta neni idedlné tuhd, ale reaguje na slapové zatéZovani
elasticky, dochazi pod plsobenim potencidlu k deformaci jejiho povrchtﬂ a
ke vzbuzeni dodatkového potencidlu 0U/. NeZ pokro¢ime k vyloZeni dal§ich pojmi
vystupujicich ve slapovych teoriich, bude nutné se zaméfit na ptislusné nazvoslovi,
jmenovité na pojem slapového potencidlu, jehoZ pouZiti neni v literatuie jednotné.
Zatimco néekteré Clanky zabyvajici se vyvojem obéZzné drahy (Kaula, 1964; Néron de
Surgy a Laskar, |1997; Correia a Laskar, 2010) nazyvaji slapovym potencidlem (fidal

2Za deformaci planetdrniho povrchu zodpovidaji éleny rozvoje potencidlu na stupnich j > 2.
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potential) pravé dodatkovy potencidl 6/, v dilech tykajicich se fyzikdlni geodézie nebo
tthového pole Zemé (BurSa a Pecl |1988; [Torge, [2001) je slapovym ¢i slapotvornym
potencidlem naopak ¢dst plivodniho U, na stupnich vysSich nez 1, tedy

U(rp, Oy, pp) = gA = gr Z (i—p)JPj(cowp), (1.29)

V této praci se podrZzime ndzvoslovi geodetického a velic¢iné U budeme nadale
fikat slapotvorny potencial, zatimco jeho prirdstku zptisobenému deformaci povrchu
zachovame ndzev dodatkovy potencidl. Dodatkovy potencidl by pfi vyvoji obéZné
drahy popsaném Lagrangeovymi poruchovymi rovnicemi hrél roli poruchové funkce R,
zavedené v predchazejicim textu.

Slapova deformace sféricky symetrické, nerotujici, elastické planety byva tradiéné
popisovana pomoci tif Loveovych ¢isel, h, k, [, pficemz poslednimu z uvedenych se fika
také Shidovo ¢islo (Torgel 2001). Zatimco parametry A a [ popisuji radidlni, respektive
lateralni sloZku deformace povrchu v poméru ke slapotvornému potencidlu, ¢islo &
charakterizuje relativni velikost dodatkového potenciélu a je zavedeno vztahem

o

k T (1.30)

Loveova Cisla je mozZné zavést také pro jednotlivé stupné rozvoje do Legendreovych
polynomd. Cislo k;, popisujici pomérny pifiristek potencidlu na stupni j, pak definujeme
jako

k.= —2 (1.31)

Elastickd planeta by na slapové zatiZeni reagovala okamZité, nejvétsi radidlni posu-
nuti a nejvetsi pririistek potencialu by tedy byly pozorovéany na spojnici stfedd hvézdy
a planety. V redlném pfipadé vSak vlivem tifeni uvnitf planetarniho télesa dochédzi
k ur¢itému Casovému posuvu a v zdvislosti na poméru obéZzné a rotacni frekvence se
dodatkovy potencidl v daném misté na povrchu oproti slapotvornému vice ¢i méné
zpozd'uje. K popisu tohoto zpoZdéni 1ze pristoupit nékolika zpilisoby, za pouZiti rizné
definovanych slapovych rozestupi (viz obrazek [I1.4).

Nejprve uvazme, Ze slapotvorné téleso, napiiklad mésic, zdviha na planeté jedinou
dvojici vyduti, které s plynutim Casu po planeté postupuji a v zdvislosti na okamzité
vzdalenosti slapotvorného télesa méni svou vysku. Geometricky rozestup d¢g (Gerstent
korn, [1955; MacDonald, |1964) je pak zaveden jako thel mésic-stfed planety-slapova
vydut’ a je vZdy mensi neZ . Obdobné bychom mohli definovat také Casovy rozestup
At (Mignard, [1979; Hut, [1981}; [Néron de Surgy a Laskar, [1997), ktery predstavuje
rozdil mezi okamzikem, kdy nad zadanym mistem na planeté proslo slapotvorné téleso
a okamzikem, kdy byla v tomtéZ misté zdviZena slapova vydut’. Oba tyto rozestupy
jsou navzajem spjaty vztahem
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Eimpq = (Vimpq — MO) Atjmpq

. -—

5G - (Qrot - I/)At

Q1“0‘5

Obrazek 1.4: Rozdilnd zavedeni slapového rozestupu. Popisujeme-li celkovou deformaci planety pomoci
jediné dvojice slapovych vyduti (vlevo), miZeme jejich odklon od pruvodice slapotvorného té€lesa
charakterizovat geometrickym rozestupem J¢ nebo ¢asovym rozestupem At. Ob¢ veliciny jsou spolu
spjaty prostfednictvim okamzité slapové frekvence wy = .ot — ©. Rozvijime-li naopak slapotvorny
i dodatkovy potencial do Fourierovych fad (vpravo — schéma ¢asového priibéhu obou potencidli), 1ze
pro kazdy Clen takového rozvoje zavést fzovy rozestup €jmpq, pfipadné i odpovidajici Casovy rozestup
Atjmpq- Uhlovou proménnou Vjm,pq definujeme v pododdile ﬂ

¢ = wAt, (1.32)

kde w; znaci frekvenci slapového buzeni. Jiny piistup k charakterizaci slapového roze-
stupu lze nalézt v pracich Darwina (1880), Kauly (1964) a jejich nasledovnikd, ktefi
rozvijeji slapotvorny i dodatkovy potencidl v nekone¢nou fadu a kazdému ze Clent
tohoto rozvoje prisuzuji jiny fdzovy rozestup €jmpq, zamysleny jako rozdil fazi dvou
periodickych funkeci (viz nésledujici pododdil). V ptipadé rychle rotujicich planet, kdy

r413

v rozvoji prevlada ,,paldenni® ¢len s (j, m,p, q) = (2,2,0,0), pak plati rovnost

€92900 — 26G . (133)

Pro takto zavedeny fazovy rozestup Ize definovat jeho ¢asovy ekvivalent obdobné jako
v pifpadé geometrického rozestupu (1.32).

Veskeré uvedené veliCiny jsou obecné frekvencné zavislé a predepsani vhodného
tvaru této zavislosti, daného uvazovanou reologii planety, se ukazuje byt pro realistickou
predpovéd’ slapového vyvoje rozhodujicim (viz Makarov a Efroimsky, [2013). K tématu
se proto v nasledujicim textu jesté vratime.

Vlivem tfeni uvnitf slapové deformovaného télesa dochdzi také k disipaci mechanic-
ké energie a jeji preméné na teplo, tedy ke slapovému zahiivéani. Efektivita této disipace,
¢i presnéji jeji prevracend hodnota, se vyjadiuje faktorem kvality () (Goldreich, [1963)),
jenz definujeme jako

o 27 Epeak

Q= AR (1.34)
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kde Fpeax znac¢i maximalni energii spjatou s deformaci planety béhem jednoho slapo-
vého cyklu a AF predstavuje energii béhem téhoZ cyklu disipovanou. Faktor kvality
terestrickych planet nabyva zpravidla hodnot mezi 10 a 500, zatimco pro plynné obry
dosahuje jeho hodnota az desitek Ci stovek tisicti (Goldreich a Soter, 1966). Zname-
li faktor kvality studované planety, mizeme fazovy rozestup mezi slapotvornym a
dodatkovym potencidlem urcit ze vztahu (Kaula, |1964)

sin £€92200 — l . (135)

Q

1.3.2 Darwinova-Kaulova expanze

Matematické studii slapového vyvoje obézné drahy se poprvé zevrubné vénoval
britsky matematik a astronom sir George Darwin. Ve svém obsdhlém ¢lanku (Darwin,
1880) uvazuje homogenni nestlacitelnou visk6zni planetu, ,,zemi‘, obihanou dvéma
satelity, ,,mé€sicem* a Dianou. Jeden ze sateliti (Diana) v soustavé formalné vzbuzuje
slapotvorny potenciél, zatimco druhy (mésic) reaguje na poruchu, vzniklou slapovou
deformaci zemé. Oba satelity je ovS§em mozno na konci vypoctu ztotoZnit a ziskat tak
tlohu shodnou s nasi.

Darwin rozviji slapotvorny potencidl do sférickych harmonik na stupni 2, jeho ¢aso-
vy vyvoj pak vyjadfuje ve formé Fourierovych fad s koeficienty zdvislymi na thlovych
proménnych. Tyto funkce dhlovych proménnych néasledné rozviji do fad v excentrici-
t€. Ziskava tak sérii pildennich, dennich a mési¢nich slapovych vin o nejriznéjsich
frekvencich, jeZ jsou linedrni kombinaci rotacni frekvence zemé a obéZzné frekvence
(tedy stfedniho pohybu) slapotvorné obéznice. Kazdy ze ¢lent prostorového a ¢asového
harmonického rozvoje slapotvorného potencidlu vyvoldva v zemi odezvu na tomtéz
stupni i fadu a s totoznou frekvenci, odezva je oproti buzeni pouze posunuta o fizovy
rozestup, zpusobeny neelasticitou zemé. Tento rozestup je v Darwinové ¢lanku zave-
den jako zcela obecnd funkce frekvence. Podrobnéji se Darwin vénuje pripadu malo
viskézni zemé, kdy fazovy rozestup zdvisi na frekvenci slapového buzeni linearné.

Na Darwinovu praci navézal v Sedesatych letech minulého stoleti William M. Kau-
la, ktery rozvoj slapotvorného potencialu do fad zobecnil (Kaulal [1961) a nasledné
aplikoval na studium slapového vyvoje soustavy Zemé-M¢ésic (Kaula, |1964). Potencidl
pri povrchu planety zde nabyva tvaru

co Jj
Ulry, Dy, ) =D DD > Usmoa (1.36)

Ujmpg = (T_p)J (j—:;),@ — G0m) Pjm (co8Up,) Fimp(i*) Gjpg(€*) X

Jj—m sudé
COSs
X {v: m(p, +6%)}, (1.37)

. jmpq
—sin

j—m liché
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kde v}, pfedstavuje kombinaci thlovych proménnych,

hvézdicky oznacuji veliiny, které se vazou ke slapotvornému télesu, a symbol 0* zna-
¢i hvézdny Cas, neboli dhel mezi osou X' v inercidlni vztazné soustavé s pocatkem
v planeté a nultym polednikem, jenZ zavedeme pozdéji. Druhou veli¢inou, kterd vnasi
do vyrazu pro slapotvorny potencidl ¢asovou proménnost, je jiZ zndm4 stfedni ano-
malie [*. Tvar ob&Zné drahy a jeji orientace v prostoru se vyjadfuje za pomoci funkci
excentricity Gj,,(e) a funkef inklinace F;,, (i), definovanych ve &lénku Kaulal (196 1)
KaZdy ze ¢lenli Kaulova rozvoje vyvolava v planeté odpovidajici odezvu, a dodat-
kovy potencidl ve vzdalenosti > r, tak miiZeme vyjadfit jako soucet ¢lenl ve tvaru

i1
5ujmpf1(r) = (%)J kj [ujmpq(rp)]lag 3 (139)

pricemz slovem ,,lag* naznacujeme, Ze do argumentu goniometrickych funkci vystu-
pujicich ve vyjadteni pro slapotvorny potencidl je nutno doplnit zdporné vzatou
veliinu € 4, tedy fadzovy rozestup. Stejné jako v piipadé Darwinova harmonického
rozvoje je i Kauliv fazovy rozestup frekvencné zavisly a tvar této zavislosti zaleZi Cisté
na reologii studované planety.

Vedle slapotvorné obéznice zavadi Kaula (1964) po vzoru Darwina i druhy, ruseny
meésic, jehoz okamZitou vzdalenost od planety opét rozviji do fad funkci excentricity a
inklinace. Tvar Clent rozvoje dodatkového potencidlu piisobiciho v kazdém okamZiku
na mésic je

, j—m)! 1 . «
Ujmpg = kﬂﬁjﬂgM*ﬁ(? = Oom) 7 Fimp (") Gipa (€7)
1 . . "
X Z F}—jmh(l)gjhs(e) cos{V}pg = Ejmpg — MO" — (Vjmns —mb)},  (1.40)
hs

kde drdhové elementy ruseného télesa znacime symboly bez hvézdicek. Po ztotoznéni
obou obéznic ziskava Kaula vyraz pro dodatkovy potencidl, ktery se sklada z ¢asti, jez
odpovid4 obéhu mésice kolem deformované planety, ale také z Casti, jeZ symetricky
zastupuje obéh planety kolem deformovaného mésice. Soucet téchto dvou ¢lenti pak
vstupuje do Lagrangeovych poruchovych rovnic jako funkce ‘R.

Jak poukazuji Efroimsky a Williams (2009), jsou posledni dva zminéné vztahy
platné pouze pro malé fazové rozestupy. Pro jejich zpfesnéni a zobecnéni je nutné
vyndsobit oba vyrazy, (1.39) i (1.40), faktorem cos €;,,,,. Tento faktor zavedl jiz Darwin

3Funkce inklinace a vystfednosti pro stupeii j = 2 jsou vy&isleny v praci Kaulal (1964), pislusny
soupis se ov§em omezuje pouze na &leny rozvoje s |g| < 2. Ostatni Eleny lze dohledat v podrobnych
tabulkdch [Cayley| (1861) (viz téZ dodatek [A)), nékteré z nich pak v prehlednéjsi podob& uvadi[Efroimsky
(2012).
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(1880) jako charakterizaci snizeni amplitudy slapové deformace neelastického télesa
oproti deformaci télesa elastického. Ve vétsSiné navazujicich praci je vSak jeho vyznam
opomijen.

1.3.3 Konstantni slapovy rozestup

Jak bylo zminéno v pododdile (I.3.1)), pro realistickou studii slapového vyvoje sou-
stavy planeta-mésic ¢i hvézda-planeta je nezbytné znét frekvencni zavislost slapového
rozestupu, piipadné faktoru kvality, ktery je s fdzzovym rozestupem spjat vztahem (1.35)).
Predepsani konkrétni zavislosti odpovida zadani reologie, kterou se bude deformace

A

planety fidit. V literatufe tykajici se slapového vyvoje jsou velice roz§ifeny dva nej-
jednodussi modely, predpokladajici bud’ konstantni fazovy ¢i geometricky rozestup
(konstantni, frekvencéné nezavislé (), nebo konstantni casovy rozestup () nepfimo
umeérné frekvenciﬂ). Oba modely si nyni pfiblizime a posoudime jejich predpovédi.
Podrobnéjsi kritické zhodnoceni obou pristupt provadéji Makarov a Efroimsky| (2013).

Predpokladu konstantnich a aZ na znaménka rovnych fazovych rozestupl uziva
ve své studii slapového vyvoje soustavy Zemé-Mésic jiz |Kaula| (1964), ackoliv si je
védom podoby jejich frekvencni zdvislosti pro mélo viskézni télesa. Kazdy z fazovych
10zeStupt € j,,p, Md znaménko shodné s (., — mA). Dile budeme predpokladat, 7e
rychlost rotace planety se béhem jediného obéhu zdsadné neméni a zavedeme veliCinu
Qpot = 9, které budeme rikat rotacni frekvence.

Predpoklad konstantniho geometrického rozestupu zavadi do slapové teorie MacDo+
nald| (1964), pficemZ vyuziva skutecnosti, Ze seismicky faktor kvality () se ve velkém
rozpéti frekvenci témef neméni (Goldreich a Soter, |1966). Znaménko geometrického
rozestupu je v tomto modelu opét shodné se znaménkém okamzité slapové frekvence
(Qot — 1), kde © znadi rychlost zmény pravé anomalie. JestliZe se planeta a mésic nebo
planeta a hvézda nachdzi ve stavu vdzané rotace na kruhové draze, geometricky i fazovy
rozestup vymizi. Pokud si ov§em pfedstavime pomalu rotujici planetu obihajici kolem
své matetské hvézdy po eliptické dréaze, zjistime, Ze predpoklad konstantniho geometric-
kého rozestupu s vhodnym znaménkem vede k nefyzikdlnimu chovani: slapova vydut’
béhem jediného obéhu dvakrat skokoveé zméni svou orientaci vici spojnici obou téles
(viz obrazek [1.5).

V nésledujicich dvahich, shodnych s uéebnicovym vykladem vystavénym na Mac-
Donaldové teorii (Murray a Dermott, [1999), budeme predpoklddat, Ze je planeta na po-
¢atku svého slapového vyvoje uméle uchycena ve spin-orbitdlni resonanci 1:1. Jeji
rotacni frekvence {2, a stfedni pohyb n se tedy shoduji. Nachazi-li se planeta pobliz
periastra, je v disledku druhého Keplerova zdkona rychlost zmény jeji pravé anomalie
vy$§i neZ stfedni pohyb, 7 > n, a geometricky rozestup tak nabyva zdporné hodnoty. To
znamend, Ze slapova vydut’ se oproti spojnici stiedli obou uvazovanych téles zpozd'uje,
moment slapovych sil, ktery na ni ptsobi, je orientovan shodné s vektorem thlové
rychlosti, a rotace planety je tak urychlovédna. Jestlize se planeta naopak nachazi pobliz
apoastra, plati 7 < n, slapova vydut’ spojnici hvézdy a planety predbihd a dochazi
ke zpomalovani rotace. V oblasti 7 > n 1 v oblasti < n stravi planeta stejné dlouhou
dobu. Jelikoz je vSak velikost momentu sil imérna (%)6 (Goldreich, [1966), prevazi

48 piihlédnutim ke vztahu l) toto plati pouze pro dostatecné velkd @), kdy sine ~ €.
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r<n

Obrazek 1.5: Slapova deformace planety s (nestabilni) vdzanou rotaci v modelu s konstantnim geomet-
rickym rozestupem. Blizko pericentra 7 (svétla oblast) je okamZitd thlova rychlost obéhu » vyssi nez
rotacni frekvence planety ..; = n, geometricky rozestup dg nabyva zaporné hodnoty a slapova vydut’
se oproti pruvodi€i zpoZzd'uje. V okoli apocentra (tmava oblast) se pomér frekvenci obraci, a na pomezi
obou oblasti tak dochaz{ k prekmitu slapové vyduté.

v dlouhodobém vyvoji jeji rotace ucinek urychlovéni v periastru a planeta tak spin-
orbitdlni resonanci opusti. RovnovdZnym stavem, do kterého planeta spéje a v némz je
moment sil vystfedovany pies obéZnou periodu nulovy, se v pripadé eliptické obézné
drahy stava ,,pseudo-synchronni rotace‘, charakterizovana spin-orbitdlnim pomérem
(Murray a Dermott, [1999)

0 1
ot _ (1 + —962) . (1.41)
n 2

Tento vztah je platny pouze za predpokladu konstantniho geometrického ¢i fazového
rozestupu a malych hodnot e.

Druha tfida modelti, jez vyuziva predpokladu konstantniho ¢asového rozestupu, se
datuje jiz ke zminéné Darwinové studii mdlo viskézni zemé se dvéma satelity (Darwin,
1880) a dale je rozvijena v Clancich Mignarda (1979), Nérona de Surgy a Laskara
(1997) a dalSich. Na studium slapového vyvoje té€snych dvojhvézd ji aplikuje napriklad
Hut (1981). Modely s konstantnim ¢asovym rozestupem jsou z fyzikalniho hlediska
mnohem prijatelnéjsi, neZ vySe zminénd prvni tfida modelt, nebot’ v nich nedochazi
k ndhlym prekmittim slapové vyduté. Jeji orientace vici spojnici planety a hvézdy
se méni spojité, stejné jako vyraz (., — »). I pfi uvdZeni konstantniho Casového
rozestupu vSak dochdzi k uchyceni planety do stavu pseudo-synchronni rotace, ktery
na vystfedné drdze znemoZiuje dosazeni spin-orbitdlni resonance 1:1. Rovnovazny
spin-orbitdlni pomér za predpokladu malé vystfednosti je tentokrat (napt. Makarov a
Efroimsky, [2013)

oy _ (1 +6e2) . (1.42)
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Uvedené predpovédi rovnovaznych stavi, poskytnuté modely s konstantnim sla-
povym rozestupem, se oviem neshoduji s pozorovanim Mésice ani ostatnich velkych
obéznic ve slunecni soustavé, které kolem své matetské planety obihaji po eliptické
dréze a soucasné vykazuji vdzanou rotaci. Tento nesoulad mezi predpovédi a skute¢nosti
muzeme nahlédnout, dosadime-li vystiednost drahy Mésice, e = 0, 0549, do vztahu
nebo (1.42). Namisto spin-orbitalni synchronizace ziskdvame rota¢ni frekvenci,
jez je 0 2,8%, respektive 1,8% vys&i nezli stfedni pohyb Mésice. Rddové srovnatel-
nd vystfednost, odporujici podle obou modeld pozorované vazané rotaci, je zndma
také u obézné drahy velkych Saturnovych mésict, jako jsou Titan (0, 0288), lapetus
(0, 0286), Tethys (0, 02) a Mimas (0, 02).

Rozpor mezi teorii a pozorovanim je mozné vyfesit, vheseme-li do modelu s kon-
stantnim fdzovym rozestupem poZadavek permanentni vyduté, vyjadiené pomoci sfé-
rické harmonické funkce Y55 (napf. Goldreich, 1966; Murray a Dermott, | 1999; |Ferraz:
Mello a kol., [2008). Moment sil, ktery ptisobi na slapovou vydut’, se poté s¢itd s mo-
mentem sil pisobicim na permanentni vydut’, a jestliZe je splnéna podminka (Goldreich,
1966)

3B—A - 197me?
2 C 42

(1.43)

kde A, B, C znaci hlavni momenty setrvacnosti planety, dojde i na vystfedné draze
k zachytu do vdzané rotace. Obdobnou podminku Ize nalézt také pro vySsi spin-orbitdlni
resonance. I pfes existenci tohoto vysvétleni zachytd do spin-orbitdlnich resonanci je
ovSem nutné pamatovat, Ze modely predpokladajici konstantni fizovy nebo Casovy
rozestup nevystihuji odezvu terestrickych planet na slapové zatéZovani pfilis realisticky
a jsou jen teoriemi aproximativnimi, spoléhajicimi na velmi zjednoduSeny reologicky
model.

1.3.4 Deformace viskoelastického télesa

Ackoliv jsou modely s konstantnim slapovym rozestupem pro svou jednoduchost
velice oblibené, zabyvali se néktefi autori také disledky frekvencni zavislosti prislus-
nych veli¢in a moZnosti zahrnout realistiCtéjsi, viskoelastickou reologii. PouZzitelnost
nékolika riiznych modelil pro studium odezvy na slapové zatéZovani diskutuje napiiklad
Henning a kol.| (2009) a pro tfi z nich, Maxwelliiv, Burgerstv a SAS (standard anelastic
solid) odvozuje vyvoj slapového zahfivani. Obecné viskoelastické téleso je popsano
frekvencné (i teplotné) zavislym faktorem kvality a komplexnim Loveovym cislem
k:]VE Casové proménny frekvenéni rozestup e pak vyjadiime jako (napt. Henning a kol.,
2009)

k; ’

sing = — (1.44)

kde k; je (redlné) Loveovo Cislo elastického télesa.
Dlouhodobou evoluci obéZzné drahy viskoelastického télesa se v ndvaznosti na
kritiku modeld s konstantnim slapovym rozestupem zaobiraji Makarov a Efroimsky
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(2013). V zdvislosti na frekvenci slapového buzeni povazuji planetu bud’ za téleso
maxwellovské (pro nizké frekvence), nebo andradeovské (pro vysoké frekvence) a
k vypoctu momentu slapovych sil vyuzivaji Darwinovy-Kaulovy expanze. Vlastni
analyticky model spfazeného vyvoje hlavni poloosy, vystfednosti, rotace a rotacniho
zplosténi viskoelastické planety v neddvné dobé predstavil také |Correia a kol. (2014).

Spole¢nym rysem poslednich dvou jmenovanych modeld je pfedpovéd’ piirozeného
vzniku stabilnich spin-orbitdlnich resonanci i v pfipadé planet na velmi vystfednych
obéznych drahich. Pro vysvétleni vazané rotace mésicli ve slunecni soustavé tedy
pii uvaZeni viskoelastické reologie neni nutné predpokladat Zddnou permanentni vy-
dut’. Pseudo-synchronni rotace se pro kratkoperiodické terestrické planety ukazuje
byt dokonce nestabilni (Makarov a Efroimskyl, [2013), v pfipadé€ dlouhoperiodického
slapového buzeni ji ovSem nadéle lze oCekdvat (Correia a kol., 2014). Ve visk6zni limité
tak ziistavaji v platnosti predpovédi modeld s konstantnim ¢asovym rozestupem.

1.4 Numericky model

1.4.1 Slapotvorny potencial a sila

V oddile vénovaném tradi¢nimu popisu slapové interakce byl predstaven slapotvorny
potencidl, ktery je moZno v libovolném bodé na povrchu planety vyjadrit vztahem (1.29).
Potencidl zde byl rozvinut v fadu, jejiz jednotlivé Cleny jsou imérné Legendreovym
polynomiim stupné j vynasobenym faktorem r 7=, kde r zna&{ okamZitou vzdélenost
planety od hvézdy. Budeme-li pokracovat cestou rozvoje do fad a zobecnime-li vyraz
pro potencidl tak, aby nehovofil pouze o povrchu planety, ale platil pro libovolny bod
jejtho nitra (r’, 7, ¢'), kde 1" < ry,, ziskdme po uziti adi¢niho teorému

4 J
Pilcosty) = s—— > Vin(¥, )V (0o 0) (1.45)

X GM, 4 A
U ) =30 3 I Iy 0.8 Vi) (146)

ve kterém jiz namisto Legendreovych polynomt figuruji sférické harmonické funkce
Y;m (viz|VarSaloviC a kol., 1988) a soufadnice v, a ¢, pfedstavuji planetopisnou kositku
a délku substelarniho bodu. Slapotvorny potencial na povrchu a uvnitt planety budeme
dale rozvijet do fad ve tvaru

UF Q) = 0 Ym (9, ), (1.47)
jm

kde koeficienty v;,, zdvisi na okamZité poloze hvézdy vici rotujici planetocentrické
soufadné soustaveé xyz (viz obrazek [[.3)),
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Vjm (1) =

GM, 4rm "\ .,

vs s

Kromé slapotvorného potenciélu nds bude zajimat také sila, kterou rusici téleso, tedy
hvézda, pisobi na cely objem studované planety. Do defini¢niho vztahu

f.(r' 0, Q) = VUG Y, Q) (1.49)

dosadime za potencidl U rozvoj (1.47) a vyuZijeme rovnosti (viz VarSalovic€ a kol., |1988}
nebo prehledny dodatek k diplomové praci dr. Jana Matase, |1995))

V10 in] = g [V (T ) 100 VT (2 ) e
(1.50)

kde Y;;l a ij:ll jsou vektorové sférické harmoniky (VarSalovi€ a kol., [1988)). Odtud
ziskdvame sféricky harmonicky rozvoj pro slapovou silu

/ 00 AnGM, | j i . U
T 19 Z Z rit+i 2] +1 (T‘ )J ' Y;m(ﬁ*ﬂ(p*) Y§m1<ﬁ790>

J=2 m=—j
(1.51)

Obdobné jako v pripade slapotvorného potencialu tedy budici slapovou silu rozvijime
do fad ve tvaru

B0, @) =) YL N ) (1.52)
jm

i Mg i
) =25 a5 (r> Y7 (0. 02). (1.53)

1.4.2 Okamzita poloha hvézdy

s koeficienty

Na geometrické usporadéni systému hvézda-planeta budeme po celou dobu nahlizet
ze vztazné soustavy zyz, kterd ma pocatek ve stfedu planety a spolecné s ni rotuje.
Namisto obéhu planety kolem matefské hvézdy tedy budeme studovat zdanlivy pohyb
hvézdy vici nehybné planeté, ktery sestavd ze dvou slozek. Prvni souvisi s rotaci
,nebeské sféry* a druhd odpovidd samotnému obéhu.

Okamzita vzdalenost stiedu hvézdy od pocatku této vztazné soustavy je zndma
z problému dvou téles (napt. Murray a Dermott, 1999) a mtizeme ji pfi znalosti oskulacni
hlavni poloosy a a vystfednosti e vypocitat ze vztahu
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obézna draha

pomocna kruznice

Obrazek 1.6: Geometricky vyznam excentrické anomadlie F(t) a pravé anomalie v (¢). Polomér pomocné
kruZnice je shodny s hlavni poloosou a.

r=a(l —ecosE), (1.54)

kde F predstavuje excentrickou anomadlii. Tento pomocny thel, zndzornény na obrazku
je v kazdém okamziku spjat se stfedni anomaélif  (viz pododdil[I.2.2)) Keplerovou
rovnici

E(t) —esin E(t) = (t). (1.55)

Keplerova rovnice je transcendentni, nemd tedy analytické feSeni, 1ze ji ovSem feSit
bud’ numericky, anebo rozvojem do rad v excentricité (viz|Andrle, [1971). Zde volime
iterativni reSeni popsané jednoduchym schématem

E0:l7
E1 :l+€SinE0,
Ey =1+ esin E,

E,=l+esink, ;.

Okamzitou polohu substeldrniho bodu (., ¢.) bychom v pfipadé obecného sklonu
rotacni osy vici obézné roviné mohli urcit podobné jako|Dobrovolskis|(2009). V piipadé
vypoctu slapového vyvoje drahy se ovSem pro jednoduchost omezime pouze na planety,
jejichz rotacni osa je k roviné obéhu kolmd. Hledané soufadnice tedy jsou v, = 5 a ¢, =
v(t) — Quort, kde Qo znadi rotaéni frekvenci planety a Cas ¢ je poCitan od okamZziku
prichodu pericentrem. Timto je zadan také nulty polednik planety, ktery se na pocatku
vypoctu, v pericentru, nachazi pfimo pod hvézdou. Pravou anomalii v(t) uréime jako
(Murray a Dermott, |1999)
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cos F—e
arccos 1> —< pro E € [0,7],

= (1.56)

cos F—e
2m — arccos 7% pro I € [m,27].

1.4.3 Deformace planety

Jakmile zndme okamZitou pozici hvézdy, jsme schopni pro libovolny bod na planeté
i v jejim nitru ur€it jak slapotvorny potencial (I.47)), tak odpovidajici silu (I.52). Nyni
tedy pfikro¢ime ke studiu slapové deformace planetarniho plaste, ktery této rusivé sile
podléha. Pro pfislusné vypocty byl pouzit program Andy4, napsany doc. Ondfejem
Cadkem a rozsifeny dr. Marii B&hounkovou.

Program Andy4 umoZziuje uréeni deformace a vnitfniho zahfivani kulové slupky
s obecné trojrozmérnou viskozitni strukturou pod piisobenim objemové sily a za predpo-
kladu Maxwellovy anebo Andradeovy viskoelastické reologie. V pfipadé Maxwellovy
reologie je odezva hydrostaticky predpjatého plasté na budici silu f pfi uvazeni malych
deformaci popsédna fidicimi rovnicemi (Tobie a kol., 2008))

Vou=o, (157)
Vi VDAf =0, (158)

oD 0 T

»_2 [M(Vu ‘v u)] ~-p, (1.59)

kde u znadi vektor posunuti, 7 znadi prirastek tlaku, D je deviatorickd Cast prirtst-
kového tensoru napéti, u predstavuje efektivni modul torze a 7 je efektivni viskozita
(Béhounkova a kol.,[2010). Ve vztazich — (1.59) predpokldddme, Ze popisované
prostredi je nestlaCitelné a Ze 1ze zanedbat setrvacny Clen v pohybové rovnici kontinua.

Objemova budici sila f se sklada ze slapové sily f;, zavedené vztahem (1.52)), dile
ze sily odstredivé, kterou budeme znacit f.¢, a z pfirGstku gravitacni sily, odpovidajici
deformaci rozhrani f,.;; = V(0U). JelikoZ maji vSechny tfi posledné jmenované veliCiny
rozmér sily na jednotku hmotnosti, je nutné provést preskalovani

f = pa(fe + for + Lerr) (1.60)

kde p\r predstavuje hustotu plasté, kterou budeme v této praci povazovat za konstantni.
Odstiedivou silu ur¢ime jako gradient odstiedivého potencidlu, pro néjZ podle Murray a
Dermott| (1999) plati

1
Uys = ngot(r')2 (Pa(cosd’) —1). (1.61)
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S vyuzitim sférickych harmonik 1ze tento vyraz prepsat jako

47 47
U = — \/ 9 Q?ot<r/)2 Yoo + \/ I Q?ot<r/)2 Yo, (1.62)

a diky rovnosti (I.50) tak ziskavame

val
for = 367T Q?otr/ Yéo + T Q?ot

Predpoklad malych deformaci umoziuje linearizovat okrajové podminky v okoli
hranic nedeformovaného plasté. Linearizovana horni okrajovd podminka, odpovidajici
volnému povrchu, je

VST 2 vl (1.63)

(_77-]I + D) € + Uy PM Gsurt €1 = 07 (164)

kde u, znaci radidlni slozku posunuti, g, znamend stfedni tithové zrychleni na po-
vrchu a e, oznacuje jednotkovy vektor v radidlnim sméru. Spodni okrajova podminka,
pfedepsana pro rozhrani (CMB) tuhého plasté a kapalného vnéjsiho jadra, vypada
obdobné,

(=7l +D) - e —u (poc — pm) gous € = —poc(U + Ut + U )e; . (1.65)

Na pravé strané zde tentokrat vystupuje tlak z jadra, buzeny slapotvornym, odstfedivym
i dodatkovym potencidlem. Veli¢ina poc predstavuje hustotu vnéjsiho jadra a gons je
tthové zrychleni na rozhrani jadra a plasté.

Rovnice — (1.59) jsou programem Andy4 feseny v Casové oblasti, za vyuZiti
explicitniho integracniho schématu (Tobie a kol., 2008). Jejich diskretizace v prostoru je
provedena jednak rozvinutim veli¢in u, D a 7 do sférickych harmonik, ¢imz ziskdvdme
sadu fidicich rovnic pro kazdy stupen j a fdd m (Matas, [1995), a jednak metodou
konecnych diferenci s posunutou siti. Pomoci metody kone¢nych diferenci je soustava
diskretizovana v radidlnim sméru. Béhem vypoctu se kromé slapové deformace vyhod-
nocuje také primérny objemovy vykon slapového zahiivani h;, ktery Ize pro téleso
fidici se Maxwellovou reologif vyjadfit jako (Hanyk a kol., 2005} |Behounkova a kol.,
2010)

1 [T D(o) : D(0)

he = —
T, 2

do. (1.66)

Celkovy vykon spjaty se slapovou disipaci ziskdme integraci hy pres cely objem plasté,

P, —/ he dV . (1.67)
\%Yi
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Maxwellova reologie dobfe vystihuje reakci kontinua na buzeni, jehoZ perioda je
delsi nez Maxwelliv Cas

) (1.68)

™ — Q
!
avsak pro periody vyrazné krat$i se od reality odchyluje. Tehdy je odezvu prostiedi
vhodnéj$i popisovat pravé komplexnéjsi Andradeho reologii. Vzhledem k vypocetni
ndro¢nosti modell vyuZivajicich této reologie ji zde vSak zminujeme pouze slovné a
nadale budeme ke studiu slapové deformace predpoklddat, Ze se plast’ planety chova
jako maxwellovské téleso. Aby byla zachovdna vypovidaci hodnota takového modelu i
pri vyssich frekvencich slapového buzeni, predepisujeme namisto ,,dlouhoperiodické*
viskozity a modulu torze, které vystupuji v modelech plast’ ového teCeni, jejich vyse
zminéné kratkoperiodické — efektivni — ekvivalenty.

1.4.4 Dodatkovy potencial a sila

Deformaci planetarniho povrchu i rozhrani jadra a plasté 1ze za predpokladu malych
posunuti vyjadrit jako zménu plosné hustoty, definované vztahem

Osurf = PM usurf (169)

respektive
oemp = (poc — pu) ug™M®, (1.70)

N7 O

kde radidlni posunuti u, uvazujeme vzdy na pfislusné hranici. PfirGstek anebo ubytek
plo$né hustoty pak v kazdém bodé (', v, ¢') ve vzddlenosti R od rozhrani generuje
dodatkovy potencidl ol/:

§U =G 948, (1.71)

rozhrani R

Jestlize se nachazime nad deformovanym rozhranim — tedy pokud popisujeme napfi-
klad zmény potencidlu uvnitt planetarniho plasté vyvolané zvinénim CMB o stfednim
poloméru rcyp — vyjadiime tento dodatkovy potencidl jako

Jj+1
6{/{1111} T 19/’ 80 Z¢1Ht(TCMB> }/jm<’l9,, gOl) (1.72)
s koeficienty
in 4m CMB
jmt - 2] T 1 g rcMB (pOC - pM)( )Jm . (173)

Pokud se naopak zabyvame dodatkovym potencidlem uvniti planety vzniklym v di-
sledku deformace svrchniho rozhrani, tedy povrchu o stfednim poloméru ¢, uZijeme
vyrazu
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Jjt+1
5uext 7" ,19/ Z ext( ) }Gm(/ﬁ/a@/) (1.74)
Tsurf
s koeficienty
2 T Gt o (uP), (1.75)
jm 2]+1 T'surf PM jm - .

Kombinace téchto dvou slozek dodatkového potencidlu vystupuje ve spodni okrajové

podmince (I.65)).

Prirastek sily pisobici na jednotku hmotnosti nad libovolnym deformovanym roz-
hranim o poloméru 7,4, a hustotnim skoku Ap je

fior = Z mt(rbd‘“) it (1.76)

G :47”/2‘] GAP(uPM )i - (1.77)

Naopak prirtistek sily pod deformovanym rozhranim uréime jako

/ =1
=3 ;i?(r—) yi! (1.78)

- Tbdr
jm

=y o 55 7192 (1.79)

Oba prirastky dohromady vstupuji do vypoctu planetarni deformace prostfednictvim
budici sily (I.60). Prvni z vyrazi, tykajici se oblasti nad libovolnou hranici (1.76),
ovSem vystihuje i dodatkovou silu ptisobici mimo planetu, tedy také v bodé€, kde se
v daném okamziku naléz4 matefskd hvézda. Ziskali jsme tak vyraz pro poruchovou silu
ef a miizeme prikrocit k feSeni Gaussovych poruchovych rovnic.

kde

s koeficienty

1.4.5 Evolucni rovnice pro obéznou drahu

Poruchovou silu ptisobici na hvézdu, ktera v naSem vztazném systému zdanlivé
obiha kolem deformované planety, zndme ve sférickych souradnicich s planetou pevné
spojenych,

J+2

¢ Tsurf Ak +1
o (T) }YJ (0.,0.),  (1.80)

cMB [ FcMB
Ef(T7 19*7(70*) - Z |:< ( r )

_]m

kde symboly (; COMB 5 S“rf znaci koeficienty (|1.77) odpovidajici pfisluSnym rozhranim.
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Abychom mohli tuto silu dosadit do Gaussovych poruchovych rovnic, je tfeba ji vyjadrit
v kartézskych souradnicich a navic provést transformaci soufadnic, konkrétné otoceni
o thel v(t) — Qi kolem normaly k ob&zné drézeﬂ Privodi¢ hvézdy r je v nové
soustavé 2’y 2’ shodny s osou z’.

Oznacime-li poruchovou silu vyjadienou v téchto kartézskych soufadnicich ef’, jsou
jeji jednotlivé slozky:

R=cf" €, ,
S=cf e, (1.81)
W =ef’- e, ,

kde e; znaci jednotkové vektory v prisluSnych smérech. Slozka W se v nas$i uloze
ukazuje byt o mnoho fadt mensi nez slozky R a S.

V dal8im textu se budeme zabyvat pouze zménami tvaru obéZzné dréhy a pro jed-
noduchost zanedbame jakékoliv pohyby rotacni osy ¢i skldpéni obézné drahy vuci
referencni rovin€, jiz bude rovina rovniku. Inklinaci ¢ zdanlivé drahy hvézdy po celou
dobu vypoctu drzime rovnu nule. Vzhledem k dlouhodobému charakteru studovaného
vyvoje rovnéz neuvazujeme periodické zmény okamziku prichodu pericentrem a dvou
zbyvajicich dhlovych proménnych, tedy délky vystupného uzlu €2 a argumentu peri-
centra w (pro uvedeny pfipad 7 = 0 je vhodné&js$i mluvit o jejich kombinaci, tzv. délce
periastra w = () + w). Oba thly budeme od pocatku také pokladat za nulové.

Z Sestice Gaussovych poruchovych rovnic nés tudiz budou zajimat pouze
prvni dvé, které s vyuzitim rovnice elipsy v polarnich soufadnicich,

p

- £ 1.82
"7 +ecosv’ (182
prepiSeme jako

da 2 [e sinv(t) R+ <1 + ecos u(t)) S} (1.83)
dt nyv1 — e? .
d V1—e?
ae_v -« [e sinv(t) R+ <1 +ecosv(t) — i) S} (1.84)
dt nae a

Pravou anomadlii v(¢) v kazdém okamZiku urlujeme ze vztahu (2.4) a pro stiedni pohyb
n, zminény v pododdile [1.2.2] plati

21 g M.,
e = . 1.
" Torb a? ( 85)

>Transformace soufadnic m4 takto jednoduchou podobu jen diky pfedpokladu nulového sklonu rotaéni
0sy.
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1.4.6 Rotace planety

V soustavé hvézdy a slapové deformované planety dochézi k disipaci mechanické
energie. Celkovy moment hybnosti soustavy M ovSem zlstava nezménén. Moment
hybnosti sestava ze slozky, kterd odpovidd vzajemnému ob&hu obou téles,

M,
My = — 21 —e2, (1.86)
M, +m

a ze slozky pfislusejici rotaci planety,

Mrot = |o]]Qr0t| . (1.87)

Rotaci hvézdy zde neuvaZujeme. Symbol J predstavuje tensor setrvacnosti, definovany
vztahem

J= / (v rI—r @r)dm’, (1.88)

kde r’ znaci polohovy vektor, I je jednotkovy tenzor a integruje se pres celou hmotu
télesa. Jestlize uvaZzujeme planetu o homogennim vnitinim (IC) a vnéj§im (OC) jadie
a homogennim plasti (M), jejiZ povrch a CMB jsou deformovany, miiZeme tenzor

setrvacnosti rozepsat jako

J = Jic +Joc +Im + Jemp + Jsurt - (1.89)

Prvni tfi ¢leny zodpovidaji za setrvacnost objemi (koule, pfipadné kulové slupky),
zatimco zbylé dva Cleny charakterizuji setrvacnost zvinénych rozhrani. Tu miZeme
vypocitat pfimo ze vztahu (1.88) s vyuZitim plo$né hustoty o°%. JelikoZ se zabyvdme
planetou, jejiZ rotacni osa po celou dobu vypoctu neméni svou orientaci, omezime se
pouze na slozku JP9 kterd vypada ndsledovné:

zzZ

2 ™
Jpdr = / (2% +y?) o dS = / / 12, sin? 9 " diriy, sindp =
rozhrani 0 0
2w T 2w T
= / / rige sin® ¥ o® dY dy = 1ty Z aﬁﬁr/ / sin® 9 Y (9, ) di e
0 0 jm 0 0

S uvéazenim identity

4 1 4 1
sin® ) = gﬁ (Ybo - \/%Eo) = gﬁ (YHB - \/;EE) (1.90)

a ortogonality sférickych harmonik (Varsalovic a kol., |1988))
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21 s
/ / $in 0 Yim Yy A9 A = S (1.91)
0 0

dospivame k vyjadieni

r 4 r 4 ™ r
I = Sk ot = 5T ot (192

Odpovidajici tvar ostatnich slozek tensoru setrvacnosti 1ze nalézt ve ¢lanku Eubanks

(1993). Momenty setrvacnosti .J,, pro vnitini a vnéj$i jadro, planetarni plast’ a obé
deformovana rozhrani jsou tedy

8T

Jic = 15 "e Pc (1.93)
8T, & 5
Joc = 1—5 (Toc - Tlc) POC (1.94)
8T & 5
Ju = 15 (ry — 7oc) PV (1.95)
_ é 4 _ CMBy é T o4 _ CMB
Jemb = 3\/7_””00 (poc — pu) (ug™)oo 5\/ 5 "oc (poc — pt) (ugMP)20, (1.96)
4 4 I
Jsurt = g\/TTTf%/[ PM(Uiurf)oo - g\/gﬁ%/[ PM(Uiurf)Qo- (1L.97)

Vyvoj rotacni frekvence planety, ktery probiha soubézné s vyvojem tvaru obéz-
né drahy (1.83) — (1.84), je nyni snadno odvozen ze zminéného zdkona zachovani
celkového momentu hybnosti. Zderivovanim vztahu

M,
M = Mooy + My = — 020 VT = € + J,, oy = konst. , (1.98)
M, +m

s prihlédnutim k vyjadfenf stfedniho pohybu (1.85), ziskdvame evolu¢ni rovnici

dJ,, dQ,, 1 gM, 1—e2d M, 2 d
Yot 4 g, Lo L GMVIZ S da - Mom_nae de - g
dt dt 2 na? dt M, +m /1 —e2 dt

Na pravé strané této rovnice vystupuji derivace hlavni poloosy a vystfednosti drihy,
za néZ je mozno dosadit z Gaussovych poruchovych rovnic (I.83) — (1.84). Na levé stra-
né vystupuje jednak Clen odpovidajici zméndm momentu setrvacnosti .J,, a jednak ¢len
vyjadiujici samotné zmény rotacni frekvence. Velikost obou ¢lent je v pfipadé Zemé
fddové srovnatelnd (napf. BurSa a Pécl [1988)). V této praci se ovSem v zdjmu zjednodu-
Seni prvnimu z obou jevil nevénujeme a moment setrvac¢nosti v kazdém integraénim
kroku pro tuto rovnici pokladdme za konstantni.
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1.4.7 Vypocetni schéma

Pti studiu slapového vyvoje obézné drahy se potykdme s jevy probihajicimi na dvou
fadové odlisnych ¢asovych skdlach. Prvnim z téchto fenomén je slapova deformace
planety, kterd nastdva s periodou zhruba odpovidajici obéZzné period€ 7y,1,, druhym
jevem jsou pak sekuldrni zmény oskulacnich elementli, vyraznéji se projevujici az
po né€kolika tisicich ¢i milionech obéhii. Aby byly ve vypoctu zohlednény obé Casové
Skaly, postupujeme pii ném ve dvou rizné¢ dlouhych integracnich cyklech (viz obrazek
L.7).

Maly, nebo kréitkoperiodicky cyklus zaznamendva déje, k nimz dochéazi v pribéhu
padesati Ci sta ob&¢hti. Pouzivame pii ném rovnomérny ¢asovy krok a pro zadanou hlavni
poloosu, vystfednost drahy, hmotnost matefské hvézdy a rotacni frekvenci v kazdém
kroce urcujeme okamzitou pozici hvézdy vici vztazné soustave spjaté s planetou (zyz),
odpovidajici slapotvorny potencidl a slapovou silu, a také odstfedivy potencidl a od-
sttedivou silu. Elementy drahy béhem tohoto cyklu povazujeme za neménné. Reakci
planety na slapové i rotacni zatiZeni, tedy jeji deformaci a souvisejici disipaci mecha-
nické energie, vycCisluje jiZ zminény program Andy4. Kdyz zname deformaci rozhrani,
muizeme s vyuzitim definice plo$né hustoty vyjadrit dodatkovou silu, transformovat ji
do kartézskych soutadnic korotujicich s obéhem hvézdy a dosadit ji do Gaussovych
poruchovych rovnic.

nové a, e, Q \

= - o

g pozice hveézdy

=

<

o

5

= 2 . slapova
£ ) dodatkova maly cyklus I')l

3 velky cyklus sila sila
=

=

=

= / deformace

E rozhrani Andy4

da de dQ o

At dt T dt

Obrazek 1.7: Vypocetni schéma.

Poruchové rovnice (1.83)) — (I.84) béhem malého cyklu piimo nefesime, ale uzivame
je k nalezen{ stfednich hodnot rychlosti zmény drdhovych elementt,

@ E erot
dt” e’ dt
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které nasledné vstupuji do velkého (dlouhoperiodického) cyklu. V kazdém cCasovém
kroku velkého cyklu pritom vychdzime z explicitniho vyjadreni

— trnax trnax

da 1 da 2 .

Fr (E) dt = PR g [e sinv(t) R+ <1 + e cos l/(t)) S} dt,
0 0

JE— tmaX tmax

de 1 de Vv1—e2 ) r

E_tmax / (E)dt—m / |:eSan(t)R+ (1+€COSV(t)—a) S:|dt7
0 0

kde za t,,,,x dosazujeme ¢as odpovidajici poctu period malého cyklu a drahové elementy
a, e, n vystupujici na pravé strané povazujeme v daném kroku velkého cyklu za konstant-
ni. Casové zdvislymi veli¢inami jsou zde slozky poruchové sily R, S, pravd anomélie v
a okamzitd vzdalenost planety od hvézdy r. Po numerickém vyc¢isleni obou integralt
dosazujeme stfedni hodnoty piislu$nych derivaci do evolu¢ni rovnice pro rotacni frek-
venci (I.99), pfi¢emZ moment setrvacnosti .J,, pokldddme v daném kroku velkého cyklu
za nemeénny. Moment setrvacnosti ovSsem ménime na konci kazdého malého cyklu tak,
aby odpovidal primérné hodnoté rotacni a slapové deformace na stupni 2 a fadu 0.

Pro vypocet novych elementl v pribéhu velkého cyklu vyuZivame explicitni in-
tegracni schéma s proménnym Casovym krokem At. Elementy v ¢asovém kroku «
urujeme jako

—erO a—1 N
Q?ot = Q?ozl + (#) At

a krok volime vzdy tak, aby se nejrychleji ménici element — v nasem piipad¢ rotacni
frekvence — zménil nejvyse o 1%. Pfitom v§ak dbdme na to, aby délka ¢asového kroku
At presahla dobu stiedovani prislusnych derivaci (pokud tedy provadime stfedovani
pres padesat obéht, bude tento Casovy krok vzdy vétsi nez padesat obéhti). Nové
oskulac¢ni elementy znova vstupuji do malého integracniho cyklu a cely vypocet se
opakuje, dokud neni dosazeno pozadovaného maximélniho Casu, po néjZ vyvoj drahy
studujeme.
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1.5 Vysledky

Predstavené numerické schéma slapového vyvoje obézné drahy bylo pouZito ke stu-
diu dvou modelovych soustav hvézdy a exo-Zemé. Prvni z té€chto smyslenych soustav
sestavd z hvézdy podobné Slunci a z horké, kratkoperiodické planety obihajici po elipse
s hlavni poloosou rovnou 0, 055 AU. Druhy systém je tvofem malo hmotnou hvézdou

Vv _ s

spektralni tfidy M a planetou na obézné draze s a = 0,1 AU.

Model A Model B
a 0,055 AU 0,1AU
Torb 4,7 dnil 36, 5 dni
e proménné 0, 2 nebo prom.
M, 1 Mg 0,1 Mg

Dtivodem pro zvoleni dvou riznych testovacich soustav byl zdjem o SirSi rozpéti
period slapového buzeni, které nam pfi zachovani realistickych efektivnich viskozit
planety umozni dosahnout jak viskézni, tak elastické limity ve studiu rovnovazného
spin-orbitdlniho poméru. Planeta z modelu B, jejiZ povrch na rozdil od horké Zemé
z modelu A ztstane pravdépodobné neroztaven, bude navic vzpomenuta i ve vysledcich
ndasledujici kapitoly, a poskytne tak provdzanost obéma ¢astem této prace.

V obou modelovych piipadech pfedpokldddme, Ze nitro planety je tvofeno pevnym
a kapalnym jadrem a viskoelastickym plastém, pricemz poloméry i hustoty vSech téchto
oblasti odpovidaji charakteristikim Zemé. Odezva na slapové zatiZeni, jakoz i disipace
mechanické energie, je pocitdna pouze v plasti za predpokladu maxwellovské reologie
a vypocet zacind ze stavu nulové deformace. Slapové zahfivani v ostatnich Castech
planety zanedbavame. Efektivni modul torse ;1 pokladdme rovny 200 GPa, efektivni
viskositu 7 v parametrickych studiich m&nime mezi hodnotami 10'° Pas a 10'® Pas.
Pro jednoduchost také po celou dobu predpokladame, Ze sklon rotacni osy planety vici
normale k obéZné roviné€ je nulovy a béhem vypoctu se neméni.

1.5.1 Spin-orbitalni resonance

Teorie prfedpokladajici konstantni slapovy rozestup predpovidaji zachyceni slapo-
vé vyvinutych planet na vystfedné draze do stavi stabilni pseudo-synchronni (nebo
super-synchronni) rotace, pfi niZ je rotacni frekvence mirné vyssi nez frekvence obézna
(viz obrazek [I.8)). Fyzikélni opodstatnéni této piedpovédi bylo popsdno v pododdile
[1.3.3] Analytické modely zaklddajici se na pfedpokladu viskoelastické Maxwellovy ¢i
Andradeovy reologie (napft. |Correia a kol., 2014; Makarov a Efroimsky, |2013) vSak
oproti tomu predvidaji zachyt planet do spin-orbitdlnich resonanci a pseudo-synchronni
rotaci pro realistické kratkoperiodické kamenné planety oznacuji za nestabilni. Otdzka
skute¢nych rotacnich frekvenci terestrickych exoplanet je na zaklad¢€ pozorovani zatim
nezodpovéditelna (viz ndsledujici kapitolu), odpovédi se v soucasnosti opiraji jen o
teoretické modely a zasahuji jak do oblasti geodynamiky, tak napfiklad do populdrniho
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tématu obyvatelnosti extrasolarnich planet: Stabilita pseudo-synchronni rotace by po-
skytovala nad€ji na obyvatelnost planet, které si — naptiklad diky poruchdm od jinych
velkych obéZnic s eliptickou drdhou — udrzely po €as svého slapového vyvoje nenulovou
excentricitu. Spin-orbitdlni resonance, zvIasté vdzana rotace, naopak vedou i v pfipadé
planet v obyvatelné zoné k vyrazné nerovnomérnému rozloZeni povrchovych teplot, a
tedy k zdsadnim a zivotu krajné nepiiznivym disledkiim pro pifipadnou atmosféru.

200 |- el S ]

Q/n
o

1.00 I . i .
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Obrazek 1.8: Pseudo-synchronn{ rotace. Znazornéna je zdvislost rovnovaznych spin-orbitalnich pomért
na vystfednosti drahy v piipad¢ slapovych teorii pfedpokladajicich konstantni fazovy rozestup (Cerveng)
nebo konstantni ¢asovy rozestup (Cern€) mezi slapotvornym a dodatkovym potencidlem.

Rovnovézny stav, do kterého planeta béhem svého slapového vyvoje dospéje, je
ur¢en mimo jiné jejimi reologickymi parametry, frekvenci slapového buzeni a tvarem
obézné drahy. DalSimi vlivy, kterymi se v této praci nezabyvame, miize byt napiiklad
pritomnost permanentni deformace, slapovd odezva atmosféry nebo tfeni na rozhrani
jadra a plasté. Zavislost rovnovaznych rotacnich stavi na efektivni viskozité a vystred-
nosti drahy jsme studovali pro obé modelové soustavy a porovndvali ji s predpovéd mi
teorif s konstantnim slapovym rozestupem (obrazky [I.9)a[[.10). Nejvyssi uvazovanou
vystfednosti bylo e = 0, 5. Rota¢n{ frekvence byla vyvijena podle rovnice (I.99) ze zvo-
lené hodnoty €2, = 2,3 n az do chvile, kdy zacala oscilovat kolem hodnoty konec¢né —
uvadéné rovnovazné stavy tedy v nasem pripadé predstavuji primér z téchto oscilaci.
Stredni hodnoty Casovych derivaci a a e pocitame z poruchové sily zndmé z padesati
obéznych period. Kontrolni vypocty vyuZivajici sttedovani pfes sto obéznych period
nevedly ke kvalitativné odliSnym zavérim.

V piipadé planety z modelu A, jejiZz obézna perioda je rovna 4, 7 dntim, se setka-
vame se spin-orbitdlnimi resonancemi zvI4sté patrnymi v pripadé efektivni viskosity
n = 10'8 Pas (odpovidajici MaxwellGv ¢as je roven 58 dniim). Vazand rotace je zde
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Obrazek 1.9: Rovnovazné spin-orbitalni poméry pro planetu z modelu A. Ob&znd perioda je v tomto
piipadé€ 4, 7 dne a vyvoj rotaéni frekvence byl pocitdn z poatecniho stavu Q. /n = 2, 3. Svétle Sedd
ktivka odpovidad rovnovaznym staviim (pseudo-synchronni rotaci) v modelu s konstantnim fazovym
rozestupem, tmavé Seda krivka predstavuje pseudo-synchronni rotaci v modelu s konstantnim ¢asovym
rozestupem.

Vlevo nahore: n = 106 Pas, 7 = 0, 58 dne; vpravo nahore: n = 108 Pas, 7 = 58 dnii; vievo dole:
n = 10?° Pas, 7 = 5800 dnii; vpravo dole: severo-jizni rozloZeni efektivni viskozity, ng = 10'6 Pas,
ny = 1018 Pas

stabilni pro vystfednosti dosahujici az hodnoty 0, 12. Spin-orbitalni resonanci 3:2 naché-
zime v rozmezi e € (0, 14; 0, 28), resonanci 2:1 v rozmezi e € (0, 3; 0,42) a resonanci
5:2 pro excentricitu vyssi nez 0, 46. Pozoruhodny je neresonantni rotacni stav odpo-
vidajici vystfednosti e = 0, 44. Modely s konstantnim slapovym rozestupem v tomto
ptikladé vedou ke spravnym predpovédim spin-orbitdlniho poméru pouze pro nékolik
specifickych vystfednosti, obecné ovSem predstavuji prili§ velké zjednodusSeni.
Predpoklad konstantniho ¢asového rozestupu je vSak pro malé az stfedni excentricity
opodstatnény v piipadé elastické limity, tedy efektivni viskozity nn = 10%° Pas, které
odpovida Maxwelldv ¢as 7y = 5800 dnti. Vysledny pribéh stabilnich rotacnich stavi
se zde pfi vystiednostech e < 0, 3 pfimyka k teoretické kiivce predstavujici obvykle
uzivané vyjadfeni pseudo-synchronni rotace (1.42). Planeta s efektivni viskozitou
n = 10'° Pas (Maxwelliv ¢as 7y = 0,58 dne) v soustavé z modelu A nepfedstavuje
viskdzni limitu a neodpovida tak predpovédi teorii s konstantnim ¢asovym rozestupem,
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Obrazek 1.10: Rovnovazné spin-orbitalni poméry pro planetu z modelu B. Ob&Zna perioda je 36, 5 dne
a vyvoj rotadni frekvence byl po¢itdn z pocate¢niho stavu Qo1 /1 = 2, 3. Svétle Sedd kiivka odpovida
rovnovaznym stavim (pseudo-synchronni rotaci) v modelu s konstantnim faizovym rozestupem, tmavé
Seda kiivka predstavuje pseudo-synchronni rotaci v modelu s konstantnim ¢asovym rozestupem.

Vlevo nahore: n = 1016 Pas, my = 0, 58 dne; vpravo nahore: n = 1018 Pass, 7y = 58 dnii; vievo dole:
n = 102° Pas, yy = 5800 dnd; vpravo dole: severo-jizni rozloZeni efektivni viskozity, ng = 106 Pas,
ny = 10'® Pas

soucasné€ u ni vSak nezaznamendvame natolik ostré prechody mezi spin-orbitdlnimi
resonancemi, jako pii efektivni viskozit€ 10'® Pas. B&€hem zpomalovani rotace byla
planeta pii nékterych excentricitdch uchycena dokonce do ,,pseudo-resonantniho* stavu,
kdy se jeji spin-orbitdlni pomér od nékteré z resonanci malo odliSoval. Stav vdzané
rotace je stabilni pro vystfednosti e < 0, 2, rotacni frekvence je blizka resonanci 3:2
pii vystfednostech e € (0,22; 0,32), resonanci 2:1 pfi e € (0,34; 0,44) a kone¢né
resonanci 5:2 pro e € (0,46; 0,5).

Pro planetu z modelu B, kterd se nachdzi od své mélo hmotné matefské hvézdy
déle a obih4 ji s periodou 36, 5 dntl, jsou spin-orbitdlni resonance rovnéZ nejstabilné;si
v ptipadé efektivni viskozity n = 10'® Pas, odli¥né je pouze rozmezi vystfednosti,
pri nichZ se konkrétni rotacni stavy vyskytuji. Vazana rotace je stabilni v rozmezi
e € (0; 0,06), resonance 3:2 v rozmezi e € (0,08; 0,2), resonanci 2:1 pozorujeme

Y s

v Sirokém rozmezi e € (0,22; 0,42) a pii vy$Sich vystfednostech ze studovaného

Vv,

intervalu je stabilni resonance 5:2. Vy3§i efektivni viskozita, n = 10?° Pas, zde sice
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nepredstavuje elastickou limitu, odpovidajici Maxwellav Cas je vSak stile o dva fady
vySS8i nez obéZzna frekvence planety (a srovnatelnd frekvence slapového buzeni), proto
se elastické limité zv1asté v rozmezi vystiednosti e € (0, 14; 0,22) bliZi. Pfi malych
excentricitach, e < 0,12 je rovnovaZznym stavem vazana rotace a pro excentricity
vrozmezi e € (0,26; 0,3) dochdzi k zachytu planety do spin-orbitdlni resonance 3:2.
Nizi efektivni viskozita, n = 10'® Pas, v modelu B vede ke spin-orbitdlnim pomé&rim
dobre vystiZzenym slapovou teorii s konstantnim ¢asovym rozestupem, nebot’ nyni
odpovida viskézni limité.

V obou modelovych soustavich bylo studovédno téZ zpomalovéni rotace a zachyt
do rovnovazného rotacniho stavu pro planetu s heterogennim, severo-jiznim rozloZenim
viskozity (graf vpravo dole na obrazcich[1.9)a[I.10). Vysledny pribéh spin-orbitdlnich
poméri je zde kombinaci priib&hi odpovidajicich pipadim s = 10° Pas a 10*® Pas.
Zretelnéjsi je tento jev v modelu B, kde planeta s nejnizs$i uvazovanou viskozitou
predstavuje viskdzni limitu. UvaZeni heterogenniho rozloZeni zde vede ke vzniku
pseudo-synchronni (¢i spiSe pseudo-resonantni) rotace nepfedvidané v celém rozsahu
Zadnou z obou tradicnich teorii, 1épe vSak samozifejmé aproximovanou predpokladem
konstantniho ¢asového rozestupu.

Planeta z modelu B s efektivni viskozitou 1 = 10'® Pa s byla zvolena také k testo-
vani vlivu pocate¢niho spin-orbitdlniho poméru na dosazené zavérecné stavy. Vyvoj
rotacni frekvence jsme tentokrat spoustéli ze stavi spin-orbitalni resonance 1:1 a 3:2
a sledovali tedy jejich stabilitu pfi zméné vystfednosti. V redlném piipadé miize byt
vystiednost drahy periodicky ménéna napiiklad v diisledku poruch ptsobenych jinymi
télesy v planetarni soustavé, a tyto poruchy by tak mohly vést i ke zménam spin-
orbitdlniho poméru. Vysledky piisluinych vypolti zndzoriiuje obrazek [I.11] Planeta
uchycend na pocatku studovaného vyvoje ve stavu vdzané rotace v tomto stavu setrva
pro velké rozpéti uvazovanych vystfednosti, e € (0; 0, 4). Pfi excentricitach vysSich,
z intervalu (0, 42; 0, 48), naopak pocate¢ni vdzanou rotaci opusti a uchyti se ve spin-

Qrot/n
3
th /77/

1.00 @ 0000000000000000 .
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Obrazek 1.11: Rovnovazné spin-orbitalni poméry pro planetu z modelu B, vliv pocatecni rotacni
frekvence. Ob&Zna perioda je 36,5 dne, efektivni viskozita n = 108 Pas a Maxwellav ¢as myy = 58
dnii. Vievo: rovnovazné spin-orbitdlni poméry pro vypocet zaCinajici ze stavu vazané rotace; vpravo:
rovnovazné spin-orbitdlni poméry pro vypocet zacinajici ze spin-orbitalni resonance 3:2.
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orbitalni resonanci 3:2. Nejvétsi uvaZovana excentricita, e = 0,5, vede k zachytu
do resonance 2:1. Stav spin-orbitalni resonance 3:2 se v nasi modelové soustavé ukazuje
byt jesté stabilnéjSim, studovand planeta, kterd se v tomto stavu nachdzela na pocatku
svého studovaného vyvoje, jej opoustéla pouze pii velmi malo vystfedné obézné draze,
e € (0; 0,06).

1.5.2 Slapové zahrivani

Disipace mechanické energie, k niZ uvnitf planety v pribéhu slapového ptlisobe-
ni dochézi, je se samotnym vyvojem rotacni frekvence a ob€zné drahy velmi tzce
spjata. V predchazejicim pododdile jsme se sezndmili s vyznacnosti spin-orbitdlnich
resonanci, které — v zavislosti na efektivni viskozité planety a frekvenci slapového
buzeni — predstavuji jeden z rovnovaZnych rotacnich stavli. Ve stabilnich rotac¢nich
stavech nabyva disipace v télese zfejmé svého lokdlniho minima, az na specidlni pfipad
v podobé vazané rotace malo viskdzniho télesa na kruhové draze je vSak stdle pfitomna
a v pripadé vysoké efektivni viskozity planetarniho plasté miZe dosahovat znacnych
hodnot.

Slapové zahfivani a jeho zavislost na efektivni viskozité, vystiednosti drahy a
spin-orbitdlnim poméru byly opét studovdny pro obé modelové soustavy. Efektivni
viskozitu jsme volili bud’ v celém plasti homogenni, s hodnotami 106 Pas, 10'® Pas
nebo 10%° Pas, pro porovnani vak byl zvolen i model planety s viskozitou heterogen-
ni na stupni 1, se severo-jiznim ¢i vychodo-zdpadnim rozlozenim. Vychodo-zdpadni
rozloZeni viskozity by v pripadé vazané rotace planety mohlo odpovidat situaci, kdy
je polokoule pfivracena k matefské hvézdé trvale natavena. VeliCiny vystupujici v pfi-
sluSnych rovnicich z pododdilu byly rozvijeny do stupné 5 a primérny vykon
odpovidajici slapovému zahfivani byl hleddn ve dvacdté ob&Zné period&. Casové roz-
liseni kazdé€ periody je 100 krokd, v pripadé heterogenniho rozloZeni viskozity 1000
kroki. Vysledky vypoctl vykreslujeme na obrazcich a[l.13

V obou modelovych soustavach se vliv spin-orbitalnich resonanci na pribéh kiivek
slapového zahtivani opét nejvyraznéji projevuje v pripade efektivni viskozity n =
10 Pas. V zdvislosti na vystfednosti drahy maji lokdlni minima asociovana s riznymi
resonancemi rozdilnou hloubku. Nejvystrednéjsi studované dréhy (e = 0,4ae = 0,5)
v modelu A vedou k nejvyraznéj$imu sniZeni vykonu F; pfi dosaZeni spin-orbitdlniho
pomeéru 2:1, pro drdhu se stfedni excentricitou (e = 0, 3) je globdlntho minima dosaZeno
v resonanci 3:2 a pfi nizSich vystfednostech se vykon slapového zahfivani minimalizuje
teprve ve stavu vdzané rotace. Rozlozeni hloubek lokédlnich minim v modelu B je
obdobné, pouze pro nejvystiednéjsi drahu (e = 0, 5) predstavuje nejhlubSi minimum
resonance 5:2.

Slapové zahiivan{ planety s nejniZsi studovanou viskozitou (n = 10'® Pas) na kru-
hové obézné pii vazané rotaci vymizi. Pro vdzanou rotaci na vystfednych drahach
viak nabyvi v piipad€ modelu A extrémnich hodnot v ¥4du 10° az 108 TW. Globalni
minimum disipace pfi excentricité e = 0, 1 nastava pfi resonanci 1:1, pfi excentricité
e = 0, 2 je situace stejnd, avSak v parametrické zdvislosti slapového zahi{vani lze nalézt
1 dalsi dvé velice mélkd lokalni minima odpovidajici resonancim 3:2 a 2:1. Vystred-
nosti e = 0,3 a e = 0,4 vedou k minimalnimu zahfivani pfi spin-orbitdlni resonanci
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Obrazek 1.12: Zavislost slapového zahfivan{ na spin-orbitdlnim poméru pro rtizné vystiednosti drahy

a efektivni viskozity (model A). Obé&Zn4 frekvence je rovna 4,7 dnim. Vlevo nahove: n = 10'° Pas,
™™ = 0, 58 dne; vpravo nahove: n = 108 Pas, 7y = 58 dnd; vievo dole: n = 1029 Pas, 7y = 5800
dnii; vpravo dole: severo-jizni rozloZeni efektivni viskozity, ns = 1016 Pas, n; = 10'® Pas

3:2 a vystfednost e = 0,5 pfi resonanci 5:2, pozice lokdlnich minim vSak v tomto
rozmezi excentricit odpovidaji v§em spin-orbitdlnim resonancim. Pro model B, tedy
viskozni limitu, nachdzime v celém rozmezi vystiednosti vZdy pouze jedno minimum,
které neni vdzdno na Zadnou spin-orbitdlni resonanci; toto minimum odpovidé pseudo-
synchronizaci. Planeta o nejvyssi viskozité (n = 10%° Pas) vykazuje dle ofekavani
nejniz$i vykon slapového zahfivéni, ktery je v pfipadé modelu B vZdy niz§i nez 5 TW.
I v tomto pfipadé jsou na piislusné zdvislosti pfitomna minima, avSak velice mélka.
Ptfedepsani heterogenni viskozity na stupni 1, kdy je jedna polokoule planety po-
pséna efektivni viskozitou 7 = 10'® Pas a druha polokoule viskozitou = 10*® Pas,
ma za nasledek priibéhy slapového zahfivani, které jsou kombinaci pribéht pro obé
viskozity zvlast'. Velikost vykonu je v heterogennim modelu fizena spiSe niZsi visko-
zitou, zatimco vySsi viskozita prispiva k prohloubeni lokdlnich minim pfidruzenych
ke spin-orbitdlnim resonancim. Pro heterogenni viskozitni model jsme pfedepisovali
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Obrazek 1.13: Zavislost slapového zahfivani na spin-orbitdlnim poméru pro riizné vystiednosti drahy
a efektivni viskozity (model B). Ob&znd frekvence je rovna 36, 5 dniim. Vievo nahore: n = 106 Pas,
™ = 0, 58 dne; vpravo nahove: n = 10'8 Pas, v = 58 dnd; vievo dole: n = 1020 Pas, iy = 5800
dnii; vpravo dole: severo-jizni rozloZeni efektivni viskozity, ns = 1016 Pas, n; = 1018 Pas

obé mozna rozloZeni, tedy severo-jizni i zdpado-vychodni. Hodnoty, kterych slapové
zahfivani pfi riznych spin-orbitdlnich pomérech dosahuje, se fadové shoduji. Vzhle-
dem k horsi konvergenci zapado-vychodniho modelu vSak na pfiloZenych obrazcich
znazoriujeme jen pripad severo-jizniho rozlozeni viskozity.

1.5.3 Konvergence Kaulovych rad

Kaula (1964) vyjadiuje slapotvorny potencidl ve formé nekonecné Fourierovy fady
v niZ vystupuji funkce inklinace Fj,,,, funkce vystfednosti G;,, a pfidruzené
Legendreovy polynomy Pj,,. Pii praktickém pouziti tohoto rozvoje je ovSem nutné
zvolit konecny pocet Clent, kterymi budou skuteény potencidl a odpovidajici sila
aproximovany. Castou volbou je rozvoj slapotvorného potencidlu do prvniho fadu
ve vystrednosti, ktery ma své opodstatnéni ve studiich tykajicich se téles s témér
kruhovou drdhou, jako je naptiklad Mésic (viz |[Kaula, |1964)), avSak byva vyuZivin
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1 pro popis vyvoje exoplanet na velmi vystifednych obéznych drdhdch (napf. Barnes
a kol., 2008)). Abychom ilustrovali, jakd nepfesnost tuto volbu v pripadé eliptické
drdhy mtze provazet, zaméfime se v tomto pododdile na konvergenci Kaulovych fad
ke koeficientiim slapové sily na stupni 2 ur¢enym numerickym vypoctem podle vztahu
(L.53).

Ke srovnani Kaulova vyjadfeni a vysledku numerického vypoctu volime planetu
z modelu B, uchycenou ve spin-orbitdlni resonanci 1:1 anebo 3:2 a obihajici po draze
s vystfednosti e = 0, 2. JelikoZ v celé této kapitole pokldddme rotaéni osu za kolmou
k rovin¢ obéhu, je vétSina funkci inklinace na stupni 2 nulové (viz vyjadreni Fj,,,
v Clanku Kaula, 1964)) a v rozvoji potencidlu 1 sily tak zbydou pouze Cleny s indexy
(j,m,p) = (2,0,1) nebo (j,m,p) = (2,2,0) a libovolnym indexem ¢, vystupujicim
ve vyjadreni funkci vystfednosti. Obecné vyjadreni slapové sily na stupni 2 mizeme
s vyuzitim sférickych harmonik zapsat jako

fi(r', 0, ¢') = Ay Y3y + Re{An}Re{ Y3, + Y;_,} + Im{ A} m{Y3, — Y;_,},

kde v pripad€ spin-orbitdlni resonance 1:1 a omezeni se na rozvoj do ¢tvrtého fadu
v excentricité dosazujeme koeficienty (viz dodatek [A])

1
Aoy = =V 2102 {1 + 3ecosnt + 562 (3 + 9 cos 2nt> +

1 1 15 77
+ geg (27 cosnt + 53 cos 3nt) + 564 <Z + 7 cos2nt + T CoSs 4nt)]

1
Re{Ag} = V3mn?r [1 + 3ecosnt + 562 (17 cos 2nt — 5) +

1
+ ge?’ (141 cos 3nt — 61 cos nt) +

n 1 ,/1601 Ant 115 ot 13
—e cosdnt — — cos2nt — —
2 24 3 8

17
Im{ Ay} = —V3mn*’ [46 sinnt + ?62 sin 2nt+

1 ,/141 | .
—e’| —sin3nt — 3lsinnt |+
4 2
1 1601
+6e4( 680 sin4nt—115sin2nt)]

a v pripadé¢ spin-orbitdlni resonance 3:2 jsou naSimi koeficienty
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1
Ay = —V2mn?r’ [1 + 3ecosnt + 562 (3 + 9 cos 2nt> +

1 1 15 77
+ §€3 (27 cosnt + 53 cos 3nt) + 564 (Z + 7 cos 2nt + T COos 4nt)]

1
Re{Ay} = V3mn*r {cos nt + 3¢ (7 — cos 2nt) + 6€* cos nt+
1 1 848
+ 1—663 (§ cos4nt + e 2nt — 123) +

+ Ll Ccos D t—|—533c0s3 t 881 cos nt
—e | — nt + — nt — — n
2 12 8 24

1
Im{ Ay} = —V3mn*’ [ —sinnt + € sin 2nt + 11e? sin nt+

1 1 842
+ —e (§ sin4nt + = sin Qnt) +

16

+14 1 '5t+533‘3t 959 . ;
—e | —=sin ——sin — ——sin
3¢ | 73 Sinon 85 n 5 Snn

Vyvoj téchto veli¢in, rozvinutych do prvniho az ¢tvrtého fadu ve vystfednosti,
znazoriuji obrazky a na nichZ je rovnéZz vynesen pribéh odpovidajicich ko-
eficient urenych numericky. V piipad¢ obou uvazovanych spin-orbitalnich resonanci
a pri dané vystifednosti drdhy rozvoj do prvniho ani druhého fddu v excentricité k vy-
stizeni Casového priibéhu slapové sily zjevné nepostacuje, pricemz rozdily jsou patrné
predevsim u koeficientu A pro vazanou rotaci. Rozvoj do ¢tvrtého fadu v excentricité
je zde az na drobné odchylky velice dobrym pfibliZenim numericky vypoc¢teného pribé-
hu. P1i studiu slapového vyvoje exoplanet na extrémné vystrednych drahdch by ov§em
bylo nutné bud’ uvézit dalsi ¢leny Kaulova rozvoje, anebo se uchylit k numerickému
vypoctu, jak je ¢inéno v této praci.
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Obrazek 1.14: Konvergence ¢lend Kaulova rozvoje slapové sily, spin-orbitdlni resonance 1:1. Plnd
Cernd Céra zndzorfiuje Casovy pribéh koeficientl slapové sily ur€enych ze vztahu (L.53), ¢drkované Eary
predstavuji pribéh téchtyz koeficientti, vyjadienych ve formé mocninné fady pro vystfednost rozvinuté
do el (ervend), e (Zlutd), e3 (modfe) a e* (zelend).
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Obrazek 1.15: Konvergence ¢lenti Kaulova rozvoje slapové sily, spin-orbitalni resonance 3:2. Plna
Cernd Cdra znazornuje ¢asovy prubéh koeficientd slapové sily urCenych numericky, ¢arkované Cary
predstavuji pribéh téchtyz koeficientli, vyjadienych ve formé mocninné fady pro vystfednost rozvinuté
do e! (ervend), e (Zlutd), 3 (modfe) a e* (zelend).



2. Povrchova teplota

Dlouhodoby vyvoj obéZné drihy s sebou pfirozené pfindsi také zmény teploty a tep-
lotniho kontrastu na planetdrnim povrchu. JelikozZ laterdlni pribéh insolace S(¥,,, ¢p,) a
podpovrchové teploty 7'(1,, ) ovliviiuje horni okrajovou podminku modelt plast ové
konvekce, bude prihodné se na tuto veli¢inu nyni zaméfit a diskutovat jeji paramet-
rické zdvislosti. Nasledujici kapitola je zamySlena jako zpfesnéni a doplnéni modelu
predstaveného v bakalédiské praci (Kanova, 2013)), ktery k vypoctu teploty v mélké
podpovrchové vrstvé vyuziva metodu konecnych diferenci v jednom ¢i tfech rozmérech.
Po uvedeni zdkladnich vztaht a prehledu prozatimnich vysledki se postupné seznamime
s n¢kolika jevy, které byly v bakalarské praci zanedbany, a posoudime jejich vyznam.
Diskutovat budeme také otazku vazby mezi primérnou insolaci a primérnou teplotou a
vliv spin-orbitalnich resonanci na maximadlni povrchové teploty. Nakonec se zminime
o moznostech urceni nékterych vlastnosti skuteCnych exoplanet za pomoci infracervené
fotometrie.

2.1 Znéni dlohy a prehled dosavadnich vysledku

Uvazujme planetu obihajici kolem své matetské hvézdy po eliptické drdze o hlavni
poloose a a vystfednosti e. Planeta rotuje kolem své osy s ihlovou frekvenci €2, a
sklon této osy vici normale k obézné draze je 8. V kterémkoliv misté planetarniho
povrchu musi byt v kazdém okamziku v rovnovdze mnoZstvi energie prijaté od materské
hvézdy s mnoZstvim energie vyzirené do okolniho prostoru ¢i odvedené do hlubsich
vrstev planety, coZ vyjadiime vztahem

S(1—A):eUSBT4—k2—Z, 2.1)

kde S(t,v,, ¢p), veliCina zvand insolace, pfedstavuje zafivy tok dopadajici na planetu,
osg = 5,67.1078 Wm—2K~* je Stefanova-Boltzmannova konstanta, k znac¢{ tepelnou
vodivost povrchu, 7" teplotu a dvojice bezrozmérnych veli¢in A a ¢, po fadé albedo
a emisivita, charakterizuje schopnost povrchové vrstvy odréazet, respektive vydavat
zafeni. Uvedeny zdkon zachovdni energie ndm na celém povrchu planety urCuje horni
okrajovou podminku pro rovnici vedeni tepla,

oT
peygr =V - (KVT) + Hiu (2.2)

v niZ kromé jiZ definovanych veli¢in popisujicich vlastnosti povrchové vrstvy vystupuje
hustota p, mérnd tepelnd kapacita za konstantniho tlaku c, a objemové zahfivani H;,,
které mize mit ptivod napiiklad v rozpadu radioaktivnich prvki. Schopnost materidlu
uchovavat tepelnou energii 1ze souhrnné popsat tepelnou setrvacnosti I = /kpc,,.
Laterdlni i Casovy prubéh insolace je funkci elementli obézné drahy, zarivosti matef-
ské hvézdy, sklonu rotacni osy (obliquity) a také spin-orbitdlniho poméru, tedy poméru
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rotacni a obézné frekvence studované planety. Jestlize budeme nejprve uvazovat jen
planety uchycené ve stavu vazané rotace, miizeme si vliv vystfednosti a sklonu osy
snadno predstavit: Planeta nachazejici se na kruhové drdze a rotujici kolem osy rov-
nobézné s normalou k obéZné roviné je striktné rozdélena na denni a no¢ni polokouli,
matetskd hvézda se po jeji obloze v pribéhu obéZzné periody nepohybuje a substelarni
bod setrvava na prisec¢iku rovniku s nultym polednikem. Pokud draha neni kruhova, ale
ma nenulovou vystrednost e > 0, dochazi k libraci v planetopisné délce a substelarni
bod se pohybuje po rovniku planety mezi dvéma krajnimi pozicemi, které 1ze pfiblizné
urcit jako ¢, ~ £2 arcsin e (Dobrovolskis, 2007). Kromé oblasti vé¢ného dne a vécné
noci tak na planeté vznikaji i mista osvétlend pouze po ¢ast mistniho roku, na nichZ se
noci a dny periodicky stiidaji.

Nenulovy sklon rotacni osy vede na kruhové i eliptické draze k libracim v pla-
netopisné Sifce 1 délceﬂ jak je znazornéno na obrazku Ve vypoctu trajektorie
substelarniho bodu jsme v tomto pripadé predpokladali, Ze rotacni osa je vi¢i norméle
k obézné roviné sklonéna v takovém sméru, Ze se béhem priichodu planety periastrem
substelarni bod nachazi pravé na rovniku. Okamzik priichodu periastrem tedy splyva
s ,Jjarni rovnodennosti“. Tento pfedpoklad je pomérné omezujici a v oddile vénovaném
zptesnéni modelu od néj proto upustime.

Na povrchu planety, kterd se nenachdzi ve stavu vdzané rotace, ale je uchycena
v jiné spin-orbitdlni resonanci, opisuje substeldrni bod uzavienou kiivku, jejiz symetrie
jsou ddny pomérem rotacni a obézné frekvence, vystrednosti drahy, sklonem rotacni osy
i rozestupem mezi prichodem planety periastrem a jarni rovnodennosti (Dobrovolskis,
2013)). Priklad trajektorie substeldrniho bodu pro planetu ve spin-orbitdlni resonanci
3:2 a obihajici po kruhové ¢i eliptické drdze vyobrazuji spodni dva grafy na obrazku[2.1]

Mnozstvi energie, které libovolné misto na planeté ptijima, je v kazdé chvili dano
jeho thlovou vzdalenosti 1/, od substeldrniho bodu. Oznacime-li pismenem S, inso-
laci v substeldrnim bodé€ na planeté s kruhovou obéZnou drdhou o poloméru a, pak
pro kterykoliv bod na povrchu télesa s obecné eliptickou drahou o hlavni poloose a plati

S =25, (2)2% 2.3)

kde r pfedstavuje okamzZitou vzdjemnou vzdalenost hvézdy a planety a funkce cos x je
kosinus nabyvajici na neosvétlené polokouli nulovych hodnot, tedy

cosz , x€[-%, 7],
cosx = 2.4)

0 jinde .

ol
ol

Veliciné S, budeme také fikat ,,extrasolarni konstanta“, nebot’ se jedna o obdobu slunec-
ni konstanty, jez charakterizuje zarivy tok prichdzejici ze Slunce na Zemi. Maximalni a

Tlustraéni obrazky tykajici se trajektorie substelarniho bodu a rozloZeni insolace pro prehlednost
vykreslujeme v soufadnicich s rozsahem (—180°,180°) pro planetopisnou délku a (—90°,90°) pro pla-
netopisnou §itku. Pfi vypoctu teploty vSak uzivame tytéZ soufadnice 9, € (0,7) a ¢, € (0,27) jako
v predchdzejici kapitole a v oddile vénovaném vysledkim se k nim i v ilustracich navratime.
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Obrazek 2.1: Trajektorie substelarniho bodu na povrchu planety jako funkce sklonu rotaéni osy pro dvé
rizné spin-orbitalni resonance a vystfednosti drahy. Nulovému sklonu rotacni osy odpovidd na kazdém
obrazku ¢erna ktivka (substelarni bod putujici po rovniku), vétsi sklony jsou vykresleny s krokem 10°

2

ve stdle svétlejsich stupnich Sedé. Nejvyssi zndzornény sklon je 90°. Vievo nahore: vazand rotace, e = 0;
vpravo nahore: vazana rotace, e = 0, 2; vlevo dole: resonance 3:2, e = 0; vpravo dole: resonance 3:2,
e=20,2.

sttedni hodnoty relativni insolace 5/s. béhem jedné insolacni periody, kterd se v piipadé
vazané rotace shoduje s obéZnou periodou a v piipadé spin-orbitdlni resonance 3:2 (nebo
jiného ,,polociselného* poméru, naptiklad 5:2 ¢i 7:2) je rovna jejimu dvojndsobku,
vynésime pro zvolené parametry na obrizcich respektive [2.3| Podrobné;}si studii
prubeht insolace pak 1ze nalézt v pracich Dobrovolskise (2007, 2009, 2013).

Rovnice vedeni tepla ve tvaru (2.2)), jiz v této studii fe$ime, je platnd pouze pro ne-
pohybliva prostiedi. Zabyvame se proto teplotou na planeté bez atmosféry a s pevnym,
neroztavenym povrchem. V pribéhu dne je okamZitd povrchova teplota v takovém
pripadé témér plné fizena insolaci a zahfivani povrchu tepelnym tokem z hlubSich vrstev
¢i tepelnd setrvacnost povrchového materidlu nabyva vyznamu teprve na neosvétlené
polokouli. V bakalarské praci jsme zjistili, Ze primérnd teplota v bodé s nejvyssi primér-
nou insolaci na modelové planeté s vdzanou rotaci, obihajici po draze o zadané hlavni
poloose a kolem hvézdy se zadanym zafivym vykonem L., klesd v disledku rovnomér-
néjsiho rozloZeni insolace se vzrustajici vystiednosti i sklonem rotacni osy a nepatrné
roste se zvySovanim tepelné setrvacnosti povrchu. Primérné teploty i rozloZeni insolace

Vv,

na planetdch uchycenych ve vyssich spin-orbitalnich resonancich zévisi na vSech téchto
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Obrazek 2.2: Mapa nejvysSich hodnot relativn{ insolace pro planetu se sklonem rotacn{ osy 3 = 60°.
Sediva kfivka znazornuje trajektorii substelarniho bodu. Vievo nahore: vazana rotace, e = 0; vpravo
nahote: vazana rotace, e = 0, 2; vlevo dole: resonance 3:2, e = 0; vpravo dole: resonance 3:2, e = 0, 2.

parametrech velice komplexnim zptisobem, ktery by bylo nesnadné popsat analyticky,
stejné jako je nesnadné odhadnout pozici mista s nejvyssi primérnou insolaci. Této
skuteCnosti si 1ze v§Simnout napiiklad na spodnich dvou insola¢nich mapach obrazku
kde se oblasti s nejvyssi primérnou insolaci nachéazeji jednou v okoli pdlu (pri
e =0, 8 = 60°) a podruhé naopak na rovniku (pfi e = 0, 2, 8 = 60°).

2.2 Zpresnéni modelu

2.2.1 Materska hvézda jako ploSny zdroj

Prvni zpfesnéni, kterym se budeme v tomto oddile zabyvat, se tyka konecného
rozméru matetské hvézdy. V modelu vyvoje povrchové teploty pfedstaveném v baka-
larské praci jsme predpoklddali, Ze matefska hvézda se na obloze studované planety
jevi jako bodovy zdroj. Tento ptedpoklad, ackoliv opodstatnitelny v okoli substelarniho
bodu, ovsem vede k chybnym hodnotam insolace na soufadnicich, z nichz je hvézda
pozorovatelnd na obzoru. Jak podotyka naptiklad (1982), vede chybné urceni
insolace v téchto meznich polohach nejen k nespravnym predpovédim okamZzité po-
vrchové teploty, ale také k numerickym chybdm, zpiisobenym skokovym poklesem
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Obrazek 2.3: Mapa primérnych hodnot relativni insolace na povrchu planety se sklonem rotacni osy
B = 60°. Sediva kfivka znazornuje trajektorii substelarnitho bodu. Vievo nahove: vazana rotace, e = 0;

vpravo nahore: vazand rotace, e = 0, 2; vlevo dole: resonance 3:2, e = 0; vpravo dole: resonance 3:2,
e=0,2.

insolace k nule v okamzZiku zapadu ¢i naopak skokovym vzristem insolace v okamziku
vychodu hvézdy nad obzor (ve shod€ se vztahem (2.3)).

Pokud tedy mateiské hvézdé pfitkneme konecny uhlovy polomér R,,,, budeme
muset vztah (2.3)) upravit tak, aby zahrnoval piispévek k insolaci od celé ¢asti hvézdného
disku, kterd se pravé nachazi nad obzorem. Je-li dA,, infinitesimaln{ ploska hvézdného
disku, pak celkovou insolaci mtizeme schématicky vyjadrit jako

2
S = (2) /AdiSk S (w)cos i (w) dA, (2.5)

r - 7
kde integrace probihd pres plochu disku, jez je viditelna nad obzorem, a ¢arkované
symboly oznacuji veliciny prislusejici k dané plosce dA,,. V dalsim vypoctu budeme
predpokladat, Ze je cely hvézdny disk stejné jasny a plati

S,
! = ! fd *
Si(w) =85, .

Tento predpoklad je zjednoduSujici, nebot’ jasnost skutecného hvézdného disku se méni
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se vzdélenosti bodu w od stfedu v dusledku tzv. okrajového ztemnéni hvézdy. Pokles
jasnosti zavisi na vlnové délce a lze jej aproximovat empirickymi vztahy (viz |Cox,
2000) nebo vypocitat s vyuZzitim modelu hvézdné atmosféry (napi. Hayek a kol., 2012).
V podrobnéjsich studiich zahrnujicich vypocet povrchové a podpovrchové teploty (napf.
Vasavada a kol.,[1999) je okrajové ztemnéni hvézdy brdno v potaz, zde vsak tento jev
prozatim zanedbavame.

Oznacime-li pismenem h = 7 — 1, dhlovou vySku stiedu hvézdného disku nad ho-

rizontem, Ize s vySe uvedenym predpokladem integrdl (2.5) prepsat jako (srov. téz
Landau, [1982))

S =S, (g)z TR /h+Rang \/Rang —z)? sinz dx, (2.6)

pokud se hvézda nachdzi na obzoru, ptipadné jako

a 2 h+Ru1g )
S =25, (;) 7TR . \/Rang —x)? sinz dx, (2.7)

pokud je nad obzorem viditelny cely jeji disk. Uhlovy primér mateiské hvézdy ziejmé
zavisi jednak na jejim skute¢ném, fyzickém priméru R,, jednak na jeji okamzité
vzdalenosti r vztahem

R,
R,z = arctan -

Do modelu povrchové teploty od pocatku vstupuje také zatfivy vykon hvézdy L., kte-
ry je zahrnut v ,.extrasolarni konstanté* .S, = 4%2 byl model vnitfné konsistentni,
definujeme matefskou hvézdu pouze jeji hmotnosti M, a zbyvajici dva parametry, tedy
zafivy vykon a polomér, pocitdme s vyuzitim empiricky uréenych zavislosti. Pro hvézdy
hlavni posloupnosti 0 hmotnostech mezi 0, 1 a 1 hmotnosti Slunce ()}s) jsou hmotnost
a z4&rivy vykon spjaty empirickym vztahem (Scalo a kol., 2007)

L. M.\? M\? M,
log;, Ts =4, 101(log10 Ms) +8, 162(10g10 MS> +7, 108(10g10 Ms)+0,065.

(2.8)

Polomér téchto hvézd pak Ize priblizné urcit jako (Gorda a Svechnikov, [ 1999)

R, M,
logug " = 1,03logy % +0, 1. (2.9)

Jak jiz bylo feceno, uvdzeni kone¢ného rozméru materské hvézdy nejvice ovliviiuje
vysledné teploty v téch mistech na povrchu planety, z nichz se hvézda jevi byt pravé
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na obzoru. JestliZze ma planeta nulovy sklon rotacni osy, avSak obiha po obecné vystredné
drédze a rotuje libovolnou thlovou rychlosti, pak je takovym meznim mistem blizké okoli
jejich poli. Rozdily primérné teploty na pélech uréené z modelu s plosnou hvézdou
oproti vysledkiim modelu s bodovou hvézdou (kde ztstavaji pdly po cely mistni rok
neosvétleny) je pro Ctvefici riznych hmotnosti matetské hvézdy a pro kruhovou obéZnou
drdhu zndzornén na obrazcich [2.4] Rozdily vykreslujeme jako funkce poloméru drahy.
Pro doplnéni je na obrézcich také vyzna¢ena minimdlni oblast, v niZ u modelové planety
dojde béhem prvni miliardy let k uchyceni do stavu vdzané rotace.

Torb [rok] Torb [rOK]
00 05 10 15 20 25 30 35 0.0 0.5 1.0 15 2.0
250 — : : : 600 — — :
: M, = 0,1 Ms ; ; M, = 0,3 Ms
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 500 [f---ceeie e
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Z o f|
----------------------------------------------- &~ : f i :
200 SRS S HRERE S
SR SRR 11 NG R
i i i 0 i ‘ .
0.4 06 08 1.0 0.0 . 04 06 0.8 1.0
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Obrazek 2.4: Vliv zahrnuti kone¢ného rozméru hvézdy v zavislosti na jeji hmotnosti (0, 1 aZ 1 hmotnost
Slunce, Mg) a poloméru kruhové obézné drahy (0, 01 aZ 1 astronomicka jednotka, AU). Na obrazcich
je vykreslena primérnd ro¢ni teplota pro bodovou hvézdu (Sed€) a pro ploSnou hvézdu (Cerné) v misté,
kde je rozdil té€chto teplot (Cervena kiivka) nejvetsi, tedy na pélu planety o nulovém sklonu rotacni
osy (8 = 0°). Zelena oblast zna¢i rozmezi polomért drahy, na nichZ je planeta typu Zemé nejpozdéji
do jedné miliardy let uchycena do stavu vdzané rotace. Mezni polomér je pro ilustracni pfipady pocitdn
podle ¢lanku |Correia a Laskar (2010) za predpokladu konstantniho ¢asového rozestupu (viz predchazejici
kapitolu).
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2.2.2 Nenulova délka periastra

Vysku stiedu hvézdného disku nad obzorem h, ¢i jeho zenitovou vzdalenost v,
urCujeme ze vztahu

sinh = cos ¥, = T, + Yy, + 224, (2.10)

kde z, y, 2 oznacuji souradnice pozorovatele a x,, y., z. jsou souradnice substeldrniho
bodu v kartézské souradné soustavée, kterd ma pocatek ve stredu planety a spolecné
s ni rotuje. Okamzitou polohu hvézdy pfitom lze v obecném piipadé vyjadrit jako (viz
Dobrovolskis|, [2009)

T, = co8(Quort) cos [v(t + 7) — v(7)] + sin(Quort) sin [v(t + 7) — v(T)] cos 3,
Yo = —sin(Quost) cos [v(t +7) — v(7)] + cos(Quest) sin [ (¢ + 7) — v(7)] cos 3,

z, =sin [v(t+7) — v(7)] sin 3. (2.11)

Narozdil od predchézejici kapitoly zde budeme Cas ¢ pocitat od jarni rovnodennosti,
kterd nastava s prodlevou 7 od priichodu planety periastrem. Jarni rovnodennosti je
mySlen okamzZik, kdy se substeldrni bod nachédzi praveé na rovniku planety. Polednik,
ktery v tentyZ okamzik na pocatku vypoctu substelarnim bodem prochdzi, pak budeme
oznacovat jako nulty polednik. Pravou anomalii v, tedy thel periastron-hvézda-planeta,
pocitame stejné jako v pododdile [I.4.2]

Pro charakterizaci rozestupu mezi jarni rovnodennosti a okamzikem priichodu
periastrem jsme si v této praci zvolili Casovy interval 7. Jinym pfistupem, kterého se
bézné vyuziva v nebeské mechanice (napf. Murray a Dermott, 1999), je zadani jiz diive
zminéné délky periastra ww = (2 + w, jez udava dhel mezi smérem k jarnimu bodu (osa
X v referencni soufadné soustavé z obrazku a pericentrem. Do jarniho bodu se
matefskd hvézda pfi pohledu z planety promitd v okamziku jarni rovnodennosti. Vztah
mezi obéma vySe zminénymi veli¢inami tedy je

w=m—v(T). (2.12)

Zmény délky periastra ¢i naseho casového rozestupu odpovidaji v modelové soustaveé
zméndm orientace rotacni osy planety (beze zmén jejiho sklonu). Jestlize napriklad
poloZime w = 90° nebo w = 270°, bude rotacni osa lezet v rovin€ vytycené normalou
k obéZné roviné a priivodicem planety. V piipadé Zemé je délka vystupného uzlu rovna
102, 947° (pro ekvinokcium J2000.0; viz|Murray a Dermott, [1999). Vliv nenulové délky
periastra na trajektorii substeldrniho bodu ilustruje obrazek 2.5}

2.2.3 Teplotné zavislé parametry

Povrchova teplota na kratkoperiodickych terestrickych planetidch bez atmosféry
je v kazdém okamziku urcena prfedevSim insolaci a vykazuje proto obrovské rozdily
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Obrazek 2.5: Trajektorie substelarniho bodu pro riizné hodnoty ¢asového rozestupu mezi prichodem pla-
nety periastrem a okamZikem jarni rovnodennosti. Sada obrazki vlevo odpovidd spin-orbitdln{ resonanci
1:1, sada obrazki vpravo resonanci 3:2, v obou piipadech je sklon rotaéni osy 8 = 30° a vystfednost
drahy e = 0, 2. Parametr 7 se shora dolti mén{ s krokem 0, 1 od hodnoty 7 = 0 po 7 = 0,9 T5p.
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mezi denni a no¢ni stranou. Tyto rozdily mohou dosahovat stovek az tisict kelvint.
Na noc¢ni strané, kde je insolace v danou chvili nulova a povrch postupné chladne,
nabyvaji vyznamu termofyzikalni vlastnosti povrchového materialu, tedy souhrnné
jeho tepelna setrvacnost I, kterd je funkci hustoty, tepelné vodivosti a mérné tepelné
kapacity za konstantniho tlaku. Trojici zminénych parametrd jsme doposud povazovali
za konstantni, v pripadé velkych zmén povrchové teploty je ovSem vhodné uvazit i
jejich teplotni zavislost.

Krome tepelné setrvacnosti miZeme k charakterizaci termalnich vlastnosti povr-
chového materidlu vyuzit také charakteristické hloubky, ¢i hloubky vniku, ktera je
definovéna jako (Mitchell a de Pater, 1994)

2k

Y
Ws P Cp

Lchar = (213)

kde wy oznacuje frekvenci osvétlovani. V piipadé planet uchycenych ve spin-orbitalni
resonanci, kdy ma insolace v libovolném misté periodicky priibéh a L., tak 1ze snadno
urcit, predstavuje tato hloubka né€kolik desitek centimetrti aZ metry (viz [Vasavada a kol.,
1999; [Urquhart a Jakosky, [1997).

Jelikoz studujeme planety bez atmosféry, jeZ mohly byt po dlouhou dobu vystaveny
exogennim vliviim, jako jsou napiiklad dopady mikrometeoritu i vétSich téles, kosmické
zéreni a samotné ozarovani matefskou hvézdou, budeme predpoklidat, Ze je jejich
povrch pokryt regolitem. Termofyzikdlnim vlastnostem regolitu v€etné jejich teplotni
zéavislosti se vénovalo jiz vicero studii zabyvajicich se povrchovou teplotou a s ni
souvisejicimi jevy na Merkuru, Mésici ¢i Marsu (napf. |Ledlow a kol., [ 1992; Urquhart
a Jakosky, |1997; Piqueux a Christensen, 2011; [Rumpf a kol., [2013). Regolit je slabé
soudrzny materidl, tvofeny pevnou slozkou, tedy zrny rizné velikosti, a plynnou slozkou,
ktera vypliuje mezery. Celkova tepelnd setrvacnost v sobé zahrnuje vliv obou téchto
sloZek a zavisi tak i na porozité materidlu (Piqueux a Christensen, 2011)). Pro nartst
hustoty, a tedy sniZovani porozity s hloubkou d budeme predpokladat vztah (Carrier
a kol.| [1991)

d [m] + 0,122

kem ™3] = 1920 ———— "~
plkgm] dm] + 0,18

(2.14)

S teplotou se hustota téméf neméni (Piqueux a Christensen, 2011). K Sifeni tepla
v regolitu dochdzi jednak vedenim v mistech kontaktu jednotlivych zrn, jednak také
zéarenim v mezerach. Pravée tento druhy prispévek k tepelné vodivosti je silné teplotné
zavisly: pfi konstantni hustoté nariistd se tfeti mocninou teploty. Souhrnnou tepelnou
vodivost tak miizeme vyjadfit jako (napf. Rumpf a kol., [2013)

k=a+bT?, (2.15)

kde za koeficienty a a b dosazujeme hodnoty, které urcili Fountain a West (1970) labo-
ratornim méfrenim vodivosti regolitu v simulovanych mési¢nich podminkéch, s hustotou
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vyjadfenou vyjime¢né v jednotkédch g cm~3:

a=(2,019p—1,388)-1073

b=(0,1788 p* — 0,1289 p* — 0, 1856 p + 0, 3082) - 10~ °

Uvedend zavislost byla ovérena pro teploty nizs$i nez 370 K. Vzhledem k nedostatku dat
tykajicich se vySsich teplot vSak budeme po vzoru Rumpf a kol.|(2013)) predpokladat,
Ze vztah ziistava v platnosti i nad touto teplotou.

Pro mérnou tepelnou kapacitu za konstantniho tlaku je vliv plynné sloZky materidlu
mizivy, stejné tak se vytraci jeji hloubkova zdvislost. Teplotni zavislost mérné tepelné
kapacity 1ze pro teploty vyssi nez 90 K a niZsi nez 350 K popsat polynomem (Ledlow
a kol., [1992)

¢, = T58, 1408 498, 3144 T + 73,6384 T2 + 1138, 4664 T° 4 781,9896 T* , (2.16)

7o T[K] — 300 ’

300
zaloZzenym na vysledcich laboratornich méfeni uskuteCnénych na vzorcich regolitu
z Mésice. Timto polynomem budeme aproximovat mérnou tepelnou kapacitu i v rozmezi
20 — 90 K. Pro teploty vyssi nez 350 K pak Ledlow a kol. (1992) uvadi (podle [Wechsler
a kol., [1972)

T[K] —
¢, = 848,9336 + 160, 2472 {1 — exp ( - %)} . 2.17)

Pti extrémné nizkych teplotéach, bliZicich se absolutni nule, je mérnd tepelna kapacita
pevnych ldtek imé&rn4 7T (napf. Beiser, 1975). Pokud tedy teplota klesne pod 20 K,
budeme predpokladat vztah

cp, = 7,463 x 1077T% . (2.18)

Vsechny uvedené teplotné zavislé veliciny s teplotou zjevné vzristaji, jejich pribeh i
rozmezi hodnot jsou zndzornény na obrizku[2.6

Zahrnuti teplotni zdvislosti tepelné vodivosti a mérné tepelné kapacity vnasi do dis-
kretizované rovnice vedeni tepla dalsi nelinearitu, vedle v modelu jiZ pfitomné neli-
nearity dané horn{ okrajovou podminkou (2.1). Rovnici vedeni tepla je tedy v kazdém
bodé€ vypoctu nutno fesit iterativné. Za prvotni odhad teploty v celé slupce povazujeme
v kazdém Casovém kroku teplotni pribéh z kroku minulého a déle pokracujeme podle
schématu popsaného v bakalarské praci pro pfipad nelinedrni horni okrajové podminky:
V kazdém iteracnim kroku « urcujeme hodnotu teplotné zavislych parametrti s pomoci
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Obrazek 2.6: Teplotni zavislost termofyzikalnich vlastnosti regolitu. Shora dolii: mérna tepelnd kapacita
za konstantniho tlaku c,, tepelnd vodivost &, tepelnd setrvaénost I = /kpcp,.

priméru teplot z n¢kolika (obycejné deseti) predchazejicich iteranich krokd,

N

Z Ta—ak

— ax=1

To=2"
N 7

a novou teplotu 7% s timto primérem pribézné srovndvame. Pokud relativni zména
teploty oproti 7' klesne pod poZadovanou mez, povazujeme feSeni za zkonvergované.

2.3 Komentar k priumérné teploté a prumérné insolaci

P1i studiu parametrickych zavislosti v bakalafské praci jsme se zabyvali primérnou
teplotou v tom bodé€ na povrchu planety, ktery podléha nejvyssi, ¢i naopak nejnizsi
stiedn{ insolaci. Soucasné vsak vime, Ze primérnd teplota v kterémkoliv misté je vzdy
niz$i nebo nejvyse rovna teploté odpovidajici stacionarnimu stavu pii primérné insolaci,
jak plyne z Holderovy nerovnosti (napf. Selsis a kol., 2013)

tmax tmax

/T@&g(

T4(t)dt) ! : (2.19)

max
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kde za t,,.x dosazujeme insolacni periodu. Rovnost nastdvd ve specidlnim piipadé
planety nachdzejici se ve stavu vazané rotace na kruhové draze a s nulovym sklonem
rotani osy. V obecnych pripadech je skute¢nd primérna teplota v kazdém bodé planety
ovlivnéna nejen primérnou insolaci, ale predevsim jejim casovym priibéhem, tedy
rezimem stifidani dnt a noci. Rozsah i efektivitu prohfivani béhem dne, stejné jako
rychlost ochlazovani béhem obdobi temna, fidi termofyzikalni vlastnosti povrchu,
urcujici jeho tepelnou setrvacnost a charakteristickou hloubku.
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Obrazek 2.7: RozloZeni primérnych teplot, primérné insolace a relativnich délek dne na povrchu
modelové planety (a = 0,4 AU; e = 0,5; 8 = 30°). Vlevo: planeta ve spin-orbitdlni resonanci 1:1,
7 =0, 1; vpravo: planeta ve spin-orbitdlni resonanci 3:2, 7 = 0, 5.

Abychom posoudili, jak vypada vazba mezi primérnou insolaci a primérnou teplo-
tou, vykreslujeme pro nékteré specidlné zvolené kombinace parametrii mapy (obrazky
a[2.8), zndzortiujici rozloZeni priméré povrchové teploty, rozloZeni primérné
insolace, a rovnéz ,relativni délku dne*, kterd pro kazdy bod na povrchu planety uddva
pomér délky obdobi s nenulovou insolaci k insolacni periodé. RozloZeni relativnich
délek dne je v souladu s rozloZenim pramért z lokdlnich rovnovaznych teplot

T =\ Sa-4) (2.20)

g€
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které udavaji teplotu povrchu se zanedbanim jeho prohfivani z hlubsich vrstev v disled-
ku skin efektu.

JiZ prvni trojice map (obriazek vlevo), tykajici se planety o hlavni poloose
a = 0,4 AU a tepelné vodivosti povrchu & = 1 W m~'K~! uchycené ve stavu vazané
rotace na velmi vystfedné draze (e = 0, 5) a se severni polokouli orientovanou v oka-
mziku prichodu periastrem smérem od hvézdy (8 = 30°, 7 = 0,17,,,), naznacuje,
Ze rozlozeni praimérné povrchové teploty neni zcela totoZné s rozlozenim primérné
insolace. Ackoliv minimélnich teplot o¢ekavatelné nabyvaji oblasti vé¢né noci, poloha
maximalni primérné teploty je dana spiSe kombinaci grafii primérné insolace a relativn{
délky dne, a nenachdzi se tedy na rovniku planety, jak by napovidalo samotné rozloZeni
pramérné insolace. Teplota v bodé€ s nejvyssi primérnou insolaci je v tomto piipadé o
3 K nizsi nez maximdlni primérna teplota.

Zcela nepredvidatelny priubéh povrchové teploty s ohledem na mapu primérnych
insolaci 1ze ovSem zaznamenat teprve v pfipadé¢ planety se spin-orbitalni resonanci 3:2
(obrazek[2.7] vpravo). V tomto piipadé predpokldaddme, Ze rotaéni osa je orientovana
tak, aby jarni rovnodennost nastdvala v okamzZiku prichodu planety apoastrem (7 =
0,5T,). VSechny ostatni parametry dridhy ponechdvame stejné jako vyse. RozloZeni
primérné insolace je nyni symetrické podle rovniku planetyﬂ zatimco primérné teploty
vykazuji symetrii zcela jinou, totiZ bodovou vzhledem ke stfedu mapy. Pokud tedy
hleddme polohu mista s minimélni primérnou teplotou na pélu, kde svého minima
nabyv4d insolace, dopoustime se v tomto ptipad€ chyby az 20 K s ohledem na skute¢nou
nejnizsi teplotu. Bod s maximalni primérnou teplotou zde vSak diky vysoké tepelné
setrvacnosti a vhodnym symetriim leZi, ve shodé s insolaci, na rovniku.

Druhd sada map (obrazek 2.8 znézortiuje zévislost rozloZeni primérné povrchové
teploty na tepelné vodivosti. Planeta je zde opét uchycena ve spin-orbitdlni resonanci
3:2 na drdze s vystfednosti e = 0, 5 a jeji rotacni osa se sklonem 3 = 30° je v periastru
orientovana smérem od hvézdy, 7 = 0, 1 7,1, Horni z trojice obrazki vlevo vyobrazuje
primérnou teplotu na planeté, jejiz povrch je tvofen kompaktnim materidlem s vodivosti
k= 1Wm K™, kdeZto odpovidajici obrdzek vpravo se tykd povrchu s tepelnou
vodivosti o dva ¥ady nizsi (k = 0,01 W m~K~1). Tepeln4 vodivost ziejmé& rozhoduje,
jakou mérou se na vysledném rozloZeni povrchovych teplot podili stfedni insolace a
jaky vliv ma naopak thrnna délka dnd ¢i noci. Pfi nizké tepelné vodivosti je primérna
teplota vyraznéji ovliviiovdna rychlym chladnutim materialu, 1épe odpovidd lokalni

s~ 2

rovnovazné teploté 7t a jeji maxima tak lze nalézt na tom z p6li planety, jenZ ziistava
osvétlen po delsi ¢ast mistniho roku, tedy v Case, kdy se planeta nachdzi v okoli apoast-
ra. V nasem piipad¢ se jednd o severni pol. Jizni p6l, prudce ohfaty béhem prichodu
planety periastrem, zlstava po vétSinu ¢asu zcela neosvétlen, a proto na ném pramérna

povrchova teplota posléze dosahuje minima.

V bakalédfské praci jsme se zabyvali planetami, na nichZz se jarni rovnodennost
shoduje s okamZzikem prichodu periastrem. RozlozZeni primérnych povrchovych teplot
pri resonanci 3:2 vykazuje v takovém piipadé stejné symetrie jako horni mapa pravého
sloupce na obrazku nebot’ Casovy pribéh insolace je pro parametr 7 = 0 kvali-

2Toto tvrzeni plati pro vSechny ,,polo¢iselné* spin-orbitalni resonance, nezdvisle na parametrech e, 3
a 7 (pro dikaz viz Dobrovolskis, 2013)).



2. Povrchova teplota 63

395 0

370
. 375 . 350
z T
355 ! 330
310 v
<& 5 335 & % 200 =
315 270 '
3m 3T 250
2 2
295 230
x 275 x 210
0 0
0.43 0.43
I 0.39 i 0.39 &
0.35 035 g
a I o T
= 2 031 = 2 031 =
~4
3x 0.27 . 0.27 =
2 2 0
0.23 0.23
- 0.19 - 0.19
0 T T . 0.82 0 . T : 0.82
0.75 0.75 ;g’
z 0.68 z 0.68
0.61 061 =
a I 054 o = 0.54
= 047 = 0.47 2
an 0.40 . 040 =
5 0.33 2 033 =
0.26 026
- 0.19 - 0.19
s 3T s 3
0 0} T = 27 0 5} g = 27
®p ¥p

Obrazek 2.8: RozloZeni primérnych teplot, primérné insolace a relativnich délek dne na povrchu
modelové planety (¢ = 0,4AU; e = 0,5; 8 = 30°; resonance 3:2; 7 = 0,1T,},) — vliv tepelné
vodivosti povrchu. Vievo: k = 1Wm™'K~1; vpravo: k = 0,01 Wm 1K1,

tativné shodny s prib&hem pro parametr 7 = 0, 5 T¢,51, (viz obrazek 2.3)). Dokud jsme
tedy uvazovali dostatecné vysokou tepelnou setrvacnost a hledali nejvyssi primérné
teploty v misté s nejvyssi primérnou insolaci, nedopoustéli jsme se podstatnych chyb.
Za problematicky je ovSem nutné povaZzovat odhad minimdlnich praimérnych teplot
na zdkladé nejniZsi stfedni insolace. Pro teplotu na planetich s nizkou tepelnou setrvac-
nosti povrchového materialu a nenulovym sklonem rotacni osy urcujici veli¢inou neni

rozloZeni primérné insolace, nybrZ relativni délka dne.

Na planetich uchycenych ve stavu vdzané rotace a majicich sklon rotacni osy mensi
nez 90° jsou vyznacnymi misty oblasti vééného dne ¢i noci, v nichZ se nachdzi jak
extrémy pramérné insolace, tak extrémy primérnych teplot (a pfirozené také extrémy
,relativni délky dne*). Odhad pozice nejchladnéjsiho bodu je v tomto ptipadé tedy
trividlni. Podoba globdlniho rozloZen{ stfednich teplot ov§em ani v pfipadé spin-orbitdln{
resonance 1:1 nenasleduje rozloZeni primérné insolace a povrchova teplota v bodé
s nejvyssi insolaci tak mize byt i o nékolik kelvint niz$i nez skutecnd maximalni
teplota.

S ohledem na tyto rozdily mezi laterdlnim pribéhem primeérné insolace a pramér-
né teploty se v oddile vénovaném vysledkiim budeme zaobirat pouze parametrickou
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zavislosti maximalnich primérnych teplot a na rozdil od bakalarské prace nebudeme
vynaset obdobné zavislosti pro minimalni primérné teploty. Odhad mista s minimaln{
primérnou povrchovou teplotou na zdkladé€ znalosti rozloZeni insolace ani rovnovaz-
nych teplot neni obecné postacujici a jeho zpresnéni vyZaduje vzit v ivahu vzdjemné
provazany vliv obou téchto jevl a termofyzikalnich vlastnosti povrchového materidlu.

2.4 Moznosti detekce

Doposud jsme se zabyvali abstraktnim, teoretickym modelem teploty v povrchové
vrstvé planety s libovolnymi parametry obéZné drahy, volitelnou rychlosti rotace a
vlastnostmi povrchového materidlu. V poslednim vykladovém oddile této kapitoly se
proto zamysleme nad otdzkou, zda by znalost povrchové teploty modelovych planet
mohla poslouzit k uréeni fyzikalnich vlastnosti skutecnych terestrickych exoplanet, stale
za predpokladu neexistujici ¢i zcela zanedbatelné atmosféry. Kombinace nepfimych
detekcnich metod umoziuje urcit obéznou periodu planety, jeji relativni hmotnost a
polomér vzhledem k matetské hvézd vystiednost drahy a jeji sklon viici pozorovateli
i vii¢i roving rovniku matetské hvézdy, a dokonce také pritomnost a chemické slozeni
atmosféry. Z téchto veli¢in dale mizeme vypocitat napiiklad hustotu pozorovanych
planet, jejich rovnovéaznou teplotu a odhadnout efektivitu slapového zahtivéni, které
v nich probihd. Poruchy v periodicité signdld od zndmych exoplanet mohou dile
poukazovat na pritomnost dalSich, dosud nedetekovanych téles v dané soustavé (napf.
Barnes, [2010).

Mezi veliCiny, které jsou naopak prevdzné nezndmé a neurcitelné, patii napriklad
sklon rotacni osy, rotacni perioda planety, a také tepelnd setrvacnost jejtho povrchu.
Informace o vSech téchto parametrech je ovSem obsaZena v infraCerveném, termalnim
vyzafovani planety a jeji dosazitelnost je tak predevsim otazkou citlivosti pouZitych
detektord. V piipadé vybranych plynnych exoplanet obihajicich v t€sné blizkosti matef-
ské hvézdy (tzv. horci jupiteri) bylo jiZ rozloZeni teploty ve svrchni vrstvé atmosféry
na zdkladé infraCervenych fotometrickych kfivek ze Spitzerova dalekohledu studo-
vano (napf. Blecic a kol., 2013)). Tepelné vyzatrovani exo-Zemi je v soucasnosti pod
hranici detekovatelnosti (aZ na vyjimku v podobé 55 Cancri e, viz Demory a kol.,
2012), avsak jeho pozorovani by mohlo byt Sifeji umoznéno napiiklad Vesmirnym
dalekohledem Jamese Webba (JWST). Zahdjeni této mise je pldnovano na rok 2018
(http://www.nasa.gov/mission_pages/webb).

Metoda transitni fotometrie vyuzivd méfeni zmén celkového zafivého toku priché-
zejiciho od hvézdy s obihajici planetou, kterd pfi vhodné orientaci obézné drahy vici
pozorovateli svou matetskou hvézdu periodicky ,,zakryva®, ¢i je za ni naopak skryta.
Dobé¢, kdy planeta prochdzi pred hvézdnym diskem, odpovida detekce primarniho
minima fotometrické kiivky, pii zdkrytu planety hvézdou je pozorovano minimum
sekundarni. Vzhledem k fddovému rozdilu mezi polomérem hvézdy a planety je vSak
1 primarni minimum velice mélké, v pripadé exo-Zemé prechazejici pres disk hvézdy
podobné Slunci je jeho relativni hloubka ~ 8 x 10> (Wright a Gaudi, 2012). Na tvaru

3Diky vztahiim typu (2.8) — (2.9) mezi fyzikalnimi vlastnostmi hvézd na hlavni posloupnosti Ize urit
1 absolutni hmotnost a polomér planety.
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fotometrické krivky se kromé obihajici exoplanety navic podili naptiklad i proménnost
samotné matefské hvézdy (zmény jeji aktivity, pfitomnost hvézdnych skvrn), nebo,
jak jiz bylo feceno, ptfitomnost dalSich téles v dané soustavé. Inverze fotometrické
kiivky tudiZ zavisi na velkém mnoZstvi volnych parametrii. V této praci se nebudeme
vénovat priab&hu celé fotometrické kiivky tak, jak by byla zaznamendna detektorem,
ale omezime se pouze na prispévek odpovidajici tepelnému vyzarovani planety (v in-
fracervené oblasti). Pfedpokladdme tedy, Ze zmény monochromatického zafivého toku
® ) obs zplisobené obéma vzdjemnymi zakryty hvézdy a planety jiz byly odecteny. Mo-
delovani syntetickych infracervenych fotometrickych kfivek v zavislosti na orbitdlnich
parametrech bylo vénovano jiZ mnoho studii (pro planety s atmosférou napt. |Gaidos
a Williams, 2004; Cowan a kol., 2012), velmi podrobné se ptipadu vyzarovani terest-
rickych exoplanet bez atmosféry a s pfitomnym slapovym zahiivanim vénoval Selsis
a kol. (2013). Na nésledujicich radcich zopakujeme metodu vypoctu uvedenou v tomto
¢lanku a v dalSim oddile shrneme nékteré jeji vysledky, tedy parametrické zavislosti
¢asového priibéhu zafivého toku P .1, plisobené rozloZenim povrchové teploty.

Povrch planety si pro dcely vypoctu rozdélime siti souradnic na libovolny pocet
bunék a ve stfedu kazdé z téchto bunck ur¢ime okamZitou povrchovou teplotu 7’
podle okamZitého rozloZeni insolace. Rovnici vedeni tepla feSime pro jednoduchost
v jedné dimenzi a materidlové vlastnosti povrchu povazujeme za teplotné nezdvislé.
Monochromaticky zafivy tok na vinové délce A\, odpovidajici tepelnému vyzarovani j-té
buriky a prichédzejici k pozorovateli nachazejicimu se ve vzdalenosti 7,5, pak miZeme
urcit jako

) obs (Tobs) ZIA,J cos1; , (2.21)

obs

kde dA; znaci plochu dané buiiky, 1; je Ghel mezi normélou k dané buiice a pozoro-
vatelem a 7, ; pfedstavuje monochromatickou intensitu zafeni o vinové délce \. Za
pfedpokladu, Ze je planeta lambertovskym zafi¢em, je tato intensita rovna
€ )\B A (T)
I; = ——1=, (2.22)

™

kde €, oznacuje monochromatickou emisivitu a 35(7;) odpovida Planckoveé funkci,

2hc? 1
BA\(T) = e — , (2.23)
eFsT> — ]

v niZ vystupuje rychlost svétla c, Planckova konstanta h a Boltzmannova konstanta kg.
Zarivy tok z planety je udavan relativné k zarivému toku hvézdy. Ten, za predpokladu,
Ze hvézdu lze povazovat za absolutné erné téleso o teploté 7, vyjadiujeme jako

R 2
Cbi,obs (robs) = ( - ) BA(T*) : (224)

Tobs
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2.5 Vysledky

Cilem této kapitoly bylo predevsim rozsifit a zpfesnit existujici model vyvoje povr-
chové teploty. Nékteré vysledky, které zde budou prezentovdny, maji ov§em vazbu také
na vysledky predchdzejici kapitoly, tykajici se slapového vyvoje a slapového zahiivani.
Abychom usnadnili porovnani jak s bakaldiskou praci, tak s prvni kapitolou tohoto textu,
studujeme na ndsledujicich fadcich dvé rizné modelové soustavy o téchto parametrech:

Model B Model C
a 0,1AU 0,4AU
T 36,5 dnl 92,4 dnt
e proménné 0, 2 nebo prom.
I6] 0° 30°
M, 0,1 Mg 1 Mg

Model B zjevné odpovida stejnojmennému modelu pouZzitému ve vysledcich prvni kapi-
toly, model C je totozny s planetou uvaZzovanou v bakalafské praci. V obou modelech
dale predpokladame, Ze planeta se svym rozmérem i hmotnosti shoduje se Zemi, ma
pomérné nizké albedo A = 0, 1, jeji emisivita v infracervené oblasti je ¢ = 0, 9 a tepelny
tok na spodni hranici povrchové vrstvy &ini ¢, = 0,075 Wm 2. Objemové zahiivéni
H,,,; poklddame pro jednoduchost rovné nule.

Teplotu ve vSech piipadech pocitaime s vyuzitim jednorozmérného modelu. Za po-
catecni odhad teplotniho rozloZeni v podpovrchové vrstvé povazujeme ustalené (stacio-
narni) feSeni odpovidajici primérné insolaci a vypocet nechdvame postupovat pies tolik
period, dokud se relativni zména primérné teploty oproti predchédzejici periodé nesnizi
pod hodnotu 107°.

2.5.1 Vyznam parametru 7

Parametr 7, pfedstavujici Casovy rozestup mezi prichodem planety periastrem a
okamZikem jarni rovnodennosti, ovliviiuje rozloZeni insolace mezi severni a jiZni polo-
kouli a zplisobuje tak nerovnovahu v jejich ohiivani. Pouze v piipadé ,,polociselnych*
spin-orbitalnich resonanci, jako jsou 3:2, 5:2 a dalsi, zlistdvd primérnd insolace pro
libovolné kombinace 7, e a § symetrickd podle rovniku (viz|Dobrovolskis, 2013)), rozlo-
Zeni jejich maximdlnich hodnot 1 délka noci v jednotlivych bodech planety, se vSak i
v tomto pfipadé méni.

Pro posouzeni vlivu rtizné prostorové orientace rotacni osy jsme provedli para-
metrickou studii shodnou s obdobnymi vystupy bakalédiské prace, avSak z jiz uvede-
nych divoda nezahrnujici primérnou teplotu v bod€ s nejnizsi primérnou insolaci.
Predpokladame planetu z modelu C, jejiZ povrch je tvofen kompaktnim materidlem
(p = 2700kgm™>, ¢, = 800 JK kg™, k = 1Wm 'K™') o vysoké tepelné setr-
vacnosti, I = 1469,7J m2K 572, a studujeme prumérnou teplotu v bodé planety

P4

s nejvyssi primérnou insolaci v zdvislosti na hodnotiach 7, e a 5. Aby mél pojem
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periastra i jarni rovnodennosti smysl, pokladame pfi studii vlivu parametrti (e, 7) sklon
rotacni osy za nenulovy, S = 30°, a pfi studiu vlivu dvojice (3, 7) pokldddme za nenu-
lovou vystfednost drdhy, e = 0, 2. Vysledek parametrického Setieni pro spin-orbitalni
resonanci 1:1 je zndzornén na obrdzku [2.9]a pro resonanci 3:2 na obrazku
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Obrazek 2.9: Parametrické zdvislosti povrchové teploty pfi spin-orbitdlni resonanci 1:1. Vlevo: primérna
povrchovd teplota v bodé s maximalni primérnou insolaci jako funkce sklonu rotacni osy 3 a Casového
rozestupu mezi prichodem periastrem a jarni rovnodennosti 7. Vpravo: primérna povrchova teplota
v bodé s maximdlni primérnou insolaci jako funkce vystiednosti e a rozestupu 7.
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Obrazek 2.10: Parametrické zdvislosti povrchové teploty pfi spin-orbitdlni resonanci 3:2. Vievo: pru-
mérnd povrchova teplota v bodé s maximalni primérnou insolaci jako funkce sklonu rotacni osy 3 a
Casového rozestupu mezi priichodem periastrem a jarni rovnodennosti 7. Vpravo: primérna povrchova
teplota v bodé s maximdlni primérnou insolaci jako funkce vystfednosti e a rozestupu 7.

Charakteristickym rysem grafii zavislosti povrchové teploty na parametru 7 je jejich
symetrie podle osy 7 = 0, 5 7,,. Tato symetrie je zcela ocekdvatelnd, prihlédneme-li
k podobeé trajektorif substeldrniho bodu, zndzornénych na obrazku [2.5] Extrémy po-
vrchovych teplot i insolace naptiklad na planeté se specidlné zvolenym parametrem
7 =0, 37T, budou diky stejnému tvaru trajektorie zjevné shodné s extrémy odpovida-
jicimi planeté s 7 = 0, 7 T,1. RozloZeni insolace ¢i teploty ve jmenovanych piipadech
pak bude navzdjem bodové symetrické podle bodu (v, ¢p) = (5,0).

Parametr 7 ovliviiuje teplotu na uvaZzovanych mistech zpravidla v relativné malém
rozmezi n€kolika jednotek az desitek kelvint. JestliZe se planeta navic nachazi ve sta-
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vu vézané rotace (obrazek [2.9), zistdva jeji maximalni primérnd povrchové teplota
pro mirné az stiedni sklony rotacni osy 5 < 60° ke zménam 7 téméf netecnd a slabou
zévislost na sledovaném parametru je mozno zaznamenat az pti extrémnich hodnotich
B, kdy se teplota méni nejvyse o 15 K (pro S = 84°). Velice maly vliv ma orientace
rotacni osy také v pripadé vystfedné obézné drahy. Pfi konstantnim sklonu 3 = 30° a
konstantni excentricité se maximalni teplota méni se zvysujicim se parametrem 7 vZdy
o méné nez 5 K.

Pro planetu uchycenou ve spin-orbitalni resonanci 3:2 nabyvaji parametrické zavis-
losti povrchové teploty velice komplexni podoby (obrazek [2.10). Zv14sté napadné jsou
na grafu (3, 7) oblasti okolo 7 = 0, 2 7,1, (a obdobné kolem 7 = 0, 8 T¢,,1,), v nichZ na-
byva prumérnd teplota v bodé s nejvyssi stiedni insolaci svého maxima pfi libovolném
sklonu rota¢ni osy. Mezni hodnoty parametru 7, pfi nichZ budou maximalni primérné
teploty dosahovat svych extrémi, prirozené zavisi na vystfednosti drahy a odpovidaji
pripadiim, kdy rotacni osa planety sméfuje pravé ,.ke hvézdé®, ¢i naopak ,,0d hvézdy*.

V popsanych parametrickych studiich jsme v souladu s bakaldtskou praci posuzovali
zdvislost extrému primérnych teplot na sklonu rotaéni osy v celém oboru (0°,90°) a
na vystfednostech v oboru (0;0,5) pro spin-orbitdlni resonance 1:1 a 3:2. Zatimco
dlouhodobé udrzovani nenulové vystrednosti drahy i nenulového sklonu osy je ¢astecné
ocekavatelné v pripadé€ pritomnosti dalSich, velmi hmotnych téles ve studované pla-
netarni soustavé (Dobrovolskis, 2007, 2009), predpoklad uvedenych spin-orbitalnich
resonanci ¢inf pro realistické planety ¢4st prostoru parametrti nedosazitelnou. Jak velka
je tato Cast, zavisi na viskozité planety, jeji obéZzné period¢, a také na jeji permanentni
deformaci. Pro tplnost zde tedy ponechdavame vyfezy z prostoru parametrii v celém
zminéném rozsahu a vazbu mezi vystiednosti a rovnovaznou spin-orbitalni resonanci
pouze pripomindme.

2.5.2 Vyznam teplotni a hloubkové zavislosti p, c,, k

Pro posouzeni vlivu teplotni zdvislosti na periodické zmény povrchové teploty byl
stejn€ jako v predchézejicich ptipadech zvolen model C. Za povrchovy materidl ovSem
nyni povazujeme regolit, jehoZ tepelna setrvacnost je faddové niZsi nez setrvacnost
kompaktniho materidlu uvazovaného v predchdzejicim pododdile (viz obrazek [2.6).
Pribéh teplot vykreslujeme pro bod na rovniku planety uchycené ve spin-orbitdlni
resonanci 3:2 a s parametrem 7 = 0.

Vyvoj povrchové i podpovrchové teploty v pritbéhu deseti insolacnich period, béhem
kterych jiZ teplota nenf ovlivnéna pocate¢ni podminkou, je zndzornén na obrazku [2.11]
Horni graf zde odpovida piipadu hloubkové zavislé hustoty regolitu, teplotné zavislé
mérné tepelné kapacity a teplotné i hloubkové zavislé tepelné vodivosti. Spodni graf
naopak ukazuje pribéh teplot odpovidajici konstantnim termofyzikalnim parametriim,
které byly zvoleny jako ¢asovy i prostorovy prumér vlastnosti svrchnich 50 cm povrchu.
Hodnoty t&chto konstantnich veli¢in jsou p = 1621, 7Tkgm™3, ¢, = 923,4 JK 'kg ™1,
k=6,1-10"2Wm 'K™!, a pfislusnou charakteristickou hloubku lze tedy ur&it jako
Lepar = 20 cm. Pravé v hloubkach odpovidajicich ndsobkiim poloviny této charakteris-
tické délky veskeré priibéhy teplot vynasime.

UvaZeni hloubkové a teplotni zdvislosti materidlovych vlastnosti mé za nasledek



2. Povrchova teplota 69

800

700

600 |1

500 |

£ o400

S [kWm™2]

300 |
200 |-

JUUUUUUUUUL

I IS U S VO SO S SS SV S SO S SO SO S AP SO
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Insolac¢ni perioda

800 T T T T T T T 14
: ‘ - : : p, Cp, k =konst.

700
600

500 J;

T [K]

400 f

S [kWm™2]

300 [

200

100

0 -. ': Il :- : Il ': ': Il -: ': 1 :' : L E : Il .‘ -: 1 :' : | .: : Il .: : 0
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Insolaéni perioda

Obrazek 2.11: Vyvoj povrchové a podpovrchové teploty v pribéhu deseti insolaénich period. Planeta
z modelu C. Vykreslena je teplota na povrchu planety (Cervené) a ve hloubkdch 0, 5 L¢pay (ZIuté), 1 Lepar
(modfe) a 1,5 Lchar (zelené), Cernd teCkovand Cdra predstavuje zmény insolace. Na spodnim obrazku
jsou termofyzikdlni parametry povrchu p, c,, k povaZzovany za konstantni (viz text), kdeZto na obrdzku

hornim zavisi na hloubce i na teploté. Charakteristickd hloubka v tomto piikladé odpovida 20 cm.
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narust tepelné setrvacnosti s hloubkou a jeji periodické zmény v pribéhu insola¢niho
cyklu. Zatimco prvni jmenovany jev vede ke sniZzeni amplitudy oscilaci podpovrcho-
vych teplot a k celkovému ohféti hlubSich vrstev v porovnani s pfipadem vybranych
konstantnich parametrd, druhy z jevi ovliviiuje predevsSim nejvyssi a nejnizsi hodnoty
povrchové teploty. Ta je v okamZiku maximalniho osvétleni nepatrné vyssi neZ pro pii-
pad konstantnich parametra a na konci obdobi noci naopak az o 13 K nizsi. Podobné
srovnani povrchovych a podpovrchovych teplot je samoziejmé zavislé na hodnotach,
které zvolime za odpovidajici konstantni parametry, obrazek [2.11|ma proto spiSe jen
ilustrativni charakter.

2.5.3 Vyznam spin-orbitalnich resonanci

Ve vsech predchazejicich piikladech jsme explicitné predpokléadali, Ze planeta je
uchycena ve stavu spin-orbitdlni resonance 1:1 ¢i 3:2. Nyni od tohoto predpokladu
upustime, zaméiime se na obecnéjsi rozsah spin-orbitalnich pomérti (mezi resonancemi
5:2 a 1:1) a posoudime, nakolik konkrétni resonance ovliviiuji maximalni primérnou
porchovou teplotu na planetdch obihajicich po eliptické drdze. Pro tyto ti¢ely si zvolime
planetu z modelu B, jejiZ povrch bude pokryty regolitem popsanym v pododdile [2.2.3]
JelikoZ ma nase modelova planeta nulovy sklon rotacni osy, nachdzi se misto s nejvyssi
pramérnou teplotou vZdy na rovniku, stejné jako misto s nejvyssi primérnou insolaci.
Priméry v pfipad€ obecného poméru obézné a rotacni frekvence pocitaime v prib&hu
sta obéZnych period poté, co povrchova teplota prestane byt ovliviiovdna pocateni
podminkou.

Zavislost maximalni primérné teploty na spin-orbitalnim pomérlﬂ Q2/n pro pétici
rliznych vystfednosti drahy je zndzornéna na obrazku [2.12] JestliZe se planeta nachdzi
mimo spin-orbitdlni resonanci, jeji primérné teploty se po dostatecné dlouhé dobé
zjevné stavaji nezdvislymi na rychlosti rotace. Pokud ovSem dojde k zachytu planety
do resonantniho stavu, v némz je jeji rotacni frekvence celoCiselnym ndsobkem stiedni-
ho pohybu (resonance 1:1 ¢i 2:1), maximdlni priimérna povrchova teplota dramaticky
narustd. Nejvyrazn€j$i ndrdst je patrny v pripadé vazané rotace, kdy se nejvyssi tep-
lota na studované planeté zvySuje az o 100 K, pro vystfednéjsi drahy vSak nabyvaji
vyznamu i vyS$i celoCiselné resonance a vyznacnost stavu 1:1 mirné klesa. Co se tyce
,polociselnych* spin-orbitalnich resonanci, jejich vliv na maximalni primérnou teplotu
na planeté neni zdsadni (v pfipadé resonance 3:2 a vystfednosti e = 0, 4 vzroste maxi-
malni primérna teplota pii daném stiedovani o 5 K). Mirny vzrust ¢i pokles prumérné
povrchové teploty 1ze nalézt i pro slabsi spin-orbitdlni resonance, napfiklad 4:3, které
ovSem nejsou z hlediska slapové dynamiky stabilni.

Vyznam jednotlivych spin-orbitdlnich resonanci pro maximalni primérné teploty je
pochopitelny a souvisi s rozprostfenim zafivého toku od matetské hvézdy po povrchu
planety. JestliZe se planeta nachdzi ve stavu vdzané rotace, je v pripadé kruhové drihy
vécné osvétlena jen jedna jeji polokoule a nad nejteplejSim mistem se hvézda nachazi
po celou dobu obéhu. Pokud se vystfednost drahy zvysuje, hvézda se nad danym bodem
zacne ,.kolébat*, dochazi k libraci v planetopisné délce a dopadajici zéarivy tok je

4V této parametrické studii ménime pouze rotaéni frekvenci planety, nezabyvame se vyvojem drahy a
hlavni poloosu a drZime konstantni.
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Obrazek 2.12: Zavislost maximalni primérné povrchové teploty na spin-orbitdlnim poméru pro riizné
vystiednosti drahy. Planeta z modelu B. Vyrazny narGst teploty je asociovan s celoCiselnymi spin-
orbitdlnimi resonancemi 2:1 a 1:1.
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rozprostren po vetsi Casti planetarniho povrchu. Teplota nejteplejSiho bodu se tak mirné
sniZi, a toto sniZen{ je tim vyraznéjsi, ¢im vice se obéZn4d drdha odliSuje od kruznice.
Kromé vétsiho rozprostieni pfijimaného toku se navic na vystredné draze méni okamzZita
vzdalenost planety od hvézdy, coz taktéz vede ke sniZeni maximalni primérné teploty
oproti pfipadu kruhové drahy.

Na planetach o vyssich spin-orbitdlnich resonancich neexistuji oblasti vé¢ného dne
¢i vécné noci, dopadajici zarivy tok je tedy rozloZen po celém jejich povrchu a maximum
prumérnych teplot nedosahuje takovych hodnot jako pfi vazané rotaci. Pokud se planeta
nachazi na kruhové obézné draze, neexistuji na ni ani vyznacné body a primérna
teplota zlistava stejnd na celém rovniku — tento pfipad se pak neli$i od neresonantnich
stavd. S jinou situaci se setkdvame pfi uvaZeni vystfedné obéZné drahy. Tehdy se
v pripadé ,,poloCiselnych* resonanci (3:2, 5:2) na planeté nachazi dva vyznacné body a
v pripadé ,.celoCiselné* resonance (2:1, 3:1) jeden vyznacny bod, odpovidajici mistu,
které v okamziku prichodu planety periastrem leZi pravé pod hvézdou. Celkova energie,
kterou planeta na obéZné dridze se zvolenou excentricitou béhem svého obéhu (Ci
nekolika obéhil) prijme, je vSak prirozené nezdvisla na konkrétnim spin-orbitalnim
poméru, a primérnd teplota v jednom ze dvou stejné vyznaénych bodi na planeté
s resonanci 3:2 nebo 5:2 tak bude vzdy nizsi neZ prumérna teplota v jediném vyznacném
bodé€ na planeté s celoCiselnou resonanci.

Cim vy$3i je vystiednost drahy, tim vzristd také primérn4 teplota ve zminéném
vyznacném bod€. Vyssi celoCiselné spin-orbitdlni resonance tak ovliviiuji pfedevSim tep-
lotu na planetdch s velmi excentrickou drahou. Shrnuti maximdalnich primérnych teplot
v z4vislosti na vystfednosti a typu spin-orbitdln{ resonance poskytuje obrazek [2.13]
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Obrazek 2.13: Primérnd povrchové teplota v misté s nejvyssi stfedni insolaci jako funkce vystfednosti
ob&zné drahy e a spin-orbitdlniho poméru §2/n. Planeta z modelu B.
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2.5.4 Fotometrické krivky

Rozlozeni povrchové teploty i jeho casové zmény v prib&hu obézné periody zavisi
na velkém mnozstvi parametrti. Tato zavislost se promita také do souhrnného zarivého
toku, ktery od planety pfichazi ke vzdalenému pozorovateli. K ilustraci vlivu nékterych
veli¢in jsme proto pro obé modelové planety urcili pribéhy fotometrickych ktivek, ¢i
presnéji té jejich Casti, kterd odpovida tepelnému vyzarovéani povrchu. Pro podrobnéjsi
studii vSech podstatnych vlivii odkazujeme Ctenaie na ¢lanek [Selsis a kol.[ (2013).

Neni-li uvedeno jinak, v ptipadé obou modelovych planet pfedpoklddame, Ze povrch
planety je tvofen kompaktnim materidlem z pododdilu (p=2700kgm~3, ¢, =
800J K 'kg™!, k = 1Wm'K™!) a m4 tedy vysokou tepelnou setrvacnost, | =
1469,7J m~2K~'s~2. Priib¢h fotometrickych kiivek vykreslujeme pro vinovou délku
A = 10 pm a relativni tok odpovidajici termdlnimu vyzafovani planety ku toku z hvézdy,
D obs/ P}, o1 Uvddime specidlné pro pozorovatele, ktery se nachdzi v rovin€ ob&zné
drahy a pro néjz se planeta prochdzejici periastrem jevi byt pravé v novu. Rozestup
mezi prichodem planety periastrem a jarni rovnodennosti volime nulovy, vystiednost
drahy ovSem nenulovou, e = 0, 2. Veli¢inami, které jsme v prib¢hu studie ménili, jsou
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Obrazek 2.14: Zavislost ¢asového pribéhu fotometrickych kfivek na typu spin-orbitdlni resonance.
V hornim fadku je zndzornén priibéh relativniho toku @ ops/ @3 ops Pro planetu z modelu B, v dolnim
radku pro planetu z modelu C, v obou pripadech je vystfednost e = 0, 2, sklon rota¢ni osy § = 0° a
tepelnd vodivost K = 1 W m~'K~!. Kiivky vlevo odpovidaji ,.celo¢iselnym* spin-orbitdlnim resonancim
1:1 (tmave Cervend), 2:1 (Zlutd) a 3:1 (zelend), kiivky vpravo odpovidaji ,,polociselnym* resonancim 3:2
(oranZova) a 5:2 (tmaveé modra).
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spin-orbitdlni pomér, sklon rotacni osy a tepelnd vodivost povrchu.

Podoba fotometrickych kfivek pro riznou volbu spin-orbitalnich resonanci je vyne-
sena na obrazku [2.14} pro vétsi prehlednost rozdéleném na dvé dvojice grafii. Horni
dvojice odpovida planeté z modelu B a celoCiselnym, respektive polo¢iselnym resonan-
cim, dolni dvojice pak zndzortiuje totéZ pro planetu z modelu C. Znatelny rozdil mezi
obéma modely je zptisoben piedevsim rozdilnymi obé€Zznymi, a tudiz také insola¢nimi,
periodami: zatimco na pribéhu kfivky z modelu B, kde obéZna perioda ¢ini 36, 5 dne,
je vliv riznych spin-orbitdlnich poméria ihned patrny, kfivka z modelu C s obéZnou pe-
riodou 92, 4 dne nasleduje spiSe stiidani fazi planety (tok je nejvyssi v ,,ipliiku*). Diky
del$im obdobim s nulovou insolaci miize planeta z modelu C efektivnéji vychladnout, a
jeji povrchovd teplota tak vice odpovidd rovnovazné teploté (2.20).

Vyssi rotacni frekvence vede k rovnomérnéjSimu rozloZeni povrchovych teplot, tedy
k menSim amplituddm zmén relativniho toku. Na grafech pfislusejicich modelu B dile
vidime nékolik lokalnich maxim, kterd odpovidaji okamzikiim, kdy je k pozorovateli
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Obrazek 2.15: Zavislost ¢asového pribéhu fotometrickych kfivek na sklonu rotaéni osy 3. Vystiednost
drdhy je e = 0, 2, spin-orbitdlni resonance 3:2 a tepelna vodivost povrchu & = 1 W m~'K~!. Zndzortiu-
jeme pribéh relativntho toku @ ops/®3 1, Po dobu dvou obéhii pro sklony 0° (tmavé Cervend), 20°
(svétle Cervend), 40° (zlutd), 60° (tmavé modrd) a 80° (zelena). Nahore: model B, dole: model C.
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pootocCena ta polokoule planety, jez byla insolaci vystavena v okamziku priichodu
periastrem. V pripadé vdzané rotace na kruhové draze by jediné maximum nastdvalo
pravé v poloviné obézné periody. UvaZeni nenulové vystfednosti drahy ovSem vede
k libraci v planetopisné délce, béhem prichodu periastrem se proto prohiiva rozsdhlejsi
¢ast povrchu a prislusné maximum je tak zaznamenano krétce pred polovinou obéhu.
Na kiivkach modelu C tuto asymetrii pravé kvili delsim obdobim no¢niho chladnuti
nepozorujeme.

Vliv sklonu rotacni osy, zndzornény na obréazku [2.15] jsme studovali pro pfipad
spin-orbitdlni resonance 3:2, opét s nenulovou vystfednosti drdhy a s poloZenim 7 = 0.
Diky rovnomérnéj$imu prohfivani povrchu v disledku librace v planetopisné délce i
Sitce je 1 v tomto pripadée sledovéan pokles amplitudy variaci se zvySujicim se sklonem.
Vidime také, Ze pfi mensim sklonu rotacni osy dosahuje vykresleny relativni tok svého
maxima dfive, nez kdyZ je osa sklonéna vyraznéji.
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Obrazek 2.16: Zavislost casového pribéhu fotometrickych kiivek na tepelné vodivosti k. Vystfednost
drdhy je e = 0, 2, spin-orbitdlni resonance 3:2 a sklon rotacni osy 5 = 0°. Zndzorfiujeme pribéh
relativniho toku @ obs/ P} 1,5 Po dobu dvou ob&hi pro vodivosti £ = 0,01 W m K~ (tmavé Cervend),
E=0,1Wm 'K~ (svétle ervend), k = 1 Wm 'K~ Zlutd) a k = 10 Wm'K~! (tmavé modra).
Nahove: model B, dole: model C.
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Poslednim diskutovanym parametrem je tepelna vodivost povrchu, jejiz odraz v Ca-
sovém prubehu fotometrickych kfivek ukazuje obrazek Také zde predpoklada-
me spin-orbitdlni resonanci 3:2 a nulovy sklon rota¢ni osy. Nizk4 tepelna vodivost
(k = 0,01 Wm K™, tmavé& Cervend kiivka), a z ni vyplyvajici nizk4 tepelna setrvac-
nost povrchu, mé za nasledek takové rozlozeni povrchové teploty, které je dano z nejvétsi
miry okamZitym rozloZenim insolace. Vysoka tepelnd vodivost (k = 10 Wm1K™!,
tmavé modra kiivka) naopak podtrhuje vliv rotace planety, lokdlni maxima odpovi-
dajici okamzikiim, kdy se k pozorovateli natd¢i polokoule ohfivand v periastru, jsou
zde mnohem zietelnéjsi. Vyssi tepelnd setrvacnost téZ oCekdvatelné vede k mensim
amplituddm zmén relativniho toku a k vy$§imu infraCervenému vyzarovani neosvétlené
polokoule pozorovanému v okamzZiku novu, tedy v naSem piipad¢€ na pocatku kazdé
obézné periody.

Pokud okamzitou teplotu celého planetarniho povrchu aproximujeme jeji primérnou
hodnotou 77,, miiZeme pomér 6 monochromatického toku od tepelné vyzatujici planety k
monochromatickému toku pfichdzejicimu na téze vinové délce (10 pm) od jeji matetské
hvézdy vyjadrit jako (Wright a Gaudi, 2012

2
_ (™ B\(T})

kde v therm j€ termdlni fazova kfivka, dana skuteCnym lateralnim rozloZenim povrchové
teploty. Uvedeny vztah ndm fik4, Ze relativni tok od planety, veli¢ina vyndsend na vSech
predchazejicich obréazcich, je tim vyssi, ¢im niZsi je polomér a souvisejici efektivni
teplota hvézdy. V modelové soustavé B se setkdvame s pomérné malo hmotnou hvézdou
hlavni posloupnosti, kterd ma tudiZ 1 mensi polomér a povrchovou teplotu nez exo-
Slunce z modelu C (viz vztahy (2.8) a (2.9)). Tento rozdil mezi matefskymi hvézdami
také vysvétluje, proC je v naSich ilustracich relativni tok od chladnéjsi planety z modelu
B (maximalni primérna teplota cca 100 az 200 K) srovnatelny, anebo dokonce vyssi
nez relativni tok od planety z modelu C, jez dosahuje povrchovych teplot kolem 600 az
700 K.

Pomér monochromatickych tokti od hvézdy a od planety je v pfipadé obou mo-
delovych systémi velice nizky, nejvyse v fadu jednotek ppm. Webbtiv dalekohled,
konkrétné jeho ptistroj MIRI, urceny pro spektroskopii i pfimé zobrazeni v infralerve-
né oblasti mezi 5 a 28, 3 um, pravdépodobné nebude schopen detekovat variace toku
niz$i nez 10 ppm (Maurin a kol., 2012). RozliSitelnymi by ovSem mohly byt termalni
fotometrické krivky pfislusejici rozmérn€jSim exo-Zemim nachdzejicim se na krat-
koperiodickych drahdch okolo chladnéjSich hvézd, zvlasté, pokud je povrch téchto
planet tvofen kompaktnim materidlem. Podobnou modelovou soustavu studoval ve
svém Clanku Selsis a kol.|(2013)) a nachézel relativni toky v fadu desitek aZ stovek ppm.
Inverze fotometrickych ktivek horkych kratkoperiodickych exoplanet by diky moznosti
urcen{ spin-orbitalnich resonanci ¢i skloni rotacni osy mohla v budoucnu pfispét také k
ovéreni predpovédi slapovych teorii.



Zaver

V diplomové praci jsme se zabyvali dvéma tématy souvisejicimi s dlouhodobym
vyvojem terestrickych exoplanet bez atmosféry. Prvnim z téchto témat byl slapovy vyvoj
obézné drihy a rotacni frekvence, druhym tématem pak byla parametricka zavislost
povrchové teploty, studovand s vyuzitim zpfesnéného numerického modelu pro fesSeni
rovnice vedeni tepla. V obou kapitoldch jsme se sezndmili se souvisejicimi teoretickymi
zaklady, predstavili ¢i pripomnéli vlastni vypocetni schéma a diskutovali nékteré jeho
vysledky, ilustrované na tfech modelovych soustavdch obsahujicich hvézdu a jedinou —
terestrickou — planetu. Vyznamny jev, kterému jsme se vénovali v souvislosti s obéma
tématy, predstavuji spin-orbitdlni resonance.

Reakce planety na slapové zatéZovani byla popisovana pomoci Maxwellovy visko-
elastické reologie. Tento pfistup je odliSny od tradicnich slapovych teorii, které pred-
pokladaji konstantni asovy ¢i fazovy rozestup mezi prichodem slapotvorného télesa
nad urCitym mistem na planeté a zdvizenim slapové vyduté, proto také predpovida
odlisné stabilni rotacni stavy. Zatimco jednim z vysledku tradi¢nich teorif je uchyceni
sféricky symetrické planety na vystiedné draze vyhradné do stavli pseudo-synchronni
rotace, uvazeni Maxwellovy reologie vede k samovolnému vzniku spin-orbitdlnich
resonanci, aniZ by bylo nutné predpoklddat permanentni deformaci planety. V zédvislosti
na frekvenci slapového zatéZovani, efektivni viskozité a modulu torse planetarniho plas-
té jsou spin-orbitdlni resonance rizné vyrazné (dochazi tedy i k uchyceni do ,,pseudo-
resonantni‘ rotace, kterd je blizka, avSak nikoliv rovnd nékteré z resonanci) a lisi se
také rozmezi vystiednosti, pfi nichZ je dany spin-orbitdlni pomér stabilni. V limitnich
pfipadech, kdy 1ze odezvu planety povazovat za viskdzni ¢i elastickou, je slapovy vyvoj
dobie popsan modelem s konstantnim ¢asovym rozestupem a stabilnim stavem tehdy
skute¢né byva pseudo-synchronni rotace.

Stabilita spin-orbitalnich resonanci ¢i naopak pseudo-synchronnich stavi pfi zada-
nych excentricitdch souvisi s lokdlnimi minimy disipace mechanické energie, a tedy
slapového zahiivani. Planeta, ktera je jiZ na pocatku svého slapového vyvoje uchycena
do nékterého ze stabilnich stavili, v ném také zpravidla setrva, neni-li vystiednost jeji
drdhy vnéjSimi vlivy podstatné zménéna. V prvni kapitole jsme tuto skutecnost ilustrova-
li specidlnimi piipady spin-orbitdlni resonance 1:1 ¢i 3:2. Pro planetu na kruhové draze
je jedinym stabilnim spin-orbitdlnim pomérem vézan4 rotace, pokud vSak uvazujeme
drahy vystiednéjsi, existuje stabilnich stavii nékolik. Do kterého z nich je planeta béhem
svého vyvoje uzamcena pritom zavisi na jeji pocateCni rotacni frekvenci.

Ve druhé kapitole jsme kromé zhodnoceni vlivu doplnénych zpresnéni bakalarské
prace diskutovali také vliv spin-orbitdlnich resonanci na maximalni primérnou teplotu
planetdrniho povrchu. V modelové soustavé vedlo uchyceni do stavu vdzané rotace
ke zvyseni této teploty az o sto kelvind, v pripadé vystfednych drah se ukdzaly byt
podstatnymi také vyssi celoCiselné resonance 2:1 a 3:1, které mély za ndsledek zvySeni
teploty o n€kolik desitek kelvinti. Sledovany nartist maximalni primérné teploty je
projevem zmény v rozlozeni insolace. Zatimco mimo resonantni stavy je kazda rovno-
bézka osvétlovana z dlouhodobého hlediska rovnomérné (primérna insolace nezavisi
na planetopisné délce), pri uzamceni do spin-orbitdlni resonance vznikaji na povrchu
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planety vyznaénd mista, nad nimiZ se matefskd hvézda nachazi pravé v okamziku
prichodu planety periastrem. V piipadé celociselnych resonanci je takové misto jediné.

Rotacni frekvence planety, stejné jako sklon jeji rotacni osy, sice patii mezi veliCiny,
které v soucasné dobé neni mozné detekovat, informace o obou veli¢inach je ovSem
obsazena v souhrnném tepelném vyzafovani povrchu a odrdZi se ve tvaru infraCerve-
nych fotometrickych kfivek, zvlasté pokud je planeta kratkoperiodickd, obiha okolo
relativné chladné hvézdy a jeji povrch mé vysokou tepelnou setrvacnost. Nade€ji na de-
tekci tepelného vyzarovani nékterych terestrickych exoplanet poskytuje planovand mise
Vesmirného dalekohledu Jamese Webba.

Pfi implementaci numerického schématu pro slapovy vyvoj obéZné drahy max-
wellovského télesa jsme pouZili nékolik zjednodusSeni. V evolucni rovnici pro rotaéni
frekvenci jsme neuvazovali Clen odpovidajici vyvoji momentu setrvacnosti .J, ., ackoliv
je jeho velikost (v piipadé Zemé) srovnatelna se ¢lenem odpovidajicim vyvoji rotacni
frekvence €,.;. Obdobné jsme predpokladali, Ze hlavni poloosa ani vystiednost drdhy se
v pribéhu padesati ¢i sta obéhid podstatné neméni a miZeme je po tuto dobu povazovat
za konstantni. Jednim z disledkt naSich zjednoduseni jsou oscilace vysledné rotacni
frekvence kolem rovnovazné polohy. Tyto oscilace nemaji fyzikdlni povahu, jejich
rozsah je zavisly na dobé stiedovani i na délce casového kroku, ani pfi vyrazném
sniZzeni ¢asového kroku ovSem nevymizi. Pfedstaveny numericky model umoznuje
studovat i dlouhodoby vyvoj tvaru obézné dréhy, tedy jeji hlavni poloosy a vystfednosti,
tomuto tématu se v§ak budeme moci vénovat az po zpfesnéni konkrétni implementace.
Pfi studiu slapového vyvoje rotacni frekvence redlnych planet je tfeba uvazit také
frekvencni zavislost efektivni viskozity (Béhounkova a kol., 2013)).

Vedle doplnéni zminénych Casovych zdvislosti a realistické vazby mezi efektivni a
,dlouhoperiodickou* viskozitou planujeme nase vysledky dale porovnat s literaturou
vénovanou analytickému popisu slapového vyvoje viskoelastickych téles, jako je napfi-
klad nedavny c¢lanek Correia a kol.| (2014). Jednim z vysledki prezentovanych v tomto
Clanku, ktery bude mozné ke srovnéni vyuZit, je zavislost stabilnich spin-orbitdlnich
poméri na frekvenci slapového buzeni a Maxwellové Casu, a rovnéz prehled kritickych
excentricit, pfi nichZ jsou vySsi spin-orbitdlni resonance udrZitelné. Kvalitativné se
nase vysledky s predpovéd’ mi analytické studie shoduji: v nizkofrekvencnim pfiblizeni
jsou stabilni rotacni stavy dobfe popsdny modelem s konstantnim ¢asovym rozestupem,
pri zvySovani frekvence slapového buzeni dochazi postupné k vyskytu stabilnich stavii
blizkych resonancim a pfi nejvyssich v ¢lanku uvazovanych frekvencich konecné i
k uchyceni do samotnych spin-orbitdlnich resonanci.

Vyhodou numerického vypoctu slapového vyvoje je moznost zahrnout heterogenni
rozloZeni viskozity planetdrniho plasté a studovat tak napiiklad soubézny vyvoj vnitini
struktury a obézné drahy. RozloZeni viskozity mize byt v pfipad¢ vazané rotace ovliv-
néno vyssi teplotou — a tedy niZsi viskozitou — té polokoule, ktera je po celou dobu
obéhu orientovdna smérem ke hvézde, v obecném pripadé se viskozitni struktura plasté
méni v disledku plast ové konvekcee, jez je pro kratkoperiodické planety navic silné
ovlivnéna slapovym zahfivanim (Behounkova a kol., [2010). Model slapového vyvoje
obézné drihy i1 zpfesnény program pro vypocet povrchové teploty, jeZ byly pfedstaveny
v této praci, mohou byt pro podobnou studii déle vyuZity.



A. Kauluv rozvoj slapového potencialu

V nésledujicim textu se omezime na vyjadfeni slapotvorného potencidlu {/ na stupni
j = 2 a potencidl budeme rozvijet v souladu s postupem uvedenym v ¢lancich Kaula
(1961) a|Kaulal (1964) jako

oo ] J 0o
Ulrp, Uy, pp) = Z Z Z Z Ujmpq,

kde
Ujmpg = =~ (a—i> m@ = Oom) Pjm(cos Up) Fjmp (i) Gjpg(€”) X
j—m sudé
COS " N
X . {ijpq_m(gpp"'e )}7
— Sin
J—m liché

Vyznam pfitomnych veli¢in je vyloZen v prvni kapitole, zde jen pfipomenime, Ze
Fimp(i*) znali funkce inklinace (Ci pfesnéji sinu inklinace) a G;,,(e*) jsou funkce
excentricity. Za predpokladu nulového sklonu rotacni osy zustavaji v rozvoji do stupné
2 nenulovymi pouze ty funkce inklinace, jejichZ indexy (j, m, p) jsou rovny (2,0, 1)
nebo (2,2,0). Meze pro index ¢ volime podle pozadované presnosti v excentricité.
V tabulce, kterou uvadi Kaulal (1964, str. 664), 1ze nalézt polynomy Gs,,, rozvinuté
do fadu 2 ve vystiednosti, zde pro doplnéni uvadime 1 nékteré dalsi funkce excentricity,
které ndm umozni provést rozvoj Kaulova potencidlu s presnosti do fddu 4. Funkce
byly nalezeny s pomoci tabulek Cayley (1861)), hvézdicku nad e* z praktickych dtvodi
vynechdvame.

Goo—q = 2—1464 Gol_4 = I—Ze4

G203 = 4_1863 Go1_3 = %e?’

Ga—2 =10 Go1_9 = 262 + 264
Gao-1 = —%e + 1—1663 Go1o1 = ge + %63
Gago = 1 — §62 + Ee4 Goro =1+ §e2 + E64

2 16 2 8
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Goo1 = ge - %63 Go1n = ge + i—ge
G202 = 1?762 B %64 Go12 = 262 + 264
Gaos = %63 Go13 = %e
Gaoa = %64 Goia = I—ge

Kaula (1964) vyjadfuje slapotvorny potencidl v pojmech pridruzenych Legendreo-
vych polynomi, v zdjmu souladu s programem Andy4 zde vSak budeme uZivat sféric-
kych harmonickych funkci. Po dosazeni pfisluSnych funkci excentricity a inklinace a
uvazeni n? = 9M: /43 1ze celkovy potencial na povrchu planety zapsat jako

U(rp, Up, pp) = Z(u201q + Uaoog) = BooYao + BaaYos + Ba_2Ys o = (A.1)
q

= ByoYoo + Re{ By }Re{Yas + Yo o} + Im{Boo }Im{Yos — Y5 5} =

5 1 5 1 5 .
= Bao\/ —"Pao + Re{Baa} =1/ —Pas cos(2¢) — Im{ng}—\/ —Pay sin(2¢p) ,
47 2V o6r 2V 6r

s koeficienty
T 9 2 L,
Byg = — gn ry |1+ 3ecosnt + 56 (3 + 9(:082nt)+
+ —¢3 (27 cosnt + 53 cos 3nt) +

+

| — OO —

1
64(25 + 7 cos2nt + g cos 4nt)}

3 1
Re{Bg} = %nzr}%{ cos (Q(n - Qrot)t) + ¢ [7 cos(3n — 2004 )t—

— cos(n — QQrot)t] +

1
5 [17 cos (2(2n — Qrot)t) — 5cos (2(n = th)t)] +
1
+ I6° el {g cos(n + 2Q,00)t + cos(n — 20,0t — 123 cos(3n — 2Qy01 ) t+

845
+ 3 cos(bn — QQrot)t] +
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+ %64 {% cOS (Q(n + Qrot)t) + g cOS (Q(n — Qrot)t) — % cOS (2(2n — Qrot)t)+

533

+7;aﬁ@@n—9mﬁﬁ}

3 . 1 .
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— sin(n — Qth)tl +

1
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4
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1 1 13 115
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+ % sin (2(3n — Qrot)t)} }
Obdobné pro Kaulliv rozvoj slapové sily na povrchu planety mtizeme psat
i (rp, Up, 0p) = A20Y 30 + Re{Az}Re{ Yoy + Y5 o} + Im{ Az} Im{ Y5 — Y5 o},
s koeficienty

1
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1
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1 1
i {5 €oS(n + 280t )t + coS(n — 2ot )t — 123 cos(3n — 200t )1+
4
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1 1 13 115
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Prehled pouzitého znaceni

Univerzalni konstanty

g Newtonova gravita¢ni konstanta
osp Stefanova-Boltzmannova konstanta
h Planckova konstanta

c rychlost svétla

kg Boltzmannova konstanta

Materska hvézda

M, hmotnost hvézdy
R, polomér hvézdy
L. zarivy vykon hvézdy

Modelova planeta

m hmotnost planety

Tpy Tsurf polomér planety

ToC, TCMB polomér vnéjsiho jadra

rIC polomér vnitfniho jadra

oM hustota plasté

POC hustota vnéj$iho jadra

te hustota vnitiniho jadra

Gsurt stfedni tthové zrychleni na povrchu
JOMB stfedni tthové zrychleni na CMB
n efektivni viskozita

m efektivni modul torse

™ Maxwelluv Cas

T tensor setrvacnosti
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Qrot

to

S

rotacéni frekvence

Keplerovy elementy

hlavni poloosa
vystfednost

inklinace

délka vystupného uzlu
argument pericentra

okamzik priichodu pericentrem

Charakterizace obéhu

okamZzitd vzdédlenost hvézdy a planety
stredni pohyb (obé&zna frekvence)
obézna perioda

stfedni anomalie

excentrickd anomalie

prava anomalie

parametr elipsy

celkovy moment hybnosti soustavy hvézda-planeta

Poruchovy pocet a slapové teorie

poruchova sila

sloZzky poruchové sily v kartézskych soutadnicich
poruchovy potenciél

poruchova funkce

zenitové vzdélenost hvézdy

hvézdny Cas

slapotvorny potencial
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Osurf, OCMB
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P
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dodatkovy potencidl
geometricky rozestup
casovy rozestup
fazovy rozestup
faktor kvality

Kaulovy funkce inklinace a vystfednosti

Deformace planety

slapova sila

odstrediva sila

self-gravitace

celkovd budici sila

odstfedivy potencidl

vektor posunuti

radialni slozka vektoru posunuti
prirastek tlaku

deviator prirastkového tensoru napéti
plosna hustota na povrchu ¢i CMB
primérny vykon slapového zahiivani na jednotku objemu

celkovy primérny vykon slapového zahiivani
Povrchova teplota

teplota

lokélni rovnovazna teplota
insolace

extrasolarni konstanta
albedo

emisivita
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k tepelnd vodivost
Cp meérnd tepelnd kapacita za konstantniho tlaku
p hustota povrchového materidlu
1 tepelnd setrvacnost
Hiy objemové zahiivani
Lehar charakteristickd hloubka
h vySka hvézdy nad obzorem
I6; sklon rotacni osy
w délka periastra
- casovd prodleva mezi prichodem planety periastrem a jarni
rovnodennosti
Tepelné vyzarovani povrchu
D, monochromaticky tok
T\ monochromatickd intensita
B\(T) Planckova funkce
) pomér toku od planety ku toku od hvézdy
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