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Abstrakt:

Diplomova préce se tyka studia konvekce kartézskych modelu ve dvou a tfech di-
menzich. Konkrétné se vénuje systematickému sledovani kritickych Rayleighovych
¢isel v zavislosti na geometrii, modelu viskozity ¢i funkénich zavislostech dalsich
parametru. V modelech se uvazuje vrstevnata viskozita a konstantni, nebo tep-
lotné a s hloubkou zavislé parametry teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti.
Systém byl popsan bezrozmérnou klasickou Boussinesqovou aproximaci. Cést
prace je vénovana aplikaci maticové metody pro feseni prislusné Stokesovy tlohy
a soucasnému pouziti Eulerovy metody pro feseni termdlni rovnice. Samotné
vypocty pak byly provadény v prostredi komercéniho software Comsol, a tedy po-
moci konecnych prvki. Bylo ukdzano, ze dominantni vliv na kriticka Rayleighova
¢isla ma model viskozity (s rostouci viskozitou narustaji i kritickd Rayleighova
¢isla), déle velmi zasadni vliv mé také geometrie (vétsi rozmeér a dimenze geome-
trie snizuje kritickd Rayleighova ¢isla). Pritomnost funkénich zavislosti teplotni
roztaznosti a tepelné vodivosti vede také ke snizeni kritickych Rayleighovych ¢isel.
Na modelu s parametry viskozity a teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti blizici
se Zemi pak bylo ukazano rozvrstveni systému a vznik vyssiho teplotniho gradi-
entu na hranicich téchto vrstev. Na zavér byl ur¢en charakter Sumu, generovany
casovym prubéhem Nusseltova cisla pro chaotické rezimy, jenz byl dale ovéren
pomoci experimentu.

Klicova slova: viskozita, tepelna vodivost a teplotni roztaznost zemského plasté;
rezimy termélni konvekce
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Abstract:

This thesis concerns the study of convection in Cartesian models in two and
three dimensions. Specifically, it deals with the systematic monitoring of critical
Rayleigh numbers based on the geometry model, on the functional dependence
of the viscosity or of other parameters. Models has been created with layered
viscosity and constant or temperature- and depth- dependent parameters (ther-
mal expansion and conductivity). The system has been described by conventional
dimensionless Boussinesq approximation. Part of the work is devoted to the ap-
plication of matrix method for solving the appropriate Stokes flow and use of
Euler’s method for solving the thermal equation. The actual calculations were
then performed in an environment of commercial software Comsol and thus by
using the finite element method. It was shown that the dominant influence on the
critical Rayleigh numbers has a viscosity model (with increasing viscosity the cri-
tical Rayleigh numbers increase), other important parameter is system’s geometry
(larger size and dimension of the geometry reduce the critical Rayleigh number).
The presence of functional dependencies of thermal expansion and conductivity
led to further reduction of the critical Rayleigh numbers. The stratification and
layering of the system as well as the development of higher temperature gradi-
ent on the borders of these layers was shown on the model approximating Farth
through its model parameters of viscosity, thermal expansion, and thermal con-
ductivity. Next, a nature of the noise generated by time-development of Nusselt
number for chaotic regime was determined and confirmed by experiment.

Keywords: viscosity, thermal conductivity and thermal expansivity of the Earth’s
mantle, thermal convection regimes
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Uvod

Poznavani prostredi, ve kterém zijeme, patii k lidstvu jiz od nejstarsich dob.
Nejsnaze muzeme poznavat prostiedi zvlasté na povrchu Zemé, tedy jeji at-
mosféru i nejsvrchnéjsi ¢asti zemského télesa. AvsSak jevy, probihajici skryté v
zemském nitru, nemuzeme na rozdil od jevu probihajicich na povrchu podrobit
piimému zkouméani ¢i méreni. V mnoha bodech nasi soucasné predstavy o déjich v
Zemi probihajicich existuje mnoha nejednoznacnost. Nezname presné parametry
materialt, nezndme presné teploty ¢i tlaky, nezname ani presné chemické slozeni.
O dalsi poznéani zemského télesa jako celku a odstranéni téchto nejednoznacnosti
usiluje predevsim geofyzika - snazi se nahlédnout neptimo do zemskych hlubin
a navrhnout modely, jez by ji mohly nejlépe odpovidat. Syntézou meteni a mo-
delovani pak muzeme ¢init pokroky v poznani Zemé i jejich vnitinich pochodu;
casto vSak fesime obracené ulohy s mnoha neznamymi ¢i ilohy Spatné podminéné,
coz presnost vysledku nadédle omezuje.

Véda se o vyse nastinéné otazky v modernim slova smyslu zacala zabyvat tepr-
ve nedavno. Az koncem 19. stoleti vzniké seismologie jako samostatny védni obor,
obor klicovy pro poznavani zemského nitra. Meznikem budiz prvni instrumentalni
meéteni zemétieseni z roku 1889 v Postupimi. Na to navazuje v roce 1906 objev
zemského jadra R. Oldhamem na zékladé studia seismickych vin. S po¢atkem 20.
stoleti se také rodi myslenky o deskové tektonice, zazehnuté predstavou konti-
nentélntho driftu. Tu v roce 1912 publikoval A. Wegener. Pochody v nitru Zemé
se tak ve 20. stoleti dostaly do popfedi zdjmu vyzkumu. Ten se ale zpocatku
orientoval vice na seismicitu Zemé. Myslenka termalni konvekce v plasti se sta-
la béznou soucasti ivah o Zemi teprve pred par desitkami let, a pfitom dodnes
mame pro konvekci jen nepiimé dikazy: pozorujeme fyzikalné zajimavou struktu-
ru Zemé diky seismické tomografii a termélni konvekci pripisujeme také pohyby
litosférickych desek.

Geofyzikalni vyzkum i teorie se pokousi dané informace sjednotit do stabilntho
a co nejveérnéjsiho modelu déju v Zemi, které nam pomohou pochopit jeji historii a
zemské pochody. Jednim z néstroju je i numerické modelovani termélni konvekce,
které pak muzeme srovnavat s obrazem plasté ziskanym tomografii a zpresnovat
paramatery modelu tak, aby skutec¢nosti co nejlépe odpovidal. Numerickému mo-
delovani termélni konvekce se vénuje i ma diplomova prace.

Chovani konvektujiciho systému je zavislé na mnozstvi parametru, vétsinu z
nich zndme pro Zemi jen priblizné, v nékterych ptipadech jen jako fadové odha-
dy (napft. viskozitu). Préce je zaméfena na analyzu chovani spiSe jednoduchych
systému v zavislosti na geometrii a obecné fuknéni zavislosti tepelné vodivosti
a teplotni roztaznosti. Rada bych tim odpovédéla na nasledujici otazky: jaka je
spojitost mezi prechody do jednotlivych konvekénich rezimu systému s variaci ¢
absenci funkcnich zavislosti tepelné vodivosti a teplotni roztaznosti? Jak se tyto
vztahy zméni, bude-li systém charakterizovan i proménnou viskozitou? Jsou tyto
vztahy alespon do jisté miry invariantni vuci geometrii systému?

Chteéla bych poskytnout sirsi studii tohoto problému, a umoznit tak i pripadnou
spojitost s jevy v zemském ¢i jiném télese. Ackoliv byly jednoduché kartézské geo-
metrie jiz tolikrat studovany, rada bych ukazala primé souvislosti mezi geometrii,
viskozitou a dalsimi parametry a mezi prechody konvektujicitho systému do jed-



notlivych rezimu, déle nalézt mozné obecnéjsi dusledky, které by z toho mohly
plynout. Svou snahu jsem zaméfila i na vyvinuti dostatecné rychlé numerické
metody, jez by dostatecné Sirokou studii umoznila.

Réada bych také numerické vypocty alespon v nékterych ohledech doplnila
experimentem, ktery by mohl vysledky numerickych vypoctu potvrdit ¢i doplnit.



1. Vrstevnaty model termalni
konvekce v zemském plasti

Diplomova prace se zaméruje na systematické zkoumani zakladnich rezimu
termalni konvekce s obecné teplotné a hloubkové zavislymi materidlovymi ve-
licinami (tepelné vodivosti a teplotni roztaznosti) v kartézské geometrii. Nize
predstaveny model pracuje s po vrstvach konstantnimi viskozitami, model je zob-
razen 2D ¢i 3D boxem s podminkami nulové rychlosti na hranicich, s pevnou tep-
lotou na horni a spodni hranici a nulovym tepelnym tokem pies vertikalni stény.
Nésleduje podrobnéjsi definice fesené tlohy.

1.1 Definice problému

Problém je popsan soustavou rovnic sestavajici ze Stokesova teceni a termélni
rovnice v Boussinesqové klasické aproximaci. Systém je popsan v bezrozmérnych
veli¢inach.

V modelu jsou stanoveny prubéhy tepelné roztaznosti a difuzivity zavislé pou-
ze na soutadnici z a teploté T jako

a(T, z) = a(T, z)ag (1.1)

K(T, z) = k(T z)Ko. (1.2)

Teplota je funkei vsech soutadnic, T = T (z, vy, 2).

Modelovani termalni konvekce je provadéno v kartézské oblasti o rozmérech
(X, Z) ve 2D piipadeé a (X, X, Z) v pripadé feseni ve 3D. Oblast je déle rozdélena
do N suboblasti, vrstev, jez maji danou tloustku h,;. V kazdé vrstvé je déle de-
finovana viskozita n;. Pro cely model je stanoveno globalni Rayleighovo ¢islo Ra
jako

D3AT
Ra = 2090 =24 (1.3)
KaoTjo

kde ag znaci referencni tepelnou roztaznost, gy referenéni tihové zrychleni, D
charakteristicky rozmér (tloustku plasté, tedy vysku oblasti Z), AT rozdil teploty
na dné (z = 0) a na povrchu (z = z,), Ko referencni tepelnou difuzivitu a 7
referencni viskozitu. Rayleighovo ¢islo je tak definovano jak pro modely s funkéné
zavislou tepelnou vodivosti a roztaznosti, viz definice v predchozim odstavci, tak
pro modely s vrstevnatou viskozitou, v nichz je hodnota 1y stanovena vzdy na
o = 1.

Dulezitou charakteristikou studovaného systému je také Nusseltovo ¢islo, které
udava pomér tepelného toku horni hranici oblasti daného modelu vuci tepelnému
toku touto oblasti, jenz odpovida pouze kondukéni ¢édsti tohoto celkového toku:

Gkond




Stokesovo teceni ve vrstvé s konstantni viskozitou je predstaveno soustavou
dvou rovnic:

V-7=0 (1.5)
— VII + nA7 = —aRaOe€; (1.6)

kde v predstavuje vektor rychlosti proudéni, II tlak, Ra Rayleighovo ¢islo, viz
vztah [I.3] €, jednotkovy vektor ve sméru osy z a © teplotni odchylku 7' — T, od
referencni teploty Tp.

Uzivana termalni rovnice dale v klasické Boussinesqové aproximaci pro piipad
proménné tepelné difuzitvity zni:

%_C;) =V (RVO) — #(0) - VO — #©) - VT, (1.7)
T=0 z=z
N-t& vrstva
; =)
s 2=z
A !
1. vrstva ", <
an A z=0
T=1

Obréazek 1.1: Vrstevnaty model

Problém je definovan na kartézské siti. Pocatecni rozlozeni teplot predstavuje
pocateéni podminku na konvektujici systém, ktery je popsan v ramci klasické
Boussinesqovy aproximace.

Referenéni bezrozmérna teplota Ty, = 1 — z a teplotni odchylka © je na spodni
a svrchni hranici fixovana na nulové hodnoté. Z toho vyplyvé, ze v dalsim textu
uzivana veli¢ina teploty 7" mé na spodni hranici hodnotu 1 a na horni hranici
hodnotu 0. Na vertikalnich hranicich je pfedepsan nulovy tepelny tok. Na vsech
vnéjsich hranicich je pfi numerickych vypoctech predepsana podminka nulové
rychlosti, v navrhu numerické metody v kap. 2 je vSak v horizontalnim sméru
uvazovan volny prokluz, nebot tato okrajovd podminka lépe popisuje situaci v
zemském plasti. Na vnitinich rozhranich plati spojitost rychlosti a plosnych sil
na né pusobicich, déle teploty a tepelného toku.



2. Navrh numerické metody na
reseni problému

Problém predstaveny v predchozi kapitole je mozné tesit vicero numerickymi
pristupy. V néasledujicim textu bych rada ptredstavila vlastni metodu pro reseni
Stokesovy tlohy (rovnice a , jiz jsem spocitala na navrh vedouciho diplo-
mové prace. Tato metoda by dovolila uziti rychlych Fourierovych transformaci a
tim i mozné celkové snizeni vypoctového casu, kterého by bylo mozné dosdhnout
i moznou paralelizaci problému. Fourierova transformace by byla vhodnou apli-
kaci pro vypocet na GPU, coz by vedlo k dalsimu zkraceni vypoctového casu,
a to diky nepomeérné rychlejsimu vypoctu a nizkému objemu kopirovanych dat
z CPU na GPU a zpét. Termalni rovnici je pak vzhledem k povaze rovni-
ce mozno spocitat jiz pomoci Eulerovy metody, s predpfipravenim pravé strany
rovnice Fourierovou transformaci v predchozim kroku spolu s fesenim Stokesova
proudeéni.

2.1 Aplikace maticové metody na Stokesovo proudéni
Nyni se zabyvejme situaci ve fixnim case t. Budeme tedy fesit pouze soustavu

rovnic a (L.6).

Provedme Fourierovu transformaci danych proménnych II, o, ©, zadanych v
kartézském souradném systému jako II, 7,0 = I1, ¥, ©(x, y, z), pres smérovy vek-
tor 7 = (z,y) dle predpisu (s predstavuje dané funkce vyse):

F(s(z,y, 7)) = % /_ Z /_ Zs(ﬁ e (2.1)

Pak rovnice (1.5)) a (1.6) muzeme piepsat do nésledujiciho tvaru:

iX- o+ a;; ~0 (2.2)
. 9%\ -
ol o? .

kde rovnice (2.3)) a (2.4)) znaci po transformaci jesté rozpis rovnice (1.6)) do slozek.
Abychom se vyhnuli co mozna nejvice problému s pozdéji vystupujicim z v (2.2)),

postupujme od rovnice (2.3)).

D S

IT =in\- vy —ino, ’vh Uy (2.5)
o oo X
5 = MO\ - Uy — zn@zzzﬁ Uy, (2.6)



Rovnice (2.4) ma tvar

I S, Ra -
— QX 0.0 + %amA oy — N2, 4 D0, = — B (2.7)
Ui
Z rovnice (2.2) dale vime, ze
iX- Dy = —0,0.. (2.8)
Tedy dosazenim do ([2.7)) ziskame
N Ra .
B,an, — 20200, + Mo, = 208, (2.9)
n
Reseni takové rovnice je mozné napsat jako
Uy, =0y + Uy p (2.10)

Budeme tedy hledat nejprve feseni homogenni rovnice v exponencialnim tvaru.
K této linearni ODR ptislusici charakteristicky polynom a homogenni feSeni je
(zapiSeme jiz ve formé vrstvy, kde z; znaci rozhrani)

kY= 2X2k2 4+ 0\ =0
k1234 = £A (2.11)
b = BY2(N) e 4 202 (X)),

Toto feseni pak spolu se zbyvajicimi funkcemi

—

O =~ [EN (BN + (2 — 2)C2(N)) + CH2(N)] A=) (2.12)

Iy = 2nCh2 () =) (2.13)
resi rovnice (2.2} a ([2.4) s nulovou pravou stranou.

Hledejme nyn{ partikuldrn{ feseni. Nechf m& funkce O tvar linedrn{ funkce a
Fourierovy rady

OX, z,t) = a(N)+b(X)(z—z)+ Z iOk(X, 1) exp {Zkﬂi} , Or = —0_4,
k=—o00

(2.14)
v této chvili uvazujme ¢as t jako pevnou konstantu, tedy @(/\,z,t) = @(/\, z),
a dosadme do rovnice 1) Partikularni feseni odpovidajici linearni ¢asti ©
odhadneme jako polynom prvniho stupneé:

b.p1 = M(N)z+ N(X)

 Ra. . (2.15)
Uy p1 = —2[(1()\) + b(\)(z — z)]
nA
A pfl'sluéné 5A,P27 ﬂpz
- Rax -
UxpP1 =1 77)\4 b()\) (216)



p = ——b(\). (2.17)

Pro hledéni partikularniho feseni s Fourierovym rozvojem funkce © hledame
feSeni ve tvaru

R > 20 LA zZ— Z;
B, py = k; M(X)iOg(X, 1) eXp{ ke Z_l—_z} (2.18)
dosadime do (2.9)) a ziskavame
- 22
M) (k*r* 4+ 22%k*7® + M) = —Ra
e " (2.19)
Uy p2k = —n(k27r2 n )\2)2Ra Ok
a prislusné
~, kmA A
U\ P2k = —WRG O (2.20)
~ —tkT A
II =————Ra0O 2.21
P2k = )\Q)Ra k (2.21)

Jestlize se tedy pohybujeme ve vrstve o viskozité n;, je vysledné feseni soustavy

, a nasledujici:

- - R S -
0.(X, 2); =B (A\)eFE2) 4 0L () (2 — 2z)ePAE=) 4 a [a;(X) + bi(N) (2 — 2)]

JEDE
(v A? ET A
O R '
+ k_zoo 1O ()\)n-(k27r2 ) aexp{ Zz p—
(2.22)
Gn(X 2 X Ra, -
(X2 =5 (A (BIP) + (2 = 2) G2 ) + O] 672 i3 =2 ()
- A N kﬂx Z— Z
_ kz_oo 1Oy, z(/\)n (272 + \0)2 Raexp {zkmzz_l Z,}
(2.23)
fI(X 2)i =2 ‘0'172(/\)€i/\(z_zi)_@b‘(X)+ i S (X)—kﬂ Raexp S
y < )i i, A2 4 . ki (kz 2+)\2) Zil1 — 2
(2.24)

Nyni uvazujme N vrstev kapaliny popsané vychozimi vztahy , a
(2.4)), charakteristické vlastni konstantni viskozitou ;. Spodni vrstva i = 1 prochazi
proménnou z v intervalu (0, 21 ), v kazdé i-té vrstvé se tedy proménna z pohybuje
v rozmezi (z;_1, z;) vaci indexu vrstvy, osa z je smérem nahoru kladna.

Na svrchni a dolni hranici celého systému plati nasledujici vztahy

O |.mgy =0 (2.25)

T |smgsy =0 (2.26)

9



T- gz - ((T : gz) : gz)gz |z:O,zN =0 (227>

a na rozhrani vrstev plati

Jak vypada systém proménnych v,,, 122',\1., 11, pro jednotlivé vrstvy?
Ve svrchni (N-té) vrstvé tedy pozadujeme 0.(A, zy) =0 a O(\, zy) = 0:

Ra

0.(X, 2n) = By + BY + —an (2.30)
NNA
Ra
1 2 _
By + By = _HN)\QQN (2.31)
a dale
T1 "€, — ((7'1 : é;) : Gz)gz =0
T = —1II + n; (V27+ (Vﬁ)T)
A - S (2.32)
7-e,=—lle, +n (821),\ + 1AD,, 2821)2)
(- &) - &)é, = —II€, + 210.0.¢.,
z ¢ehoz ziskame dvé rovnice a jejich elementarni tpravou
8.0y + XD, =0, 0, = 0
A (2.33)
az’[))\ =0 = 6zzﬁz =0
a jejich tesenim
N B} + B2
Cy—C% = M (2.34)

2

. . , ;L2 s . : , o 12
Protoze zname soucet funkci B;'“, ziskdme z této rovnosti rozdil koeficientu C

Ra
Cy—Cy = o (2.35)

Obdobnym zpusobem lze spocitat hodnoty na spodni hranici z = 0, rozdil
je vSak v piftomnosti exponenciel u argumenti ¢isel By a C, nebot tentokrat
nejsou redukovany na jednicky:

Ra

Blle—)\z1 + B%G)\zl — 2210126/\21 + 2)\2771 (a1 — blzl) ()\Zl — 2) (236)
-z z Ra
C’lle Az 0126/\ I = 2)\771 ((1,1 - blzl) (237)

Nyni muze byt vyfFeseno obecné rozhrani pro z = z;_;. Zde plati dle ([2.28])

>

N
Vz,i—1 = Uz

N (2.38)

UNi—1 = Ux;
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a z (2.29) vychazi
Ni—1 (@{7)\,1'71 + iX@z,iq) =n; (az?%,\,i + 2X6z1>

(2.39)
=1Ly +21,.10,0, ;-1 = — 1I; + 21,00, ,,
coz mohu upravit pomoci funkce 0, uzitim vztahu (2.2)) a (2.5)) jako
{)z,i—l - f}z,i
az/&z i—1 — azﬁz i
- ’ (2.40)

Mim1(022025-1 4 N*0.5-1) =0;(02.0.; + N>0s)
7]1'—1(3)\252772,2‘—1 - azzzf]z,z'—l) Zﬁi(3)\25'z@z,i - azzz@z,z')
a vyjadrit tak jednodusSe vztahy mezi jednotlivymi derivacemi v, vuéi jednotlivym
vrstvam v podobé nasledujici matice:

Uy Vz
azvz _ 3::%
5 =K | g : (2.41)
22Uz 22Uz
azzzUz i azzzvz i—1

jenze funkce na hladiné z;_;, kterda odpovida rozhrani mezi vrstvami ¢ — 1 a 1,
neni znama, znama je funkce na hladiné z;_, a predpis pro jeji tvar na z;_1, proto

1 0 0 0
v, 0 1 0 0 v:
azvz _ )\2 (771'—1 B 1) 0 ni—1 0 ) aZUZ
azzvz n; i azzvz
azzzvz i,2i-1 0 32 (1 _ M) 0 E 8zzzvz i—1,2,1
Up Up
(2.42)
U, Uy
8sz o azvz
8zzvz N Miil . azzvz * Siil <243>
8zzzvz i—1,21 8zzzvz i—1,2_o

Za funkce (v,, 0,v,, ..) ve vztahu (2.43]) dosazujeme pouze jejich nezdrojovou
cast, obsahujici koeficienty By o a C o (narozdil od vztahu (2.42)), kam dosazujeme
funkce celé). Nezndmou matici a vektor M;_; a S;_; muzeme vyjadrit jako

My, My Mz My,
My, My Moy Moy

M, | = 2.44

! My Msy Mss May (2.44)

My My Myz My
Pokud pro vyraz z;_o — z;_1 zavedu oznaceni —h;_1 (zaporné hloubka vrstvy),
pak jednotlivé ¢leny matice M;_; a matice zroju S;_; jsou

1
M, =cosh [\h] — 5)\11 sinh [\h]

1
My =— §h cosh [Ah] + % sinh [Ah]
(2.45)

h .
M3 =X sinh [AA]

h 1 .
My =on cosh [A\h] — o3E] sinh [Ah]
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1
My = — 5)\ (Ah cosh [Ah] — sinh [AR])

1
Msy = cosh [Ah] — 5)\h sinh [AA]

. . (2.46)
Mas =5 cosh [Ah] + o) sinh [AR]
h
M24 :ﬁ sinh [)\h]
1,
M31 = — 5)\ h sinh [)\h]
1
Mz ==X (—Ah cosh [A] + sinh [Ah])
2
] (2.47)
M35 = cosh [\h] + 5)\11 sinh [Ah]
h 1
M3, =3 cosh [Ah] + X sinh [Ah]
1
My =— 5)\3 (AR cosh [Ah] + sinh [AAR])
1
M42 = — —/\3h sinh [)\h]
. 2 (2.48)
My 25)\ (AR cosh [Ah] + 3sinh [AR])
1
My = cosh [Ah] + 5)\h sinh [AA]
hi_ -
()
Ra | ¥ (1) - 1)6
Si—1 = ¢ T hioi (P2 4+ 22)2 : (2.49)
Ni—1 0
A2 373

zl: h3 (1272 + \2)? (=1)'=1) O,

7 tohoto vztahu pro v, a jeji derivace ve vrstvé ¢ v zavislosti na v, a prislusné
derivace ve vrstvé ¢ — 1 muzeme zapsat obecny vzorec pro libovolnou vrstvu i ve
vztahu k vrstvé prvni, a to pomoci soucinu matic.

(% Vz

0, 0,v

az z =K1+ |...Ki-| M- az ? +S1 ...+ S
22Uz 22Uz

aZ’Z,’,.7,"U,2,’ ’i,Zi aZZZ,UZ 1720

(2.50)

Pro teseni soustavy na N vrstvach je tedy tieba vytesit soustavu pro Bl1 2 Cll 2
a By?, Cy” pomoci vztahti (2.31)), (2.35), (2.36), (2.37) a vztahu (2.50) proi = N.
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0 0

az z az z
- =Ky [ K| M| 48|+ Sy
aZZZUZ azzzvz

N2y 1,20

(2.51)

2.2 Termalni rovnice Eulerovou metodou

Termalni rovnice je fesena Eulerovou (nebo obecné Runge-Kutta) metodou.

Pti vypoctu Stokesova proudéni lze ze ziskanych rychlosti, tlaku a teplot, jez
jsou vypocitany v dudlnim prostoru (ve spektrélna oblasti) Fourierovou transfor-
maci, jesté pred jejich transformaci do oblasti prostorové, jednoduse spocitat i
¢leny pravé strany termalni rovnice:

88—(;) = AO — ¥(0) - VO —94(0) - VT. (2.52)
Zde se uplatni tvar Fourierovy transformace diferencidlnich operatoru, které ve
spektralni oblasti prechézeji na rizné operace nasobeni. Reseni ¢lenti pravé strany
rovnice je tak ve spektralni oblasti jednoduchou operaci. Jednotlivé ¢leny je
pak tfeba transformovat zpét do prostorové oblasti, v niz jsou provedeny souciny
rychlosti a gradientu teploty. Nasledné fesime pouze zménu teploty za dany casovy
krok At:
Oar = (AO —F(O) - VO — 7(0) - VTy) * At, (2.53)

ziskame vznikly rozdil teploty ©a; a vyslednou teplotu v daném casovém kroku
pak ziskdme snadno jako O(t + At) = O(t) + Oas.

2.3 Shrnuti

Jsou-li po ispésném vypoctu Stokesova proudéni maticovou metodou do casové
oblasti transformovany rychlosti a tlak a popsanym zpusobem vypocitdna nova
vychozi teplota, zacind vypocet pro dalsi casovy krok znovu od zacatku matico-
vou metodou pro Stokesovo proudéni. Tim je mozné kompletné vyftesit casovy
vyvoj konvekce popsany soustavami rovnic [1.5] a[l.7 a to za uziti metody
rychlych Fourierovych transformaci.
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3. Numerické modelovani tulohy

Ackoliv jsem v predchozi kapitole navrhla vlastni numerickou metodu k feseni
problému, k modelovani tlohy definované v kapitole 1 jsem nakonec pouzila ko-
mer¢ni software Comsol, ktery problém fesi v koneénych elementech (finite ele-
ments). Tento krok jsem uéinila z praktickych davodu - danou metodu jsem chtéla
naprogramovat v Intel Fortranu a uzit k tomu knihovny Intel MKL. Vyskytly se
vSak problémy s aplikaci Fourierovy tranformace, které jsem nedokazala odstra-
nit. Z tohoto duvodu jsem se uchylila ke komerénimu software v konecnych ele-
mentech, jehoz vypocetni rychlost sice neni srovnatelna s ocekavanimi vlozenymi
do mé numerické metody, nabizi vsak numerické postupy, jez byly jiz diive do-
statecné testovany. Neni tedy tieba testovat metodu samotnou a staci provést
testovani daného modelu, jenz bude tlohu pocitat.

3.1 Numerické rozliseni

Oblast ve 2D ¢&i 3D jsem prolozila siti s volnou triangulaci (metoda byla nasta-
vena jako automaticka, software tedy rozhodne, zda bude vybrana Delaunayho
triangulace, ¢ metoda Advancing front). Oblasti mély nastaveny maximélni a
minimdlni velikost bunky, podél hrani¢nich oblasti pak bylo 8 vrstev bunék (ve
2D) nebo 10 vrstev bunék (ve 3D). Typicky pocet bunék pak predstavoval asi
70 000 (odpovida nastaveni maximalni velikosti butiky na asi 7 promile daného
rozméru buniky a minimélni na asi 0.2 promile) pro 2D pripad a asi 2 100 000
bunék pro pripad 3D (odpovidd nastaveni maximélni velikosti bunky na asi 3 pro-
centa daného rozméru buiiky a minimdalni na asi 4 promile). V komplikovanéjsich
pripadech jsem ale pozdéji pocitala s modelem s 600 000 bunkami, ktery dosahoval
jiz velmi dobré presnosti. Samoziejmé by bylo mozné oblasti jesté vice zahustit,
tim by se ale vyrazné navysovala ¢asova naroc¢nost. Toto nastaveni vzeslo z testu,
ktery jsem provedla (viz nize).

Obrazek 3.1: Ukdzka nasitované oblasti ve 2D (vlevo) a ve 3D (vpravo)
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3.2 Uzivané vypocetni algoritmy

Pro ¢asovy krok byla pouzita metoda BDF (Backward Differentiation For-
mulas) s volnym vybérem kroku o maximélnim fddu 2. Konzistentni inicializace
byla provéadéna pomoci zpétné Eulerovy metody. Reseni matic probihalo pomoci
numerické metody PARDISO, v nékterych pripadech pomoci numerické meto-
dy MUMPS. Toto nastaveni jsem zvolila na zakladé doporuceni tvurcu software
Comsol pro dany typ numerického problému, jez je feSen, a dédle pak ladénim dle
své osobni zkusenosti.

3.3 Definice konvekénich rezimu a jejich uréovani

Systém popsany rovnicemi , a v prubéhu casu dospéje do
jistého stavu, v némz pak setrvava. Tyto stavy jsou obvykle charakteristické, a
to obzvlasté casovym prubéhem Nusseltova cisla, ale také i ¢asovym prubéhem
jinych veli¢in, a dovoluji tak nalézt hranice mezi jednotlivymi stavy/rezimy na
zakladé pozorovani téchto casovych prubéhu a hodnot veli¢in. Ruznych rezimu
dosahne i model, u néhoz bude zménéno pouze jeho globalni Rayleigho ¢islo.
Rayleighovo &fslo, jehoz variaci systém konverguje bud k ptvodnimu, ¢ jiz k
jinému rezimu, se nazyva kritické Rayleigho ¢islo. Rozlisuji tyto rezimy:

1. kondukéni rezim - v bunce dochazi pouze ke kondukénimu prenosu tepla,
neprobihd konvekce materialu

2. konvekéni rezim - teplo vstupujici do bunky je pfenaseno jak kondukei,
tak konvekeci materidlu

stacionarni rezim : po dosazeni stacionarniho rezimu jsou rychlost i
teplotni gradient v kazdém bodu bunky nezavislé na case. Atraktorem ve
stavovém prostoru je nehybny bod.

v burice se mohou objevit dva typy rezimi:

(a) 1.staciondrni rezim - ve stfedu konvekéni buriky se teplota blizi pramérné,
casovy vyvoj Nusseltova ¢isla nejprve odpovidd vyvoji v kondukénim
rezimu, a funkce je tedy ve dvou tsecich konstantni - po dosazeni hod-
noty 1 pro kondukéni rezim a po jistém casovém vyvoji po dosazeni
koneéné hodnoty Nusseltova ¢isla pro dany rezim

(b) 2. stacionarni rezim - prumérné teploté se teplota blizi na hranicich
konvekeni buriky, ¢asovy vyvoj Nusseltova ¢isla ma pouze jeden tsek
konstantni hodnoty, casovym vyvojem pfechazi pfimo v konstantni
funkci koneéné hodnoty Nusseltova ¢isla pro dany rezim.

periodicky rezim : rychlost i teplotni gradient jsou v kazdém bodu
bunky periodickou funkci ¢asu, Hopfova bifurkace - atraktorem ve stavovém
prostoru je uzaviena kiivka, casovy vyvoj Nusseltova cisla je periodickou
funkei casu

chaoticky rezim : rychlost a teplotni gradient je nekonstantni aperi-
odickou funkeci ¢asu, atraktor ve stavovém prostoru opisuje kiivku, jez se
nikdy neuzavie, casovy vyvoj Nusseltova ¢isla je chaoticky a neperiodicky
v case
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3.3.1 Urcovani jednotlivych rezimu

Zésadnim procesem v feseni této diplomové préace je urcovani jednotlivych
rezimu pro dany model. Tento proces se promitne ve vSech vysledcich a zavérech
této diplomové prace, a proto bych se této problematice chtéla vénovat vice.

Jak jiz bylo naznaceno vyse, rezimy se od sebe odlisuji v casovych prubézich
Nusseltova cisla, muzeme také sledovat atraktory jednotlivych rezimu, zajimavé
jsou ¢asové zavislosti prunmérnych teplot burky (ve své podstaté se chovaji jako
Nusseltova ¢isla, v nékterych ptripadech je na nich ale lépe vidét prechod mezi
jednotlivymi stavy, jako napt. prechod mezi 1. a 2. staciondrnim rezimem), infor-
mace obsahuji také teplotni a rychlostni pole dané oblasti a jejich ¢asovy vyvoj ¢i
horizontalné prumérované teplotni kiivky v zavislosti na hloubce a ¢asu. Vsechny
tyto informace vSak musi byt peé¢livé vyhodnoceny s uvazenim faktoru, jez jejich
vypovédni hodnotu mohou zménit:

1. numerické rozliseni

2. casovy krok

3. délka méreni

4. chyba méteni (rozliseni v Rayleighovych ¢islech)

5. numerické metody pouzité pro vyhodnoceni jednotlivych parametri/casovych
prubéhu a dalsi

Jestlize bude numerické rozliseni prilis nizké nebo naopak ¢asovy krok prilis
dlouhy, neni mozné spolehlivé vyhodnotit casové zavislosti vyse popsanych ve-
licin a neni ani mozné se spolehnout na numerickou metodu, ktera dany model
spocitala. Tyto dva body jsem eliminovala testovanim (benchmark) a ladénim
systému tak, aby ve standardnich situacich pocital spravné. Mohu tedy predpokladat,
ze numerické rozliSeni je dostateéné a casovy krok dostatecné kratky. Ve vsech
ptipadech je ale tieba i toto minimélné do tivah zahrnout, nebot testovany byly
standardni modely s konstantni viskozitou, konstantnimi teplotnimi roztaznostmi
a vodivostmi, a tedy i zde je tieba experimenty opakovat a ovérovat stabilitu
vysledki.

Z toho plyne, Ze jednotlivé béhy vypoctu je tieba opakovat, sledovat zménu
vysledku v zavislosti na zméné casového kroku ¢i rozliseni. Toto je ale casové
velice narocné, zvlasté jsou-li modely trojrozmérné a rozsahlé. Z tohoto duvodu
nebylo mozné vzdy toto ¢init, snazila jsem se ale v kazdém ptipadé dosdahnout
maximalni stability nalezeného feSeni, napt. pomoci podobnych modeli, u nichz
dostatecnost rozliseni a casového kroku byla ovérena.

V kazdém méreni je tfeba zahrnout chybu méfeni, kterd plyne z diskrétniho
rozlozeni Rayleighovych ¢isel. Chybu méfeni jsem tak stanovila zcela standardné
jako polovinu rozdilu mezi modelovanymi Rayleighovy cisly.

Dulezitym parametrem chybovosti méreni je také uzitd metoda vyhodnoceni
sledovanych velicin. V tomto bodé jsem se mnohdy spoléhala na Comsol. Tim
mam na mysli zvlasté casovy prubéh Nusseltovych ¢isel a prumérnych teplot, ¢i
teplot prumérovanych v horizontalnim sméru, kde se jednalo pouze o posouzeni
kvantitativni. Tedy urceni pfechodu mezi kondukénim a konvekénim rezimem,
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kde jsem (na prikladu Nusseltova ¢isla) sledovala presazeni hodnoty 1, ktera na-
znacuje, ze systém prechdzi do kondukéniho rezimu. Stejné tak kvantitativné
jsem sledovala pomoci Comsolu také odchyleni vertikalné prumeérovanych tep-
lot v bunice od linearni zavislosti na hloubce, kterd také naznacuje prechod ke
konvekénimu rezimu a tak podobné s ostatnimi velicinami. Takto jsem urcovala
kritické Rayleighovo ¢islo pro prechod z kondukce do prvniho stacionarniho stavu
a z prvniho do druhého stacionarniho stavu.

Vétsi pozornost si zaslouzi uré¢ovani prechodu do periodického rezimu a stejné
tak urcovani prechodu do chaotického rezimu. Je tieba zjistit, pro ktera Ray-
leighova ¢isla jiz neni Nusseltovo ¢islo jakozto zavislé na ¢ase konstantni funkci,
popi. kdy jiz neni periodické, obdobné vsSechny ostatni sledované velic¢iny. Sa-
moziejmé je mozné urcit tento prechod hrubé tam, kde je jiz periodicnost, popft.
aperiodicnost casové zavislosti veliciny patrna i kvantitativné. Mérené ¢asové rady
byly sledovany ve spektralni oblasti (jedna se o Fourierovu transformaci), kon-
krétné jsem se zamérila na amplitudové spektrum. V kondukénim rezimu se ve
spektru vyskytuje pouze delta funkce pro nulovou frekvenci. Tato delta funkce
odpovida hodnoté Nusseltova ¢isla Nu = 1 pro dany ¢asovy vyvoj (obr. . S
nastoupenim konvekce se Nusseltovo ¢islo zvysi, ale zustane konstantni - tedy i
ve spektru zustane pouze delta funkce pro nulovou frekvenci, tato delta funkce
ale zvysi svou absolutni velikost (obr. . V pripadé prechodu ze stacionarniho
do periodického rezimu se ve spektru objevi nové jeden ¢len Fourierova rozvoje -
tedy pik u nenulové frekvence (obr. . S navysSovanim Rayleighova ¢isla pocet
¢lenu rady roste, objevuji se ruzné nenulové frekvence ve spektru, a na hrani-
ci periodického a chaotického rezimu je tedy jejich pocet jiz znaény. Spektrum
casové fady na prechodu periodického a chaotického rezimu se pak celé zvedne
(obr. [3.5)).

Déle je tfeba zminit otdzku trvani ¢asového vyvoje. Cim déle se systém vyviji,
tim presnéjsich vysledku je mozné dosahnout. Do kazdého experimentu tak vstu-
puje dalsi chyba méfeni, zavisla na tomto parametru.

Na nasledujicich strandch uvadim typické priklady jednotlivych stavi a jejich
charakteristické veli¢iny (obrazky az , dale pak ukézku meznich pripadu.

Obrazek ¢. [3.6] obsahuje ¢asovy vyvoj Nusseltova ¢isla, prumérnou teplotu v
bunice v zavislosti na hloubce a rychlosti a teplotni pole pro ¢isté kondukéni rezim.
V tomto rezimu jesté nedochéazi ke konvekci materialu v bunce. Nusseltovo ¢islo
tedy dosahuje po jistém ¢asovém vyvoji ¢asové nezavislé hodnoty 1 a prumérna
teplota v bunce v zavislosti na hloubce se 7idi Fourierovym zakonem:

q=—kVT (3.1)

kde ¢ znac¢i hustotu tepelného toku, k soucinitel tepelné vodivosti a T' teplotu.
Prumeérnou teplotu v zavislosti na hloubce tak v ptipadé zde uzivanych okra-
jovych podminek popisuje linedrni funkce mezi teplotami 1 na horké spodni hra-
nici (zde soutradnice 0) a teplotami 0 na chladné horni hranici (zde soutradnice 1).
Rychlostni pole je v tomto chaotické s malymi amplitudami, neexistuje vyznacny
smér proudéni, jednd se pouze o ndhodné procesy, které spontanné zanikaji. Tep-
lotni pole odpovida prumeérné teploté v zavislosti na hloubce a ma linearni cha-
rakter.
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Spektralni obraz jednotlivych rezimu

amplitudove spektrum pro 2D model 151 5 viskozitou 1x1=1

T T T T T T T T T 1e2
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Obrazek 3.2: Kondukéni rezim

amplitudove spektrum pro 2D model 111 s viskozitou 1x1=1

]
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Obrazek 3.3: Konvekéni rezim - 1. staciondrni rezim (2. staciondarni rezim vypada
kvalitativné stejné)
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Obrézek 3.4: Konvekéni rezim - periodicky rezim

Obrazek 3.5: Konvekéni rezim - chaoticky rezim (zelené) v porovnani se staci-
ondrnim rezimem (¢erveng)
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Obrézek 3.6: Podkritické Ra €islo pouze kondukéni rezim ( Ra = 1-10%)
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Obrézek 3.7: Prvni nadkritické Ra &islo: stacionarni rezim (Ra = 5 - 10%)
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Pii prekroceni kritického Ra ¢isla mezi kondukénim a konvekénim rezimem
se zacne v buice objevovat vyznacny smér proudéni materidlu. Nusseltovo ¢islo

21



nejprve dosahuje hodnoty 1 jako v kondukénim feSeni, poté vSak narusta na vyssi
hodnotu. Na této hodnoté Nusseltovo ¢islo pak setrvava a prejde v konstantni
casovou funkci. Material putuje po uzaviené kiivce blizici se elipse, jejiz ohniska
lezi pobliz stiedu bunky. Teplotni pole ma osu inverze pro z = 0.5, horky materal
stoupa vzhuru, zde se ochlazuje a znovu pada dolu. Vzhledem k tomu, ze pres
spodni a vrchni hranici je teplo prenaseno pouze kondukci, zac¢ina se zde formo-
vat hranicni vrstva s velkym teplotnim gradientem. Casova zévislost primérné
teploty neobsahuje zadné vyrazné skoky ¢i inflexni body.

Obrézek 3.8: Druhé nadkritické Ra ¢islo: druhy staciondrni rezim (Ra

5-10%)
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Jestlize je prekroceno druhé kritické Ra ¢islo, konvekce ziska symetricky cha-

rakter s osou zrcadleni definovanou = = 0.5. Casovy vyvoj konvekce je velmi po-
dobny predchozimu piipadu, i zde postupné nastane stacionarni stav a prumérna
teplota se jiz neméni, Nusseltovo ¢islo Nu dosahne konstantni hodnoty, avsak
¢asovy vyvoj prumérné teploty v bunce je charakterizovan v prubéhu dosahovani
stacionarniho stavu jednorazovym skokem na vyssi teplotu.
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Obrazek 3.9: Treti nadkritické Ra ¢&islo: periodicky rezim (Ra = 5 - 10°)

7oA
6.5
&
5.5 F
5 - 4
_O 4.5 - E
L]
o 4T 1
o E 4
g 3.5
2 3¢ ]
a
n 23 .
=1
Z 2t -
—— Ra=100, * -
1.3 F E
—— Ra=5000,
] —— Ra=50000, 1
0.5 J -~ Ra=5e5, .
u -J 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1=
0 0.5 1 1.3 2 2.5 3 - H 4 4.5 |
cas
85 — | t | I| I “ ”‘ ||| L] 'l |-'_
gl i
7.5 |
7
o]
- 6.5
o
g 6
=]
5 ss ” d
a
] | —REE i
3 s Ra=100,
—— Ra=5000,
sl —— Ra=50000,
abL ~— Ra=5e5,
—— Ra=>5e6,
3.5 8 - - - ‘ ‘ ‘ ; ;
0.7 0.8 0.9 1 T 1,2 i3 1.4 Lis
cas
Ra(3)=5e5 Temperature Ra(3)=5e5 Velocity magnitude Velocity field
[ T Al A 256.13
1 1 1
0.8 0.9 250
0.8 o8 0.8 o
0.7 0.7
0.6 5 0.6 o
0.5 0.5
0.4 oy 0.4 -
0.3 0.3
0.2 0.2
i 0.2 o 50
0 0
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 Wl OEXID'“ -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 Wi 0

V pripadé periodického rezimu se konvekce dostava znovu do antisymetrického
stavu a prumérnd teplota v bumnce a s ni i Nusseltovo ¢islo ziskaji periodicky
oscilujici charakter. Casovy vyvoj je nejprve shodny s vyvojem staciondrniho
rezimu, ktery vSak v jistém kritickém case prejde do rezimu periodického.
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Obrizek 3.10: Ctvrté nadkritické Ra é&islo:

chaoticky rezim (Ra =5 - 10)
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Chaoticky rezim nastupuje ze vSech rezimu nejrychleji a je charakteristicky
pozbytim jakékoliv symetrie. Nusseltovo ¢islo za¢ne neperiodicky oscilovat a obraz
teploty a rychlosti v bunce se rychle méni. S vyssim Ra ¢islem jsou zmény i

vychylky oscilaci Nusseltova ¢isla vétsi.
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3.3.2 Mezni pripady
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Obrazek 3.11: Nusseltovo ¢islo pro model s konstantni viskozitou geometrie 1x1
- prechod mezi kondukénim a konvekénim rezimem
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Obrazek 3.12: Teplota prumeérovana v horizontalni roviné pro model s konstantni
viskozitou geometrie 1x1 - prechod mezi kondukénim a konvekénim rezimem
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Obrazek 3.13: Nusseltovo ¢islo pro model s vrstevnatou viskozitou 7, = (1,10, 1)
geometrie 10x1 - prechod mezi prvnim a druhym stacionarnim rezimem
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Obrazek 3.14: Nusseltovo ¢islo pro model s vrstevnatou viskozitou 7, = (1,10, 1)

geometrie 10x1 - prechod mezi periodickym a chaotickym rezimem
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Obrazek 3.15: Nusseltovo ¢islo pro model s vrstevnatou viskozitou 7, = (1,10, 1)
geometrie 10x1 - prechod mezi druhym staciondrnim a periodickym rezimem
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Obrazek 3.16: Nusseltovo ¢islo pro model s konstantni viskozitou geometrie 1x1
- prechod mezi periodickym a chaotickym rezimem

3.4 Testovani modelu

Nejprve byly provedeny testy na zdkladé znamych vysledku terméalni konvek-
ce v boxu 1x1 pro systém Boussinesqovy aproximace, jak byla predstavena v
Kapitole 1, tedy rovnice ¢. a

Vsechny testy byly provedeny na modelu navrzeném v Comosolu 4.2a, v nu-
merickém rozliSeni a s pouzitim vypocetnich algoritmu specifikovanych vyse.

Nejprve byl testovan standardni bezrozmérny model 2D boxu v poméru stran
1:1 s konstantnimi parametry (bezrozmérné n =1, p=1 k=1, a = 1) k 1celu
srovnani s udaji v ¢lanku A benchmark comparison for mantle convection codes
(Blankenbach et al., 1989). Provadény test mél stejné parametry jako v ¢lanku
uvadény pripad 1 (benchmark case 1, [1], s. 25), na hranicich tedy na rozdil
od specifikace problému v kapitole 1 byl povolen free-slip na vnéjsich hranicich
oblasti.

Vysledky z testu ukazuji dobrou shodu Nusseltovych ¢éisel (Nu), vypocitanych
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dle vzorce [1.4] pro vSechny tii Rayleighova &fsla Ra = (10%,10% a 10°), dale te-
pelného toku v danych bodech ¢; (levy horni) a ¢o (pravy horni roh oblasti). Mo-
dely se od Blankenbachovy simulace 1isi v prumérnych rychlostech a maximalnich
rychlostech. Tento jev jsem nepovazovala, vzhledem k vétSimu rozptylu hodnot
uvadénych Blankenbachem a s ptihlédnutim k ruznym numerickym metodam, za
podstatny.

Vysledky jsou shrnuty v tabulce na obrdzku ¢. 3.17

Mu gl
Fa muodel Elankenbach Fa model Elankenbach
1,0E+04 4 88444 4 8844 1,0E+04 8,05758 8,0584
1,0E+05 10,5371 10,534 1,0E+05 19,04485 19,074
1,0E+06 21,99388 21,872 1,0E+06 4527528 45 964
Vimax 02
Ra model Blankenbach Ra model Blankenbach
1,0E+04 69,463 61,637 1,0E+04 0,58742 0,5888
1,0E+05 362,61 266,2 1,0E+05 0,71532 0,72275
1,0E+06 16694 1104,34 1,0E+06 0,83878 0,8772
aver
Ra model Elankenbach
1,0E+04 40469649 41,422
1,0E+05 179,62672 148,2

1,0E+06 773,34818 BE1,63

Obréazek 3.17: Srovnani hodnot Nu, V,,ax, Vyver, ¢1 a ¢a z ¢lanku (Blankenbach
et al., 1989) a hodnot ziskanych pomoci simulace v Comsolu

Na obréazcich ¢.[3.18], [3.19] a [3.20| uvadim také ¢asové vyvoje hledanych velicin
pro dané modely tii Rayleighovych cisel, a to vyvoj Nusseltova ¢isla a obou te-
pelnych toku (pozn. v mém modelu jsou pro Ra = 10° a 10° vuci Blankenbachovu
¢lanku prehozeny tepelné toky ¢; a ¢o). Pro vSechny tii Rayleighova ¢isla uvadim
také rychlostni a teplotni pole.
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Obrazek 3.18: Nusseltova ¢isla Nu v testovanych modelech
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Obréazek 3.19: Tepelny tok ¢; v testovanych modelech
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Obréazek 3.20: Tepelny tok g» v testovanych modelech
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Obrazek 3.21: Testovaci model pro Ra = 10* dle ¢lanku (Blankenbach et al.,
1989)
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Obréazek 3.22: Testovaci model pro Ra = 10° dle ¢lanku (Blankenbach et al.,
1989)

TEPLOTNI POLE RYCHLOSTN{ POLE

1669
[T

vo 0 0
Obrazek 3.23: Testovaci model pro Ra = 10° dle ¢lanku (Blankenbach et al.,
1989)

Model s nulovym skluzem na hranicich byl také porovnéan s praci autoru Ven-
turi, Salvigni (Venturi, Salvigni, 2007), v némz je uvadéno kritické Rayleighovo
¢islo pro pocétek konvekce jako Ra, = 2.62 - 103, coz, dle tabulky je ve shodé
s testovanym modelem:

kritické Ra ¢islo
pocéatek konkvekce 2.65 - 103 £ 50
druhy staciondrni stav  2.725 - 10* 4 50

periodicka konvekce 1.55 - 105 &£ 500
chaotickd konvekce 1.75 - 105 £ 5000

Tabulka 3.1: Vlastnosti konvekce boxu 1x1 s konstantnimi parametry
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3.5 Deéleni modelu

Na zakladé vyse uvedenych skutec¢nosti si dovoluji model sestrojeny v Comsolu
oznacit jako ovéreny.

S timto modelem, s vlastnostmi a pouzitymi algoritmy definovany vyse, pak
byly provedeny vSechny zbyvajici numerické experimenty.

Modely byly déleny dle trojiho rozliseni:

a) Geometrie

Numerické vypocty jsem provedla s modely v kartézské geometrii ve 2D a 3D:
e 2D ctvercovy box 1x1

e 2D obdélnikovy box 2x1

2D obdélnikovy box 5x1

2D obdélnikovy box 10x1

e 3D krychlovy box 1x1x1

3D krychlovy box 2x2x1

3D krychlovy box 5xbx1

Obrazek 3.24: modelované oblasti ve 3D (vyse) a ve 2D (nize)

b) Parametry teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti

Néasledné probihda déleni také dle parametru tepelné vodivosti a teplotni roz-
taznosti:

e modely s konstantnimi parametry a, k = konst.
e modely s parametry funkéné zévislymi: o, k = «a, k(T 2)

Definujme nyni funkéni zavislosti teplotni roztaznosti a tepelné vodivost:
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Uvazujme funkei teplotni roztaznosti a(z,T'), kde z predstavuje hloubku (z =
0 na CMB) a T teplotu:

by

T) = T.T, + T S
Oé(Z, ) bo + bl( k + b) + (TTk T Tb>2

exp*b&(lfz)"zkonst (32)
kde T}, = 3700 K predstavuje smérnici teploty a 7, = 300 K konstantni ¢len

teploty, Zronst = 2.7 - 10 m predstavuje hloubku plasté a koeficienty by — bs jsou
ddny tabulkou

bp = 2.68-10°9K™!
by = 2.77-107°

by = —121

by = 3.76-10""m™!

Tabulka 3.2: Koeficienty pro funkci tepelné roztaznosti

Tato funkce ma v bezrozmérné oblasti prubéh:

Teplotni roztaznost alpha(z,T) dle rovnice (3.2)

alpha(z,T)
3e-05
2e-05 -

40e-6
35e-6
30e-6
25e-6
20e-6
15e-6
10e-6

5e-6

1/K

Obrézek 3.25: Funkce teplotni roztaznosti dle rovnice ((3.2)

a funkei tepelné vodivosti k(z,T'), kde z predstavuje hloubku (z = 0 na CMB)
a T teplotu:

300 k2

K)(Z, T) = (k?o —f— ]{31(1 — Z)-Zk:onst) m

(3.3)

36



kde T}, = 3700 K predstavuje smérnici teploty a T, = 300 K konstantni ¢len
teploty, Zponst = 2.7 - 10° m pfedstavuje hloubku plasté a koeficienty kg — ko jsou
ddny tabulkou
ko= 13.6Wm1K™!
ki = 1.88-107° Wm2K™!
ky = 0.58

Tabulka 3.3: Koeficienty pro funkci tepelné vodivosti

Tato funkce ma v bezrozmérné oblasti prubéh:

Tepelna vodivost kappa(z,T) dle rovnice (3.3)

kappa(z,T) —
60 --------
40 ................
20
70
60
50 R
40
W/mK N
30 B -:H:-z‘-"-*‘ -
o0 | E::Z“
10
0 F
0 0
0.2
0.4
T 0.6 1-z

0.8

Obrézek 3.26: Funkce tepelné vodivosti dle rovnice ({3.3])

Jedn4 se o funkce adaptované z ¢lanku autoru Tosi, Yuen, de Koker a Wentz-
covitch (Tosi etal., 2013), adaptované na bezrozmérny model plasté - uvazuji zde
teplotu na CMB Ty p = 4000 K a teplotu na povrchu Tppppen, = 300 K.

Tyto funkce byly adaptovédny na geotermu Zemé dle publikace ve (Stacey,
1977). Prubéh téchto funkei viz obrézek ¢.

Dané funkce byly pouzity v modelech tfemi riznymi zpusoby - byla aplikovana
pouze funkce tepelné roztaznosti a tepelna vodivost byla ponechédna konstantni;
poté naopak tepelnd roztaznost zustala konstantni a tepelnd vodivost byla funkei
hloubky a teploty a na zavér obé veliciny byly uvazovany jako funkéni zévislosti
teploty a hloubky.
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Geoterma Zemé dle (Stacey, 1977)
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Obrézek 3.27: Funkce teplotni roztazn@8i a tepelné vodivosti dle rovnic (3.2)) a
(3-3), a to pro model geotermy Zemé dle (Stacey, 1977).



c) Parametr viskozity
Modely byly jesté rozdéleny do skupin dle prubéhtu viskozit:
e modely s konstantni viskozitou

e modely s tfemi stejné vysokymi oblastmi viskozity o bezrozmérnych hod-
notéch n; = (1,10,1) a n; = (1, 10, 100)

e modely se Zemi podobnym prubéhem viskozity

Definice modelii s vrstevnatou viskozitou (bod 2):

T=0 T=0
el n,=1 Yz n,=100
5 5
n,= 10 n, = 10
M n,=1 N n,=1
Y = v !
T=1 T=1

Obrézek 3.28: Funkce po ¢astech konstantni viskozity n; = (1,10,1) a n; =
(1,10, 100)

Definice modeli se Zemi podobnym prubéhem viskozity (bod 3):

Prubéh viskozity pro dané modely byl vybran jako co nejblizsi prubéhu visko-
zity Zemi, mimo jadro. Referencni model se vztahuje k datum uvedenych v préaci
A.M. Forte (Forte, 2007 - Fig. 8, model King and Masters), uvedeny uzity model
sestaval z téchto hodnot (tabulka a graf na obrdzku [3.29):

hloubka [km]| | viskozita [Pa.s|7 | bezrozmérna hlubka | bezrozmérna viskozita
0 1,00E+023 0,00 1

200 1,00E+021 7,41E-002 0,01

400 1,00E-+022 1,48E-001 0.1

300 1,10E+-022 2,96E-001 0,11

1200 1,00E-+023 4 445001 1
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Pribéh viskozity v bezrozmérmém modelu

0,14
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0.9

hezrozmérna hloubka

0,01 0,1 1
bezrozmérna viskozita

Obrazek 3.29: Funkce po ¢astech konstantni viskozity uzity pro simulace

~ v

k relativné tenkym vrstvam rozdilnych viskozit, coz implikuje nutnost pouziti
hustsich siti; navic se jedna o oblasti se snizenou viskozitou. Takové oblasti by
mohly usnadnit prechod z jednotlivych rezimu do rezimu vyssich, rychleji by moh-
lo byt dosahovano chaotického stavu. Navic jednotlivé vrstvy mohou vykazovat
rozdilna chovani, material v jejich blizkosti muze ménit smér a typ proudéni.

Shrneme-li vySe uvedené, modelovany byly oblasti ve 2D a 3D, s konstantnimi,
nebo hloubkové a teplotné zavislymi parametry « a x a s konstantni, rovhomérne,
nebo Zemi podobnou vrstevnatou viskozitou. Vypocty byly opakovany a stano-
vovani kritickych Rayleighovych ¢isel probihalo na zakladé popisu predstaveného
v této kapitole.

Rayleighova cisla, pro néz byly modely pocitany, sledovala linearni posloup-
nost (10%,9-10%) s krokem 103, (10%,9 - 10%) s krokem 10, (10,9 - 10°) s krokem
10° a dale ¢isla 10%,3 - 10%,5 - 105 a 107.
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4. Vysledky

Na zdkladé vypoctu provedenych v modelu predstaveném v predchozich ka-
pitolach byla postupem popsanym vyse stanovena kriticka Rayleighova cisla pro
modely geometrii 2D pravoihelnikii o pomérech stran 1x1 az 10x1 a 3D oblasti
o pomérech stran 1x1x1 az 5xb5x1. Celkovy ptrehled vSech stanovenych kritickych
Rayleighovych ¢isel je uveden v priloze prace ¢. A - G.

4.1 VIiv modela vrstevnaté viskozity

Nejvétsi vliv na hodnotu kritickych Rayleighovych ¢isel ma podle provedenych
vypoctu model vrstevnaté viskozity. Vliv modelt viskozity na rozdil kritickych
Rayleighovych ¢isel byl vice nez fadovy. Typickd zavislost kritickych Raylei-
ghovych ¢isel na modelu vrstevnaté viskozity vykazuje narust kritickych Ray-
leighovych ¢isel s rustem kontrastu viskozity.

Ruzne modely viskozity pro obdelnik 2D 10x1

107 | . | | |
10° | ;
%k L
(@]
— 5 |
2 10 ) i
o
>
o
EU) N
(7] * :
2 pd
F10" }L
10° | {
eta 1x1x1 ——+—
eta 1x10x1 |
eta 1x10x100 :--*---
102 ! . | .
1. stacionarni 2. stacionarni periodicky chaoticky

rezim

Obréazek 4.1: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 2D geometrii 10x1 s
konstantni viskozitou.

Na piikladu s 2D geometrii obdélniku 10x1 (obrézek ¢. je patrné, ze
nejvétsi rozdil model viskozity zpusobuje u prvniho kritického Rayleighova ¢isla,
rozdil kritickych Rayleighovych ¢islel prechodi mezi dalsimi stavy se pak po-
stupné snizuje. Toto chovani odpovida fyzikalni predstavé o vlivu viskozity na
konvekci systému. Jestlize je viskozita nizka, systém prechazi do jednotlivych
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rezimu sndze (v absolutni hodnoté nizsi Rayleighova ¢isla). Je-li vsak velmi vy-
sokd, systém se ptiblizuje spise k pevnému télesu, v némz se teplo prendsi nejvice
kondukci.

Pokud vsak systém presahl prvni kritické Rayleighovo ¢islo a konvektuje, muze
vliv viskozity na kritickd Rayleighova ¢isla slabnout, zvlasté pak, je-li lozisko
zvysené viskozity jen lokalni (jako v pifpadé viskozity n; = (1, 10,1)). Prechod do
chaotického rezimu je tak spojen zpravidla s mensim rozdilem kritickych Raylei-
ghovych ¢isel jednotlivych rezimu viskozity, nez jaky vznika mezi kritickymi ¢isly
pro prechod z kondukéniho do konvekéniho rezimu. Tento jev se zaklada na dosta-
tecné energii systému (vysoké Rayleighovo ¢islo muze byt dosazeno napf. snizenim
vertikdlniho rozméru oblasti, zvysenim teplotniho rozdilu povrchu apod.), a tedy
malém vlivu viskozity na systém.

V pripadé malych horizontalnich rozmeéru se vsak jesté silné projevuje okra-
jova podminka, kterda ma tendenci systém stabilizovat v daném rezimu. Kvuli to-
mu hodnoty kritickych Rayleighovych ¢isel mohou vzrist. Proto také pozorujeme
kritickd Rayleighova ¢isla v modelech 1x1 a 1x1x1 pro konstantni a vrstevnatou
viskozitu typu n; = (1,10, 1) vyssi nez pro viskozitu typu n; = (1, 10, 100) (ptiklad
na obrazku ¢. [4.2)). Toto spiSe nenf efekt modelu viskozity.

Ruzne modely viskozity pro krychli 3D 1x1x1

10’ F T T T T
108 b
ES
o
i)
S % I
>
210° F
i :
>
T
o
10* | X
{ |
eta Ix1x1 +——+—
eta 1x10x1
eta 1x10x100 :--*---
103 1 1 ] 1
1. stacionarni 2. stacionarni periodicky chaoticky

rezim

Obréazek 4.2: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 3D geometrii 1x1x1
s konstantni viskozitou.

Oba efekty - vliv viskozity na kriticka Rayleighova ¢isla a také vliv okrajové
podminky - pak muzeme souhrnné pozorovat na snimku ¢. [£.3] Na zdvér pak
uvadim priklad rychlostniho a tepelného pole a ¢asovy prubéh Nusseltova ¢isla
pro geometrii 1x1 s prubéhem viskozity 7; = (1, 10,100), a to pro Rayleighovo
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¢islo Ra = 5 - 10°, jedn4 se tedy o systém v periodickém rezimu (snimky a

15).

Ruzne modely viskozity pro 2D geometrie

10’ [ T T T T
* =S
108 | y
B}
o 5 =+ B
g 107 ¢ ol
o
3 *
< F4
(@]
g
APV
g10" ¢ » 0
=+
0
10° | ~ 2D 1x1 eta 1x1x1 ——
2D 1x1 eta 1x10x1 -~
2D 1x1 eta 1x10x100 :--*---
2D 10x1 eta 1x1x1 &
2D 10x1 eta 1x10x1
2D 10x1 eta 1x10x100
10? L 1 I |
1. stacionarni 2. stacionarni periodicky chaoticky

rezim

Obréazek 4.3: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 2D geometrie s vrs-
tevnatymi modely viskozity.

rychlostni pole |v] teplotni pole T

* 465,74 :

0.9 09

0.8 400 0.8
0.7 350 0.7

0.6 300 0.6

0.5 250 0.5
0.4 200 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2

01 0.1

0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 vo 0 -0.2

Obrézek 4.4: Rychlostni a teplotni pole v bezrozmérnych jednotkach v modelovém
¢tverci 1x1 s prubéhem viskozity n; = (1, 10, 100), Rayleighovo ¢islo je Ra = 5-106.
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4,735

0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4 0.42 0.44 0.46

Time

Obrazek 4.5: Nusseltovo ¢islo pro model ¢tverce 1x1 s priubéhem viskozity 7, =
(1,10,100) (obr. [4.4), Rayleighovo &fslo je Ra =5 - 10.

4.2 VIiv geometrie systému

Téz geometrie ovliviuje kriticka Rayleighova ¢isla vyznamnym zpusobem. Na
rozdil od vlivu viskozity vsak rozdil mezi kritickymi ¢isly jednotlivych geomet-
rii obvykle narustd s vy$simi rezimy jen mirné (kritickd Rayleighova ¢isla se u
chaotického rezimu lisi vice nez u rezimu staciondrniho) a krivky sleduji stejny
smér. Vétsi, horizontalné rozsahlejsi oblasti jako 2D 5x1 ¢i 10x1 ¢ 3D 5x5Hx1 do-
sahovaly zpravidla vyssich rezimu diive, pro nizsi Rayleighova ¢isla. To vyplyva z
fyzikalni predstavy vétsi volnosti vétsich systémi. Zajimavé je kritické Rayleigho-
vo ¢islo prechodu do chaotického rezimu pro geometrii 2x1, které systematicky
narusuje vysSe popsany princip - v opozici k predstavé, ze se vzrustajici hori-
zontalni rozsahlosti klesaji kriticka Rayleighova ¢isla (snimky ¢. a dalsf).
Duvod, pro¢ pravé u této geometrie pozorujeme vyrazny pokles kritického Ray-
leighova ¢isla pro prechod do chaotického rezimu si vysvétluji jako efekt spojeny
se vznikem jedné celé konvekéni bunky, kterd se jiz do této geometrie vejde. Jak
je patrné ze srovnéni zavislosti Nusseltovych na Rayleighovych ¢islech (obrazek ¢.
, zavislost pro geometrii 2x1 se drzi v oblasti minima ze vSech vyobrazenych
geometrii, a totéz plati i pro srovnani zavislosti Nusseltovych cisel na ¢islech
Rayleighovych.

Je tieba stale uvazovat i vliv okrajové podminky zvldsté u malych geometrii
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(Ix1 a 1x1x1), které zvlasté pak pro chaoticky rezim prispivaji k narustu kri-
tického Rayleighova ¢isla (snimek ¢. . Zde pozorujeme velmi obdobny rozptyl
kritickych Rayleighovyh ¢isel, ktery je narusen pouze geometrii 1x1 v chaotickém
rezimu.

2D geometrie oblasti pro konstantn™ viskozitu

10° r T T T T
+
10° r .
. 0
o j 1‘
< 10° X | .
2 10 o 1 1
) . E
3 %
5 *
§ 10* | 0 ]
*
®
10° | 4 .
2D 1x1 ——+—
2D 2x1 - -
2D 5x1 :--*
2D 10x1 &
102 1 1 1
1. stacionarni 2. stacionarni periodicky chaoticky

rezim

Obréazek 4.6: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 2D geometrie s kon-
stantni viskozitou.

2D modely
14

12

10

// =[x ] 3k konst

2¢ 1 konst
w10 1 keonst

Mu

1,00E+3 1,00E+4 1,00E+5 1,00E+6 1,00E+7

Obréazek 4.7: Srovnéani zavislosti Nusseltovych ¢isel na Rayleighovych ¢éislech pro
2D geometrie s konstantnimi parametry «, k = konst. a s konstantni viskozitou
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Dulezitou roli hraje také dimenze systému. Vyssi dimenze systému znamend
snizeni kritickych Rayleighovych ¢isel, ktery logicky plyne z vice stupnu volnosti
systému. Efektem, ktery tento jev kompenzuje na obrazku ¢. 4.8 je znovu vliv
leighovo cislo pro prechod do chaotického stavu geometrie 2D 5x1 a 3D geometrie
oxHx1.

Srovnani 2D a 3D geometrii oblasti pro konstantni viskozitu

10’ r T T T T
=+
108 |
5 *
8 10° | :
o
g *
2 N f
(@)
8
& 104
g1o' .
10° |
2D 1x1 ——+— ]
2D 5x1
3D IxIx1 :--*---1
3D 5x5x1 &
102 1 1 1 1
1. stacionarni 2. stacionarni periodicky chaoticky

rezim

Obrazek 4.8: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech mezi 2D a 3D geometriemi
s konstantni viskozitou.

Presto zvlasté ve stiedni oblasti pozorujeme pokles kritickych Rayleighovych
¢isel se vzrustem dimenze. Vice patrny je tento jev, porovndame-li i riizné modely
viskozit.

4.3 Vliv geometrie systému i modelu viskozity

Geometricky vliv na rozptyl kritickych Rayleighovych ¢isel je dale ruzny dle
vlivu modelu viskozity. Jak bylo ukazano vyse, v piipadé modelu s konstantni
viskozitou jsou rozdily kritického Rayleighova ¢isla malé (pomér v fadu jednotek).
Pro modely s vyssi viskozitou byl jiz tento rozdil i fadovy, vzrustajici s kontrastem
viskozity (obr. ¢. , . Model zvysené viskozity zesiluje také vliv hrani¢ni
podminky.

Porovname-li modely se stejnym prubéhem viskozity, ale s ruznou dimenzi,
zjistime, ze se vzrustem dimenze vzrostl i rozptyl hodnot jednotlivych kritickych
Rayleighovych cisel danych modelu. Zvlasté rozptyl u kritického Rayleighova
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¢isla pro prechod do 1. a 2. stacionarniho stavu sledujeme vétsi rozdily mezi
jednotlivymi geoemtriemi, ve vyssich konvekénich stavech jiz dimenze piiliSnou
rozdilnost nezptusobuje. Samoziejmeé i zde sledujeme vliv hraniéni podminky, ktera
ovliviiuje 3D modely intenzivnéji (vétsi podil obsahu/obvodu hranice vuci cel-
kovému objemu/obsahu).

Srovnejme grafy na obr. [4.8/a[4.9] Vliv dimenze na grafu obr. ¢.[4.8]se projevu-
je snizenim kritickych Rayleighovych ¢isel, coz je kompenzovéano vlivem hraniéni
podminky, ktera systém ve vysSSich rezimech spise stabilizuje. Zménime-li jesté
model viskozity z konstantniho prubéhu na prubéh se zvysSenou viskozitou, jsou
tim ovlivnéna i kritickd Rayleighova ¢isla pro stacionarni rezimy a tim se rozptyl
hodnot rozdéli podél stejnomérné sirokého pasu. Hodnoty se nesbihaji u prechodu
do nizsich stavu, jak tomu bylo u modelu s konstantni viskozitou, navic zvysena
viskozita navysuje i absolutni hodnoty kritickych Rayleighovych ¢&isel, coz zna-
mena, ze s narustem kontrastu viskozit je tento pas hodnot Rayleighovych cisel i
Sirsi.

Ruzne modely viskozity pro 2D a 3D geometrie
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2D 1x1 eta 1x10x100 :-----
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2D 10x1 eta 1x10x100
10° | : 3D 1x1x1 eta 1x1x1 - -®- -
I 3D 1x1x1 eta 1x10x1 i— &~
3D 1x1x1 eta 1x10x100 -4
3D 5x5x1 eta 1x1x1 <
3D 5x5x1 eta 1x10x1
3D 5x5x1 etaI 1x10x100 :--<---

Bl e

102 1 1 1

1. stacionarni 2. stacionarni periodicky chaoticky
rezim

Obrazek 4.9: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech mezi 2D a 3D geometriemi
s ruznymi modely viskozity.

Na piikladu modelu viskozity n; = (1,10, 1) (obr. ¢. a je pak jeste
tento celkovy jev rozdélen dle dimenzi. Proto vidime, zZe jednotliva kritickd Ra-
yleighova ¢isla se pro 2D geoemtrii jesté zadny pas hodnot netvoii a rozptyluji
se spise u vyssich rezimu (periodicky, chaoticky). Teprve pfidanim dimenze se i
absolutni hodnoty kritickych Rayleighovych ¢isel zméni, ¢imz vySe uvedeny pas
vznika.
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2D geometrie oblasti pro viskozitu eta 1x10x1
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Obrazek 4.10: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 2D geometrie s visko-
zitou n; = (1,10,1).

Srovnani 2D a 3D geometrii oblasti pro viskozitu eta 1x10x1
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Obrazek 4.11: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech mezi 2D a 3D geomet-
riemi s viskozitou n; = (1,10, 1).

Podobné pak u modelu viskozity n; = (1,10,100) (snimek ¢. 4.13),
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kde jsou jen rozdily mezi jednotlivymi kritickymi Rayleighovymi ¢isly pro dany
prechod jesté vyraznéjsi. Toto je efekt viskozity, ktery byl diskutovan vyse.

2D geometrie oblasti pro viskozitu eta 1x10x100

10’ r T T T T
' I
*
10° | . o .
o L + ]
2
(8]
o
>
o
< [aa]
()]
S
g .
2 !
10° F k __
o D:] B
Ed
¥
2D Ix1 —+—
g 2D 2x1
2D 5x1 :-----
2D 10x1 &
104 1 1 1 1
1. stacionarni 2. stacionarni periodicky chaoticky

rezim

Obrézek 4.12: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 2D geometrie s visko-
zitou n; = (1,10, 100).

Srovnani 2D a 3D geometrii pro viskozitu eta 1x10x100
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Obréazek 4.13: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech mezi 2D a 3D geomet-
riemi s viskozitou n; = (1, 10, 100).
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4.4 Vliv funkéni zavislosti teplotni roztaznosti
a tepelné vodivosti

V modelech s funkéné zavislou teplotni roztaznosti a tepelnou vodivosti byly
aplikovany funkce dle rovnic a v predchozi kapitole. Uvadim ptiklad
prubéhu téchto funkci v poc¢itanych modelech.

Jak vyplyva ze vztahu , pro teplotni roztaznost a tepelnou vodivost
uzivanou v modelu, doplnéné vztahy , , hodnoty teplotni roztaznosti
jsou v modelu vzdy vétsi jedné, zatimco hodnoty tepelné vodivosti vzdy mensi
nez jedna, coz pii tomto skalovani vede k poklesu kritickych Rayleighovych ¢isel,
nebot zvyseni teplotni roztaznosti a sniZeni tepelné vodivosti sniZuje stabilitu
konvekce. Tento obecny vliv je vSak doprovéazen dalsimi efekty, jez mohou vést k
opacnému jevu. Ve vysledku hodnoty kritického Rayleighova ¢isla dle geometrie
a viskozity systému pro vyssi rezimy, zvlasté pak pro chaoticky, naopak vzrustaji.

Jako ptiklad je uveden jednoduchy model 2D 1x1 ¢tverce s konstantni viskozi-
tou ve staciondrnim rezimu. Jeho Rayleighovo &islo bylo Ra = 3-10°. Na obréazku
je uveden graf zavislosti horizontdlné prumérované teploty v modelu na
hloubce. Pro tento prubéh teploty je uveden prubéh teplotni roztaznosti a te-
pelné vodivosti (obr. ¢. [4.15)) v zévislosti na hloubce v daném modelu ¢tverce.

Horizontalngé primérovana teplota pro model 1x1

e

1
0,8
0,6 e el 1x1

£ —&— geoterma Zemé

0,4
0,2

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

1z

Obrazek 4.14: Horizontalné prumérovana teplota v bunce 1x1 pro model s kon-
stantni viskozitou funkéné zavislou teplotni roztaznosti a tepelnou vodivosti (ze-
lené) v porovnani s geotermou Zemé dle (Stacey, 1977).

Prubéhy funkei pripominaji o¢ekdvany prubéh téchto funkcei v Zemi (v gra-
fech vyznaceny cerné), rozdil je samoziejmé patrny vlivem geometrie systému (v
porovnani geoterm na obr. vidime, ze je rozdil v teplotnich gradientech v
blizkosti jadra; kartézsky systém ma gradienty v blizkosti jadra a povrchu sy-
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metrické, nikoliv vSak sférickd geometrie - v pfipadé geotermy Zemé zde vsak
samoziejmeé hraji roli jesté dalsi efekty), ddle v Zemi predpokldddme adiabaticky
prubéh teploty plastém a v pripadé klasické Boussinessqovy aproximace je tep-
lota ve stfedni ¢asti modelu konstantni, a tak dale. Rozdil se pak projevuje v
funkénich zavislostech teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti na hloubce praveé
v rozdilném sklonu kiivky ve stfedn{ oblasti (u Zemé pldst) a v oblasti spodni

hranice (u Zemé blizko CMB).

Teplotni roztaZnost pro horizonténé primérovanou teplotu modelu 1x1
R a=3e5, stacionami rezim
1ES 2E5 2E5 3ES 3ES 4ES

0,2

24 — riodel 1%1

r —&— geoterma Zemé

0,8

1,2
LK

Tepelna vodivost pro horizontalng primérovanou teplotu modelu 1x1

Fa=3ek, stacionami rezim
4 G 8 10 12 14 16 18 20

0 . - —

0,2

0,4 w—miodel 1x1
K —e— geoterma Zemé

0,8

12
Wimis

Obrazek 4.15: Prubéh funkce teplotni roztaznosti (nahote) a tepelné vodivosti
(dole) v modelu 1x1 s konstantni viskozitou (vypocet na zdkladé horizontalné
prumérované teploty dle obr. . Prubéh funkce je porovnan s jejim prubéhem
na zékladé geotermy Zemé dle (Stacey, 1977, obr. .

Funkéni zavislost teplotni roztaznosti « a tepelné vodivosti k£ se u modelt s
konstantni viskozitou projevovala jen mirné. Na modelu ¢tverce 1x1 sledujeme
vyraznéjsi vliv funkéni zavislosti teplotni roztaznosti nez tepelné vodivost - jsou-
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li v modelu pritomny oba jevy, vysledna kritickd Rayleighova ¢isla sleduji prave
vysledky teplotni roztaznosti (snimek ¢. . Rozdily v kritickych Rayleighovych
¢islech jednotlivych rezimu jsou malé a casto lezi na hrané intervalu chyby méfeni.
Rozdil mezi kritickymi Rayleighovymi ¢isly se navysuje pro prechody mezi vySsimi
rezimy (periodicky a chaoticky rezim), v nichz hraje transport materidlu stale
vyraznéjsi roli, rozdil narusta i napric¢ jednotlivymi geometriemi - rozdil kritickych
Rayleighovych cisel jednotlivych rezimu u modelt s vétsi horizontalni rozlehlosti
(2D 10x1 ¢i 3D 5x5x1) je vetsi.

Ruzne modely alfa,kappa pro ctverec 2D 1x1, eta 1x1x1
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Obréazek 4.16: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 2D geometrii 1x1 s
konstantni viskozitou.

Na snimku ¢. je vyobrazen graf zdvislosti Nusseltovych ¢isel na Raylei-
ghovych ¢islech pro 2D ¢tverec 1x1 s konstantni viskozitou. Je patrné, ze zvlaste
pro nizsi Rayleighova ¢isla se Nusseltova ¢isla jednotlivych modelu velmi podo-
baji a kfivky se mirné rozchazeji teprve pro vyssi Rayleighova ¢isla, ve vyssich
rezimech.

Podobné pro model 3D krychle 1x1x1 (obr. ¢. . Zde jsou vsak rozdily
mezi kiivkami Nusseltovych ¢éisel jiz znacné vyrazngjsi (vyraznéji se projevuje
trend rychlejsiho nastupu konvekce z kondukéniho stavu, ve vyssich rezimech vsak
spiSe stabilizace systému), coz plyne z vétsi volnosti systému, a tedy vyraznéjsi
roli toku materialu.

Jak je patrné, s véts{ volnosti systému (at vetsi horizontdlni rozlehlosti, ¢i
vicedimenziondlnosti modelu) roste vliv funkéni zévislosti teplotni roztaznosti a
tepelné vodivosti, oba vlivy se vzajemné dopliuji a postupné s rustem rozmeéru
modelu snizuji kriticka Rayleighova ¢isla zvlasté u vyssich rezimu. Je tieba déle
zahrnout vliv typu hraniéni podminky, ktery vsak zpétné kriticka Rayleighova
¢isla navysuje, a to zvlasté u horizontdlné mélo rozlehlych modela.
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Obrazek 4.17: Srovnani zavislosti Nusseltovych ¢isel na Rayleighovych cislech pro
2D ¢tverec 1x1 s konstantni viskozitou s konstantnimi parametry o, x = konst.
(modre) a s funkéné zavislymi parametry a, k = «, (T, z) (Cervené)
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Obrézek 4.18: Srovnani zavislosti Nusseltovych ¢isel na Rayleighovych ¢islech pro
3D krychli 1x1x1 konstantni viskozity s konstantnimi parametry «, k = konst. a
s funkéné zavislymi parametry konstantnimi parametry o, k = o, (T, z)
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Obrazek 4.19: Srovnéani zavislosti Nusseltovych ¢isel na Rayleighovych ¢islech
pro 2D modely 1x1 a 10x1 konstantni viskozity s konstantnimi parametry o, k =
konst. (modra a zelend) a s funkéné zavislymi parametry konstantnimi parametry
a,k =, k(T, z) (¢ervend a hneda).

Na snimku ¢. pak sledujeme tii zdkladni efekty:

vvvvvv

- vliv funkéni zdvislosti «, k (pokles Nusseltovych ¢isel zvlasté pro vyssi Ra-
yleighova ¢isla)

- vliv hraniéni podminky (zvySeni kritickych prechod mezi rezimy pro maly
1x1 model v oblasti periodického a chaotického rezimu)

Porovname-li vSechny 2D geometrie s konstantni viskozitou (graf na obr. ¢.
, vidime na prvni pohled vliv okrajové podminky - kritickd Rayleighova
¢isla pro chaotické rezimy jsou pro malé modely vyrazné vyssi. Vidime ale i vyse
popsany trend, tedy ze s vétsi dimenzi a horizontalni rozsahlosti vliv funkéné
zavislé teplotni roztaznosti predevsim, doplnény o vliv tepelné roztaznosti, snizuji
kritickd Rayleighova ¢isla,a to s rostoucim vlivem u vyssich rezimu. Podobny
trend vidime i v porovnani 2D a 3D geometrii - na snimku ¢. 4.21

Vliv funkéné zavislych parametru teplotni roztaznosti a tepelné vodivost je
pak patrny i vizualné na teplotnim a rychlostnim poli danych modeli. Nejvyraznéjsim
rozdilem je pokles gradientu teplot v oblasti, narusta objem materialu s teplotou
kolem AT'/2 (prumérné teploty) a konvekce probihd vyraznéji v horizontalnim
sméru, ubyva oblych tvartu stoupajicich ¢i klesajicich dtvaru.
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Ruzne modely alfa,kappa pro 2D geometrie, eta 1x1x1
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Obrazek 4.20: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 2D geometrie s kon-
stantni viskozitou.

Ruzne modely alfa,kappa pro 2D a 3D geometrie, eta 1x1x1

107 | : : , ,
10° | 4
I n
(=]
=2 5 L N i
a 10° « .
o o]
>
£ 2 s
2
K3}
2 104
g 10" & i
¢ 2D 1x1 a,k konst ——+—
X 2D 1x1 a,k fce
10° | Gt 2D 10x1 a,k konst :--*---i
2D 10x1 a,k fce &
3D 1x1x1 a,k konst
3D 1x1x1 ak fce
3D 5x5x1 a,k konst - -e-- -
3D 5x5x1 a,k fce i—4-—
102 L 1 1 1
1. stacionarni 2. stacionarni periodicky chaoticky

rezim

Obréazek 4.21: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech mezi 2D a 3D geomet-
riemi s konstantni viskozitou.
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Na sérii snimku je mozné vliv funkéni zdvislosti teplotni roztaznosti a
tepelné vodivosti pozorovat na 2D modelu 1x1. Zleva doprava, po fadcich, byla
spoc¢itana nejprve situace pro konstantni prubéh teplotni roztaznosti a tepelné
vodivosti, poté byla funkéné zavisla pouze teplotni roztaznost, poté teplotni vo-
divost, na poslednim snimku jsou funkéné zavislé oba parametry. Jak je patrné,
stoupava pluma pfi levém okraji se postupné ten¢i a napfimuje, misto Sikmého
stoupani postupné stoupd svisle vzhuru, popt. vodorovné doprava. Jeji teplota
klesa a blizi se prumérné teploté bunky. Stejné tak se ohfiva klesajici pluma zpra-
va, kterd je na snimku s konstantnimi parametry (vlevo nahofe) velmi vyrazné a
chladnd, na snimku s obéma parametry funkéné zdvislymi (vpravo dole) jeji tep-
lota stoupla a jeji tvar s vice blizi pravoihlému. Stoupava pluma u pravého okraje
vlivem funkcéné zavislé teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti ziskava sirsi celo,
ale jeji teplota klesa a blizi se prumérné teploté. Pluma se rozprostira zvlasté v
horizontalnim sméru. Jednotlivé proudy jsou v modelu s funkéné zavislymi para-
metry vyrazné tenci nez v modelu s parametry konstantnimi a poklesl i teplotni
gradient na styku horkych a studenych proudu.

Obrazek 4.22: Model 2D geometrie 1x1 s konstantni viskozitou, Rayleighovo ¢islo
Ra = 5 - 10% teplotni pole (Gervend je teplota 1, modra je teplota 0). Vlevo
nahote teplotni pole pro «, k = konst, vpravo nahote o = «(T, 2), k = konst.,
vlevo dole a = konst., k = (T, z) a vpravo dole funkéné zavislé oba parametry,
a,k = o, k(T z).
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Podobné se chova i systém ve 3D (obr. ¢. . Vlevo na obrazku je snimek
z vypoctu modelu pro konstantni parametry o, k, vpravo pro oba parametry
funkcneé zévislé, o, k = a, k(T z). Rozdil mezi modelem s konstantnimi a funkéné
zavislymi parametry spociva zvlasté v téchto rysech: na snimku z funkéné zévislého
modelu pozorujeme vyrazné vertikdlni proudy a horizontalni rozprostieni cela
plum (horky stoupavy proud na levé sténé oblasti), déle poklesl teplotni gradient.
Horké stoupajici plumy rostou podél rovnych hibetu (na obrazku s konstantnimi
parametry vlevo pozorujeme hibety zakfivené a s ruznorodou vyskou).

Obréazek 4.23: Model 3D krychle 1x1x1 s konstantni viskozitou, pro Rayleighovo
¢islo Ra = 2 - 109, teplotni pole (Cervend az zlutd - bezrozmérnd teplota 1 -
0.6; modré az zelend - bezrozmeérnd teplota 0 - 0.4). Vlevo model s konstantnimi
hodnotami «, k = konst., vpravo funkéné zavislé a, k = o, k(T z).

Tyto efekty, demonstrované na 2D a 3D modelu (obr. ¢. a, vyplyvaji
z definovanych funkci tepelné vodivosti a teplotni roztaznosti. Tepelna vodivost
je definovana jako linedrni funkce s hloubkou a odmocninné funkce s teplotou.
Vzhledem k svému postaveni v tepelné rovnici u gradientu divergence teploty
a pozici v Rayleighové ¢isle zvysSuje tepelny tok zvlasté v oblastech tepelného
gradientu, pti styku horkého a studeného matrialu se teploty rychleji vyrovnavaji.
Na zékladé toho jsou ztenceny jednotlivé plumy a vznikaji Sirokd cela plum.
Vyraznéjsi je tento efekt pro vyssi hloubky. Teplotni roztaznost je polynomialni
funkci teploty a exponencidlni funkei hloubky. Vyskytuje se pouze v Rayleighové
¢isle, a tak pusobi pouze v pohybové rovnici. Efekt funkéni zavislosti teplotni
roztaznosti spociva ve vyraznéjsim vertikdlnim transportu materidlu (inercidlni
sily), funkce je dale velmi citlivd na hloubku, a z toho také vyplyvaji rozsitené
proudy jednotlivych plum.

Z jednotlivych zavislosti kritickych Rayleighovych ¢isel na jednotlivych funkeich
vsak vyplyvd, ze efekt tepelné vodivosti ¢i teplotni roztaznosti tak, jak byl pre-
zentovan zde na zakladé funkci fitujicich prostiedi v Zemi, nehraji ptilis vyraznou
roli a ve srovnani s vlivem viskozity, potazmo geometrie, jsou spiSe nepodstatné.
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Spole¢ny vliv funkéni zavislosti parametri, geometrie a viskozity je

dale pozorovat na grafech ¢. a|4.25|

Ruzne modely alfa,kappa pro obdelnik 2D 10x1
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Obréazek 4.24: Srovnani kritickych Rayleighovych cislech pro 2D geometrii 10x1

s ruznymi modely viskozity.

Ruzne modely alfa,kappa pro krychli 3D 1x1x1
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Obrazek 4.25: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 3D geometrii 1x1x1

s ruznymi modely viskozity.
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Horizontalné rozsahld geometrie 10x1 ve 2D z grafu doplnuje jiz vyse
vyréené vysledky - nejvétsi vliv na model ma viskozita, s jejim narustem vyrazné
stoupaji i kriticka Rayleighova cisla. Funkéné zavislé modely pak pro jednotlivé
modely viskozit dosahuji kritickych Rayleighovych ¢isel o néco nizsich, ale vzdy
jen v tadech jednotek. Vliv funkcéné zavislych parametri se prohlubuje s kon-
trastnéjsim modelem viskozity - je-li viskozita konstantni, rozdil Rayleighovych
¢islech je v rdmci chyby meéteni. Pro model viskozity n; = (1,10, 1) jiz rozdil na-
roste na hranici jedné jednotky a pro model viskozity 7; = (1,10, 100) uz jsou to
az dveé az tii jednotky. Nejvétsi rozdil mezi kritickymi Rayleighovymi ¢isly mo-
delu s konstantnimi parametry a parametry funkéné zavislymi pozorujeme pro
vyssi rezimy (periodicky a chaoticky), v souladu s vlivem jednotlivych funkei na
konvekci dle jejich umisténi v pohybové a tepelné rovnici.

Pro srovnani uvadim jesté geometrii 3D 1x1x1 (obrazek , v niz hraje
podminka na hranici dulezitou roli. Stejné jako v piipadé geometrie 2D 1x1 i
zde je vliv funkcné zavislych parametru omezovan hraniéni podminkou a vede k
navyseni kritickych Rayleighovych ¢isel. Tento nartst je tim vyssi, ¢im vétsi jsou
kontrasty ve viskozité modelu. Jak je mozné oc¢ekavat, funkéné zavislé parametry
snizuji kritickd Rayleighova ¢isla, vzhledem ale k hrani¢ni podmince se tento trend
projevuje pouze u nizsich konvekénich rezimu. Pro rezimy periodické ¢i chaotické
sledujeme rozdil kritickych Rayleighovych ¢isel az fadovy, jedna se vSak o jejich
navyseni, nikoliv pokles, jak by bylo mozné oc¢ekavat. Tento narust je zpusoben
stabilizaci na sténach modelu.

Jak je mozné vycist z grafu na obr. Nusseltova ¢isla modelu viskozity pro
danou geometrii se postupné schazeji pro vyssi Rayleighova ¢isla do jedné krivky,
Nusseltova ¢isla pro modely funkéné zavislych parametri jsou pro dostatecné
horizontalné rozlehlé modely vzdy o néco vyssi. V grafu je patrny vliv hraniéni
podminky pro model 1x1x1, ktery jiz u modelu 5x5x1 neni patrny.
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Obrazek 4.26: Srovnani zavislosti Nusseltovych ¢isel na Rayleighovych ¢islech
pro 3D krychli 1x1x1 s konstantnimi parametry «, k = konst. s Zemi podobnym
prubéhem viskozity (modfe) a s konstantni viskozitou (¢ervené)
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Na zaveér je uveden snimek ze dvou simulaci s konstantni viskozitou v geome-
trii 3D 5x5x1, a to pro model s konstantnimi parametry a pro model s funkéné
zavislymi parametry. Z ukazky (obr. je patrné oziveni konvekce, napiimeni
proudu podél vertikalniho sméru a rozsiteni ¢el jednotlivych plum. Jak jiz bylo
uvedeno, tyto efekty jsou projevem exponencialni zavislosti teplotni roztaznosti s
hloubkou ¢i odmocninné zavislosti tepelné vodivosti na teploté a linearni zavislosti
na hloubce.

Obrazek 4.27: Model 3D kvadru 5x5x1 s konstantni viskozitou, pro Rayleighovo
¢islo Ra = 5+ 105, teplotni pole (Gervena az zlutd - bezrozmérnd teplota 1 - 0.6;
modra az zelend - bezrozmérnd teplota 0 - 0.4). Nahofe model s konstantnimi
hodnotami «, k = konst., dole funkéné zavislé o, k = a, k(T z).

4.5 Zemi podobné modely

Na zakladé vysledku bylo ukazano, ze nejvétsi vliv na kritickd Rayleighova
¢isla a na prubéh konvekce ma viskozita modelu. Z tohoto duvodu byla spoc¢itana
sada modelu s prubéhem viskozity podobnym prubéhu v Zemi.

Modely se Zemi podobnym prubéhem viskozity, viz tabulka [3.4] vykazovaly
snizeni kritickych Rayleighovych ¢isel v porovnani s modely s konstantni visko-
zitou. Graf pro geometrie 2D 1x1, 2D 10x1, 3D 1x1x1, 3D 2x2x1 a 3D 5x5x1 viz
obrazek ¢. [4.28] Toto snizeni bylo v fadu jednotek, maximalné v rozdilu jednoho
radu. Takovy rozdil je srovnatelny s modelem viskozity 7; = (1,10, 100), kde byl
kontrast viskozity téz dva tady.
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2D a 3D modely s konstantni viskozitou a se Zemi podobnym prubehem viskozity
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Obrazek 4.28: Kritickd Rayleighova cisla pro 2D a 3D geometrie se Zemi po-
dobnym prubéhem viskozity a s konstantni viskozitou.

V tomto modelu vsak bylo mirné jiné rozlozeni vrstev, které se projevuje
v deformaci tepelného a rychlostniho pole v porovnani s modely s viskozitami
rozvrstvenymi pravidelné, jako tieba model n; = (1,10, 100). Z pochopitelnych
dtavodu probihala konvekce nejzivéji v oblasti s nejnizsi viskozitou (”astenosféra”
v modelu Zemé), kde material dosahoval nejvyssi velikosti rychlosti. V kandlu se
snizenou viskozitou, ktery je relativné tenky, tak probiha proudéni preferenéné
horizontalné. Efekt je doplnén vlivem funkéni zavislosti teplotni roztaznosti a
tepelné vodivosti, jez k vertikalnimu proudéni s vyraznym rozlitim cel plum do

vodorovného sméru také podporuji (viz obr. 4.29)).
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Obrazek 4.29: Teplotni pole pro model 2D 1x1 pro prubéh viskozity podobny
Zemi, s funkéné z4vislymi parametry o a &, pro Ra = 9 - 10%.
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Obrazek 4.30: Teplotni pole pro model 2D 10x1 pro prubéh viskozity podobny
Zemi, s funkéné zavislymi parametry a a k, pro Ra = 2-10° (nahote) a Ra = 2-10°
(dole).

Jestlize se systém dostane do chaotického rezimu, chova se obdobné jako kazdy
model s kontrastn{ viskozitou - vytvori se vrstvy. Jak je patrné z obrazku [£.30] v
oblasti s vysokym kontrastem viskozity o dva tady se vytvorila vrstva s vysokym
gradientem teploty. Na obrazku je patrna klesajici studena pluma v druhé polo-
viné napravo, jejiz Siroké ¢elo se pak rozprostira po velké casti dna oblasti. Ob-
dobné by se mohla chovat i Zemé, kde kromé vlivu viskozity a funkéné zavislych
parametru vyraznou roli hraji jesté fazové prechody a radioaktivni rozpady, které
meéni tepelnou bilanci systému a mohou podporit, nebo utlumit konvekei v dané
oblasti.

Jako dalsi byl sledovan stejny efekt viskozity a geometrie jako v predchozich
kapitolach, tedy podporeni poklesu kritickych Rayleighovych ¢isel pro vSechny
rezimy vlivem geometrie poklesem kritickych Rayleighovych ¢isel zvlasté pro vyssi
rezimy vlivem kanalu snizené viskozity.

3D geometrie 1x1x1

Zavislost Musseltova Eisla na Rayleighov é &isle
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Obrazek 4.31: Srovnéani zavislosti Nusseltovych ¢isel na Rayleighovych ¢islech
pro 3D krychli 1x1x1 s konstantnimi parametry o, x = konst. s Zemi podobnym
prubéhem viskozity (modie) a s konstantni viskozitou (Cervené)

Jak je navic patrné z grafu na obr. [4.31], vliv viskozity muze byt potlacen geo-
metrii - vlivem hrani¢ni podminky, jako je tomu v pfipadé malych geometrii jako
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je 2D 1x1 nebo 3D 1x1x1. Zavislost Nusseltovych ¢isel na Rayleighovych ¢islech je
tak pro tyto geometrie vpodstaté stejnd, lisi se pouze v detailech nastupu jednot-
livych rezimu. Navic zavislost Nusseltovych cisel na Rayleighovych ¢islech je pro
tyto dvé geometrie velmi podobnd (viz obrazek srovnani zavislosti Nusseltovych
¢isel pro geometrie 2D 1x1, 3D 1x1x1 a 3D 2x2x1 na obr. .

20/3D modely podobné Zemi

16

—— 1x1x1Z
—— 2%2x17
1x1 Z

1,00E+03 1,00E+04 1,00E+05 1,00E+06 1,00E+07
Fa

Obrézek 4.32: Srovnani zavislosti Nusseltovych ¢isel na Rayleighovych ¢islech pro
modely s konstantnimi parametry «, k = konst. a se Zemi podobnym prubéhem
viskozity.

Zkoumany byly rezimy také pii funkéni zavislosti teplotni roztaznosti a te-
pelné vodivosti.

Vliv funkéni zavislosti a, k(T z) se projevil stejné jako u modelu s konstantni
viskozitou. Cim vyssi rezim, tim vyraznéjsi byl pokles Rayleighova éfsla pro mo-
del s funkéné zavislymi parametry «, x oproti modelu s témito parametry kon-
stantnimi (obrézek ¢. . U modelt se silnym stabilizacnim vlivem okrajové
podminky je vSak tento trend oslaben. Jak je uvedeno na ptikladu 3D mode-
lu 1x1x1, namérené hodnoty kritickych Rayleighovych ¢isel jsou pro konstantni
i funkéné zavislé parametry prakticky totozné a funkéni zévislost teplotni roz-
taznosti a tepelné vodivosti nenf patrnd (obrézek ¢. [£.34)).

Jak vyplyva z celkového porovnani ruznych geometrii na obr. [4.35] sledujeme
zde vSechny jiz vySe popsané efekty:

e efekt vlivu viskozity - snizeni viskozity umoznuje prechod do vyssich rezimu
pro nizsi Rayleighova ¢isla, vliv viskozity slabne pro vyssi rezimy

e cfekt geometrie - horizontalné rozsahlejsi geometrie ma vice volnosti a prechazi
tak mezi vSemi rezimy snadnéji

e vliv funkéni zavislosti parametru teplotni roztaznosti a tepelné vodivost -
umoznuji snazsi prechod mezi jednotlivymi rezimy, nejvice se projevuje u
vysSich rezimu

e vliv hrani¢ni podminky - u malych modelua (1x1 a 1x1x1) stabilizuje kon-
vekcei a navysuje tak kritickd Rayleighova ¢isla zvlasté pak pro vyssi rezimy
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2D model obdelniku 10x1 se Zemi podobnym prubehem viskozity
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Obréazek 4.33:

rezim

Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 2D geometrii 10x1

se Zemi podobnym prubéhem viskozity.

3D model krychle 1x1x1 se Zemi podobnym prubehem viskozity
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Obréazek 4.34: Srovnani kritickych Rayleighovych ¢islech pro 3D geometrii 1x1x1
se Zemi podobnym prubéhem viskozity.
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2D a 3D modely se Zemi podobnym prubehem viskozity
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Obrazek 4.35: Srovnani zavislosti Rayleighovych ¢islech mezi 2D a 3D geometri-
emi se Zemi podobnym prubéhem viskozity.

Na zavér uvadim snimek z modelu 3D geometrie 2x2x1 pro model viskozity
podobny Zemi a s konstantnimi parametry « a s (obr. ¢. |4.36]). Ze snimku je

vvvvvv

vvvvv

klesavych proudiu konstantni tloustky, jejichZ teplota se ale jen malo odlisuje od
teploty prumérné v bunce.

Obréazek 4.36: Model 3D kvadru 2x2x1 se Zemi podobnym prubéhem viskozity,
pro Rayleighovo ¢&islo Ra = 5 - 10%, teplotni pole (¢ervend az zlutd - bezrozmérna
teplota 1 - 0.6; modra az zelend - bezrozmérn4 teplota 0 - 0.4).
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5. Analyza frekvenéniho spektra
chaotickych rezimu

Ziskand data zavislosti Nusseltovych ¢isel na case pro jednotlivé modely byla
analyzovéana ve spektralni oblasti. Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 3, vyhodnoceni
frekvencniho spektra danych ¢asovych vyvoju Nusseltova ¢isla bylo jednou ze
zakladnich metod stanoveni kritickych Rayleighovych ¢isel pro jednotlivé modely.
V ramci tohoto cile byla zkoumana zvlasté amplitudova spektra signalu.

5.1 Numerické modely

V pripadé chaotickych rezimu se ve spektralni oblasti jiz nevyskytuji zadné
vyznacné frekvence a spektrum ma charakter Sumu. Zajimalo mne, zda lze z toho-
to Sumu vy¢ist povahu probihajiciho déje, a to alespon priblizné. Z tohoto duvodu
jsem si z naméfenych dat spocitala také vykonovou frekvenéni hustotu (power
spectral density - PSD) a pokusila se nalézt kiivku, kterd dattium nejvice odpovida.
Vykonovou hustotou jsem prokladala zvlasté krivky odpovidajici vykonovym hus-
totdm znamych barevnych sumu. Z dat jednoznacné plyne, ze prevladaji delsi
frekvence, a proto je také v amplitudovém spektru zietelny spad smérem k frek-

vencim vysokym (viz obr. [p.1]a[5.2)).

Signal - Zavislost Musseltova tisla na tase pro model 5x5x1 s viskozitou 1101
33 T T T T T

aes
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1ek
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35
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31 1 1 1 1 1 1
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Obrézek 5.1: Casova zavislost Nusseltova ¢isla pro vybrany 3D model 5x5x1 s
modelem viskozity 1; = (1, 10, 1) a pro Rayleighova ¢isla Ra = 5-10°, 7-10° a 6-10°.
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Amplitudove spektrum pro 30 model S=25:1 5 viskozitow 121 0<1
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Obrézek 5.2: Frekvencni zavislost Nusseltova ¢isla pro vybrany 3D model 5x5x1 s
modelem viskozity 1; = (1, 10, 1) a pro Rayleighova ¢isla Ra = 5-10°, 7-10° a 6-10°.
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Obrazek 5.3: Vykonova spektralni hustota signélu zavislosti Nusseltova cisla na
¢ase pro vybrany 3D model 5x5x1 s modelem viskozity n; = (1,10,1) a pro
Rayleighova éfsla Ra =5 - 105, 7-10%a6 - 106.
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Jednotlivé vykonové frekvencni hustoty byly velmi dobte prolozitelné kiivkou
y(z) = 1/2?, tedy odpovidaly frekvenénimu obrazu hnédého (Brownova) sumu.
Tento vysledek je v souladu s definici chaotického rezimu v konvektujicim systému,
odpovida totiz ndhodné prochézce ¢i Brownovu pohybu. Vykonové spektrum tak
dale potvrzuje vysledky simulaci. Ukézka vykonové hustoty prolozené funkéni
zévislosti vykonové hustoty na frekvenci jako y(f) = 1/f? je na snimku &. .

5.2 Experimentalni model

Aby bylo mozné vysledky vyse povazovat za platné, dovolila jsem si navrhnout
maly experiment, s nimz by bylo mozné data srovnat. Tento experiment spocival
v pozorovani sklenéné nadoby s vodou o ¢tvercové podstavé 10 x 10 cm. Dno této
nadoby tvoril hlintkovy panel, siti dutin plosné temperovany vodou na konstantni
teplotu. Na hlinikovy panel byly silikonovym lepidlem prilepeny sklenéné desky
o kratsf hrané 10 cm. Nddoba byla svrchu oteviend (obr. [5.4)).

Obrazek 5.4: Sklenéna nadoba s temperovanou hlinikovou podlozkou

Néadoba byla naplnéna vodou do té vyse, jakého poméru stran jsem chtéla
dosahnout:

e 2 cm - pomeér stran 5x5Hx1,
e 5 cm - pomér stran 2x2x1,
e 10 cm - pomér stran 1x1x1.

Voda v nadobé tedy do jisté miry odpovidala modelim z této diplomové
prace, simulované v prostiedi Comsol: pevna teplota na spodni hranici, do jisté
miry tepelné izolované stény (tato izolace ale nebyla piilis dobrd), pevné nepo-
hyblivé stény a dno. Od modelu se expriment lisi predevsim volnym povrchem
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a promeénlivou teplotou na horni hranici a také pak vybérem kapaliny jsou tyto
modely zasadné odlisné.

Experiment byl sestaven dle schéma na obr. [5.5l Teplota povrchu hlinikového
bloku a hladiny vody byla kontinualné méfena pomoci infracerveného snimace.
V tomto kroku je patrné, ze méteni teploty na hlinikové desce je presnéjsi nez
na hladiné - za prvé teplota bloku je relativné dobte homogenni po celé plose, za
druhé na hlinikovy blok bylo mozné nanést lokalné nepatrné mnozstvi cerné barvy,
ktera spolu se snizenim odrazivosti materidlu zvysi presnost sniméani teploty.

clona s malym kulovym akvarium s vodou
otvorem

halogenova ¢ocka tepelny filtr
lampa temperovana stinitko kamera

podioZka

[ 31 O I

Obrazek 5.5: Schéma experimentu

5.3 Vyhodnoceni experimentu

Na stinitku byly pozorovany pohyby elementu vody s ruznou hustotou, jez
odpovida aktudlni teploté a tlaku. Se zménou hustoty se méni také index lomu
vody, diky ¢emuz je mozné pozorovat ruzné jasné oblasti na stinitku. Experimenty
pro ruzné teploty hlinikové podlozky a rizné mnozstvi vody byly zaznamenédvany
na kameru a do pocitace. Vznikla data pak byla zpracovana v prostiedi software
Matlab.

Aproximaci zavislosti hustoty, viskozity, teplotni roztaznosti a tepelné vodi-
vosti polynomy bylo mozné spocitat priblizna Rayleighova ¢isla pro dané rozdily
teplot podlozky a povrchu kapaliny. K aproximaci byly uzity nasledujici funkce
dle (Comsol Multiphysics, 2011, [4]):

1n,(T) =1, 3799566804 — 0.0212240191517 + 1, 3604562827 - 10~*T">
— 4,6454090319 - 10~7T® + 8,9042735735 - 10~ 1°7* (5.1)
—9,0790692686 - 10177 + 3, 8457331488 - 10~ 1°71°

po(T) = 838, 466135 + 1,40050603T — 0,003011237677 + 3, 71822313 - 10777
(5.2)

k,(T) = —0,869083936-+0, 008948803457 —1, 58366345-10°T%+7,97543259-10 273
(5.3)

¢y, (T) =12010, 1471 — 80, 40728797 + 0, 30986685477 — 5, 38186884 - 10T

+3,62536437 - 107"
(5.4)
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a samoziejmeé

K=— (5.5)

Na zakladé téchto ptibliznych vypoctu vznikl graf zavislosti Rayleighova cisla
(uré¢eného z povrchové teploty kapaliny) na rozdilu teploty pro vodu v danych
tfech geometriich. Zajimavym vysledkem je, Ze tato zavislost je zvlasté u malych
rozdilu teploty prakticky nezavisla na geometrii. Bohuzel nebylo mozné stano-
vit kritické Rayleighovo ¢islo pro pocéatek konvekce, nebot voda se velmi rychle
prohiiva, a tedy neni mozné dobte reflektovat aktualni teplotu na vrchni hranici.
Vysledky jsou zobrazeny na obr. |5.6|

Zavislost Ra Eisla na rozdilu teplot dna a povrchu kapaliny

1 60E+005
1 40E+005
120E+005
1 ,00E+005 01
8,00E+004 —g=— (1,05
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Facislo

4 00E+004
2,00E+004

0,00E+000
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rozdil teplot delta T

Obrézek 5.6: Zavislost Rayleighovych ¢isel na rozdilu teploty spodni a horni hra-
nice pro geometrie 1x1x1 (0.1), 2x2x1 (0.05) a 5x5x1 (0.02).

Déle byla zpracovana obrazovéa data. Z nich je mozné urcit konvekéni rezim.
Vzhledem k nedostatku prostoru v této praci jsem se nakonec vénovala pouze
chaotickému rezimu. Video ¢asového prubéhu konvekce bylo prevedeno do stupni
sedi, kde kazdému pixelu nalezi hodnota jasu od 0 do 255. Z videa tak byla ex-
trahovana matice, vyjadiujici ¢asovou zménu jasu jednotlivych pixeli obrazu.
Kazda casova rada jednotlivych pixelu obrazu byla pojata jako vstupujici signél.
Je patrné, ze geometrie s niz§im obsahem vody (2 ¢cm) nelze bez ochlazovani po-
vrchu kapaliny udrzet ve stejném konvekénim stavu stejné dlouho jako geometrie
s vétsim mnozstvim vody (10 cm), proto data geometrie 2x10x10 c¢cm tvoii nej-
kratsi casové fady a i pocet pixelu je zcela nejnizsi (nejmensi plocha na stinitku).
Proto je rozliseni ve spektru u této geometrie nejhorsi, nejlepsi je pak pro velky
objem vody, 10x10x10 cm.

Cilem je porovnani frekvencéniho obsahu konvekce experimentalni aparatury a
numerického experimentu. Sice byl v experimentu a numerické simulaci pozorovan
a méfen jiny Sum: casovy vyvoj Nusseltova ¢isla pro dané ¢islo Rayleighovo versus
casovy vyvoj jasu kapaliny. V obou piipadech vsak v chaotickém rezimu. Tyto
Sumy spolu souvisi, nebot pokles ¢i vzrist jasu souvisi s teplotou v daném misté

70



a okamziku, stejné jako zména Nusseltova cisla souvisi s prenosem tepla diky
konvekci v poméru k tepelnému prenosu kondukei. Na obrazku ¢. je zachycen
jeden snimek stinitka pro geometrii 10x10x10 cm.

Obrazek 5.7: Snimek stinitka pro krychli vody 10x10x10 cm, jejiz dno bylo tem-
perovano na 60°C, povrch vody ¢inil 30°C.

Na obrazku je pak zobrazen vysek z casové fady pro nahodné zvolené
pixely v oblasti hranic a uprostied oblasti. Jedna se o geometrii 5x5x1, tedy o
nadobu naplnénou 2 cm vody. Datové fady byly pred zpracovanim normalizovany
odectenim prumérné hodnoty jasu fady, tedy misto absolutni hodnoty byla ana-
lyzovana pouze zména jasu. Tim jsem chtéla umoznit srovnavani mezi jednot-
livimi experimenty, nebot svételné podminky nemusely byt stejné. Pii analyze
absolutnich hodnot jasu by pak nebylo mozné porovnavat absolutni vykony jed-
notlivych frekvenci napti¢ geometriemi.

7 casovych rad pak byla za pomoci rychlé Fourierovy transformace vypocitana
amplitudova spektra a vykonové spektralni hustoty.

71



Signal z obrazovych dat (jednotlive pixely)
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Obrazek 5.8: Ukazka casovych Tad - zde z experimentu geometrie 5x5x1, teplota
60/41°C.

5.4 Porovnani numerickych modeli s experimen-
tem

Ocekavana jsou spektra obdobnd obr. [5.2] Experimentéln{ spektra se ale lisf:
i v chaotickém rezimu se objevuji jisté diskrétni frekvence. Tyto frekvence souvisi
s volnym povrchem kapaliny a sificimi se gravitacnimi vlnami. Kapildrni viny
nepovazuji za relevantni vzhledem k hloubce nadoby. Navic frekvence, kterd by
jim odpovidala, se ve spektru neobjevuje. Je vSak pravdépodobné, ze v pripadé
nizkych geometrii (2 cm - 5xbx1) se jednd o efekt gravitacné-kapildrnich vin,
nebot hloubka nadoby byla jiZz srovnatelnd s vinovymi délkami zéladnich period.
Vliv na vyslednou frekvenci viny je vSak tak maly, ze jej nelze v méteni odlisit.
Fazovou rychlost gravitacnich vin vy, , kapildrnich vin vy, a gravitacné-kapildrnich
vin vy, _, jsem pocitala dle (Gill, 1982, [10]) a (Rizzoli, 2008, [12]):

A 2ml
vy, = \/g—7T tanh (%) (5.6)




kde ¢ predstavuje tihové zrychleni Zemé, A\ vinovou délku viny, [ hloubku
nadoby, o povrchové napéti kapaliny a p hustotu kapaliny.

Témto teoretickym vztahtum odpovidaji pro zdkladni vinu délky 20 cm (pulvina
v nadobé) a vyssi harmonické viny nésledujici frekvence:

hloubka [em] vy [ms™']  fo[Hz] fi[Hz] fo[Hz] f3[Hz]

2 042 2.09 4.17 6.26 8.34
5 0.54 2.68 5.35 8.03 10.70
10 0.56 2.79 2.58 8.37 11.16

Tabulka 5.1: Fazové rychlosti a frekvence pro dané geometrie o podstavé 10x10
cm, s hloubkou 2, 5 a 10 cm.

Jak je videét, ve spektru velkého objemu vody (10x10x10 cm - geometrie 1x1x1)
se povrchové viny spiSe neobjevuji, ve spektru jsou patrné pouze naznaky (viz
obr. . Je mozné je sledovat jen lokédlné, pro spektrum spocitané z pixelu blizko
povrchu. V amplitudovych spektrech mensich geometrii jsou vsak jiz tyto povr-
chové efekty dostatecné silné a objevi se i ve spektru spocitaného z celé plochy
stinitka (viz obr. . Frekvence se mirné lisi od frekvenci spocitanych vyse v
tabulce, coz je ale zpusobeno nedokonalou znalosti vsech parametru (napf. nebyla
zohlednéna teplota vody). Pro geometrii velmi nizkou (2x10x10 cm - geometrie
5x5x1) nebylo presvédéivé mnozstvi dat, lokdlné se objevuje pik u 2.2 Hz, ktery by
odpovidal zékladni frekvenci povrchové viny, globalné se vsak v datech objevila
velmi diskrétni frekvence 10 Hz, ktera vznikla nejspi§ mimo experiment. Podobné
je to s diskrétni frekvenci 15 Hz u geometrie 2x2x1 (5x10x10 cm). Vysvétleni
téchto frekvenci, jez lezi na takto specifickych hodnotach, se zda byt mimo expe-
riment - nejspise se jedna o ruseni ze sité, které je prendseno elektrickym zdrojem
projektoru.

Amplitudove spektrum - geometrie 1x1x1, teplota 60430 °C
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Obrézek 5.9: Ampitudové spektrum geometrie 1x1x1 (10x10x10 cm)
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Amplitudove spektrum - geometrie 2<2x1, teplota 60737 °C
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Obrazek 5.10: Ampitudové spektrum geometrie 2x2x1 (5x10x10 cm)
Amplitudove spekirum - geometrie 5x5x1, teplota 60/41 °C
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Obrézek 5.11: Ampitudové spektrum geometrie 5x5x1 (2x10x10 cm)

Zvlasté zajimavé vsak je: pozorujeme anomélni chovani geometrie 2x2x1,
stejné jako u numerickych modelu v kapitole 4, v nichz geometrie 2x2x1 vy-
chovala i v zavislosti Nusseltova ¢isla na cisle Rayleighové. Obdobné zde, na obr.
b.12] je patrny posun spektra této geometrie, ktery nejspise souvisi s velikosti
jedné konvekéni bunky - v geometrii 2x2x1 je pomér sitky a hloubky pravé jen o
néco vyssi nez pomér, pro néjz muze vzniknout jiz jedna konvekéni burnka.

Déle je amplitudové spektrum dobfe vystihnutelné funkei y = 1/z, tedy stejné
jako data ziskand z casového vyvoje Nusseltova ¢isla numericky modelovanych ge-
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ometrii. Ve vykonové spektralni hustoté totiz pak 1ze ocekavat spektralni spad ja-
ko y(f) = 1/f?, coz odpovida, stejné jako v numerickém pifpadé, spektru hnédého
(Brownova) sumu. Obrazek vykonové spektralni hustoty nese ¢islo m

Amplitudove spektrum pro vsechny geometrie, teplota dna 60 = C
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Obréazek 5.12: Porovnani amplitudovych spekter geometrii 1x1x1, 2x2x1 a 5x5x1
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Obréazek 5.13: Vykonova spektrélni hustota (PSD) pro experiment geometrii
1x1x1, 2x2x1 a 5xHx1, porovndna s funkei y = 1/22

Lze tedy shrnout, ze v rdmci numerickych modelu predstavenych v této praci
a tohoto experimentu je mozné sledovat jisté podobnosti, a tim do jisté miry
ovérit i spravnost numerickych modeli. Za prvé byla ukazana numericka i ex-
perimentalni odlisnost modelt 2x2x1, souvisejici se vznikem pravé jedné kon-
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vekéni bunky. Dale byl ukazan charakter sumu v chaotickém rezimu, v nume-
rickém ptipadé demonstrovan na ¢asovém vyvoji Nusseltova ¢isla, v experimentu
demonstrovan na zmeéné jasnosti jednotlivych bodu v prumétu kapaliny. Tento
sum odpovida charakteristice hnédého sumu, a je tak pravdépodobné generovan
principem nédhodné prochazky. To odpovida definici chaotického rezimu, ¢imz je
dosazeni tohoto rezimu i v numerickém piipadé potvrzeno.
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Z.aver

Diplomova prace se zamérila na systematické prozkoumani kritickych Raylei-
ghovych ¢éisel kartézskych modelt ve dvou a trech dimenzich s podminkou nulové
rychlosti na hranicich, pevné predepsanou teplotou na spodni a svrchni hranici
a nulovym tepelnym tokem na svislych hranicich. V modelech byla uvazovana
vrstevnata viskozita a konstantni, nebo teplotné a s hloubkou zavislé parame-
try teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti. Systém byl popsdn bezrozmérnou
klasickou Boussinesqovou aproximaci.

V ramci diplomové prace byla predstavena metoda pro vypocet obdobného
problému popsaného vyse. Pro feseni Stokesovy tlohy (rovnice a[L.6)) byla na-
vrzena maticové metoda a pro feseni termdlni rovnice byla navrzena metoda
Eulerova.

Samotné vypocty pak byly provadény v prostiedi komeréniho software Com-
sol, a tedy pomoci konec¢nych prvku.

Sestaveny model v softwaru Comsol byl otestovan dle ¢lanku Blankenbacha a
kol. (Blankenbach et al., 1989), (viz tabulka[3.17)). Nésledné byly spocitény casové
vyvoje termélni konvekce pro 2D modely pomért stran 1x1, 2x1, 5x1 a 10x1 a pro
3D modely poméru stran 1x1x1 a 5x5x1, v jednom pripadé také 2x2x1. V téchto
modelech byla pozorovana citlivost kritickych Rayleighovych ¢isel na vrstevnaty
model viskozity (viskozita byla bud konstantni, nebo v poméru 1x10x1, 1x10x100,
nebo byla nastavena dle modelu podobného podminkam v Zemi, viz tabulka |3.4)).
Déle byla studovéna citlivost na piitomnost/nepiitomnost teplotni a hloubkové
zavislosti teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti. V poptedi zdjmu stal také vliv
geometrie jednotlivych struktur. Na zavér byly vysledky numerickych modelu ve
spektralni oblasti porovnany s experimentem.

Na zakladé provedenych numerickych simulaci je mozné formulovat tyto zavery:

e Nejvétsi vliv na hodnoty kritickych Rayleighovych ¢isel mé model viskozi-
ty. Rozdil hodnoty Rayleighovych ¢isel mezi jednotlivymi modely viskozity
muze byt i vice nez fadovy, a to i pro prvni kritické Rayleighovo ¢islo. Mo-
del viskozity se nejvice projevuje u nizsich Rayleighovych ¢isel, pro vysoka
Rayleighova ¢isla vliv viskozity klesa.

S rostouci prumeérnou viskozitou vzrustaji i hodnoty kritickych Rayleighovych
¢isel. Tento jev je v souladu s fyzikalni ivahou, v niz viskozita stabilizuje
jednotlivé rezimy.

Kontrastni modely viskozity vedou k tvorbé vrstev odlisnych teplot a vyraznych
gradientu teploty na hranicich téchto vrstev.

Modely se Zemi podobnym prubéhem viskozity vykazovaly obdobné chovani
jako modely s kontrastnimi modely viskozity vyse. Byla pozorovana vrstva
snizené viskozity a jeji vliv na tvar a rychlost konvekce.

e Geometrie systému dale ovliviiuje v nejvétsi mite Rayleighova ¢isla pro nej-
vyssi rezimy, pomér zmény kritického Rayleighova ¢isla pro pocatek konvek-
ce vlivem geometrie se pohyboval v fddu jednotek, zatimco pro chaoticky
rezim jiz mohl rozdil téchto ¢isel ¢init i vice nez tad. Geometrie tak vice
ovliviiuje prechod do vyssich rezimu nez samotny pocatek konvekce.

S rostouci horizontélni rozsdhlosti modelu (tedy s vétsim pomeérem stran)
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kriticka Rayleighova ¢isla jednotlivych rezimu klesaji. I tento jev odpovida
vstupni ptredstaveé. Horizontalné rozsdhlejsi modely maji vice prostoru a
méné vlivu hranice. VIiv geometrie posouva vsSechna kriticka Rayleighova
¢isla obdobné, neméni tvar kiivky.

e Velmi vyrazny vliv na modely mé hraniéni podminka, kterd systémy sta-
bilizuje, a vede tak k navyseni kritickych Rayleighovych ¢isel, a to zvlaste
pro periodicky a chaoticky rezim. Vliv hranice je velmi patrny u modela 2D
1x1 a 3D 1x1x1, u ostatnich modelu vliv rychle slabne.

e Funkcni zavislost teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti ovlivila jinak mo-
dely s malymi poméry stran (napf. 2D geometrie 1x1) a jinak modely
s poméry stran vétsimi (napf. 2D geometrie 10x1). V piipadé modelu s
malymi poméry stran hodnota kritickych Rayleighovych ¢isel pro periodicky
¢i chaoticky rezim v modelech s konstatni viskozitou vzurstala, v ostatnich
modelech hodnoty poklesly. Teplotni roztaznost v nékterych pripadech nemeéla
na zménu kritickych Rayleighovych ¢isel vliv, tepelnd vodivost se proje-
vovala vice a ve vétsiné piipadu kriticka Rayleighova ¢isla jejim tuc¢inkem
poklesla. Pusobeni obou funkénich zavislosti najednou ve vétsiné pripadu
vedlo k snazsimu dosazeni vyssich rezimu (pro nizsi Rayleighova ¢isla) nez
v ptipadé, kdy méla teplotni roztaznost a tepelna vodivost konstantni hod-
notu. Pritomnost funkéni zavislosti teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti
déle vede ke tvorbe sirsich ¢el stoupajicich/klesajicich plum a k napiiment
proudu, déle sledujicich vertikalu.

Na zakladé otazky z ivodu préace: Piitomnost funkénich zavislosti vede ke
snizeni kritickych Rayleighovych ¢isel, jiz méné ovliviuje ktivky zavislosti
Nusseltova ¢isla na Rayleighove ¢isle.

e Zavislost Nusseltovych cisel na Rayleighovych cislech byla velmi citliva na
model viskozity a dale na geometrii, spiSe necitliva byla k funkéné zdvislym
parametrum teplotni roztaznosti a tepelné vodivosti.

e Casovy vyvoj Nusseltova éisla pro chaotické rezimy odpovid4 charakteristice
hnédého (Brownova) sumu, vykonové spektralni hustota spada dle funkce
y = 1/f% Tento poznatek byl ovéfen i experimentalné.

Zavérem bych chtéla vymezit dalsi moznosti zkoumani tohoto tématu a jeho
rozsitovani. V prvni fadé by bylo tfeba zvysit pocet geometrii a zamérit méreni
zvlasté na ty horizontalné rozsahlé (v mé diplomové praci byla horzintélné nej-
rozséhlejsi oblasti ve 2D s pomérem stran 10x1 a ve 3D s pomérem stran 5x5x1)
a také rozsitit vysledky o sférické modely. Dale by bylo mozné prozkoumat vice
viskéznich modelu. Je také mozné ménit funkéni zdvislost parametru ¢i rovnice
prepsat z bezrozmérnych na rozmérné a dané modely srovnat s experimentem.

Povazovala bych za velmi pfinosné k témto cilum (zvlasté co se rozlehlosti
modelu tyce) pouzit moji navrzené numerické metody, nebot stdvajici mode-
lovani pomoci Comsolu je velmi casové narocné. Stejné tak vypocty spekter v
experimentalni ¢asti byly extrémné casové narocné, a to vzhledem k velikému
narustu pocitanych matic, a proto i zde by byla metoda paralelizované sady FFT
pocitanych na grafické karté velkym piinosem.
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Prehled nameérenych kritickych
Rayleighovych cisel

A. Geometrie 2D c¢tverec 1x1

konstantni parametry o, x = konst.
viskozita 1; = (11, 72, 13)

rezim daného Ra,
1. stacionarni
2, stacionarni
periodicky
chaoticky

I1x1x1
2,6bE+3
2,73E+4
1,55E+5
1,75E+6

1x10x1 1x10x100
8,15E+3  3,70E+4
2,90E+4  8,00E+5
3,00E+5  2,00E+6
2.00E+6  7,00E+6

funkéné zavisly parametr o = «(T), z), K = konst.
viskozita 1; = (11,12, 13)

rezim daného Ra,
1. stacionarni
2, stacionarni
periodicky
chaoticky

I1x1x1
3,00E+3
2,00E+4
2,00E+5
3,00E+6

1x10x1 1x10x100
6,00E+3 9,00E+4
1,00E+4 7,50E+5
2,00E+5 2,00E+6
3,00E+6 1,50E+7

funkéné zavisly parametr x = k(7 z), a = konst.
viskozita 7; = (11,72, 713)

rezim daného Ra,
1. stacionarni
2, stacionarni
periodicky
chaoticky

I1x1x1
3,00E+3
2,00E+4
4,00E+5
2,00E+6

1x10x1 1x10x100
7,00E+3  4,00E+4
2,00E4+4  6,00E+5
3,00E+5 9,00E+5
3,00E+6 2,00E+7

funkéné zavislé parametry o,k = o, k(T 2)
viskozita n; = (11,12, 13)

rezim daného Ra,.
1. stacionarni
2, stacionarni
periodicky
chaoticky

1x1x1
2,50E+3
2,00E+4
2,00E+5
3,00E+6

1x10x1 1x10x100
6,00E+3 3,40E+4
3,00E+4 6,00E+5
1,00E+5 1,00E+6
2,00E+6  1,00E+47
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Zemi podobny pribéh viskozity dle tabulky ¢.

rezim daného Ra. o,k = konst. a,k =a,k(T, z).
1. stacionarni 1.30E+3 1.20E+3
2, stacionarni 2.00E+4 1.00E+4
periodicky 9.00E+4 1.00E+5
chaoticky 8.00E+5 1.00E+6

81



B. Geometrie 2D obdélnik 2x1

konstantni parametry o, x = konst.

viskozita 1; = (11,12, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 2,b0E+3 4,50E+3  2,50E+4
2, stacionarni 4,00E+4 3,50E+5  1,50E+5
periodicky 1,10E+5 4,00E4+5  7,00E+5
chaoticky 1,20E+5 5,00E4+5 2,00E+6

funkéné zavisly parametr o = «(T), z), k = konst.
viskozita n; = (11,12, 73)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 2,00E4+3 5,50E+3  2,00E+4
2, stacionarni 3,00E+4 1,00E+5  1,00E+5
periodicky 1,50E+5 9,00E+5  7,50E+5
chaoticky 2,00E+5 1,00E+6 2,00E+6

funkéné zavisly parametr x = k(7 z), o = konst.
viskozita n; = (1,12, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 6,00E+3 6,00E4+3  2,00E+4
2, stacionarni 2,00E+4 8,00E4+4  2,00E+5
periodicky 9,00E+5 2,00E4+6  7,00E+5
chaoticky 1,00E4+6 3,00E+6  3,00E+6

funkéné zavislé parametry o,k = «, k(T 2)
viskozita 1; = (11,12, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 3,00E+3 4,50E+3 1,00E+4
2, stacionarni 1.00E+4 1,00E+5 1,00E+5
periodicky 2,00E+5 9,50E+5  7,00E+5
chaoticky 1,00E+6 1,00E46  2,00E+6
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C. Geometrie 2D obdélnik 5x1

konstantni parametry o, x = konst.

viskozita 1; = (11,12, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 1,50E+3 6,00E+3  3,00E+4
2, stacionarni 2,00E4+4 2,00E+4 1,00E45
periodicky 5,00E+4 2,00E+5  9,00E+5
chaoticky 4,00E+5 5,00E4+5 9,00E+6

funkéné zavisly parametr o = «(T), z), k = konst.
viskozita n; = (11,12, 73)

rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100

1. stacionarni 2,00E4+3 4,00E+3  2,00E+4

2, stacionarni 1,00E+4 - 1,00E+5
periodicky 4,00E4+5 3,00E+5  9,00E+5
chaoticky 7,00E+5 4,00E+5  2,00E+6

funkéné zavisly parametr x = k(7 z), o = konst.
viskozita n; = (1,12, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 1,00E+3 6,00E+3  2,00E+4
2, stacionarni 2,00E+4 1,50E4+4  9,00E+4
periodicky 3,00E+5 1,00E4+5  8,00E+5
chaoticky 7,00E+5 4,00E+5  3,00E+6

funkéné zavislé parametry o,k = «, k(T 2)
viskozita 1; = (11,12, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 1,00E4+3 6,00E+3  2,00E+4
2, stacionarni 2,00E+4 1,00E4+4  1,00E+5
periodicky 3,00E+5 2,00E4+5  9,00E+5
chaoticky 7,00E+5 3,00E4+5  2,00E+6
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D. Geometrie 2D obdélnik 10x1

konstantni parametry o, x = konst.

viskozita 1n; = (11, 172, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 1,500E+3 5,00E4+3  2,00E+4
2, stacionarni 1,00E+4 2,00E+4  8,00E+4
periodicky 8,00E+4 9,00E+4  3,00E+5
chaoticky 2,00E+5 3,00E4+5  4,00E+6

funkéné zavisly parametr o = «(T), z), K = konst.
viskozita n; = (91,72, 73)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 1,00E4+3 5,00E+3  2,00E+4
2, stacionarni 2,00E+4 4,00E+4  8,00E+4
periodicky 7,00E+4 8,00E4+4  3,00E+5
chaoticky 1,00E+5 3,50E+5  4,00E+6

funkéné zavisly parametr k = k(7 z), a = konst.
viskozita n; = (01, 72, 73)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 1,00E4+3 4,00E+3  1,00E+4
2, stacionarni 1,00E+4 3,00E+4  7,00E+4
periodicky 7,00E+4 7,00E+4  4,00E+5
chaoticky 2,00E+5 2,00E+5 1,00E+6

funkéné zavislé parametry o,k = o, k(T 2)
viskozita 1n; = (11, 12, 73)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 1,00E+3 4,00E+3 1,00E+4
2, stacionarni 9,00E+3 3,00E+4  2,00E+5
periodicky 6,00E+4 7,00E4+4  9,00E+45
chaoticky 2,00E+5 2,00E4+5  2,00E+6

Zemi podobny prubéh viskozity dle tabulky c.

rezim daného Ra. «,k = konst. a, k=, k(T z).
1. stacionarni 9,00E+2 9,00E+2
2, stacionarni 8,00E+3 7,00E+3
periodicky 5,00E+4 3,00E+4
chaoticky 9,00E+4 7,00E+4
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E. Geometrie 3D krychle 1x1x1

konstantni parametry o, x = konst.

viskozita n; = (01,72, 73)
rezim daného Ra,. 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 3,25E+3 1,00E+4 1,00E+4
2, stacionarni 6,00E+4 1,00E+5  7,00E+4
periodicky 1,500E+5 4,00E4+5  6,00E+5
chaoticky 2,00E+5 9,00E+5  2,00E+6

funkéné zavisly parametr a = «(7T), z), K = konst.
viskozita 1; = (11,12, 13)
rezim daného Ra,. 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 4,00E4+3 8,00E+4  2,00E+4
2, stacionarni 2,00E+4 1,00E4+5  7,00E+4
periodicky 2,00E+5 1,00E46  5,00E+5
chaoticky 5,00E+5 2,00E4+6  2,00E+6

funkéné zavisly parametr k = k(7 z), o = konst.
viskozita 1; = (11,12, 73)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 4,00E4+3 8,00E+4  2,00E+4
2, stacionarni 2,00E+4 1,00E4+5  7,00E+4
periodicky 2,00E+5 2,00E4+6  4,00E+5
chaoticky 1,00E+6 3,00E46  5,00E+6

funkéné zavislé parametry o,k = o, k(T 2)
viskozita n; = (11,12, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 2,00E4+3 9,00E+3 1,00E+4
2, stacionarni 3,00E+4 2,00E4+5 6,00E+5
periodicky 6,00E+5 1,00E+6  3,00E+4+6
chaoticky 2,00E4+6 2,00E+6  6,00E46

Zemi podobny prubéh viskozity dle tabulky €.

rezim daného Ra. o,k = konst. a,k=a,k(T, z).
1. stacionarni 2,50E+3 3,00E+3
2, stacionarni 2,00E+4 1,00E+4
periodicky 2,00E+5 9,00E+4
chaoticky 1,00E+6 8,00E+5
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F. Geometrie 3D kvadr 2x2x1

Zemi podobny pribéh viskozity dle tabulky ¢.

rezim daného Ra,. «,k = konst. a, k=, k(T z).
1. stacionarni 1,50E+3
2, stacionarni 9,00E+43
periodicky 3,00E+4
chaoticky 2,00E+5

G. Geometrie 3D kvadr 5x5x1

konstantni parametry o, x = konst.

viskozita n; = (91,12, 13)
rezim daného Ra, 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionarni 3,00E+3 1,00E+4 2,00E+4
2, stacionarni 8,00E+3 - -
periodicky 3,00E+4 2,00E+5  3,00E+5
chaoticky 1,00E+6 3,00E4+5  9,00E+5

funkéné zavislé parametry o,k = «, k(T 2)
viskozita n; = (1,72, 73)

rezim daného Ra, 1x1x1

1. stacionarni 3,00E+3

2, stacionarni 8,00E+3

periodicky 3,00E+4

chaoticky 1,00E+5
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