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Abstrakt:
Diplomová práce se týká studia konvekce kartézských model̊u ve dvou a třech di-
menźıch. Konkrétně se věnuje systematickému sledováńı kritických Rayleighových
č́ısel v závislosti na geometrii, modelu viskozity či funkčńıch závislostech daľśıch
parametr̊u. V modelech se uvažuje vrstevnatá viskozita a konstantńı, nebo tep-
lotně a s hloubkou závislé parametry teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti.
Systém byl popsán bezrozměrnou klasickou Boussinesqovou aproximaćı. Část
práce je věnována aplikaci maticové metody pro řešeńı př́ıslušné Stokesovy úlohy
a současnému použit́ı Eulerovy metody pro řešeńı termálńı rovnice. Samotné
výpočty pak byly prováděny v prostřed́ı komerčńıho software Comsol, a tedy po-
moćı konečných prvk̊u. Bylo ukázáno, že dominantńı vliv na kritická Rayleighova
č́ısla má model viskozity (s rostoućı viskozitou nar̊ustaj́ı i kritická Rayleighova
č́ısla), dále velmi zásadńı vliv má také geometrie (větš́ı rozměr a dimenze geome-
trie snižuje kritická Rayleighova č́ısla). Př́ıtomnost funkčńıch závislost́ı teplotńı
roztažnosti a tepelné vodivosti vede také ke sńıžeńı kritických Rayleighových č́ısel.
Na modelu s parametry viskozity a teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti bĺıž́ıćı
se Zemi pak bylo ukázáno rozvrstveńı systému a vznik vyšš́ıho teplotńıho gradi-
entu na hranićıch těchto vrstev. Na závěr byl určen charakter šumu, generovaný
časovým pr̊uběhem Nusseltova č́ısla pro chaotické režimy, jenž byl dále ověřen
pomoćı experimentu.

Kĺıčová slova: viskozita, tepelná vodivost a teplotńı roztažnost zemského pláště;
režimy termálńı konvekce
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Abstract:
This thesis concerns the study of convection in Cartesian models in two and
three dimensions. Specifically, it deals with the systematic monitoring of critical
Rayleigh numbers based on the geometry model, on the functional dependence
of the viscosity or of other parameters. Models has been created with layered
viscosity and constant or temperature- and depth- dependent parameters (ther-
mal expansion and conductivity). The system has been described by conventional
dimensionless Boussinesq approximation. Part of the work is devoted to the ap-
plication of matrix method for solving the appropriate Stokes flow and use of
Euler’s method for solving the thermal equation. The actual calculations were
then performed in an environment of commercial software Comsol and thus by
using the finite element method. It was shown that the dominant influence on the
critical Rayleigh numbers has a viscosity model (with increasing viscosity the cri-
tical Rayleigh numbers increase), other important parameter is system’s geometry
(larger size and dimension of the geometry reduce the critical Rayleigh number).
The presence of functional dependencies of thermal expansion and conductivity
led to further reduction of the critical Rayleigh numbers. The stratification and
layering of the system as well as the development of higher temperature gradi-
ent on the borders of these layers was shown on the model approximating Earth
through its model parameters of viscosity, thermal expansion, and thermal con-
ductivity. Next, a nature of the noise generated by time-development of Nusselt
number for chaotic regime was determined and confirmed by experiment.
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c) Parametr viskozity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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Úvod

Poznáváńı prostřed́ı, ve kterém žijeme, patř́ı k lidstvu již od nejstarš́ıch dob.
Nejsnáze můžeme poznávat prostřed́ı zvláště na povrchu Země, tedy jej́ı at-
mosféru i nejsvrchněǰśı části zemského tělesa. Avšak jevy, prob́ıhaj́ıćı skrytě v
zemském nitru, nemůžeme na rozd́ıl od jev̊u prob́ıhaj́ıćıch na povrchu podrobit
př́ımému zkoumáńı či měřeńı. V mnoha bodech naš́ı současné představy o děj́ıch v
Zemi prob́ıhaj́ıćıch existuje mnohá nejednoznačnost. Neznáme přesné parametry
materiál̊u, neznáme přesné teploty či tlaky, neznáme ani přesné chemické složeńı.
O daľśı poznáńı zemského tělesa jako celku a odstraněńı těchto nejednoznačnost́ı
usiluje předevš́ım geofyzika - snaž́ı se nahlédnout nepř́ımo do zemských hlubin
a navrhnout modely, jež by j́ı mohly nejlépe odpov́ıdat. Syntézou meřeńı a mo-
delováńı pak můžeme činit pokroky v poznáńı Země i jej́ıch vnitřńıch pochod̊u;
často však řeš́ıme obrácené úlohy s mnoha neznámými či úlohy špatně podmı́něné,
což přesnost výsledk̊u nadále omezuje.

Věda se o výše nast́ıněné otázky v moderńım slova smyslu začala zabývat tepr-
ve nedávno. Až koncem 19. stolet́ı vzniká seismologie jako samostatný vědńı obor,
obor kĺıčový pro poznáváńı zemského nitra. Mezńıkem budiž prvńı instrumentálńı
měřeńı zemětřeseńı z roku 1889 v Postupimi. Na to navazuje v roce 1906 objev
zemského jádra R. Oldhamem na základě studia seismických vln. S počátkem 20.
stolet́ı se také rod́ı myšlenky o deskové tektonice, zažehnuté představou konti-
nentálńıho driftu. Tu v roce 1912 publikoval A. Wegener. Pochody v nitru Země
se tak ve 20. stolet́ı dostaly do popřed́ı zájmu výzkumu. Ten se ale zpočátku
orientoval v́ıce na seismicitu Země. Myšlenka termálńı konvekce v plášti se sta-
la běžnou součást́ı úvah o Zemi teprve před pár deśıtkami let, a přitom dodnes
máme pro konvekci jen nepř́ımé d̊ukazy: pozorujeme fyzikálně zaj́ımavou struktu-
ru Země d́ıky seismické tomografii a termálńı konvekci připisujeme také pohyby
litosférických desek.

Geofyzikálńı výzkum i teorie se pokouš́ı dané informace sjednotit do stabilńıho
a co nejvěrněǰśıho modelu děj̊u v Zemi, které nám pomohou pochopit jej́ı historii a
zemské pochody. Jedńım z nástroj̊u je i numerické modelováńı termálńı konvekce,
které pak můžeme srovnávat s obrazem pláště źıskaným tomografíı a zpřesňovat
paramatery modelu tak, aby skutečnosti co nejlépe odpov́ıdal. Numerickému mo-
delováńı termálńı konvekce se věnuje i má diplomová práce.

Chováńı konvektuj́ıćıho systému je závislé na množstv́ı parametr̊u, většinu z
nich známe pro Zemi jen přibližně, v některých př́ıpadech jen jako řádové odha-
dy (např. viskozitu). Práce je zaměřena na analýzu chováńı sṕı̌se jednoduchých
systémů v závislosti na geometrii a obecné fuknčńı závislosti tepelné vodivosti
a teplotńı roztažnosti. Ráda bych t́ım odpověděla na následuj́ıćı otázky: jaká je
spojitost mezi přechody do jednotlivých konvekčńıch režimů systému s variaćı či
absenćı funkčńıch závislost́ı tepelné vodivosti a teplotńı roztažnosti? Jak se tyto
vztahy změńı, bude-li systém charakterizován i proměnnou viskozitou? Jsou tyto
vztahy alespoň do jisté mı́ry invariantńı v̊uči geometrii systému?

Chtěla bych poskytnout širš́ı studii tohoto problému, a umožnit tak i př́ıpadnou
spojitost s jevy v zemském či jiném tělese. Ačkoliv byly jednoduché kartézské geo-
metrie již tolikrát studovány, ráda bych ukázala př́ımé souvislosti mezi geometríı,
viskozitou a daľśımi parametry a mezi přechody konvektuj́ıćıho systému do jed-
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notlivých režimů, dále nalézt možné obecněǰśı d̊usledky, které by z toho mohly
plynout. Svou snahu jsem zaměřila i na vyvinut́ı dostatečně rychlé numerické
metody, jež by dostatečně širokou studii umožnila.

Ráda bych také numerické výpočty alespoň v některých ohledech doplnila
experimentem, který by mohl výsledky numerických výpočt̊u potvrdit či doplnit.
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1. Vrstevnatý model termálńı
konvekce v zemském plášti

Diplomová práce se zaměřuje na systematické zkoumáńı základńıch režimů
termálńı konvekce s obecně teplotně a hloubkově závislými materiálovými ve-
ličinami (tepelné vodivosti a teplotńı roztažnosti) v kartézské geometrii. Nı́že
představený model pracuje s po vrstvách konstantńımi viskozitami, model je zob-
razen 2D či 3D boxem s podmı́nkami nulové rychlosti na hranićıch, s pevnou tep-
lotou na horńı a spodńı hranici a nulovým tepelným tokem přes vertikálńı stěny.
Následuje podrobněǰśı definice řešené úlohy.

1.1 Definice problému

Problém je popsán soustavou rovnic sestávaj́ıćı ze Stokesova tečeńı a termálńı
rovnice v Boussinesqově klasické aproximaci. Systém je popsán v bezrozměrných
veličinách.

V modelu jsou stanoveny pr̊uběhy tepelné roztažnosti a difuzivity závislé pou-
ze na souřadnici z a teplotě T jako

α(T, z) = ᾱ(T, z)α0 (1.1)

a
κ(T, z) = κ̄(T, z)κ0. (1.2)

Teplota je funkćı všech souřadnic, T = T (x, y, z).
Modelováńı termálńı konvekce je prováděno v kartézské oblasti o rozměrech

(X,Z) ve 2D př́ıpadě a (X,X,Z) v př́ıpadě řešeńı ve 3D. Oblast je dále rozdělena
do N suboblast́ı, vrstev, jež maj́ı danou tloušt’ku hi. V každé vrstvě je dále de-
finována viskozita ηi. Pro celý model je stanoveno globálńı Rayleighovo č́ıslo Ra
jako

Ra =
α0g0D

3∆T

κ0η0

(1.3)

kde α0 znač́ı referenčńı tepelnou roztažnost, g0 referenčńı t́ıhové zrychleńı, D
charakteristický rozměr (tloušt’ku pláště, tedy výšku oblasti Z), ∆T rozd́ıl teploty
na dně (z = 0) a na povrchu (z = zn), κ0 referenčńı tepelnou difuzivitu a η0

referenčńı viskozitu. Rayleighovo č́ıslo je tak definováno jak pro modely s funkčně
závislou tepelnou vodivost́ı a roztažnost́ı, viz definice v předchoźım odstavci, tak
pro modely s vrstevnatou viskozitou, v nichž je hodnota η0 stanovena vždy na
η0 = 1.

Důležitou charakteristikou studovaného systému je také Nusseltovo č́ıslo, které
udává poměr tepelného toku horńı hranićı oblasti daného modelu v̊uči tepelnému
toku touto oblast́ı, jenž odpov́ıdá pouze kondukčńı části tohoto celkového toku:

Nu =
qcelk
qkond

(1.4)
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Stokesovo tečeńı ve vrstvě s konstantńı viskozitou je představeno soustavou
dvou rovnic:

∇ · ~v = 0 (1.5)

−∇Π + η∆~v = −ᾱRaΘ~ez (1.6)

kde ~v představuje vektor rychlosti prouděńı, Π tlak, Ra Rayleighovo č́ıslo, viz
vztah 1.3, ~ez jednotkový vektor ve směru osy z a Θ teplotńı odchylku T − T0 od
referenčńı teploty T0.

Už́ıvaná termálńı rovnice dále v klasické Boussinesqově aproximaci pro př́ıpad
proměnné tepelné difuzitvity zńı:

∂Θ

∂t
= ∇ · (κ̄∇Θ)− ~v(Θ) · ∇Θ− ~v(Θ) · ∇T0 (1.7)

1. vrstva

N-tá vrstva

z = 0

z = z
n

h
i

D
z = z

1

η
i

T = 1

T = 0

Obrázek 1.1: Vrstevnatý model

Problém je definován na kartézské śıti. Počátečńı rozložeńı teplot představuje
počátečńı podmı́nku na konvektuj́ıćı systém, který je popsán v rámci klasické
Boussinesqovy aproximace.

Referenčńı bezrozměrná teplota T0 = 1−z a teplotńı odchylka Θ je na spodńı
a svrchńı hranici fixována na nulové hodnotě. Z toho vyplývá, že v daľśım textu
už́ıvaná veličina teploty T má na spodńı hranici hodnotu 1 a na horńı hranici
hodnotu 0. Na vertikálńıch hranićıch je předepsán nulový tepelný tok. Na všech
vněǰśıch hranićıch je při numerických výpočtech předepsána podmı́nka nulové
rychlosti, v návrhu numerické metody v kap. 2 je však v horizontálńım směru
uvažován volný prokluz, nebot’ tato okrajová podmı́nka lépe popisuje situaci v
zemském plášti. Na vnitřńıch rozhrańıch plat́ı spojitost rychlosti a plošných sil
na ně p̊usob́ıćıch, dále teploty a tepelného toku.
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2. Návrh numerické metody na
řešeńı problému

Problém představený v předchoźı kapitole je možné řešit v́ıcero numerickými
př́ıstupy. V následuj́ıćım textu bych ráda představila vlastńı metodu pro řešeńı
Stokesovy úlohy (rovnice 1.5 a 1.6), již jsem spoč́ıtala na návrh vedoućıho diplo-
mové práce. Tato metoda by dovolila užit́ı rychlých Fourierových transformaćı a
t́ım i možné celkové sńıžeńı výpočtového času, kterého by bylo možné dosáhnout
i možnou paralelizaćı problému. Fourierova transformace by byla vhodnou apli-
kaćı pro výpočet na GPU, což by vedlo k daľśımu zkráceńı výpočtového času,
a to d́ıky nepoměrně rychleǰśımu výpočtu a ńızkému objemu koṕırovaných dat
z CPU na GPU a zpět. Termálńı rovnici (1.7) je pak vzhledem k povaze rovni-
ce možno spoč́ıtat již pomoćı Eulerovy metody, s předpřipraveńım pravé strany
rovnice Fourierovou transformaćı v předchoźım kroku spolu s řešeńım Stokesova
prouděńı.

2.1 Aplikace maticové metody na Stokesovo prouděńı

Nyńı se zabývejme situaćı ve fixńım čase t. Budeme tedy řešit pouze soustavu
rovnic (1.5) a (1.6).

Proved’me Fourierovu transformaci daných proměnných Π, ~v,Θ, zadaných v
kartézském souřadném systému jako Π, ~v,Θ = Π, ~v,Θ(x, y, z), přes směrový vek-
tor ~r = (x, y) dle předpisu (s představuje dané funkce výše):

F (s(x, y, z)) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

s(~r, z)e−i
~λ·~rd~r. (2.1)

Pak rovnice (1.5) a (1.6) můžeme přepsat do následuj́ıćıho tvaru:

i~λ · ~̂vλ +
∂v̂z
∂z

= 0 (2.2)

− i~λΠ̂ + η

(
−λ2 +

∂2

∂z2

)
~̂vλ = 0 (2.3)

− ∂Π̂

∂z
+ η

(
−λ2 +

∂2

∂z2

)
v̂z = −RaΘ̂, (2.4)

kde rovnice (2.3) a (2.4) znač́ı po transformaci ještě rozpis rovnice (1.6) do složek.
Abychom se vyhnuli co možná nejv́ıce problému s později vystupuj́ıćım z v (2.2),
postupujme od rovnice (2.3).

Π̂ = iη~λ · ~̂vλ − iη∂zz
~λ

λ2
· ~̂vλ (2.5)

∂Π̂

∂z
= iη∂z~λ · ~̂vλ − iη∂zzz

~λ

λ2
· ~̂vλ (2.6)
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Rovnice (2.4) má tvar

− i~λ · ∂z~̂vλ +
i

λ2
∂zzz~λ · ~̂vλ − λ2v̂z + ∂zzv̂z = −Ra

η
Θ̂ (2.7)

Z rovnice (2.2) dále v́ıme, že

i~λ · ~̂vλ = −∂zv̂z. (2.8)

Tedy dosazeńım do (2.7) źıskáme

∂zzzzv̂z − 2λ2∂zzv̂z + λ4v̂z =
λ2Ra

η
Θ̂. (2.9)

Řešeńı takové rovnice je možné napsat jako

v̂z = v̂z,H + v̂z,P (2.10)

Budeme tedy hledat nejprve řešeńı homogenńı rovnice v exponenciálńım tvaru.
K této lineárńı ODR př́ısluš́ıćı charakteristický polynom a homogenńı řešeńı je
(zaṕı̌seme již ve formě vrstvy, kde zi znač́ı rozhrańı)

κ4 − 2λ2κ2 + λ4 = 0

κ1,2,3,4 = ±λ
v̂z,H = B1,2(λ)e±λ(z−zi) + zC1,2(λ)e±λ(z−zi).

(2.11)

Toto řešeńı pak spolu se zbývaj́ıćımi funkcemi

~̂vλ,H =
i~λ

λ2

[
±λ
(
B1,2(λ) + (z − zi)C1,2(λ)

)
+ C1,2(λ)

]
e±λ(z−zi) (2.12)

Π̂H = 2ηC1,2(λ)e±λ(z−zi) (2.13)

řeš́ı rovnice (2.2, 2.3) a (2.4) s nulovou pravou stranou.
Hledejme nyńı partikulárńı řešeńı. Necht’ má funkce Θ̂ tvar lineárńı funkce a

Fourierovy řady

Θ̂(~λ, z, t) = a(~λ)+b(~λ)(z−zi)+
∞∑

k=−∞

iΘ̂k(~λ, t) exp

{
ikπ

z − zi
zi−1 − zi

}
, Θ̂k = −Θ̂−k,

(2.14)

v této chv́ıli uvažujme čas t jako pevnou konstantu, tedy Θ̂(~λ, z, t) = Θ̂(~λ, z),
a dosad’me do rovnice (2.9). Partikulárńı řešeńı odpov́ıdaj́ıćı lineárńı části Θ̂
odhadneme jako polynom prvńıho stupně:

v̂z,P1 = M(~λ)z +N(~λ)

v̂z,P1 =
Ra

ηλ2
[a(~λ) + b(~λ)(z − zi)]

(2.15)

A př́ıslušná ~̂vλ,P2, Π̂P2

~̂vλ,P1 = i
Ra~λ

ηλ4
b(~λ) (2.16)
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Π̂P1 = −Ra
λ2
b(~λ). (2.17)

Pro hledáńı partikulárńıho řešeńı s Fourierovým rozvojem funkce Θ̂ hledáme
řešeńı ve tvaru

v̂z,P2 =
∞∑

k=−∞

M(~λ)iΘ̂k(~λ, t) exp

{
ikπ

z − zi
zi−1 − zi

}
, (2.18)

dosad́ıme do (2.9) a źıskáváme

M(~λ)(k4π4 + 2λ2k2π2 + λ4) =
λ2

η
Ra

v̂z,P2,k =
λ2

η(k2π2 + λ2)2
Ra Θ̂k

(2.19)

a př́ıslušné

~̂vλ,P2,k = − kπ~λ

η(k2π2 + λ2)2
Ra Θ̂k (2.20)

Π̂P2,k =
−ikπ

(k2π2 + λ2)
Ra Θ̂k (2.21)

Jestliže se tedy pohybujeme ve vrstvě o viskozitě ηi, je výsledné řešeńı soustavy
(2.2, 2.3 a 2.4) následuj́ıćı:

v̂z(~λ, z)i =B1,2
i (λ)e±λ(z−zi) + C1,2

i (~λ)(z − zi)e±λ(z−zi) +
Ra

ηiλ2
[ai(~λ) + bi(~λ)(z − zi)]

+
∞∑

k=−∞

iΘ̂k,i(~λ)
λ2

ηi(k2π2 + λ2)2
Ra exp

{
ikπ

z − zi
zi−1 − zi

}
(2.22)

~̂vλ(~λ, z)i =
i~λ

λ2

[
±λ
(
B1,2
i (λ) + (z − zi)C1,2

i (λ)
)

+ C1,2
i (λ)

]
e±λ(z−zi) + i

~λ

λ4

Ra

ηi
bi(~λ)

−
∞∑

k=−∞

iΘ̂k,i(~λ)
kπ~λ

ηi(k2π2 + λ2)2
Ra exp

{
ikπ

z − zi
zi−1 − zi

}
(2.23)

Π̂(~λ, z)i = 2ηiC
1,2
i (λ)e±λ(z−zi)−Ra

λ2
bi(~λ)+

∞∑
k=−∞

Θ̂k,i(~λ)
kπ

(k2π2 + λ2)
Ra exp

{
ikπ

z − zi
zi−1 − zi

}
(2.24)

Nyńı uvažujme N vrstev kapaliny popsané výchoźımi vztahy (2.2), (2.3) a
(2.4), charakteristické vlastńı konstantńı viskozitou ηi. Spodńı vrstva i = 1 procháźı
proměnnou z v intervalu (0, z1), v každé i-té vrstvě se tedy proměnná z pohybuje
v rozmeźı (zi−1, zi) v̊uči indexu vrstvy, osa z je směrem nahoru kladná.

Na svrchńı a dolńı hranici celého systému plat́ı následuj́ıćı vztahy

Θ̂ |z=0,zN = 0 (2.25)

~v · ~ez |z=0,zN = 0 (2.26)
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τ · ~ez − ((τ · ~ez) · ~ez)~ez |z=0,zN = 0 (2.27)

a na rozhrańı vrstev plat́ı
[~v]+− = 0, (2.28)

[τ ]+− · ~ez = 0. (2.29)

Jak vypadá systém proměnných v̂zi , ~̂vλi , Π̂i pro jednotlivé vrstvy?

Ve svrchńı (N -té) vrstvě tedy požadujeme v̂z(~λ, zN) = 0 a Θ̂(~λ, zN) = 0:

v̂z(~λ, zN) = B1
N +B2

N +
Ra

ηNλ2
aN (2.30)

B1
N +B2

N = − Ra

ηNλ2
aN (2.31)

a dále

τ1 · ~ez − ((τ1 · ~ez) · ~ez)~ez = 0

τi = −ΠI + ηi
(
∇~v + (∇~v)T

)
τ̂ · ~ez = −Π̂~ez + η

(
∂z~̂vλ + i~λv̂z, 2∂zv̂z

)
((τ̂ · ~ez) · ~ez)~ez = −Π̂~ez + 2η∂zv̂z~ez,

(2.32)

z čehož źıskáme dvě rovnice a jejich elementárńı úpravou

∂z~̂vλ + i~λv̂z =0, v̂z = 0

∂z~̂vλ =0 ⇒ ∂zzv̂z = 0
(2.33)

a jejich řešeńım

C1
N − C2

N =
λ(B1

N +B2
N)

2
. (2.34)

Protože známe součet funkćı B1,2
1 , źıskáme z této rovnosti rozd́ıl koeficient̊u C1,2

1

C1
N − C2

N = − Ra

2ληN
aN . (2.35)

Obdobným zp̊usobem lze spoč́ıtat hodnoty na spodńı hranici z = 0, rozd́ıl
je však v př́ıtomnosti exponenciel u argument̊u č́ısel B1 a C1, nebot’ tentokrát
nejsou redukovány na jedničky:

B1
1e
−λz1 +B2

1e
λz1 = 2z1C

2
1e
λz1 +

Ra

2λ2η1

(a1 − b1z1) (λz1 − 2) (2.36)

C1
1e
−λz1 − C2

1e
λz1 =

Ra

2λη1

(a1 − b1z1) (2.37)

Nyńı může být vyřešeno obecné rozhrańı pro z = zi−1. Zde plat́ı dle (2.28)

v̂z,i−1 = v̂z,i

~̂vλ,i−1 = ~̂vλ,i
(2.38)
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a z (2.29) vycháźı

ηi−1

(
∂z~̂vλ,i−1 + i~λv̂z,i−1

)
=ηi

(
∂z~̂vλ,i + i~λv̂z,i

)
−Πi−1 + 2ηi−1∂zv̂z,i−1 =− Πi + 2ηi∂zv̂z,i,

(2.39)

což mohu upravit pomoćı funkce v̂z užit́ım vztah̊u (2.2) a (2.5) jako

v̂z,i−1 = v̂z,i

∂zv̂z,i−1 = ∂zv̂z,i

ηi−1(∂zzv̂z,i−1 + λ2v̂z,i−1) =ηi(∂zzv̂z,i + λ2v̂z,i)

ηi−1(3λ2∂zv̂z,i−1 − ∂zzzv̂z,i−1) =ηi(3λ
2∂zv̂z,i − ∂zzzv̂z,i)

(2.40)

a vyjádřit tak jednoduše vztahy mezi jednotlivými derivacemi vz v̊uči jednotlivým
vrstvám v podobě následuj́ıćı matice:

vz
∂zvz
∂zzvz
∂zzzvz


i

= Ki−1 ·


vz
∂zvz
∂zzvz
∂zzzvz


i−1

, (2.41)

jenže funkce na hladině zi−1, která odpov́ıdá rozhrańı mezi vrstvami i − 1 a i,
neńı známa, známa je funkce na hladině zi−2 a předpis pro jej́ı tvar na zi−1, proto


vz
∂zvz
∂zzvz
∂zzzvz


i,zi−1

=


1 0 0 0
0 1 0 0

λ2

(
ηi−1

ηi
− 1

)
0

ηi−1

ηi
0

0 3λ2

(
1− ηi−1

ηi

)
0

ηi−1

ηi

·


vz
∂zvz
∂zzvz
∂zzzvz


i−1,zi−1

(2.42)
vz
∂zvz
∂zzvz
∂zzzvz


i−1,zi−1

= Mi−1 ·


vz
∂zvz
∂zzvz
∂zzzvz


i−1,zi−2

+ Si−1 (2.43)

Za funkce (vz, ∂zvz, ..) ve vztahu (2.43) dosazujeme pouze jejich nezdrojovou
část, obsahuj́ıćı koeficienty B1,2 a C1,2 (narozd́ıl od vztahu (2.42), kam dosazujeme
funkce celé). Neznámou matici a vektor Mi−1 a Si−1 můžeme vyjádřit jako

Mi−1 =


M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44

 (2.44)

Pokud pro výraz zi−2− zi−1 zavedu označeńı −hi−1 (záporně hloubka vrstvy),
pak jednotlivé členy matice Mi−1 a matice zroj̊u Si−1 jsou

M11 = cosh [λh]− 1

2
λh sinh [λh]

M12 =− 1

2
h cosh [λh] +

3

2λ
sinh [λh]

M13 =
h

2λ
sinh [λh]

M14 =
h

2λ2
cosh [λh]− 1

2λ3
sinh [λh]

(2.45)

11



M21 =− 1

2
λ (λh cosh [λh]− sinh [λh])

M22 = cosh [λh]− 1

2
λh sinh [λh]

M23 =
h

2
cosh [λh] +

1

2λ
sinh [λh]

M24 =
h

2λ
sinh [λh]

(2.46)

M31 =− 1

2
λ3h sinh [λh]

M32 =
1

2
λ (−λh cosh [λh] + sinh [λh])

M33 = cosh [λh] +
1

2
λh sinh [λh]

M34 =
h

2
cosh [λh] +

1

2λ
sinh [λh]

(2.47)

M41 =− 1

2
λ3 (λh cosh [λh] + sinh [λh])

M42 =− 1

2
λ3h sinh [λh]

M43 =
1

2
λ (λh cosh [λh] + 3 sinh [λh])

M44 = cosh [λh] +
1

2
λh sinh [λh]

(2.48)

Si−1 =
Ra

ηi−1



hi−1

λ2
+ bi(~(λ))

−
∑
l

λ2lπ

hi−1(l2π2 + λ2)2

(
(−1)l − 1

)
Θ̂l

0∑
l

λ2l3π3

h3
i−1(l2π2 + λ2)2

(
(−1)l − 1

)
Θ̂l


(2.49)

Z tohoto vztahu pro vz a jej́ı derivace ve vrstvě i v závislosti na vz a př́ıslušné
derivace ve vrstvě i− 1 můžeme zapsat obecný vzorec pro libovolnou vrstvu i ve
vztahu k vrstvě prvńı, a to pomoćı součinu matic.


vz
∂zvz
∂zzvz
∂zzzvz


i,zi

= Ki−1 ·

... K1 ·

M1 ·


vz
∂zvz
∂zzvz
∂zzzvz


1,z0

+ S1

 ...+ Si−1


(2.50)

Pro řešeńı soustavy na N vrstvách je tedy třeba vyřešit soustavu pro B1,2
1 , C1,2

1

a B1,2
N , C1,2

N pomoćı vztah̊u (2.31), (2.35), (2.36), (2.37) a vztahu (2.50) pro i = N .

12




0

∂zvz
0

∂zzzvz


N,zN

= KN−1 ·

... K1 ·

M1 ·


0

∂zvz
0

∂zzzvz


1,z0

+ S1

 ...+ SN−1


(2.51)

2.2 Termálńı rovnice Eulerovou metodou

Termálńı rovnice je řešena Eulerovou (nebo obecně Runge-Kutta) metodou.
Při výpočtu Stokesova prouděńı lze ze źıskaných rychlost́ı, tlak̊u a teplot, jež

jsou vypoč́ıtány v duálńım prostoru (ve spektrálná oblasti) Fourierovou transfor-
maćı, ještě před jejich transformaćı do oblasti prostorové, jednoduše spoč́ıtat i
členy pravé strany termálńı rovnice:

∂Θ

∂t
= ∆Θ− ~v(Θ) · ∇Θ− ~v(Θ) · ∇T0. (2.52)

Zde se uplatńı tvar Fourierovy transformace diferenciálńıch operátor̊u, které ve
spektrálńı oblasti přecházej́ı na r̊uzné operace násobeńı. Řešeńı člen̊u pravé strany
rovnice 2.52 je tak ve spektrálńı oblasti jednoduchou operaćı. Jednotlivé členy je
pak třeba transformovat zpět do prostorové oblasti, v ńıž jsou provedeny součiny
rychlost́ı a gradientu teploty. Následně řeš́ıme pouze změnu teploty za daný časový
krok ∆t:

Θ∆t = (∆Θ− ~v(Θ) · ∇Θ− ~v(Θ) · ∇T0) ∗∆t, (2.53)

źıskáme vzniklý rozd́ıl teploty Θ∆t a výslednou teplotu v daném časovém kroku
pak źıskáme snadno jako Θ(t+ ∆t) = Θ(t) + Θ∆t.

2.3 Shrnut́ı

Jsou-li po úspěšném výpočtu Stokesova prouděńı maticovou metodou do časové
oblasti transformovány rychlosti a tlak a popsaným zp̊usobem vypoč́ıtána nová
výchoźı teplota, zač́ıná výpočet pro daľśı časový krok znovu od začátku matico-
vou metodou pro Stokesovo prouděńı. T́ım je možné kompletně vyřešit časový
vývoj konvekce popsaný soustavami rovnic 1.5, 1.6 a 1.7, a to za užit́ı metody
rychlých Fourierových transformaćı.
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3. Numerické modelováńı úlohy

Ačkoliv jsem v předchoźı kapitole navrhla vlastńı numerickou metodu k řešeńı
problému, k modelováńı úlohy definované v kapitole 1 jsem nakonec použila ko-
merčńı software Comsol, který problém řeš́ı v konečných elementech (finite ele-
ments). Tento krok jsem učinila z praktických d̊uvod̊u - danou metodu jsem chtěla
naprogramovat v Intel Fortranu a už́ıt k tomu knihovny Intel MKL. Vyskytly se
však problémy s aplikaćı Fourierovy tranformace, které jsem nedokázala odstra-
nit. Z tohoto d̊uvodu jsem se uchýlila ke komerčńımu software v konečných ele-
mentech, jehož výpočetńı rychlost sice neńı srovnatelná s očekáváńımi vloženými
do mé numerické metody, nab́ıźı však numerické postupy, jež byly již dř́ıve do-
statečně testovány. Neńı tedy třeba testovat metodu samotnou a stač́ı provést
testováńı daného modelu, jenž bude úlohu poč́ıtat.

3.1 Numerické rozlǐseńı

Oblast ve 2D či 3D jsem proložila śıt́ı s volnou triangulaćı (metoda byla nasta-
vena jako automatická, software tedy rozhodne, zda bude vybrána Delaunayho
triangulace, či metoda Advancing front). Oblasti měly nastaveny maximálńı a
minimálńı velikost buňky, podél hraničńıch oblast́ı pak bylo 8 vrstev buněk (ve
2D) nebo 10 vrstev buněk (ve 3D). Typický počet buněk pak představoval asi
70 000 (odpov́ıdá nastaveńı maximálńı velikosti buňky na asi 7 promile daného
rozměru buňky a minimálńı na asi 0.2 promile) pro 2D př́ıpad a asi 2 100 000
buněk pro př́ıpad 3D (odpov́ıdá nastaveńı maximálńı velikosti buňky na asi 3 pro-
centa daného rozměru buňky a minimálńı na asi 4 promile). V komplikovaněǰśıch
př́ıpadech jsem ale později poč́ıtala s modelem s 600 000 buňkami, který dosahoval
již velmi dobré přesnosti. Samozřejmě by bylo možné oblasti ještě v́ıce zahustit,
t́ım by se ale výrazně navyšovala časová náročnost. Toto nastaveńı vzešlo z testu,
který jsem provedla (viz ńıže).

Obrázek 3.1: Ukázka naśıt’ované oblasti ve 2D (vlevo) a ve 3D (vpravo)
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3.2 Už́ıvané výpočetńı algoritmy

Pro časový krok byla použita metoda BDF (Backward Differentiation For-
mulas) s volným výběrem kroku o maximálńım řádu 2. Konzistentńı inicializace
byla prováděna pomoćı zpětné Eulerovy metody. Řešeńı matic prob́ıhalo pomoćı
numerické metody PARDISO, v některých př́ıpadech pomoćı numerické meto-
dy MUMPS. Toto nastaveńı jsem zvolila na základě doporučeńı tv̊urc̊u software
Comsol pro daný typ numerického problému, jež je řešen, a dále pak laděńım dle
své osobńı zkušenosti.

3.3 Definice konvekčńıch režimů a jejich určováńı

Systém popsaný rovnicemi (1.5), (1.6) a (1.7) v pr̊uběhu času dospěje do
jistého stavu, v němž pak setrvává. Tyto stavy jsou obvykle charakteristické, a
to obzvláště časovým pr̊uběhem Nusseltova č́ısla, ale také i časovým pr̊uběhem
jiných veličin, a dovoluj́ı tak nalézt hranice mezi jednotlivými stavy/režimy na
základě pozorováńı těchto časových pr̊uběh̊u a hodnot veličin. Různých režimů
dosáhne i model, u něhož bude změněno pouze jeho globálńı Rayleigho č́ıslo.
Rayleighovo č́ıslo, jehož variaćı systém konverguje bud’ k p̊uvodńımu, či již k
jinému režimu, se nazývá kritické Rayleigho č́ıslo. Rozlǐsuji tyto režimy:

1. kondukčńı režim - v buňce docháźı pouze ke kondukčńımu přenosu tepla,
neprob́ıhá konvekce materiálu

2. konvekčńı režim - teplo vstupuj́ıćı do buňky je přenášeno jak kondukćı,
tak konvekćı materiálu

stacionárńı režim : po dosažeńı stacionárńıho režimu jsou rychlost i
teplotńı gradient v každém bodu buňky nezávislé na čase. Atraktorem ve
stavovém prostoru je nehybný bod.
v buňce se mohou objevit dva typy režim̊u:

(a) 1. stacionárńı režim - ve středu konvekčńı buňky se teplota bĺıž́ı pr̊uměrné,
časový vývoj Nusseltova č́ısla nejprve odpov́ıdá vývoji v kondukčńım
režimu, a funkce je tedy ve dvou úsećıch konstantńı - po dosažeńı hod-
noty 1 pro kondukčńı režim a po jistém časovém vývoji po dosažeńı
konečné hodnoty Nusseltova č́ısla pro daný režim

(b) 2. stacionárńı režim - pr̊uměrné teplotě se teplota bĺıž́ı na hranićıch
konvekčńı buňky, časový vývoj Nusseltova č́ısla má pouze jeden úsek
konstantńı hodnoty, časovým vývojem přecháźı př́ımo v konstantńı
funkci konečné hodnoty Nusseltova č́ısla pro daný režim.

periodický režim : rychlost i teplotńı gradient jsou v každém bodu
buňky periodickou funkćı času, Hopfova bifurkace - atraktorem ve stavovém
prostoru je uzavřená křivka, časový vývoj Nusseltova č́ısla je periodickou
funkćı času

chaotický režim : rychlost a teplotńı gradient je nekonstantńı aperi-
odickou funkćı času, atraktor ve stavovém prostoru opisuje křivku, jež se
nikdy neuzavře, časový vývoj Nusseltova č́ısla je chaotický a neperiodický
v čase
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3.3.1 Určováńı jednotlivých režimů

Zásadńım procesem v řešeńı této diplomové práce je určováńı jednotlivých
režimů pro daný model. Tento proces se promı́tne ve všech výsledćıch a závěrech
této diplomové práce, a proto bych se této problematice chtěla věnovat v́ıce.

Jak již bylo naznačeno výše, režimy se od sebe odlǐsuj́ı v časových pr̊uběźıch
Nusseltova č́ısla, můžeme také sledovat atraktory jednotlivých režimů, zaj́ımavé
jsou časové závislosti pr̊unměrných teplot buňky (ve své podstatě se chovaj́ı jako
Nusseltova č́ısla, v některých př́ıpadech je na nich ale lépe vidět přechod mezi
jednotlivými stavy, jako např. přechod mezi 1. a 2. stacionárńım režimem), infor-
mace obsahuj́ı také teplotńı a rychlostńı pole dané oblasti a jejich časový vývoj či
horizontálně pr̊uměrované teplotńı křivky v závislosti na hloubce a času. Všechny
tyto informace však muśı být pečlivě vyhodnoceny s uvážeńım faktor̊u, jež jejich
výpovědńı hodnotu mohou změnit:

1. numerické rozlǐseńı

2. časový krok

3. délka měřeńı

4. chyba měřeńı (rozlǐseńı v Rayleighových č́ıslech)

5. numerické metody použité pro vyhodnoceńı jednotlivých parametr̊u/časových
pr̊uběh̊u a daľśı

Jestliže bude numerické rozlǐseńı př́ılǐs ńızké nebo naopak časový krok př́ılǐs
dlouhý, neńı možné spolehlivě vyhodnotit časové závislosti výše popsaných ve-
ličin a neńı ani možné se spolehnout na numerickou metodu, která daný model
spoč́ıtala. Tyto dva body jsem eliminovala testováńım (benchmark) a laděńım
systému tak, aby ve standardńıch situaćıch poč́ıtal správně. Mohu tedy předpokládat,
že numerické rozlǐseńı je dostatečné a časový krok dostatečně krátký. Ve všech
př́ıpadech je ale třeba i toto minimálně do úvah zahrnout, nebot’ testovány byly
standardńı modely s konstantńı viskozitou, konstantńımi teplotńımi roztažnostmi
a vodivostmi, a tedy i zde je třeba experimenty opakovat a ověřovat stabilitu
výsledk̊u.

Z toho plyne, že jednotlivé běhy výpočtu je třeba opakovat, sledovat změnu
výsledk̊u v závislosti na změně časového kroku či rozlǐseńı. Toto je ale časově
velice náročné, zvláště jsou-li modely trojrozměrné a rozsáhlé. Z tohoto d̊uvodu
nebylo možné vždy toto činit, snažila jsem se ale v každém př́ıpadě dosáhnout
maximálńı stability nalezeného řešeńı, např. pomoćı podobných model̊u, u nichž
dostatečnost rozlǐseńı a časového kroku byla ověřena.

V každém měřeńı je třeba zahrnout chybu měřeńı, která plyne z diskrétńıho
rozložeńı Rayleighových č́ısel. Chybu měřeńı jsem tak stanovila zcela standardně
jako polovinu rozd́ılu mezi modelovanými Rayleighovy č́ısly.

Důležitým parametrem chybovosti měřeńı je také užitá metoda vyhodnoceńı
sledovaných veličin. V tomto bodě jsem se mnohdy spoléhala na Comsol. T́ım
mám na mysli zvláště časový pr̊uběh Nusseltových č́ısel a pr̊uměrných teplot, či
teplot pr̊uměrovaných v horizontálńım směru, kde se jednalo pouze o posouzeńı
kvantitativńı. Tedy určeńı přechodu mezi kondukčńım a konvekčńım režimem,
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kde jsem (na př́ıkladu Nusseltova č́ısla) sledovala přesažeńı hodnoty 1, která na-
značuje, že systém přecháźı do kondukčńıho režimu. Stejně tak kvantitativně
jsem sledovala pomoćı Comsolu také odchýleńı vertikálně pr̊uměrovaných tep-
lot v buňce od lineárńı závislosti na hloubce, která také naznačuje přechod ke
konvekčńımu režimu a tak podobně s ostatńımi veličinami. Takto jsem určovala
kritické Rayleighovo č́ıslo pro přechod z kondukce do prvńıho stacionárńıho stavu
a z prvńıho do druhého stacionárńıho stavu.

Větš́ı pozornost si zaslouž́ı určováńı přechodu do periodického režimu a stejně
tak určováńı přechodu do chaotického režimu. Je třeba zjistit, pro která Ray-
leighova č́ısla již neńı Nusseltovo č́ıslo jakožto závislé na čase konstantńı funkćı,
popř. kdy již neńı periodické, obdobně všechny ostatńı sledované veličiny. Sa-
mozřejmě je možné určit tento přechod hrubě tam, kde je již periodičnost, popř.
aperiodičnost časové závislosti veličiny patrná i kvantitativně. Měřené časové řady
byly sledovány ve spektrálńı oblasti (jedná se o Fourierovu transformaci), kon-
krétně jsem se zaměřila na amplitudové spektrum. V kondukčńım režimu se ve
spektru vyskytuje pouze delta funkce pro nulovou frekvenci. Tato delta funkce
odpov́ıdá hodnotě Nusseltova č́ısla Nu = 1 pro daný časový vývoj (obr. 3.2). S
nastoupeńım konvekce se Nusseltovo č́ıslo zvýš́ı, ale z̊ustane konstantńı - tedy i
ve spektru z̊ustane pouze delta funkce pro nulovou frekvenci, tato delta funkce
ale zvýš́ı svou absolutńı velikost (obr. 3.3). V př́ıpadě přechodu ze stacionárńıho
do periodického režimu se ve spektru objev́ı nově jeden člen Fourierova rozvoje -
tedy ṕık u nenulové frekvence (obr. 3.4). S navyšováńım Rayleighova č́ısla počet
člen̊u řady roste, objevuj́ı se r̊uzné nenulové frekvence ve spektru, a na hrani-
ci periodického a chaotického režimu je tedy jejich počet již značný. Spektrum
časové řady na přechodu periodického a chaotického režimu se pak celé zvedne
(obr. 3.5).

Dále je třeba zmı́nit otázku trváńı časového vývoje. Č́ım déle se systém vyv́ıj́ı,
t́ım přesněǰśıch výsledk̊u je možné dosáhnout. Do každého experimentu tak vstu-
puje daľśı chyba měřeńı, závislá na tomto parametru.

Na následuj́ıćıch stranách uvád́ım typické př́ıklady jednotlivých stav̊u a jejich
charakteristické veličiny (obrázky 3.6 až 3.10), dále pak ukázku mezńıch př́ıpad̊u.

Obrázek č. 3.6 obsahuje časový vývoj Nusseltova č́ısla, pr̊uměrnou teplotu v
buňce v závislosti na hloubce a rychlost́ı a teplotńı pole pro čistě kondukčńı režim.
V tomto režimu ještě nedocháźı ke konvekci materiálu v buňce. Nusseltovo č́ıslo
tedy dosahuje po jistém časovém vývoji časově nezávislé hodnoty 1 a pr̊uměrná
teplota v buňce v závislosti na hloubce se ř́ıd́ı Fourierovým zákonem:

q = −k∇T (3.1)

kde q znač́ı hustotu tepelného toku, k součinitel tepelné vodivosti a T teplotu.
Pr̊uměrnou teplotu v závislosti na hloubce tak v př́ıpadě zde už́ıvaných okra-
jových podmı́nek popisuje lineárńı funkce mezi teplotami 1 na horké spodńı hra-
nici (zde souřadnice 0) a teplotami 0 na chladné horńı hranici (zde souřadnice 1).
Rychlostńı pole je v tomto chaotické s malými amplitudami, neexistuje význačný
směr prouděńı, jedná se pouze o náhodné procesy, které spontánně zanikaj́ı. Tep-
lotńı pole odpov́ıdá pr̊uměrné teplotě v závislosti na hloubce a má lineárńı cha-
rakter.
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Spektrálńı obraz jednotlivých režimů

Obrázek 3.2: Kondukčńı režim

Obrázek 3.3: Konvekčńı režim - 1. stacionárńı režim (2. stacionárńı režim vypadá
kvalitativně stejně)
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Obrázek 3.4: Konvekčńı režim - periodický režim

Obrázek 3.5: Konvekčńı režim - chaotický režim (zeleně) v porovnáńı se staci-
onárńım režimem (červeně)
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Obrázek 3.6: Podkritické Ra č́ıslo pouze kondukčńı režim ( Ra = 1 · 102 )
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Obrázek 3.7: Prvńı nadkritické Ra č́ıslo: stacionárńı režim (Ra = 5 · 103)

Při překročeńı kritického Ra č́ısla mezi kondukčńım a konvekčńım režimem
se začne v buňce objevovat význačný směr prouděńı materiálu. Nusseltovo č́ıslo
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nejprve dosahuje hodnoty 1 jako v kondukčńım řešeńı, poté však nar̊ustá na vyšš́ı
hodnotu. Na této hodnotě Nusseltovo č́ıslo pak setrvává a přejde v konstantńı
časovou funkci. Materiál putuje po uzavřené křivce bĺıž́ıćı se elipse, jej́ıž ohniska
lež́ı pobĺıž středu buňky. Teplotńı pole má osu inverze pro z = 0.5, horký materál
stoupá vzh̊uru, zde se ochlazuje a znovu padá dol̊u. Vzhledem k tomu, že přes
spodńı a vrchńı hranici je teplo přenášeno pouze kondukćı, zač́ıná se zde formo-
vat hraničńı vrstva s velkým teplotńım gradientem. Časová závislost pr̊uměrné
teploty neobsahuje žádné výrazné skoky či inflexńı body.

Obrázek 3.8: Druhé nadkritické Ra č́ıslo: druhý stacionárńı režim (Ra =
5 · 104)

Jestliže je překročeno druhé kritické Ra č́ıslo, konvekce źıská symetrický cha-
rakter s osou zrcadleńı definovanou x = 0.5. Časový vývoj konvekce je velmi po-
dobný předchoźımu př́ıpadu, i zde postupně nastane stacionárńı stav a pr̊uměrná
teplota se již neměńı, Nusseltovo č́ıslo Nu dosáhne konstantńı hodnoty, avšak
časový vývoj pr̊uměrné teploty v buňce je charakterizován v pr̊uběhu dosahováńı
stacionárńıho stavu jednorázovým skokem na vyšš́ı teplotu.
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Obrázek 3.9: Třet́ı nadkritické Ra č́ıslo: periodický režim (Ra = 5 · 105)

V př́ıpadě periodického režimu se konvekce dostává znovu do antisymetrického
stavu a pr̊uměrná teplota v buňce a s ńı i Nusseltovo č́ıslo źıskaj́ı periodicky
osciluj́ıćı charakter. Časový vývoj je nejprve shodný s vývojem stacionárńıho
režimu, který však v jistém kritickém čase přejde do režimu periodického.
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Obrázek 3.10: Čtvrté nadkritické Ra č́ıslo: chaotický režim (Ra = 5 · 106)

Chaotický režim nastupuje ze všech režimů nejrychleji a je charakteristický
pozbyt́ım jakékoliv symetrie. Nusseltovo č́ıslo začne neperiodicky oscilovat a obraz
teploty a rychlosti v buňce se rychle měńı. S vyšš́ım Ra č́ıslem jsou změny i
výchylky oscilaćı Nusseltova č́ısla větš́ı.
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3.3.2 Mezńı př́ıpady

Obrázek 3.11: Nusseltovo č́ıslo pro model s konstantńı viskozitou geometrie 1x1
- přechod mezi kondukčńım a konvekčńım režimem
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Obrázek 3.12: Teplota pr̊uměrovaná v horizontálńı rovině pro model s konstantńı
viskozitou geometrie 1x1 - přechod mezi kondukčńım a konvekčńım režimem
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Obrázek 3.13: Nusseltovo č́ıslo pro model s vrstevnatou viskozitou ηi = (1, 10, 1)
geometrie 10x1 - přechod mezi prvńım a druhým stacionárńım režimem
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Obrázek 3.14: Nusseltovo č́ıslo pro model s vrstevnatou viskozitou ηi = (1, 10, 1)
geometrie 10x1 - přechod mezi periodickým a chaotickým režimem
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Obrázek 3.15: Nusseltovo č́ıslo pro model s vrstevnatou viskozitou ηi = (1, 10, 1)
geometrie 10x1 - přechod mezi druhým stacionárńım a periodickým režimem
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Obrázek 3.16: Nusseltovo č́ıslo pro model s konstantńı viskozitou geometrie 1x1
- přechod mezi periodickým a chaotickým režimem

3.4 Testováńı modelu

Nejprve byly provedeny testy na základě známých výsledk̊u termálńı konvek-
ce v boxu 1x1 pro systém Boussinesqovy aproximace, jak byla představena v
Kapitole 1, tedy rovnice č. 1.5, 1.6 a 1.7.

Všechny testy byly provedeny na modelu navrženém v Comosolu 4.2a, v nu-
merickém rozlǐseńı a s použit́ım výpočetńıch algoritmů specifikovaných výše.

Nejprve byl testován standardńı bezrozměrný model 2D boxu v poměru stran
1:1 s konstantńımi parametry (bezrozměrně η = 1, ρ = 1, k = 1, α = 1) k účelu
srovnáńı s údaji v článku A benchmark comparison for mantle convection codes
(Blankenbach et al., 1989). Prováděný test měl stejné parametry jako v článku
uváděný př́ıpad 1 (benchmark case 1, [1], s. 25), na hranićıch tedy na rozd́ıl
od specifikace problému v kapitole 1 byl povolen free-slip na vněǰśıch hranićıch
oblasti.

Výsledky z testu ukazuj́ı dobrou shodu Nusseltových č́ısel (Nu), vypoč́ıtaných
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dle vzorce 1.4, pro všechny tři Rayleighova č́ısla Ra = (104, 105 a 106), dále te-
pelného toku v daných bodech q1 (levý horńı) a q2 (pravý horńı roh oblasti). Mo-
dely se od Blankenbachovy simulace lǐśı v pr̊uměrných rychlostech a maximálńıch
rychlostech. Tento jev jsem nepovažovala, vzhledem k větš́ımu rozptylu hodnot
uváděných Blankenbachem a s přihlédnut́ım k r̊uzným numerickým metodám, za
podstatný.

Výsledky jsou shrnuty v tabulce na obrázku č. 3.17.

Obrázek 3.17: Srovnáńı hodnot Nu, Vmax, Vaver, q1 a q2 z článku (Blankenbach
et al., 1989) a hodnot źıskaných pomoćı simulace v Comsolu

Na obrázćıch č. 3.18, 3.19 a 3.20 uvád́ım také časové vývoje hledaných veličin
pro dané modely tř́ı Rayleighových č́ısel, a to vývoj Nusseltova č́ısla a obou te-
pelných tok̊u (pozn. v mém modelu jsou pro Ra = 105 a 106 v̊uči Blankenbachovu
článku přehozeny tepelné toky q1 a q2). Pro všechny tři Rayleighova č́ısla uvád́ım
také rychlostńı a teplotńı pole.
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Obrázek 3.18: Nusseltova č́ısla Nu v testovaných modelech

Obrázek 3.19: Tepelný tok q1 v testovaných modelech
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Obrázek 3.20: Tepelný tok q2 v testovaných modelech

teplotńı pole rychlostńı pole

Obrázek 3.21: Testovaćı model pro Ra = 104 dle článku (Blankenbach et al.,
1989)
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teplotńı pole rychlostńı pole

Obrázek 3.22: Testovaćı model pro Ra = 105 dle článku (Blankenbach et al.,
1989)

teplotńı pole rychlostńı pole

Obrázek 3.23: Testovaćı model pro Ra = 106 dle článku (Blankenbach et al.,
1989)

Model s nulovým skluzem na hranićıch byl také porovnán s praćı autor̊u Ven-
turi, Salvigni (Venturi, Salvigni, 2007), v němž je uváděno kritické Rayleighovo
č́ıslo pro počátek konvekce jako Rac = 2.62 · 103, což, dle tabulky 3.1 je ve shodě
s testovaným modelem:

kritické Ra č́ıslo
počátek konkvekce 2.65 · 103 ± 50
druhý stacionárńı stav 2.725 · 104 ± 50
periodická konvekce 1.55 · 105 ± 500
chaotická konvekce 1.75 · 106 ± 5000

Tabulka 3.1: Vlastnosti konvekce boxu 1x1 s konstantńımi parametry
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3.5 Děleńı model̊u

Na základě výše uvedených skutečnost́ı si dovoluji model sestrojený v Comsolu
označit jako ověřený.

S t́ımto modelem, s vlastnostmi a použitými algoritmy definovány výše, pak
byly provedeny všechny zbývaj́ıćı numerické experimenty.

Modely byly děleny dle troj́ıho rozlǐseńı:

a) Geometrie

Numerické výpočty jsem provedla s modely v kartézské geometrii ve 2D a 3D:

• 2D čtvercový box 1x1

• 2D obdélńıkový box 2x1

• 2D obdélńıkový box 5x1

• 2D obdélńıkový box 10x1

• 3D krychlový box 1x1x1

• 3D krychlový box 2x2x1

• 3D krychlový box 5x5x1

Obrázek 3.24: modelované oblasti ve 3D (výše) a ve 2D (ńıže)

b) Parametry teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti

Následně prob́ıhá děleńı také dle parametr̊u tepelné vodivosti a teplotńı roz-
tažnosti:

• modely s konstantńımi parametry α, κ = konst.

• modely s parametry funkčně závislými: α, κ = α, κ(T, z)

Definujme nyńı funkčńı závislosti teplotńı roztažnosti a tepelné vodivost:
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Uvažujme funkci teplotńı roztažnosti α(z, T ), kde z představuje hloubku (z =
0 na CMB) a T teplotu:

α(z, T ) =

(
b0 + b1(T.Tk + Tb) +

b2

(T.Tk + Tb)2

)
exp−b3.(1−z).zkonst (3.2)

kde Tk = 3700 K představuje směrnici teploty a Tb = 300 K konstantńı člen
teploty, zkonst = 2.7 · 106 m představuje hloubku pláště a koeficienty b0 − b3 jsou
dány tabulkou 3.2:

b0 = 2.68 · 10−5 K−1

b1 = 2.77 · 10−9

b2 = −1.21
b3 = 3.76 · 10−7 m−1

Tabulka 3.2: Koeficienty pro funkci tepelné roztažnosti

Tato funkce má v bezrozměrné oblasti pr̊uběh:

Obrázek 3.25: Funkce teplotńı roztažnosti dle rovnice (3.2)

a funkci tepelné vodivosti κ(z, T ), kde z představuje hloubku (z = 0 na CMB)
a T teplotu:

κ(z, T ) = (k0 + k1.(1− z).zkonst)

(
300

T.Tk + Tb

)k2
(3.3)
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kde Tk = 3700 K představuje směrnici teploty a Tb = 300 K konstantńı člen
teploty, zkonst = 2.7 · 106 m představuje hloubku pláště a koeficienty k0 − k2 jsou
dány tabulkou 3.3:

k0 = 13.6 Wm−1K−1

k1 = 1.88 · 10−5 Wm−2K−1

k2 = 0.58

Tabulka 3.3: Koeficienty pro funkci tepelné vodivosti

Tato funkce má v bezrozměrné oblasti pr̊uběh:

Obrázek 3.26: Funkce tepelné vodivosti dle rovnice (3.3)

Jedná se o funkce adaptované z článku autor̊u Tosi, Yuen, de Koker a Wentz-
covitch (Tosi etal., 2013), adaptované na bezrozměrný model pláště - uvažuji zde
teplotu na CMB TCMB = 4000 K a teplotu na povrchu Tpovrch = 300 K.

Tyto funkce byly adaptovány na geotermu Země dle publikace ve (Stacey,
1977). Pr̊uběh těchto funkćı viz obrázek č. 3.27.

Dané funkce byly použity v modelech třemi r̊uznými zp̊usoby - byla aplikována
pouze funkce tepelné roztažnosti a tepelná vodivost byla ponechána konstantńı;
poté naopak tepelná roztažnost z̊ustala konstantńı a tepelná vodivost byla funkćı
hloubky a teploty a na závěr obě veličiny byly uvažovány jako funkčńı závislosti
teploty a hloubky.

37



Obrázek 3.27: Funkce teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti dle rovnic (3.2) a
(3.3), a to pro model geotermy Země dle (Stacey, 1977).
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c) Parametr viskozity

Modely byly ještě rozděleny do skupin dle pr̊uběh̊u viskozit:

• modely s konstantńı viskozitou

• modely s třemi stejně vysokými oblastmi viskozity o bezrozměrných hod-
notách ηi = (1, 10, 1) a ηi = (1, 10, 100)

• modely se Zemi podobným pr̊uběhem viskozity

Definice model̊u s vrstevnatou viskozitou (bod 2):

Obrázek 3.28: Funkce po částech konstantńı viskozity ηi = (1, 10, 1) a ηi =
(1, 10, 100)

Definice model̊u se Zemi podobným pr̊uběhem viskozity (bod 3):
Pr̊uběh viskozity pro dané modely byl vybrán jako co nejbližš́ı pr̊uběhu visko-

zity Zemı́, mimo jádro. Referenčńı model se vztahuje k dat̊um uvedených v práci
A.M. Forte (Forte, 2007 - Fig. 8, model King and Masters), uvedený užitý model
sestával z těchto hodnot (tabulka 3.4 a graf na obrázku 3.29):

hloubka [km] viskozita [Pa.s]7 bezrozměrná hlubka bezrozměrná viskozita
0 1,00E+023 0,00 1

200 1,00E+021 7,41E-002 0,01
400 1,00E+022 1,48E-001 0,1
800 1,10E+022 2,96E-001 0,11

1200 1,00E+023 4,44E-001 1

Tabulka 3.4: Pr̊uběh viskozity ve zvoleném modelu
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Obrázek 3.29: Funkce po částech konstantńı viskozity užitý pro simulace

Tento typ pr̊uběhu vrstevnaté viskozity je numericky náročněǰśı vzhledem
k relativně tenkým vrstvám rozd́ılných viskozit, což implikuje nutnost použit́ı
hustš́ıch śıt́ı; nav́ıc se jedná o oblasti se sńıženou viskozitou. Takové oblasti by
mohly usnadnit přechod z jednotlivých režimů do režimů vyšš́ıch, rychleji by moh-
lo být dosahováno chaotického stavu. Nav́ıc jednotlivé vrstvy mohou vykazovat
rozd́ılná chováńı, materiál v jejich bĺızkosti může měnit směr a typ prouděńı.

Shrneme-li výše uvedené, modelovány byly oblasti ve 2D a 3D, s konstantńımi,
nebo hloubkově a teplotně závislými parametry α a κ a s konstantńı, rovnoměrně,
nebo Zemi podobnou vrstevnatou viskozitou. Výpočty byly opakovány a stano-
vováńı kritických Rayleighových č́ısel prob́ıhalo na základě popisu představeného
v této kapitole.

Rayleighova č́ısla, pro něž byly modely poč́ıtány, sledovala lineárńı posloup-
nost (103, 9 · 103) s krokem 103, (104, 9 · 104) s krokem 104, (105, 9 · 105) s krokem
105 a dále č́ısla 106, 3 · 106, 5 · 106 a 107.
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4. Výsledky

Na základě výpočt̊u provedených v modelu představeném v předchoźıch ka-
pitolách byla postupem popsaným výše stanovena kritická Rayleighova č́ısla pro
modely geometríı 2D pravoúhelńık̊u o poměrech stran 1x1 až 10x1 a 3D oblast́ı
o poměrech stran 1x1x1 až 5x5x1. Celkový přehled všech stanovených kritických
Rayleighových č́ısel je uveden v př́ıloze práce č. A - G.

4.1 Vliv model̊u vrstevnaté viskozity

Největš́ı vliv na hodnotu kritických Rayleighových č́ısel má podle provedených
výpočt̊u model vrstevnaté viskozity. Vliv model̊u viskozity na rozd́ıl kritických
Rayleighových č́ısel byl v́ıce než řádový. Typická závislost kritických Raylei-
ghových č́ısel na modelu vrstevnaté viskozity vykazuje nár̊ust kritických Ray-
leighových č́ısel s r̊ustem kontrastu viskozity.
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Ruzne modely viskozity pro obdelnik 2D 10x1

eta 1x1x1
eta 1x10x1

eta 1x10x100

Obrázek 4.1: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrii 10x1 s
konstantńı viskozitou.

Na př́ıkladu s 2D geometríı obdélńıku 10x1 (obrázek č. 4.1) je patrné, že
největš́ı rozd́ıl model viskozity zp̊usobuje u prvńıho kritického Rayleighova č́ısla,
rozd́ıl kritických Rayleighových č́ıslel přechod̊u mezi daľśımi stavy se pak po-
stupně snižuje. Toto chováńı odpov́ıdá fyzikálńı představě o vlivu viskozity na
konvekci systému. Jestliže je viskozita ńızká, systém přecháźı do jednotlivých
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režimů snáze (v absolutńı hodnotě nižš́ı Rayleighova č́ısla). Je-li však velmi vy-
soká, systém se přibližuje sṕı̌se k pevnému tělesu, v němž se teplo přenáš́ı nejv́ıce
kondukćı.

Pokud však systém přesáhl prvńı kritické Rayleighovo č́ıslo a konvektuje, může
vliv viskozity na kritická Rayleighova č́ısla slábnout, zvláště pak, je-li ložisko
zvýšené viskozity jen lokálńı (jako v př́ıpadě viskozity ηi = (1, 10, 1)). Přechod do
chaotického režimu je tak spojen zpravidla s menš́ım rozd́ılem kritických Raylei-
ghových č́ısel jednotlivých režimů viskozity, než jaký vzniká mezi kritickými č́ısly
pro přechod z kondukčńıho do konvekčńıho režimu. Tento jev se zakládá na dosta-
tečné energii systému (vysoké Rayleighovo č́ıslo může být dosaženo např. sńıžeńım
vertikálńıho rozměru oblasti, zvýšeńım teplotńıho rozd́ılu povrch̊u apod.), a tedy
malém vlivu viskozity na systém.

V př́ıpadě malých horizontálńıch rozměr̊u se však ještě silně projevuje okra-
jová podmı́nka, která má tendenci systém stabilizovat v daném režimu. Kv̊uli to-
mu hodnoty kritických Rayleighových č́ısel mohou vzr̊ust. Proto také pozorujeme
kritická Rayleighova č́ısla v modelech 1x1 a 1x1x1 pro konstantńı a vrstevnatou
viskozitu typu ηi = (1, 10, 1) vyšš́ı než pro viskozitu typu ηi = (1, 10, 100) (př́ıklad
na obrázku č. 4.2). Toto sṕı̌se neńı efekt modelu viskozity.
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Ruzne modely viskozity pro krychli 3D 1x1x1

eta 1x1x1
eta 1x10x1

eta 1x10x100

Obrázek 4.2: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 3D geometrii 1x1x1
s konstantńı viskozitou.

Oba efekty - vliv viskozity na kritická Rayleighova č́ısla a také vliv okrajové
podmı́nky - pak můžeme souhrnně pozorovat na sńımku č. 4.3. Na závěr pak
uvád́ım př́ıklad rychlostńıho a tepelného pole a časový pr̊uběh Nusseltova č́ısla
pro geometrii 1x1 s pr̊uběhem viskozity ηi = (1, 10, 100), a to pro Rayleighovo
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č́ıslo Ra = 5 · 106, jedná se tedy o systém v periodickém režimu (sńımky 4.4 a
4.5).
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Ruzne modely viskozity pro 2D geometrie

2D 1x1 eta 1x1x1
2D 1x1 eta 1x10x1

2D 1x1 eta 1x10x100
2D 10x1 eta 1x1x1

2D 10x1 eta 1x10x1
2D 10x1 eta 1x10x100

Obrázek 4.3: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrie s vrs-
tevnatými modely viskozity.

rychlostńı pole |v| teplotńı pole T

Obrázek 4.4: Rychlostńı a teplotńı pole v bezrozměrných jednotkách v modelovém
čtverci 1x1 s pr̊uběhem viskozity ηi = (1, 10, 100), Rayleighovo č́ıslo jeRa = 5·106.
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Obrázek 4.5: Nusseltovo č́ıslo pro model čtverce 1x1 s pr̊uběhem viskozity ηi =
(1, 10, 100) (obr. 4.4), Rayleighovo č́ıslo je Ra = 5 · 106.

4.2 Vliv geometrie systému

Též geometrie ovlivňuje kritická Rayleighova č́ısla významným zp̊usobem. Na
rozd́ıl od vlivu viskozity však rozd́ıl mezi kritickými č́ısly jednotlivých geomet-
ríı obvykle nar̊ustá s vyšš́ımi režimy jen mı́rně (kritická Rayleighova č́ısla se u
chaotického režimu lǐśı v́ıce než u režimu stacionárńıho) a křivky sleduj́ı stejný
směr. Větš́ı, horizontálně rozsáhleǰśı oblasti jako 2D 5x1 či 10x1 či 3D 5x5x1 do-
sahovaly zpravidla vyšš́ıch režimů dř́ıve, pro nižš́ı Rayleighova č́ısla. To vyplývá z
fyzikálńı představy větš́ı volnosti větš́ıch systémů. Zaj́ımavé je kritické Rayleigho-
vo č́ıslo přechodu do chaotického režimu pro geometrii 2x1, které systematicky
narušuje výše popsaný princip - v opozici k představě, že se vzr̊ustaj́ıćı hori-
zontálńı rozsáhlost́ı klesaj́ı kritická Rayleighova č́ısla (sńımky č. 4.6, 4.10 a daľśı).
Důvod, proč právě u této geometrie pozorujeme výrazný pokles kritického Ray-
leighova č́ısla pro přechod do chaotického režimu si vysvětluji jako efekt spojený
se vznikem jedné celé konvekčńı buňky, která se již do této geometrie vejde. Jak
je patrné ze srovnáńı závislost́ı Nusseltových na Rayleighových č́ıslech (obrázek č.
4.7), závislost pro geometrii 2x1 se drž́ı v oblasti minima ze všech vyobrazených
geometríı, a totéž plat́ı i pro srovnáńı závislosti Nusseltových č́ısel na č́ıslech
Rayleighových.

Je třeba stále uvažovat i vliv okrajové podmı́nky zvláště u malých geometríı
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(1x1 a 1x1x1), které zvláště pak pro chaotický režim přisṕıvaj́ı k nár̊ustu kri-
tického Rayleighova č́ısla (sńımek č. 4.6). Zde pozorujeme velmi obdobný rozptyl
kritických Rayleighovýh č́ısel, který je narušen pouze geometríı 1x1 v chaotickém
režimu.
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2D geometrie oblasti pro konstantnˆ› viskozitu

2D 1x1
2D 2x1
2D 5x1

2D 10x1

Obrázek 4.6: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrie s kon-
stantńı viskozitou.

Obrázek 4.7: Srovnáńı závislosti Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech pro
2D geometrie s konstantńımi parametry α, κ = konst. a s konstantńı viskozitou
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Důležitou roli hraje také dimenze systému. Vyšš́ı dimenze systému znamená
sńıžeńı kritických Rayleighových č́ısel, který logicky plyne z v́ıce stupň̊u volnosti
systému. Efektem, který tento jev kompenzuje na obrázku č. 4.8, je znovu vliv
okrajové podmı́nky. Avšak zcela v souladu s očekáváńım má nejnižš́ı kritické Ray-
leighovo č́ıslo pro přechod do chaotického stavu geometrie 2D 5x1 a 3D geometrie
5x5x1.
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Srovnani 2D a 3D geometrii oblasti pro konstantni viskozitu

2D 1x1
2D 5x1

3D 1x1x1
3D 5x5x1

Obrázek 4.8: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech mezi 2D a 3D geometriemi
s konstantńı viskozitou.

Přesto zvláště ve středńı oblasti pozorujeme pokles kritických Rayleighových
č́ısel se vzr̊ustem dimenze. Vı́ce patrný je tento jev, porovnáme-li i r̊uzné modely
viskozit.

4.3 Vliv geometrie systému i modelu viskozity

Geometrický vliv na rozptyl kritických Rayleighových č́ısel je dále r̊uzný dle
vlivu modelu viskozity. Jak bylo ukázáno výše, v př́ıpadě model̊u s konstantńı
viskozitou jsou rozd́ıly kritického Rayleighova č́ısla malé (poměr v řádu jednotek).
Pro modely s vyšš́ı viskozitou byl již tento rozd́ıl i řádový, vzr̊ustaj́ıćı s kontrastem
viskozity (obr. č. 4.10, 4.11). Model zvýšené viskozity zesiluje také vliv hraničńı
podmı́nky.

Porovnáme-li modely se stejným pr̊uběhem viskozity, ale s r̊uznou dimenźı,
zjist́ıme, že se vzr̊ustem dimenze vzrostl i rozptyl hodnot jednotlivých kritických
Rayleighových č́ısel daných model̊u. Zvláště rozptyl u kritického Rayleighova
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č́ısla pro přechod do 1. a 2. stacionárńıho stavu sledujeme větš́ı rozd́ıly mezi
jednotlivými geoemtriemi, ve vyšš́ıch konvekčńıch stavech již dimenze př́ılǐsnou
rozd́ılnost nezp̊usobuje. Samozřejmě i zde sledujeme vliv hraničńı podmı́nky, která
ovlivňuje 3D modely intenzivněji (větš́ı pod́ıl obsahu/obvodu hranice v̊uči cel-
kovému objemu/obsahu).

Srovnejme grafy na obr. 4.8 a 4.9. Vliv dimenze na grafu obr. č. 4.8 se projevu-
je sńıžeńım kritických Rayleighových č́ısel, což je kompenzováno vlivem hraničńı
podmı́nky, která systém ve vyšš́ıch režimech sṕı̌se stabilizuje. Změńıme-li ještě
model viskozity z konstantńıho pr̊uběhu na pr̊uběh se zvýšenou viskozitou, jsou
t́ım ovlivněna i kritická Rayleighova č́ısla pro stacionárńı režimy a t́ım se rozptyl
hodnot rozděĺı podél stejnoměrně širokého pásu. Hodnoty se nesb́ıhaj́ı u přechod̊u
do nižš́ıch stav̊u, jak tomu bylo u modelu s konstantńı viskozitou, nav́ıc zvýšená
viskozita navyšuje i absolutńı hodnoty kritických Rayleighových č́ısel, což zna-
mená, že s nár̊ustem kontrastu viskozit je tento pás hodnot Rayleighových č́ısel i
širš́ı.
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Ruzne modely viskozity pro 2D a 3D geometrie

2D 1x1 eta 1x1x1
2D 1x1 eta 1x10x1

2D 1x1 eta 1x10x100
2D 10x1 eta 1x1x1

2D 10x1 eta 1x10x1
2D 10x1 eta 1x10x100

3D 1x1x1 eta 1x1x1
3D 1x1x1 eta 1x10x1

3D 1x1x1 eta 1x10x100
3D 5x5x1 eta 1x1x1

3D 5x5x1 eta 1x10x1
3D 5x5x1 eta 1x10x100

Obrázek 4.9: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech mezi 2D a 3D geometriemi
s r̊uznými modely viskozity.

Na př́ıkladu modelu viskozity ηi = (1, 10, 1) (obr. č. 4.10 a 4.11) je pak ještě
tento celkový jev rozdělen dle dimenźı. Proto vid́ıme, že jednotlivá kritická Ra-
yleighova č́ısla se pro 2D geoemtríı ještě žádný pás hodnot netvoř́ı a rozptyluj́ı
se sṕı̌se u vyšš́ıch režimů (periodický, chaotický). Teprve přidáńım dimenze se i
absolutńı hodnoty kritických Rayleighových č́ısel změńı, č́ımž výše uvedený pás
vzniká.
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2D geometrie oblasti pro viskozitu eta 1x10x1

2D 1x1
2D 2x1
2D 5x1

2D 10x1

Obrázek 4.10: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrie s visko-
zitou ηi = (1, 10, 1).
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Srovnani 2D a 3D geometrii oblasti pro viskozitu eta 1x10x1

2D 1x1
2D 5x1

3D 1x1x1
3D 5x5x1

Obrázek 4.11: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech mezi 2D a 3D geomet-
riemi s viskozitou ηi = (1, 10, 1).

Podobně pak u modelu viskozity ηi = (1, 10, 100) (sńımek č. 4.12 4.13),
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kde jsou jen rozd́ıly mezi jednotlivými kritickými Rayleighovými č́ısly pro daný
přechod ještě výrazněǰśı. Toto je efekt viskozity, který byl diskutován výše.
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2D geometrie oblasti pro viskozitu eta 1x10x100

2D 1x1
2D 2x1
2D 5x1

2D 10x1

Obrázek 4.12: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrie s visko-
zitou ηi = (1, 10, 100).
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Srovnani 2D a 3D geometrii pro viskozitu eta 1x10x100

2D 1x1
2D 10x1

3D 1x1x1
3D 5x5x1

Obrázek 4.13: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech mezi 2D a 3D geomet-
riemi s viskozitou ηi = (1, 10, 100).
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4.4 Vliv funkčńı závislosti teplotńı roztažnosti

a tepelné vodivosti

V modelech s funkčně závislou teplotńı roztažnost́ı a tepelnou vodivost́ı byly
aplikovány funkce dle rovnic (3.2) a (3.3) v předchoźı kapitole. Uvád́ım př́ıklad
pr̊uběhu těchto funkćı v poč́ıtaných modelech.

Jak vyplývá ze vztah̊u (1.1), (1.2) pro teplotńı roztažnost a tepelnou vodivost
už́ıvanou v modelu, doplněné vztahy (3.2), (3.3), hodnoty teplotńı roztažnosti
jsou v modelu vždy větš́ı jedné, zat́ımco hodnoty tepelné vodivosti vždy menš́ı
než jedna, což při tomto škálováńı vede k poklesu kritických Rayleighových č́ısel,
nebot’ zvýšeńı teplotńı roztažnosti a sńıžeńı tepelné vodivosti snižuje stabilitu
konvekce. Tento obecný vliv je však doprovázen daľśımi efekty, jež mohou vést k
opačnému jevu. Ve výsledku hodnoty kritického Rayleighova č́ısla dle geometrie
a viskozity systému pro vyšš́ı režimy, zvláště pak pro chaotický, naopak vzr̊ustaj́ı.

Jako př́ıklad je uveden jednoduchý model 2D 1x1 čtverce s konstantńı viskozi-
tou ve stacionárńım režimu. Jeho Rayleighovo č́ıslo bylo Ra = 3 ·105. Na obrázku
4.14 je uveden graf závislosti horizontálně pr̊uměrované teploty v modelu na
hloubce. Pro tento pr̊uběh teploty je uveden pr̊uběh teplotńı roztažnosti a te-
pelné vodivosti (obr. č. 4.15) v závislosti na hloubce v daném modelu čtverce.

Obrázek 4.14: Horizontálně pr̊uměrovaná teplota v buňce 1x1 pro model s kon-
stantńı viskozitou funkčně závislou teplotńı roztažnost́ı a tepelnou vodivost́ı (ze-
leně) v porovnáńı s geotermou Země dle (Stacey, 1977).

Pr̊uběhy funkćı připomı́naj́ı očekávaný pr̊uběh těchto funkćı v Zemi (v gra-
fech vyznačeny černě), rozd́ıl je samozřejmě patrný vlivem geometrie systému (v
porovnáńı geoterm na obr. 4.14 vid́ıme, že je rozd́ıl v teplotńıch gradientech v
bĺızkosti jádra; kartézský systém má gradienty v bĺızkosti jádra a povrchu sy-
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metrické, nikoliv však sférická geometrie - v př́ıpadě geotermy Země zde však
samozřejmě hraj́ı roli ještě daľśı efekty), dále v Zemi předpokládáme adiabatický
pr̊uběh teploty pláštěm a v př́ıpadě klasické Boussinessqovy aproximace je tep-
lota ve středńı části modelu konstantńı, a tak dále. Rozd́ıl se pak projevuje v
funkčńıch závislostech teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti na hloubce právě
v rozd́ılném sklonu křivky ve středńı oblasti (u Země plášt’) a v oblasti spodńı
hranice (u Země bĺızko CMB).

Obrázek 4.15: Pr̊uběh funkce teplotńı roztažnosti (nahoře) a tepelné vodivosti
(dole) v modelu 1x1 s konstantńı viskozitou (výpočet na základě horizontálně
pr̊uměrované teploty dle obr. 4.14). Pr̊uběh funkce je porovnán s jej́ım pr̊uběhem
na základě geotermy Země dle (Stacey, 1977, obr. 3.27).

Funkčńı závislost teplotńı roztažnosti α a tepelné vodivosti κ se u model̊u s
konstantńı viskozitou projevovala jen mı́rně. Na modelu čtverce 1x1 sledujeme
výrazněǰśı vliv funkčńı závislosti teplotńı roztažnosti než tepelné vodivost - jsou-
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li v modelu př́ıtomny oba jevy, výsledná kritická Rayleighova č́ısla sleduj́ı právě
výsledky teplotńı roztažnosti (sńımek č. 4.16). Rozd́ıly v kritických Rayleighových
č́ıslech jednotlivých režimů jsou malé a často lež́ı na hraně intervalu chyby měřeńı.
Rozd́ıl mezi kritickými Rayleighovými č́ısly se navyšuje pro přechody mezi vyšš́ımi
režimy (periodický a chaotický režim), v nichž hraje transport materiálu stále
výrazněǰśı roli, rozd́ıl nar̊ustá i např́ıč jednotlivými geometriemi - rozd́ıl kritických
Rayleighových č́ısel jednotlivých režimů u model̊u s větš́ı horizontálńı rozlehlost́ı
(2D 10x1 či 3D 5x5x1) je větš́ı.
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Ruzne modely alfa,kappa pro ctverec 2D 1x1, eta 1x1x1

a,k konst
a fce, k konst
a konst, k fce

a,k fce

Obrázek 4.16: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrii 1x1 s
konstantńı viskozitou.

Na sńımku č. 4.17 je vyobrazen graf závislosti Nusseltových č́ısel na Raylei-
ghových č́ıslech pro 2D čtverec 1x1 s konstantńı viskozitou. Je patrné, že zvláště
pro nižš́ı Rayleighova č́ısla se Nusseltova č́ısla jednotlivých model̊u velmi podo-
baj́ı a křivky se mı́rně rozcházej́ı teprve pro vyšš́ı Rayleighova č́ısla, ve vyšš́ıch
režimech.

Podobně pro model 3D krychle 1x1x1 (obr. č. 4.18). Zde jsou však rozd́ıly
mezi křivkami Nusseltových č́ısel již značně výrazněǰśı (výrazněji se projevuje
trend rychleǰśıho nástupu konvekce z kondukčńıho stavu, ve vyšš́ıch režimech však
sṕı̌se stabilizace systému), což plyne z větš́ı volnosti systému, a tedy výrazněǰśı
roli toku materiálu.

Jak je patrné, s větš́ı volnost́ı systému (at’ větš́ı horizontálńı rozlehlosti, či
v́ıcedimenzionálnosti modelu) roste vliv funkčńı závislosti teplotńı roztažnosti a
tepelné vodivosti, oba vlivy se vzájemně doplňuj́ı a postupně s r̊ustem rozměr̊u
model̊u snižuj́ı kritická Rayleighova č́ısla zvláště u vyšš́ıch režimů. Je třeba dále
zahrnout vliv typu hraničńı podmı́nky, který však zpětně kritická Rayleighova
č́ısla navyšuje, a to zvláště u horizontálně málo rozlehlých model̊u.
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Obrázek 4.17: Srovnáńı závislosti Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech pro
2D čtverec 1x1 s konstantńı viskozitou s konstantńımi parametry α, κ = konst.
(modře) a s funkčně závislými parametry α, κ = α, κ(T, z) (červeně)

Obrázek 4.18: Srovnáńı závislosti Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech pro
3D krychli 1x1x1 konstantńı viskozity s konstantńımi parametry α, κ = konst. a
s funkčně závislými parametry konstantńımi parametry α, κ = α, κ(T, z)
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Obrázek 4.19: Srovnáńı závislosti Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech
pro 2D modely 1x1 a 10x1 konstantńı viskozity s konstantńımi parametry α, κ =
konst. (modrá a zelená) a s funkčně závislými parametry konstantńımi parametry
α, κ = α, κ(T, z) (červená a hnědá).

Na sńımku č. 4.19 pak sledujeme tři základńı efekty:

- vliv geometrie (dř́ıvěǰśı nástup konvekce)

- vliv funkčńı závislosti α, κ (pokles Nusseltových č́ısel zvláště pro vyšš́ı Ra-
yleighova č́ısla)

- vliv hraničńı podmı́nky (zvýšeńı kritických přechod̊u mezi režimy pro malý
1x1 model v oblasti periodického a chaotického režimu)

Porovnáme-li všechny 2D geometrie s konstantńı viskozitou (graf na obr. č.
4.20), vid́ıme na prvńı pohled vliv okrajové podmı́nky - kritická Rayleighova
č́ısla pro chaotické režimy jsou pro malé modely výrazně vyšš́ı. Vid́ıme ale i výše
popsaný trend, tedy že s větš́ı dimenźı a horizontálńı rozsáhlost́ı vliv funkčně
závislé teplotńı roztažnosti předevš́ım, doplněný o vliv tepelné roztažnosti, snižuj́ı
kritická Rayleighova č́ısla,a to s rostoućım vlivem u vyšš́ıch režimů. Podobný
trend vid́ıme i v porovnáńı 2D a 3D geometríı - na sńımku č. 4.21.

Vliv funkčně závislých parametr̊u teplotńı roztažnosti a tepelné vodivost je
pak patrný i vizuálně na teplotńım a rychlostńım poli daných model̊u. Nejvýrazněǰśım
rozd́ılem je pokles gradientu teplot v oblasti, nar̊ustá objem materiálu s teplotou
kolem ∆T/2 (pr̊uměrné teploty) a konvekce prob́ıhá výrazněji v horizontálńım
směru, ubývá oblých tvar̊u stoupaj́ıćıch či klesaj́ıćıch útvar̊u.
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Ruzne modely alfa,kappa pro 2D geometrie, eta 1x1x1

2D 1x1 a,k konst
2D 1x1 a,k fce

2D 2x1 a,k konst
2D 2x1 a,k fce

2D 5x1 a,k konst
2D 5x1 a,k fce

2D 10x1 a,k konst
2D 10x1 a,k fce

Obrázek 4.20: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrie s kon-
stantńı viskozitou.
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Ruzne modely alfa,kappa pro 2D a 3D geometrie, eta 1x1x1

2D 1x1 a,k konst
2D 1x1 a,k fce

2D 10x1 a,k konst
2D 10x1 a,k fce

3D 1x1x1 a,k konst
3D 1x1x1 a,k fce

3D 5x5x1 a,k konst
3D 5x5x1 a,k fce

Obrázek 4.21: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech mezi 2D a 3D geomet-
riemi s konstantńı viskozitou.
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Na sérii sńımk̊u 4.22 je možné vliv funkčńı závislosti teplotńı roztažnosti a
tepelné vodivosti pozorovat na 2D modelu 1x1. Zleva doprava, po řádćıch, byla
spoč́ıtána nejprve situace pro konstantńı pr̊uběh teplotńı roztažnosti a tepelné
vodivosti, poté byla funkčně závislá pouze teplotńı roztažnost, poté teplotńı vo-
divost, na posledńım sńımku jsou funkčně závislé oba parametry. Jak je patrné,
stoupavá pluma při levém okraji se postupně tenč́ı a napřimuje, mı́sto šikmého
stoupáńı postupně stoupá svisle vzh̊uru, popř. vodorovně doprava. Jej́ı teplota
klesá a bĺıž́ı se pr̊uměrné teplotě buňky. Stejně tak se ohř́ıvá klesaj́ıćı pluma zpra-
va, která je na sńımku s konstantńımi parametry (vlevo nahoře) velmi výrazná a
chladná, na sńımku s oběma parametry funkčně závislými (vpravo dole) jej́ı tep-
lota stoupla a jej́ı tvar s v́ıce bĺıž́ı pravoúhlému. Stoupavá pluma u pravého okraje
vlivem funkčně závislé teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti źıskává širš́ı čelo,
ale jej́ı teplota klesá a bĺıźı se pr̊uměrné teplotě. Pluma se rozprost́ırá zvláště v
horizontálńım směru. Jednotlivé proudy jsou v modelu s funkčně závislými para-
metry výrazně tenč́ı než v modelu s parametry konstantńımi a poklesl i teplotńı
gradient na styku horkých a studených proud̊u.

Obrázek 4.22: Model 2D geometrie 1x1 s konstantńı viskozitou, Rayleighovo č́ıslo
Ra = 5 · 106, teplotńı pole (červená je teplota 1, modrá je teplota 0). Vlevo
nahoře teplotńı pole pro α, κ = konst, vpravo nahoře α = α(T, z), κ = konst.,
vlevo dole α = konst., κ = κ(T, z) a vpravo dole funkčně závislé oba parametry,
α, κ = α, κ(T, z).
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Podobně se chová i systém ve 3D (obr. č. 4.23). Vlevo na obrázku je sńımek
z výpočtu modelu pro konstantńı parametry α, κ, vpravo pro oba parametry
funkčně závislé, α, κ = α, κ(T, z). Rozd́ıl mezi modelem s konstantńımi a funkčně
závislými parametry spoč́ıvá zvláště v těchto rysech: na sńımku z funkčně závislého
modelu pozorujeme výrazné vertikálńı proudy a horizontálńı rozprostřeńı čela
plum (horký stoupavý proud na levé stěně oblasti), dále poklesl teplotńı gradient.
Horké stoupaj́ıćı plumy rostou podél rovných hřbet̊u (na obrázku s konstantńımi
parametry vlevo pozorujeme hřbety zakřivené a s r̊uznorodou výškou).

Obrázek 4.23: Model 3D krychle 1x1x1 s konstantńı viskozitou, pro Rayleighovo
č́ıslo Ra = 2 · 106, teplotńı pole (červená až žlutá - bezrozměrná teplota 1 -
0.6; modrá až zelená - bezrozměrná teplota 0 - 0.4). Vlevo model s konstantńımi
hodnotami α, κ = konst., vpravo funkčně závislé α, κ = α, κ(T, z).

Tyto efekty, demonstrované na 2D a 3D modelu (obr. č. 4.22 a 4.23), vyplývaj́ı
z definovaných funkćı tepelné vodivosti a teplotńı roztažnosti. Tepelná vodivost
je definována jako lineárńı funkce s hloubkou a odmocninná funkce s teplotou.
Vzhledem k svému postaveńı v tepelné rovnici u gradientu divergence teploty
a pozici v Rayleighově č́ısle zvyšuje tepelný tok zvláště v oblastech tepelného
gradientu, při styku horkého a studeného matriálu se teploty rychleji vyrovnávaj́ı.
Na základě toho jsou ztenčeny jednotlivé plumy a vznikaj́ı široká čela plum.
Výrazněǰśı je tento efekt pro vyšš́ı hloubky. Teplotńı roztažnost je polynomiálńı
funkćı teploty a exponenciálńı funkćı hloubky. Vyskytuje se pouze v Rayleighově
č́ısle, a tak p̊usob́ı pouze v pohybové rovnici. Efekt funkčńı závislosti teplotńı
roztažnosti spoč́ıvá ve výrazněǰśım vertikálńım transportu materiálu (inerciálńı
śıly), funkce je dále velmi citlivá na hloubku, a z toho také vyplývaj́ı rozš́ı̌rené
proudy jednotlivých plum.

Z jednotlivých závislost́ı kritických Rayleighových č́ısel na jednotlivých funkćıch
však vyplývá, že efekt tepelné vodivosti či teplotńı roztažnosti tak, jak byl pre-
zentován zde na základě funkćı fituj́ıćıch prostřed́ı v Zemi, nehraj́ı př́ılǐs výraznou
roli a ve srovnáńı s vlivem viskozity, potažmo geometrie, jsou sṕı̌se nepodstatné.
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Společný vliv funkčńı závislosti parametr̊u, geometrie a viskozity je možné
dále pozorovat na grafech č. 4.24 a 4.25.
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Ruzne modely alfa,kappa pro obdelnik 2D 10x1

eta 1x1x1 a,k konst
eta 1x1x1, a,k fce

eta 1x10x1 a,k konst
eta 1x10x1 a,k fce

eta 1x10x100 a,k konst
eta 1x10x100 a,k fce

Obrázek 4.24: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrii 10x1
s r̊uznými modely viskozity.
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eta 1x1x1 a,k konst
eta 1x1x1, a,k fce

eta 1x10x1 a,k konst
eta 1x10x1 a,k fce

eta 1x10x100 a,k konst
eta 1x10x100 a,k fce

Obrázek 4.25: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 3D geometrii 1x1x1
s r̊uznými modely viskozity.
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Horizontálně rozsáhlá geometrie 10x1 ve 2D z grafu 4.24 doplňuje již výše
vyřčené výsledky - největš́ı vliv na model má viskozita, s jej́ım nár̊ustem výrazně
stoupaj́ı i kritická Rayleighova č́ısla. Funkčně závislé modely pak pro jednotlivé
modely viskozit dosahuj́ı kritických Rayleighových č́ısel o něco nižš́ıch, ale vždy
jen v řádech jednotek. Vliv funkčně závislých parametr̊u se prohlubuje s kon-
trastněǰśım modelem viskozity - je-li viskozita konstantńı, rozd́ıl Rayleighových
č́ıslech je v rámci chyby měřeńı. Pro model viskozity ηi = (1, 10, 1) již rozd́ıl na-
roste na hranici jedné jednotky a pro model viskozity ηi = (1, 10, 100) už jsou to
až dvě až tři jednotky. Největš́ı rozd́ıl mezi kritickými Rayleighovými č́ısly mo-
del̊u s konstantńımi parametry a parametry funkčně závislými pozorujeme pro
vyšš́ı režimy (periodický a chaotický), v souladu s vlivem jednotlivých funkćı na
konvekci dle jejich umı́stěńı v pohybové a tepelné rovnici.

Pro srovnáńı uvád́ım ještě geometrii 3D 1x1x1 (obrázek 4.25), v ńıž hraje
podmı́nka na hranici d̊uležitou roli. Stejně jako v př́ıpadě geometrie 2D 1x1 i
zde je vliv funkčně závislých parametr̊u omezován hraničńı podmı́nkou a vede k
navýšeńı kritických Rayleighových č́ısel. Tento nár̊ust je t́ım vyšš́ı, č́ım větš́ı jsou
kontrasty ve viskozitě modelu. Jak je možné očekávat, funkčně závislé parametry
snižuj́ı kritická Rayleighova č́ısla, vzhledem ale k hraničńı podmı́nce se tento trend
projevuje pouze u nižš́ıch konvekčńıch režimů. Pro režimy periodické či chaotické
sledujeme rozd́ıl kritických Rayleighových č́ısel až řádový, jedná se však o jejich
navýšeńı, nikoliv pokles, jak by bylo možné očekávat. Tento nár̊ust je zp̊usoben
stabilizaćı na stěnách modelu.

Jak je možné vyč́ıst z grafu na obr. 4.26, Nusseltova č́ısla model̊u viskozity pro
danou geometrii se postupně scházej́ı pro vyšš́ı Rayleighova č́ısla do jedné křivky,
Nusseltova č́ısla pro modely funkčně závislých parametr̊u jsou pro dostatečně
horizontálně rozlehlé modely vždy o něco vyšš́ı. V grafu je patrný vliv hraničńı
podmı́nky pro model 1x1x1, který již u modelu 5x5x1 neńı patrný.

Obrázek 4.26: Srovnáńı závislosti Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech
pro 3D krychli 1x1x1 s konstantńımi parametry α, κ = konst. s Zemi podobným
pr̊uběhem viskozity (modře) a s konstantńı viskozitou (červeně)
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Na závěr je uveden sńımek ze dvou simulaćı s konstantńı viskozitou v geome-
trii 3D 5x5x1, a to pro model s konstantńımi parametry a pro model s funkčně
závislými parametry. Z ukázky (obr. 4.27) je patrné oživeńı konvekce, např́ımeńı
proud̊u podél vertikálńıho směru a rozš́ı̌reńı čel jednotlivých plum. Jak již bylo
uvedeno, tyto efekty jsou projevem exponenciálńı závislosti teplotńı roztažnosti s
hloubkou či odmocninné závislosti tepelné vodivosti na teplotě a lineárńı závislosti
na hloubce.

Obrázek 4.27: Model 3D kvádru 5x5x1 s konstantńı viskozitou, pro Rayleighovo
č́ıslo Ra = 5 · 106, teplotńı pole (červená až žlutá - bezrozměrná teplota 1 - 0.6;
modrá až zelená - bezrozměrná teplota 0 - 0.4). Nahoře model s konstantńımi
hodnotami α, κ = konst., dole funkčně závislé α, κ = α, κ(T, z).

4.5 Zemi podobné modely

Na základě výsledk̊u bylo ukázáno, že největš́ı vliv na kritická Rayleighova
č́ısla a na pr̊uběh konvekce má viskozita modelu. Z tohoto d̊uvodu byla spoč́ıtána
sada model̊u s pr̊uběhem viskozity podobným pr̊uběhu v Zemi.

Modely se Zemi podobným pr̊uběhem viskozity, viz tabulka 3.4, vykazovaly
sńıžeńı kritických Rayleighových č́ısel v porovnáńı s modely s konstantńı visko-
zitou. Graf pro geometrie 2D 1x1, 2D 10x1, 3D 1x1x1, 3D 2x2x1 a 3D 5x5x1 viz
obrázek č. 4.28. Toto sńıžeńı bylo v řádu jednotek, maximálně v rozd́ılu jednoho
řádu. Takový rozd́ıl je srovnatelný s modelem viskozity ηi = (1, 10, 100), kde byl
kontrast viskozity též dva řády.
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2D a 3D modely s konstantni viskozitou a se Zemi podobnym prubehem viskozity

2D 1x1 eta 1x1x1 a,k konst
2D 1x1 eta "Zeme" a,k konst
2D 10x1 eta 1x1x1 a,k konst

2D 10x1 eta "Zeme" a,k konst
3D 1x1x1 eta 1x1x1 a,k konst

3D 1x1x1 eta "Zeme" a,k konst
3D 5x5x1 eta 1x1x1 a,k konst

3D 2x2x1 eta "Zeme" a,k konst

Obrázek 4.28: Kritická Rayleighova č́ısla pro 2D a 3D geometrie se Zemi po-
dobným pr̊uběhem viskozity a s konstantńı viskozitou.

V tomto modelu však bylo mı́rně jiné rozložeńı vrstev, které se projevuje
v deformaci tepelného a rychlostńıho pole v porovnáńı s modely s viskozitami
rozvrstvenými pravidelně, jako třeba model ηi = (1, 10, 100). Z pochopitelných
d̊uvod̊u prob́ıhala konvekce nejživěji v oblasti s nejnižš́ı viskozitou (”astenosféra”
v modelu Země), kde materiál dosahoval nejvyšš́ı velikosti rychlosti. V kanálu se
sńıženou viskozitou, který je relativně tenký, tak prob́ıhá prouděńı preferenčně
horizontálně. Efekt je doplněn vlivem funkčńı závislosti teplotńı roztažnosti a
tepelné vodivosti, jež k vertikálńımu prouděńı s výrazným rozlit́ım čel plum do
vodorovného směru také podporuj́ı (viz obr. 4.29).

Obrázek 4.29: Teplotńı pole pro model 2D 1x1 pro pr̊uběh viskozity podobný
Zemi, s funkčně závislými parametry α a κ, pro Ra = 9 · 104.
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Obrázek 4.30: Teplotńı pole pro model 2D 10x1 pro pr̊uběh viskozity podobný
Zemi, s funkčně závislými parametry α a κ, pro Ra = 2·105 (nahoře) a Ra = 2·106

(dole).

Jestliže se systém dostane do chaotického režimu, chová se obdobně jako každý
model s kontrastńı viskozitou - vytvoř́ı se vrstvy. Jak je patrné z obrázku 4.30, v
oblasti s vysokým kontrastem viskozity o dva řády se vytvořila vrstva s vysokým
gradientem teploty. Na obrázku je patrná klesaj́ıćı studená pluma v druhé polo-
vině napravo, jej́ıž široké čelo se pak rozprost́ırá po velké časti dna oblasti. Ob-
dobně by se mohla chovat i Země, kde kromě vlivu viskozity a funkčně závislých
parametr̊u výraznou roli hraj́ı ještě fázové přechody a radioaktivńı rozpady, které
měńı tepelnou bilanci systému a mohou podpořit, nebo utlumit konvekci v dané
oblasti.

Jako daľśı byl sledován stejný efekt viskozity a geometrie jako v předchoźıch
kapitolách, tedy podpořeńı poklesu kritických Rayleighových č́ısel pro všechny
režimy vlivem geometrie poklesem kritických Rayleighových č́ısel zvláště pro vyšš́ı
režimy vlivem kanál̊u sńıžené viskozity.

Obrázek 4.31: Srovnáńı závislosti Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech
pro 3D krychli 1x1x1 s konstantńımi parametry α, κ = konst. s Zemi podobným
pr̊uběhem viskozity (modře) a s konstantńı viskozitou (červeně)

Jak je nav́ıc patrné z grafu na obr. 4.31, vliv viskozity může být potlačen geo-
metríı - vlivem hraničńı podmı́nky, jako je tomu v př́ıpadě malých geometríı jako
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je 2D 1x1 nebo 3D 1x1x1. Závislost Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech je
tak pro tyto geometrie vpodstatě stejná, lǐśı se pouze v detailech nástupu jednot-
livých režimů. Nav́ıc závislost Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech je pro
tyto dvě geometrie velmi podobná (viz obrázek srovnáńı závislost́ı Nusseltových
č́ısel pro geometrie 2D 1x1, 3D 1x1x1 a 3D 2x2x1 na obr. 4.32).

Obrázek 4.32: Srovnáńı závislosti Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech pro
modely s konstantńımi parametry α, κ = konst. a se Zemı́ podobným pr̊uběhem
viskozity.

Zkoumány byly režimy také při funkčńı závislosti teplotńı roztažnosti a te-
pelné vodivosti.

Vliv funkčńı závislosti α, κ(T, z) se projevil stejně jako u model̊u s konstantńı
viskozitou. Č́ım vyšš́ı režim, t́ım výrazněǰśı byl pokles Rayleighova č́ısla pro mo-
del s funkčně závislými parametry α, κ oproti modelu s těmito parametry kon-
stantńımi (obrázek č. 4.33). U model̊u se silným stabilizačńım vlivem okrajové
podmı́nky je však tento trend oslaben. Jak je uvedeno na př́ıkladu 3D mode-
lu 1x1x1, naměřené hodnoty kritických Rayleighových č́ısel jsou pro konstantńı
i funkčně závislé parametry prakticky totožné a funkčńı závislost teplotńı roz-
tažnosti a tepelné vodivosti neńı patrná (obrázek č. 4.34).

Jak vyplývá z celkového porovnáńı r̊uzných geometríı na obr. 4.35, sledujeme
zde všechny již výše popsané efekty:

• efekt vlivu viskozity - sńıžeńı viskozity umožňuje přechod do vyšš́ıch režimů
pro nižš́ı Rayleighova č́ısla, vliv viskozity slábne pro vyšš́ı režimy

• efekt geometrie - horizontálně rozsáhleǰśı geometrie má v́ıce volnosti a přecháźı
tak mezi všemi režimy snadněji

• vliv funkčńı závislosti parametr̊u teplotńı roztažnosti a tepelné vodivost -
umožňuj́ı snažš́ı přechod mezi jednotlivými režimy, nejv́ıce se projevuje u
vyšš́ıch režimů

• vliv hraničńı podmı́nky - u malých model̊u (1x1 a 1x1x1) stabilizuje kon-
vekci a navyšuje tak kritická Rayleighova č́ısla zvláště pak pro vyšš́ı režimy
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2D model obdelniku 10x1 se Zemi podobnym prubehem viskozity

a,k konst
a,k(T,z)

Obrázek 4.33: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 2D geometrii 10x1
se Zemi podobným pr̊uběhem viskozity.
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3D model krychle 1x1x1 se Zemi podobnym prubehem viskozity

a,k konst
a,k(T,z)

Obrázek 4.34: Srovnáńı kritických Rayleighových č́ıslech pro 3D geometrii 1x1x1
se Zemi podobným pr̊uběhem viskozity.
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3D 1x1x1 a,k konst
3D 1x1x1 a,k(T,z)

3D 2x2x1 a,k konst

Obrázek 4.35: Srovnáńı závislosti Rayleighových č́ıslech mezi 2D a 3D geometri-
emi se Zemi podobným pr̊uběhem viskozity.

Na závěr uvád́ım sńımek z modelu 3D geometrie 2x2x1 pro model viskozity
podobný Zemi a s konstantńımi parametry α a κ (obr. č. 4.36). Ze sńımku je
patrná konvekce živěǰśı v horńı části buňky, v oblasti se sńıženou viskozitou, kde
se také plumy rozšǐruj́ı. Ve spodńı oblasti se tvoř́ı v́ıcero širš́ıch stoupavých a
klesavých proud̊u konstantńı tloušt’ky, jejichž teplota se ale jen málo odlǐsuje od
teploty pr̊uměrné v buňce.

Obrázek 4.36: Model 3D kvádru 2x2x1 se Zemi podobným pr̊uběhem viskozity,
pro Rayleighovo č́ıslo Ra = 5 · 106, teplotńı pole (červená až žlutá - bezrozměrná
teplota 1 - 0.6; modrá až zelená - bezrozměrná teplota 0 - 0.4).
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5. Analýza frekvenčńıho spektra
chaotických režimů

Źıskaná data závislosti Nusseltových č́ısel na čase pro jednotlivé modely byla
analyzována ve spektrálńı oblasti. Jak již bylo uvedeno v kapitole 3, vyhodnoceńı
frekvenčńıho spektra daných časových vývoj̊u Nusseltova č́ısla bylo jednou ze
základńıch metod stanoveńı kritických Rayleighových č́ısel pro jednotlivé modely.
V rámci tohoto ćıle byla zkoumána zvláště amplitudová spektra signál̊u.

5.1 Numerické modely

V př́ıpadě chaotických režimů se ve spektrálńı oblasti již nevyskytuj́ı žádné
význačné frekvence a spektrum má charakter šumu. Zaj́ımalo mne, zda lze z toho-
to šumu vyč́ıst povahu prob́ıhaj́ıćıho děje, a to alespoň přibližně. Z tohoto d̊uvodu
jsem si z naměřených dat spoč́ıtala také výkonovou frekvenčńı hustotu (power
spectral density - PSD) a pokusila se nalézt křivku, která dat̊um nejv́ıce odpov́ıdá.
Výkonovou hustotou jsem prokládala zvláště křivky odpov́ıdaj́ıćı výkonovým hus-
totám známých barevných šumů. Z dat jednoznačně plyne, že převládaj́ı deľśı
frekvence, a proto je také v amplitudovém spektru zřetelný spád směrem k frek-
venćım vysokým (viz obr. 5.1 a 5.2).

Obrázek 5.1: Časová závislost Nusseltova č́ısla pro vybraný 3D model 5x5x1 s
modelem viskozity ηi = (1, 10, 1) a pro Rayleighova č́ıslaRa = 5·105, 7·105 a 6·106.
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Obrázek 5.2: Frekvenčńı závislost Nusseltova č́ısla pro vybraný 3D model 5x5x1 s
modelem viskozity ηi = (1, 10, 1) a pro Rayleighova č́ıslaRa = 5·105, 7·105 a 6·106.

Obrázek 5.3: Výkonová spektrálńı hustota signálu závislosti Nusseltova č́ısla na
čase pro vybraný 3D model 5x5x1 s modelem viskozity ηi = (1, 10, 1) a pro
Rayleighova č́ısla Ra = 5 · 105, 7 · 105 a 6 · 106.
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Jednotlivé výkonové frekvenčńı hustoty byly velmi dobře proložitelné křivkou
y(x) = 1/x2, tedy odpov́ıdaly frekvenčńımu obrazu hnědého (Brownova) šumu.
Tento výsledek je v souladu s definićı chaotického režimu v konvektuj́ıćım systému,
odpov́ıdá totiž náhodné procházce či Brownovu pohybu. Výkonové spektrum tak
dále potvrzuje výsledky simulaćı. Ukázka výkonové hustoty proložené funkčńı
závislosti výkonové hustoty na frekvenci jako y(f) = 1/f 2 je na sńımku č. 5.3.

5.2 Experimentálńı model

Aby bylo možné výsledky výše považovat za platné, dovolila jsem si navrhnout
malý experiment, s ńımž by bylo možné data srovnat. Tento experiment spoč́ıval
v pozorováńı skleněné nádoby s vodou o čtvercové podstavě 10 x 10 cm. Dno této
nádoby tvořil hlińıkový panel, śıt́ı dutin plošně temperovaný vodou na konstantńı
teplotu. Na hlińıkový panel byly silikonovým lepidlem přilepeny skleněné desky
o kratš́ı hraně 10 cm. Nádoba byla svrchu otevřená (obr. 5.4).

Obrázek 5.4: Skleněná nádoba s temperovanou hlińıkovou podložkou

Nádoba byla naplněna vodou do té výše, jakého poměru stran jsem chtěla
dosáhnout:

• 2 cm - poměr stran 5x5x1,

• 5 cm - poměr stran 2x2x1,

• 10 cm - poměr stran 1x1x1.

Voda v nádobě tedy do jisté mı́ry odpov́ıdala model̊um z této diplomové
práce, simulované v prostřed́ı Comsol: pevná teplota na spodńı hranici, do jisté
mı́ry tepelně izolované stěny (tato izolace ale nebyla př́ılǐs dobrá), pevné nepo-
hyblivé stěny a dno. Od model̊u se expriment lǐśı předevš́ım volným povrchem
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a proměnlivou teplotou na horńı hranici a také pak výběrem kapaliny jsou tyto
modely zásadně odlǐsné.

Experiment byl sestaven dle schéma na obr. 5.5. Teplota povrchu hlińıkového
bloku a hladiny vody byla kontinuálně měřena pomoćı infračerveného sńımače.
V tomto kroku je patrné, že měřeńı teploty na hlińıkové desce je přesněǰśı než
na hladině - za prvé teplota bloku je relativně dobře homogenńı po celé ploše, za
druhé na hlińıkový blok bylo možné nanést lokálně nepatrné množstv́ı černé barvy,
která spolu se sńıžeńım odrazivosti materiálu zvýš́ı přesnost sńımáńı teploty.

Obrázek 5.5: Schéma experimentu

5.3 Vyhodnoceńı experimentu

Na st́ıńıtku byly pozorovány pohyby element̊u vody s r̊uznou hustotou, jež
odpov́ıdá aktuálńı teplotě a tlaku. Se změnou hustoty se měńı také index lomu
vody, d́ıky čemuž je možné pozorovat r̊uzně jasné oblasti na st́ıńıtku. Experimenty
pro r̊uzné teploty hlińıkové podložky a r̊uzné množstv́ı vody byly zaznamenávány
na kameru a do poč́ıtače. Vzniklá data pak byla zpracována v prostřed́ı software
Matlab.

Aproximaćı závislosti hustoty, viskozity, teplotńı roztažnosti a tepelné vodi-
vosti polynomy bylo možné spoč́ıtat přibližná Rayleighova č́ısla pro dané rozd́ıly
teplot podložky a povrchu kapaliny. K aproximaci byly užity následuj́ıćı funkce
dle (Comsol Multiphysics, 2011, [4]):

ηv(T ) =1, 3799566804− 0.021224019151T + 1, 3604562827 · 10−4T 2

− 4, 6454090319 · 10−7T 3 + 8, 9042735735 · 10−10T 4

− 9, 0790692686 · 10−13T 5 + 3, 8457331488 · 10−16T 6

(5.1)

ρv(T ) = 838, 466135 + 1, 40050603T − 0, 0030112376T 2 + 3, 71822313 · 10−7T 3

(5.2)

kv(T ) = −0, 869083936+0, 00894880345T−1, 58366345·10−5T 2+7, 97543259·10−9T 3

(5.3)

cpv(T ) =12010, 1471− 80, 4072879T + 0, 309866854T 2 − 5, 38186884 · 10−4T 3

+ 3, 62536437 · 10−7T 4

(5.4)
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a samozřejmě

κ =
k

ρcp
(5.5)

Na základě těchto přibližných výpočt̊u vznikl graf závislosti Rayleighova č́ısla
(určeného z povrchové teploty kapaliny) na rozd́ılu teploty pro vodu v daných
třech geometríıch. Zaj́ımavým výsledkem je, že tato závislost je zvláště u malých
rozd́ıl̊u teploty prakticky nezávislá na geometrii. Bohužel nebylo možné stano-
vit kritické Rayleighovo č́ıslo pro počátek konvekce, nebot’ voda se velmi rychle
prohř́ıvá, a tedy neńı možné dobře reflektovat aktuálńı teplotu na vrchńı hranici.
Výsledky jsou zobrazeny na obr. 5.6.

Obrázek 5.6: Závislost Rayleighových č́ısel na rozd́ılu teploty spodńı a horńı hra-
nice pro geometrie 1x1x1 (0.1), 2x2x1 (0.05) a 5x5x1 (0.02).

Dále byla zpracována obrazová data. Z nich je možné určit konvekčńı režim.
Vzhledem k nedostatku prostoru v této práci jsem se nakonec věnovala pouze
chaotickému režimu. Video časového pr̊uběhu konvekce bylo převedeno do stupńı
šedi, kde každému pixelu nálež́ı hodnota jasu od 0 do 255. Z videa tak byla ex-
trahována matice, vyjadřuj́ıćı časovou změnu jasu jednotlivých pixel̊u obrazu.
Každá časová řada jednotlivých pixel̊u obrazu byla pojata jako vstupuj́ıćı signál.
Je patrné, že geometrie s nižš́ım obsahem vody (2 cm) nelze bez ochlazováńı po-
vrchu kapaliny udržet ve stejném konvekčńım stavu stejně dlouho jako geometrie
s větš́ım množstv́ım vody (10 cm), proto data geometrie 2x10x10 cm tvoř́ı nej-
kratš́ı časové řady a i počet pixel̊u je zcela nejnižš́ı (nejmenš́ı plocha na st́ıńıtku).
Proto je rozlǐseńı ve spektru u této geometrie nejhorš́ı, nejlepš́ı je pak pro velký
objem vody, 10x10x10 cm.

Ćılem je porovnáńı frekvenčńıho obsahu konvekce experimentálńı aparatury a
numerického experimentu. Sice byl v experimentu a numerické simulaci pozorován
a měřen jiný šum: časový vývoj Nusseltova č́ısla pro dané č́ıslo Rayleighovo versus
časový vývoj jasu kapaliny. V obou př́ıpadech však v chaotickém režimu. Tyto
šumy spolu souviśı, nebot’ pokles či vzr̊ust jasu souviśı s teplotou v daném mı́stě
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a okamžiku, stejně jako změna Nusseltova č́ısla souviśı s přenosem tepla d́ıky
konvekci v poměru k tepelnému přenosu kondukćı. Na obrázku č. 5.7 je zachycen
jeden sńımek st́ıńıtka pro geometrii 10x10x10 cm.

Obrázek 5.7: Sńımek st́ıńıtka pro krychli vody 10x10x10 cm, jej́ıž dno bylo tem-
perováno na 60oC, povrch vody činil 30oC.

Na obrázku 5.8 je pak zobrazen výsek z časové řady pro náhodně zvolené
pixely v oblasti hranic a uprostřed oblasti. Jedná se o geometrii 5x5x1, tedy o
nádobu naplněnou 2 cm vody. Datové řady byly před zpracováńım normalizovány
odečteńım pr̊uměrné hodnoty jasu řady, tedy mı́sto absolutńı hodnoty byla ana-
lyzována pouze změna jasu. T́ım jsem chtěla umožnit srovnáváńı mezi jednot-
livými experimenty, nebot’ světelné podmı́nky nemusely být stejné. Při analýze
absolutńıch hodnot jasu by pak nebylo možné porovnávat absolutńı výkony jed-
notlivých frekvenćı např́ıč geometriemi.

Z časových řad pak byla za pomoci rychlé Fourierovy transformace vypoč́ıtána
amplitudová spektra a výkonové spektrálńı hustoty.
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Obrázek 5.8: Ukázka časových řad - zde z experimentu geometrie 5x5x1, teplota
60/41oC.

5.4 Porovnáńı numerických model̊u s experimen-

tem

Očekávána jsou spektra obdobná obr. 5.2. Experimentálńı spektra se ale lǐśı:
i v chaotickém režimu se objevuj́ı jisté diskrétńı frekvence. Tyto frekvence souviśı
s volným povrchem kapaliny a š́ı̌ŕıćımi se gravitačńımi vlnami. Kapilárńı vlny
nepovažuji za relevantńı vzhledem k hloubce nádoby. Nav́ıc frekvence, která by
jim odpov́ıdala, se ve spektru neobjevuje. Je však pravděpodobné, že v př́ıpadě
ńızkých geometríı (2 cm - 5x5x1) se jedná o efekt gravitačně-kapilárńıch vln,
nebot’ hloubka nádoby byla již srovnatelná s vlnovými délkami záladńıch period.
Vliv na výslednou frekvenci vlny je však tak malý, že jej nelze v měřeńı odlǐsit.

Fázovou rychlost gravitačńıch vln vfg , kapilárńıch vln vfk a gravitačně-kapilárńıch
vln vfg−k

jsem poč́ıtala dle (Gill, 1982, [10]) a (Rizzoli, 2008, [12]):

vfg =

√
gλ

2π
tanh

(
2πl

λ

)
(5.6)

vfk =

√
2π

σ

ρλ
(5.7)

vfg−k
=

√
gλ

2π
tanh

(
2πl

λ

)
+ 2π

σ

ρλ
(5.8)
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kde g představuje t́ıhové zrychleńı Země, λ vlnovou délku vlny, l hloubku
nádoby, σ povrchové napět́ı kapaliny a ρ hustotu kapaliny.

Těmto teoretickým vztah̊um odpov́ıdaj́ı pro základńı vlnu délky 20 cm (p̊ulvlna
v nádobě) a vyšš́ı harmonické vlny následuj́ıćı frekvence:

hloubka [cm] vfg [ms−1] f0[Hz] f1[Hz] f2[Hz] f3[Hz]
2 0.42 2.09 4.17 6.26 8.34
5 0.54 2.68 5.35 8.03 10.70

10 0.56 2.79 5.58 8.37 11.16

Tabulka 5.1: Fázové rychlosti a frekvence pro dané geometrie o podstavě 10x10
cm, s hloubkou 2, 5 a 10 cm.

Jak je vidět, ve spektru velkého objemu vody (10x10x10 cm - geometrie 1x1x1)
se povrchové vlny sṕı̌se neobjevuj́ı, ve spektru jsou patrné pouze náznaky (viz
obr. 5.9). Je možné je sledovat jen lokálně, pro spektrum spoč́ıtané z pixel̊u bĺızko
povrchu. V amplitudových spektrech menš́ıch geometríı jsou však již tyto povr-
chové efekty dostatečně silné a objev́ı se i ve spektru spoč́ıtaného z celé plochy
st́ıńıtka (viz obr. 5.10). Frekvence se mı́rně lǐśı od frekvenćı spoč́ıtaných výše v
tabulce, což je ale zp̊usobeno nedokonalou znalost́ı všech parametr̊u (např. nebyla
zohledněna teplota vody). Pro geometrii velmi ńızkou (2x10x10 cm - geometrie
5x5x1) nebylo přesvědčivé množstv́ı dat, lokálně se objevuje ṕık u 2.2 Hz, který by
odpov́ıdal základńı frekvenci povrchové vlny, globálně se však v datech objevila
velmi diskrétńı frekvence 10 Hz, která vznikla nejsṕı̌s mimo experiment. Podobné
je to s diskrétńı frekvenćı 15 Hz u geometrie 2x2x1 (5x10x10 cm). Vysvětleńı
těchto frekvenćı, jež lež́ı na takto specifických hodnotách, se zdá být mimo expe-
riment - nejsṕı̌se se jedná o rušeńı ze śıtě, které je přenášeno elektrickým zdrojem
projektoru.

Obrázek 5.9: Ampitudové spektrum geometrie 1x1x1 (10x10x10 cm)
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Obrázek 5.10: Ampitudové spektrum geometrie 2x2x1 (5x10x10 cm)

Obrázek 5.11: Ampitudové spektrum geometrie 5x5x1 (2x10x10 cm)

Zvláště zaj́ımavé však je: pozorujeme anomálńı chováńı geometrie 2x2x1,
stejně jako u numerických model̊u v kapitole 4, v nichž geometrie 2x2x1 vy-
kazovala nejnižš́ı kritická Rayleighova č́ısla pro chaotické režimy a obdobně se
chovala i v závislosti Nusseltova č́ısla na č́ısle Rayleighově. Obdobně zde, na obr.
5.12, je patrný posun spektra této geometrie, který nejsṕı̌se souviśı s velikost́ı
jedné konvekčńı buňky - v geometrii 2x2x1 je poměr š́ı̌rky a hloubky právě jen o
něco vyšš́ı než poměr, pro nějž může vzniknout již jedna konvekčńı buňka.

Dále je amplitudové spektrum dobře vystihnutelné funkćı y = 1/x, tedy stejně
jako data źıskaná z časového vývoje Nusseltova č́ısla numericky modelovaných ge-
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ometríı. Ve výkonové spektrálńı hustotě totiž pak lze očekávat spektrálńı spád ja-
ko y(f) = 1/f 2, což odpov́ıdá, stejně jako v numerickém př́ıpadě, spektru hnědého
(Brownova) šumu. Obrázek výkonové spektrálńı hustoty nese č́ıslo 5.13.

Obrázek 5.12: Porovnáńı amplitudových spekter geometríı 1x1x1, 2x2x1 a 5x5x1

Obrázek 5.13: Výkonová spektrálńı hustota (PSD) pro experiment geometríı
1x1x1, 2x2x1 a 5x5x1, porovnána s funkćı y = 1/x2

Lze tedy shrnout, že v rámci numerických model̊u představených v této práci
a tohoto experimentu je možné sledovat jisté podobnosti, a t́ım do jisté mı́ry
ověřit i správnost numerických model̊u. Za prvé byla ukázána numerická i ex-
perimentálńı odlǐsnost model̊u 2x2x1, souvisej́ıćı se vznikem právě jedné kon-
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vekčńı buňky. Dále byl ukázán charakter šumu v chaotickém režimu, v nume-
rickém př́ıpadě demonstrován na časovém vývoji Nusseltova č́ısla, v experimentu
demonstrován na změně jasnosti jednotlivých bod̊u v pr̊umětu kapaliny. Tento
šum odpov́ıdá charakteristice hnědého šumu, a je tak pravděpodobně generován
principem náhodné procházky. To odpov́ıdá definici chaotického režimu, č́ımž je
dosažeńı tohoto režimu i v numerickém př́ıpadě potvrzeno.
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Závěr

Diplomová práce se zaměřila na systematické prozkoumáńı kritických Raylei-
ghových č́ısel kartézských model̊u ve dvou a třech dimenźıch s podmı́nkou nulové
rychlosti na hranićıch, pevně předepsanou teplotou na spodńı a svrchńı hranici
a nulovým tepelným tokem na svislých hranićıch. V modelech byla uvažována
vrstevnatá viskozita a konstantńı, nebo teplotně a s hloubkou závislé parame-
try teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti. Systém byl popsán bezrozměrnou
klasickou Boussinesqovou aproximaćı.

V rámci diplomové práce byla představena metoda pro výpočet obdobného
problému popsaného výše. Pro řešeńı Stokesovy úlohy (rovnice 1.5 a 1.6) byla na-
vržena maticová metoda a pro řešeńı termálńı rovnice (1.7) byla navržena metoda
Eulerova.

Samotné výpočty pak byly prováděny v prostřed́ı komerčńıho software Com-
sol, a tedy pomoćı konečných prvk̊u.

Sestavený model v softwaru Comsol byl otestován dle článku Blankenbacha a
kol. (Blankenbach et al., 1989), (viz tabulka 3.17). Následně byly spoč́ıtány časové
vývoje termálńı konvekce pro 2D modely poměr̊u stran 1x1, 2x1, 5x1 a 10x1 a pro
3D modely poměr̊u stran 1x1x1 a 5x5x1, v jednom př́ıpadě také 2x2x1. V těchto
modelech byla pozorována citlivost kritických Rayleighových č́ısel na vrstevnatý
model viskozity (viskozita byla bud’ konstantńı, nebo v poměru 1x10x1, 1x10x100,
nebo byla nastavena dle modelu podobného podmı́nkám v Zemi, viz tabulka 3.4).
Dále byla studována citlivost na př́ıtomnost/nepř́ıtomnost teplotńı a hloubkové
závislosti teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti. V popřed́ı zájmu stál také vliv
geometrie jednotlivých struktur. Na závěr byly výsledky numerických model̊u ve
spektrálńı oblasti porovnány s experimentem.

Na základě provedených numerických simulaćı je možné formulovat tyto závěry:

• Největš́ı vliv na hodnoty kritických Rayleighových č́ısel má model viskozi-
ty. Rozd́ıl hodnoty Rayleighových č́ısel mezi jednotlivými modely viskozity
může být i v́ıce než řádový, a to i pro prvńı kritické Rayleighovo č́ıslo. Mo-
del viskozity se nejv́ıce projevuje u nižš́ıch Rayleighových č́ısel, pro vysoká
Rayleighova č́ısla vliv viskozity klesá.
S rostoućı pr̊uměrnou viskozitou vzr̊ustaj́ı i hodnoty kritických Rayleighových
č́ısel. Tento jev je v souladu s fyzikálńı úvahou, v ńıž viskozita stabilizuje
jednotlivé režimy.
Kontrastńı modely viskozity vedou k tvorbě vrstev odlǐsných teplot a výrazných
gradient̊u teploty na hranićıch těchto vrstev.
Modely se Zemi podobným pr̊uběhem viskozity vykazovaly obdobné chováńı
jako modely s kontrastńımi modely viskozity výše. Byla pozorována vrstva
sńıžené viskozity a jej́ı vliv na tvar a rychlost konvekce.

• Geometrie systému dále ovlivňuje v největš́ı mı́̌re Rayleighova č́ısla pro nej-
vyšš́ı režimy, poměr změny kritického Rayleighova č́ısla pro počátek konvek-
ce vlivem geometrie se pohyboval v řádu jednotek, zat́ımco pro chaotický
režim již mohl rozd́ıl těchto č́ısel činit i v́ıce než řád. Geometrie tak v́ıce
ovlivňuje přechod do vyšš́ıch režimů než samotný počátek konvekce.
S rostoućı horizontálńı rozsáhlost́ı model̊u (tedy s větš́ım poměrem stran)
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kritická Rayleighova č́ısla jednotlivých režimů klesaj́ı. I tento jev odpov́ıdá
vstupńı představě. Horizontálně rozsáhleǰśı modely maj́ı v́ıce prostoru a
méně vlivu hranice. Vliv geometrie posouvá všechna kritická Rayleighova
č́ısla obdobně, neměńı tvar křivky.

• Velmi výrazný vliv na modely má hraničńı podmı́nka, která systémy sta-
bilizuje, a vede tak k navýšeńı kritických Rayleighových č́ısel, a to zvláště
pro periodický a chaotický režim. Vliv hranice je velmi patrný u model̊u 2D
1x1 a 3D 1x1x1, u ostatńıch model̊u vliv rychle slábne.

• Funkčńı závislost teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti ovlivila jinak mo-
dely s malými poměry stran (např. 2D geometrie 1x1) a jinak modely
s poměry stran větš́ımi (např. 2D geometrie 10x1). V př́ıpadě model̊u s
malými poměry stran hodnota kritických Rayleighových č́ısel pro periodický
či chaotický režim v modelech s konstatńı viskozitou vz̊urstala, v ostatńıch
modelech hodnoty poklesly. Teplotńı roztažnost v některých př́ıpadech neměla
na změnu kritických Rayleighových č́ısel vliv, tepelná vodivost se proje-
vovala v́ıce a ve většině př́ıpad̊u kritická Rayleighova č́ısla jej́ım účinkem
poklesla. Působeńı obou funkčńıch závislost́ı najednou ve většině př́ıpad̊u
vedlo k snazš́ımu dosažeńı vyšš́ıch režimů (pro nižš́ı Rayleighova č́ısla) než
v př́ıpadě, kdy měla teplotńı roztažnost a tepelná vodivost konstantńı hod-
notu. Př́ıtomnost funkčńı závislosti teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti
dále vede ke tvorbě širš́ıch čel stoupaj́ıćıch/klesaj́ıćıch plum a k např́ımeńı
proud̊u, dále sleduj́ıćıch vertikálu.
Na základě otázky z úvodu práce: Př́ıtomnost funkčńıch závislost́ı vede ke
sńıžeńı kritických Rayleighových č́ısel, již méně ovlivňuje křivky závislosti
Nusseltova č́ısla na Rayleighově č́ısle.

• Závislost Nusseltových č́ısel na Rayleighových č́ıslech byla velmi citlivá na
model viskozity a dále na geometrii, sṕı̌se necitlivá byla k funkčně závislým
parametr̊um teplotńı roztažnosti a tepelné vodivosti.

• Časový vývoj Nusseltova č́ısla pro chaotické režimy odpov́ıdá charakteristice
hnědého (Brownova) šumu, výkonová spektrálńı hustota spadá dle funkce
y = 1/f 2. Tento poznatek byl ověřen i experimentálně.

Závěrem bych chtěla vymezit daľśı možnosti zkoumáńı tohoto tématu a jeho
rozšǐrováńı. V prvńı řadě by bylo třeba zvýšit počet geometríı a zaměřit měřeńı
zvláště na ty horizontálně rozsáhlé (v mé diplomové práci byla horzintálně nej-
rozsáhleǰśı oblast́ı ve 2D s poměrem stran 10x1 a ve 3D s poměrem stran 5x5x1)
a také rozš́ı̌rit výsledky o sférické modely. Dále by bylo možné prozkoumat v́ıce
viskózńıch model̊u. Je také možné měnit funkčńı závislost parametr̊u či rovnice
přepsat z bezrozměrných na rozměrné a dané modely srovnat s experimentem.

Považovala bych za velmi př́ınosné k těmto ćıl̊um (zvláště co se rozlehlosti
model̊u týče) použ́ıt moj́ı navržené numerické metody, nebot’ stávaj́ıćı mode-
lováńı pomoćı Comsolu je velmi časově náročné. Stejně tak výpočty spekter v
experimentálńı části byly extrémně časově náročné, a to vzhledem k velikému
nár̊ustu poč́ıtaných matic, a proto i zde by byla metoda paralelizované sady FFT
poč́ıtaných na grafické kartě velkým př́ınosem.
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Přehled naměřených kritických
Rayleighových č́ısel

A. Geometrie 2D čtverec 1x1

konstantńı parametry α, κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 2,65E+3 8,15E+3 3,70E+4
2, stacionárńı 2,73E+4 2,90E+4 8,00E+5
periodický 1,55E+5 3,00E+5 2,00E+6
chaotický 1,75E+6 2.00E+6 7,00E+6

funkčně závislý parametr α = α(T, z), κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 3,00E+3 6,00E+3 9,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 1,00E+4 7,50E+5
periodický 2,00E+5 2,00E+5 2,00E+6
chaotický 3,00E+6 3,00E+6 1,50E+7

funkčně závislý parametr κ = κ(T, z), α = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 3,00E+3 7,00E+3 4,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 2,00E+4 6,00E+5
periodický 4,00E+5 3,00E+5 9,00E+5
chaotický 2,00E+6 3,00E+6 2,00E+7

funkčně závislé parametry α, κ = α, κ(T, z)
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 2,50E+3 6,00E+3 3,40E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 3,00E+4 6,00E+5
periodický 2,00E+5 1,00E+5 1,00E+6
chaotický 3,00E+6 2,00E+6 1,00E+7
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Zemi podobný pr̊uběh viskozity dle tabulky č. 3.4
režim daného Rac α, κ = konst. α, κ = α, κ(T, z).
1. stacionárńı 1.30E+3 1.20E+3
2, stacionárńı 2.00E+4 1.00E+4
periodický 9.00E+4 1.00E+5
chaotický 8.00E+5 1.00E+6
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B. Geometrie 2D obdélńık 2x1

konstantńı parametry α, κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 2,50E+3 4,50E+3 2,50E+4
2, stacionárńı 4,00E+4 3,50E+5 1,50E+5
periodický 1,10E+5 4,00E+5 7,00E+5
chaotický 1,20E+5 5,00E+5 2,00E+6

funkčně závislý parametr α = α(T, z), κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 2,00E+3 5,50E+3 2,00E+4
2, stacionárńı 3,00E+4 1,00E+5 1,00E+5
periodický 1,50E+5 9,00E+5 7,50E+5
chaotický 2,00E+5 1,00E+6 2,00E+6

funkčně závislý parametr κ = κ(T, z), α = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 6,00E+3 6,00E+3 2,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 8,00E+4 2,00E+5
periodický 9,00E+5 2,00E+6 7,00E+5
chaotický 1,00E+6 3,00E+6 3,00E+6

funkčně závislé parametry α, κ = α, κ(T, z)
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 3,00E+3 4,50E+3 1,00E+4
2, stacionárńı 1,00E+4 1,00E+5 1,00E+5
periodický 2,00E+5 9,50E+5 7,00E+5
chaotický 1,00E+6 1,00E+6 2,00E+6
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C. Geometrie 2D obdélńık 5x1

konstantńı parametry α, κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 1,50E+3 6,00E+3 3,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 2,00E+4 1,00E+5
periodický 5,00E+4 2,00E+5 9,00E+5
chaotický 4,00E+5 5,00E+5 9,00E+6

funkčně závislý parametr α = α(T, z), κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 2,00E+3 4,00E+3 2,00E+4
2, stacionárńı 1,00E+4 - 1,00E+5
periodický 4,00E+5 3,00E+5 9,00E+5
chaotický 7,00E+5 4,00E+5 2,00E+6

funkčně závislý parametr κ = κ(T, z), α = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 1,00E+3 6,00E+3 2,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 1,50E+4 9,00E+4
periodický 3,00E+5 1,00E+5 8,00E+5
chaotický 7,00E+5 4,00E+5 3,00E+6

funkčně závislé parametry α, κ = α, κ(T, z)
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 1,00E+3 6,00E+3 2,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 1,00E+4 1,00E+5
periodický 3,00E+5 2,00E+5 9,00E+5
chaotický 7,00E+5 3,00E+5 2,00E+6
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D. Geometrie 2D obdélńık 10x1

konstantńı parametry α, κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 1,50E+3 5,00E+3 2,00E+4
2, stacionárńı 1,00E+4 2,00E+4 8,00E+4
periodický 8,00E+4 9,00E+4 3,00E+5
chaotický 2,00E+5 3,00E+5 4,00E+6

funkčně závislý parametr α = α(T, z), κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 1,00E+3 5,00E+3 2,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 4,00E+4 8,00E+4
periodický 7,00E+4 8,00E+4 3,00E+5
chaotický 1,00E+5 3,50E+5 4,00E+6

funkčně závislý parametr κ = κ(T, z), α = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 1,00E+3 4,00E+3 1,00E+4
2, stacionárńı 1,00E+4 3,00E+4 7,00E+4
periodický 7,00E+4 7,00E+4 4,00E+5
chaotický 2,00E+5 2,00E+5 1,00E+6

funkčně závislé parametry α, κ = α, κ(T, z)
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 1,00E+3 4,00E+3 1,00E+4
2, stacionárńı 9,00E+3 3,00E+4 2,00E+5
periodický 6,00E+4 7,00E+4 9,00E+5
chaotický 2,00E+5 2,00E+5 2,00E+6

Zemi podobný pr̊uběh viskozity dle tabulky č. 3.4
režim daného Rac α, κ = konst. α, κ = α, κ(T, z).
1. stacionárńı 9,00E+2 9,00E+2
2, stacionárńı 8,00E+3 7,00E+3
periodický 5,00E+4 3,00E+4
chaotický 9,00E+4 7,00E+4
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E. Geometrie 3D krychle 1x1x1

konstantńı parametry α, κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 3,25E+3 1,00E+4 1,00E+4
2, stacionárńı 6,00E+4 1,00E+5 7,00E+4
periodický 1,50E+5 4,00E+5 6,00E+5
chaotický 2,00E+5 9,00E+5 2,00E+6

funkčně závislý parametr α = α(T, z), κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 4,00E+3 8,00E+4 2,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 1,00E+5 7,00E+4
periodický 2,00E+5 1,00E+6 5,00E+5
chaotický 5,00E+5 2,00E+6 2,00E+6

funkčně závislý parametr κ = κ(T, z), α = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 4,00E+3 8,00E+4 2,00E+4
2, stacionárńı 2,00E+4 1,00E+5 7,00E+4
periodický 2,00E+5 2,00E+6 4,00E+5
chaotický 1,00E+6 3,00E+6 5,00E+6

funkčně závislé parametry α, κ = α, κ(T, z)
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 2,00E+3 9,00E+3 1,00E+4
2, stacionárńı 3,00E+4 2,00E+5 6,00E+5
periodický 6,00E+5 1,00E+6 3,00E+6
chaotický 2,00E+6 2,00E+6 6,00E+6

Zemi podobný pr̊uběh viskozity dle tabulky č. 3.4
režim daného Rac α, κ = konst. α, κ = α, κ(T, z).
1. stacionárńı 2,50E+3 3,00E+3
2, stacionárńı 2,00E+4 1,00E+4
periodický 2,00E+5 9,00E+4
chaotický 1,00E+6 8,00E+5
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F. Geometrie 3D kvádr 2x2x1

Zemi podobný pr̊uběh viskozity dle tabulky č. 3.4
režim daného Rac α, κ = konst. α, κ = α, κ(T, z).
1. stacionárńı 1,50E+3
2, stacionárńı 9,00E+3
periodický 3,00E+4
chaotický 2,00E+5

G. Geometrie 3D kvádr 5x5x1

konstantńı parametry α, κ = konst.
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1 1x10x1 1x10x100
1. stacionárńı 3,00E+3 1,00E+4 2,00E+4
2, stacionárńı 8,00E+3 - -
periodický 3,00E+4 2,00E+5 3,00E+5
chaotický 1,00E+6 3,00E+5 9,00E+5

funkčně závislé parametry α, κ = α, κ(T, z)
viskozita ηi = (η1, η2, η3)

režim daného Rac 1x1x1
1. stacionárńı 3,00E+3
2, stacionárńı 8,00E+3
periodický 3,00E+4
chaotický 1,00E+5
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Seznam použitých symbol̊u

α [K−1] součinitel teplotńı roztažnosti
η [Pa.s] dynamická viskozita
κ [Wm−1K−1] součinitel tepelné vodivosti
p [Pa] tlak
Nu bezrozměrné Nusseltovo č́ıslo
Ra bezrozměrné Rayleigho č́ıslo
T [K] teplota
v [ms−1] rychlost
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3.13 Nusseltovo č́ıslo pro model s vrstevnatou viskozitou ηi = (1, 10, 1)
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3.21 Testovaćı model pro Ra = 104 dle článku (Blankenbach et al., 1989) 33
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3D krychli 1x1x1 konstantńı viskozity s konstantńımi parametry
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riemi s konstantńı viskozitou. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.22 Model 2D geometrie 1x1 s konstantńı viskozitou, Rayleighovo č́ıslo
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model s konstantńımi hodnotami α, κ = konst., dole funkčně závislé
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4.29 Teplotńı pole pro model 2D 1x1 pro pr̊uběh viskozity podobný
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5 · 105, 7 · 105 a 6 · 106. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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