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mosféry, uzamcené plsobenim slapi ve spin-orbitalni resonanci. Studium tohoto vyvo-
je se zaklada na feSeni rovnice vedeni tepla v kulové slupce se specidlnimi okrajovymi
podminkami. Diskutujeme zde zavislost pribéhu povrchové teploty na fyzikalnich a
geometrickych parametrech, jako jsou vystfednost obéZzné drahy, sklon rotacni osy,
typ resonance, tepelnd setrvacnost a hustota zafivého toku pfi povrchu planety (ex-
trasoldrni konstanta). Primérna ro¢ni teplota na studované planeté miize v nejsilngji
ozarovanych bodech dosahovat aZ tisice kelvint a je dle o¢ekavani urena predevsim
extrasolarni konstantou. Na Skale stovek kelvind ji pak ovliviiuje kombinace excentri-
city a sklonu rotacni osy, v nékterych piipadech i tepelna setrvacnost.
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Uvod

Povrchova teplota na terestrickych planetach Slunecni soustavy je silné ovliviiovdna
mnoZstvim zafivé energie prijimané ze Slunce. Vliv pribéhu oslunéni, neboli insolace,
se projevuje zvlasté u planet pozbyvajicich atmosféru, kterd by teplotu pfi povrchu
stabilizovala. Insolaci Merkuru popisuji naptiklad [1] a [2]. Soucasny rychly rozvoj
studia extrasolarnich planet a zpfesnujici se statistiky jejich parametra [3] umoZnu-
ji roz§ifit analyzu povrchovych teplot 1 mimo hranice Slunecni soustavy. Obvyklé
detekéni metody (transitni fotometrie, méfeni radidlnich rychlosti) jsou nejcitlivé;si
na télesa obihajici v blizkosti své matefské hvézdy. VEtSina znamych exoplanet teres-
trického typu proto podléha silnym slapim, které mimo jiné zpasobuji jejich uzam-
¢eni ve spin-orbitdlni resonanci, nastavajici na casové $kdle milionu let [4]. Dal$im
disledkem slapového tieni je postupna cirkularizace obézné drahy, tedy snizovani je-
ji vystfednosti a hlavni poloosy. Planety na kruhové drdze se nachdzeji prevazné ve
stavu vdzané rotace (spin-orbitdlni resonance 1:1), pfi vétSich excentricitdch vSak by-
vaji pravdépodobnéjsi jiné poméry rotacni a obézné periody, napiiklad 3:2, 2:1 nebo
5:2 (viz grafy v [8]). Nerovnomérné ozdfeni a s tim souvisejici vysoké teplotni gradien-
ty na povrchu planety dale ovliviiuji plast ovou konvekci. Porozuméni vlivu resonanci
a dal$ich parametr obézné drahy ma tedy vyznam pro zpiesiiovani modell termélniho
vyvoje kamennych exoplanet.

Cilem této prace je predstavit jednoduchy numericky model, ktery bude popisovat
vyvoj teploty povrchové vrstvy. V prvni kapitole se sezndmime s metodami hledini
extrasolarnich planet a stru¢né shrneme soucasné poznatky o jejich statistikidch. Druha
kapitola uvadi fyzikélni teorii potfebnou ke studiu teplotnich zmén. Odvozeny jsou
vztahy pro vypocet insolace, zminéna je také rovnice vedeni tepla a nelinedrni hrani¢ni
podminka, vychdzejici z energetické bilance a Stefanova-Boltzmannova zdkona. Treti
a Ctvrtd kapitola se vénuji samotnému pocitacovému modelu, nejprve v jednorozmérné,
radidlné symetrické varianté a poté v obecném tfirozmérném tvaru. V posledni kapi-
tole jsou popsany vysledky ziskané pouzitim tohoto modelu. Nahlédneme vliv vystfed-
nosti drdhy, sklonu rotacni osy, zafivého vykonu blizké hvézdy a termomechanickych
vlastnosti planetarni kiiry na maximalni a minimalni povrchovou teplotu a pro zvolené
kombinace parametrd zndzornime jeji trojrozmérny Casovy pribéh.



1. Extrasolarni planety

Od objevu prvnich planet nachédzejicich se mimo Slunecni soustavu uplynulo vice
nez dvacet let. S postupnym zpiesniovanim méfici techniky, a zvlasté se zahdjenim
misi, jejichZ primarnim ukolem je hleddni exoplanet - at’ jiz ze zemského povrchu
nebo z vesmirnych observatofi - zacal pocCet jejich detekci strmé nardstat. Internetova
databaze [22] uvadi k 30. 7. 2013 celkem 725 potvrzenych planet a 3161 kandidatd,
které na svou klasifikaci dosud ¢ekaji. V nésledujici kapitole bych rdda zminila ob-
vyklé metody detekce extrasoldrnich obéZnic a dosavadni poznatky o nékterych jejich
vlastnostech. ﬁdaje Cerpam prevazné z [ a [6].

1.1 Metody detekce

Nejsndze predstavitelnym, avSak technologicky znacné limitovanym, a tedy spiSe okra-
jovym postupem k nalezeni exoplanety je bezpochyby pfimé zobrazeni. Planeta samot-
nd emituje slabé zafeni s maximem v infracervené oblasti, jeji povrch navic odrazi
zafeni matetské hvézdy. Srovnanim vizudlnich jasnosti obou téles 1ze odhadnout pomér
jejich poloméri, pricemz odhad je tim presnéjsi, ¢im lépe zndme orientaci drihy,
fazi a odrazivost planety. Z pribéhu tepelného zareni pak miiZze byt urCena jeji povr-
chova teplota. Metoda pfimého zobrazeni vyZaduje vysokou rozliSovaci schopnost
méficich pristrojii a je omezend na rozmérné, prevazné mladé planety obihajici ve
velké vzdalenosti okolo malo jasnych hvézd.

Vétsina planet objevenych do zahdjeni systematickych fotometrickych méfeni z
kosmu (od roku 2006 mise CoRoT, od roku 2009 Kepler) byla zaznamendna metodou
radidlnich rychlosti, kterd ostatné vedla i k nalezeni prvni obéZnice u hvézdy hlavni
posloupnosti (51 Pegasi, viz [[7]). Technika spoc¢iva v dlouhodobém spektroskopickém
telnym) t€lesem. Méfeny jsou polohy vyznacnych absorpcnich car, které se v dusled-
ku tohoto pohybu a Dopplerova jevu periodicky posouvaji mezi dvéma extrémnimi
pozicemi, odpovidajicimi nejvétsi rychlosti priblizovani hvézdy k pozorovateli, nebo
naopak nejrychlejsimu vzdalovani. Zobrazeni casového pribéhu radidlnich rychlosti
umoziiuje urcit periodu P, vystfednost drahy exoplanety e a thel w, popisujici vzdale-
nost periastra od pruseciku drahy s rovinou kolmou na spojnici pozorovatele a hvézdy.
Tato rovina se oznacuje jako obloha. Uvéazeni amplitudy zmén radidlni rychlosti vede
na rovnici

PE3(1—¢%)2  misin’i .

221G (M +m)? (1.1)
kde M je hmotnost hvézdy, m hmotnost planety, 7 sklon jeji obézné drahy vici obloze
a G’ Newtonova gravitacni konstanta. Spektrum hvézdy podava informaci nejen o je-
jich pohybech, ale také o teploté, chemickém sloZeni a tthovém zrychleni pfi jejim
povrchu. Na zdkladé téchto tidajt a teoretickych modeli hvézd je tedy mozné vypoci-
tat M az ziskat spodni odhad hmotnosti exoplanety m sin ¢. Narozdil od pfimého
zobrazeni zvyhodnuje metoda radidlnich rychlosti planety s krat$i hlavni poloosou a s
dostatecné velkou relativni hmotnosti vzhledem k matefské hvézdé.

Nejsilnéji zastoupend metoda dneska, transitni fotometrie, vyuZzivd méteni opako-




KAPITOLA 1. EXTRASOLARNI PLANETY

vanych poklest jasnosti hvézdy, pred jejimz diskem prochazi planetarni souputnik.
Ztlumeni detekovaného svétla vypovidd o poméru velikosti obou téles a spolecné s pe-
riodou proménnosti a pribéhem svételné kiivky umoziuje urcit parametr b, definovany
jako

acosi(l — e?)
R.(1+ esinw)

kde a znaci hlavni poloosu drdhy a R, polomér hvézdy. Jestlize je transitni fotometrie
doplnéna o méfeni radidlnich rychlosti - a zname-li teoretické vztahy mezi spektralnim
typem, hmotnosti a polomérem vybranych hvézd - 1ze jiz o fyzikdlnich vlastnostech

vs 2

exoplanety i o tvaru jeji drdhy ziskat alespon zdkladni pfehled. Nékteré dalsi udaje,

YV _ s

napftiklad sklon obézné drdhy vii¢i roviné rovniku hvézdy nebo dokonce pfitomnost a

sloZeni atmosféry, pak vyplyvaji z podrobnéjSich spektroskopickych studii.

b

(1.2)

1.2 Shrnuti fyzikalnich vlastnosti

Vétsina starSich praci zabyvajicich se vlastnostmi extrasoldrnich planet studuje pre-
vazné plynné obry, které jsou vlivem svych velkych hmotnosti pro méfici pfistroje nej-
dostupnéjsi (prehled naptiklad v [4]). Diky tomu se u nich tolik neprojevuje zvyhod-
néni kratkych period, které doposud silné provazi terestrické exoplanety, a statistiky
nebyvaji vyrazné zkreslené. Hmotnosti zndmych exoplanet se pohybuji v obrovském
rozsahu hodnot, sahajicim od hmotnosti blizkych Zemi aZ po desetinasobky Jupiteru.
Vétsina obéznic je ovSem s Jupiterem srovnatelnd. Vystfednosti obéZnych drah mohou
byt i zcela extrémni (>0,7), coz plati zvlasté pro velké plynné obry ve vétsi vzdélenosti
od hvézdy.

Ani u kamennych planet nejsou nenulové vystiednosti vyjimecné. Piehled excen-
tricit a délek hlavnich poloos exoplanet, které by mohly byt kamenné (viz [6]) uvadim
na obrazku[I.1] vykresleném za pomoci grafického ndstroje z internetové encyklopedie
[23]. Sklony rota¢ni osy, dal§i z parametrti uvazovanych v této praci, nejsou v souc¢asné
dobé méfitelné.

35 T T T T 160 T T T T T

T T T
exoplanet.eu, 2013-7-30 : exoplanet eu, 2013-7-30

Count

0.2 03 04 0.5 1 15 2 25 35
Orbital Eccentricity. Semi-Major Axis, AU

Obrazek 1.1: Distribuce vystrednosti a délek hlavnich poloos planet, jejichz hmotnost
je nejvysSe dvacetindsobkem hmotnosti Zemé.




2. Zmény povrchové teploty

V dal$im textu si vyjadiime insolaci jako funkci soufadnic a ¢asu a uvedeme teorii
potfebnou ke studiu zmén povrchové teploty.

2.1 Insolace a jeji vypocet

Miizeme-li zcela pominout vliv atmosféry, je povrchova teplota na planeté fizena zafi-
vym vykonem matetské hvézdy, parametry obézné drahy, rychlosti rotace a orientaci
rotacni osy. Zafivy vykon hvézdy L, a délku hlavni poloosy a shrneme do obdoby

slune¢ni konstanty S, = 4%2. Po zavedeni pithodné funkce cos x, definované jako
cosz , x€[-%,Z]
COST = . 272 2.1
{ 0 jinde 21

1ze nyni vyjadfit hustotu zafivého toku dopadajiciho na libovolné misto na planeté jako

2
S =35, (3) cos ¢ 2.2)

T

kde r, znaci okamzZitou vzdélenost planety od matetské hvézdy a ( je zenitova vzdale-
nost hvézdy, zdvisla na misté a Case pozorovani. Pro odvracenou polokouli bude inso-
lace S diky definici (2.7) pfirozen¢ nulovd. Abychom mohli urcit ¢, potiebujeme znat
souradnice substelarniho bodu, Cili umisténi pozorovatele, ktery uvidi hvézdu pravé
v nadhlavniku. Tyto soufadnice si odvodime podle [9] za pomoci obrazku[2.1]

z

Obrazek 2.1: Vlevo soutradnice substelarniho bodu na nerotujici planeté. Symbol T’
oznacuje jarni bod. Vpravo popis pozice planety na obéZzné drize pomoci pravé a ex-
centrické anomalie.

Pro zjednodnoduseni nejprve zanedbejme rotaci planety. Hvézda se bude pohy-
bovat po obloze ve sméru ,,0d zdpadu k vychodu* v roviné pootocené vici roviné
rovniku o thel 3, zna&ici sklon rotaéni osy. Uhlové rychlost jejtho pohybu podle
druhého Keplerova zdkona zdvisi na vzdjemné vzdalenosti obou téles a budeme ji dale
zahrnovat do vypoCtu v podobé pravé anomadlie v(t), odvozené v ndsledujici podkapi-
tole. Oznacime-li si v souladu s obrazkem [2.1] nerotujici planetocentrické kartézské

4



KAPITOLA 2. ZMENY POVRCHOVE TEPLOTY

soufadnice pismeny X, Y, Z a vyznacené thly v jednotkové sféfe pismeny & (s rozsa-
hem [—7, 7]) a A (s rozsahem [—7, T]), miiZeme pro substeldrni bod (X, Y, Z,) psit
ndsledujici vztahy

X, = cos A, cos @, = cos[v(t +7) — v(7)]
Y. = cos A, sin @, = sin[v(t + 7) — v(7)] cos B (2.3)
Z, =sin A, = sinfv(t +7) — v(7)]sin 8

Cas ¢ je v tomto piipadé poitan od okamzZiku ,jarni rovnodennosti®, nastévajici s pro-
dlevou 7 po prichodu planety periastrem. Na planeté rotujici okolo osy Z thlovou
rychlosti w ve smyslu obéhu se zdpado-vychodni zdanlivy pohyb hvézdy zpomaluje,
piipadné méni svlij smér na vychodo-zapadni. V soufadné soustave rotujici s planetou
nyni vyjadiime polohu substeldrniho bodu (., ¥, 2. ) ndsledovné

x, = cos(wt) cos[v(t + 7) — v(7)] + sin(wt) sin[v(t + 7) — v(7)] cos 5
yx = —sin(wt) cos[v(t + 7) — v(7)] + cos(wt) sin[v(t + 7) — v(7)]cos 5 (2.4)
z, = sinfv(t + 7) — v(7)] sin 8

Konecné, kosinus zenitové vzdélenosti hvézdy pro pozorovatele stojiciho v bodé (z, y, z)
je dan skaldrnim soucinem

cos( =TTy + Yy + 224 (2.5)

2.2 Keplerova rovnice

Ve specidlnim pfipad¢ planety na kruhové draze ziistava rychlost jejtho ob&hu i zativy
tok v substelarnim bodé konstantni. Obecné vSak musime uvazovat eliptickou obéz-
nou drdhu s nenulovou vystfednosti e. OkamZita rychlost planety v okolf periastra pak
prevysuje rychlost v apoastru a popis tohoto pohybu se stdva znacné€ slozitym.

K urceni ¢asovych zmén pozice planety ve draze si zavedeme pojem tii anomalif,
neboli thll. Stiedni anomadlie M = nt udava dhel vymezeny periastrem, hvézdou a
obéZnici pohybujici se stidlou thlovou rychlosti n po kruZznici, jejiZ polomér je roven
hlavni poloose eliptické drahy. Excentrickd anomdlie £ obsahuje pifepocet na nerov-
nomérny pohyb zplisobeny nenulovou vystfednosti a spole¢né s pravou anomalii v,
skute¢nou thlovou vzddlenosti planety od periastra, je zndzornéna na obrazku[2.1|vpra-
vo. Vztah mezi prvnimi dvéma veli¢inami vyjadiuje Keplerova rovnice (pro odvozeni
viz [[14]).

E—esinkE=M (2.6)

Po jejim vyfeSeni 1ze vypocitat pravou anomdlii v Case ¢ jako

cosE—e
v — arccos W s E e [O,ﬂ'] (27)
2w — arccos 725, B € [, 27]
ecos

JelikoZ je (2.6) transcendentni rovnice, nelze ji pro E fesit algebraicky a je nutno
prikrocit k nékteré z metod postupnych aproximaci. Zde byla pro jednoduchost pouZzita
iteraCni metoda s nasledujicim postupem.
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Eo=M
Ey = M + esin Ej (2.8)
Ey =M + esin Fy

Dosazenim pravé anomélie do vztahu (2.4) a naslednym uZitim (2.5)) jsme ziskali
zenitovou vzdalenost matefské hvézdy v okamziku ¢. Jedinou dosud nezndmou velici-
nou na pravé strané tak ztistala okamzita vzdalenost planety od hvézdy r., jeZ je
podle [[14] rovna

r. =a(l —ecos F) (2.9)

Priklad nejnizsich, nejvyssich a primérnych hodnot relativni insolace Si v prubéhu
jednoho obéhu je zndzornén na obrazcich [2.2]a Uvazovana planeta se zde nachazi
ve spin-orbitélni resonanci 1:1, perioda jeji rotace a obéhu se tedy shoduji. V pripadé
kruhové drahy a nulového sklonu rotacni osy by resonance 1:1 znamenala, Ze osvétlena
bude vzdy jen jedna polokoule planety. Zacneme-li ov§em osu nakldnét (obrazek [2.2)
muiZeme vypozorovat postupné zménsovani oblasti vé¢ného dne ¢i noci (svétlé oblasti
na spodnim obrazku, respektive tmavé na prostiednim). Uvedené pribéhy se shoduji
s ilustracemi v [9]].

p=30, e=0.0 =60, e=0.0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrazek 2.2: Shora dolii sttedni, maximélni a minimaln{ insolace na planeté s vazanou
rotaci - vliv sklonu rotacni osy. Na svislé ose je uvedena planetopisnd Sitka.

Pokud namisto naklonéni rotacni osy zvétsime vystiednost drahy (obrazek[2.3|vle-
vo), zacne se planeta s vdzanou rotaci v disledku rozdilné thlové rychlosti v peri-
astru a apoastru pod substeldrnim bodem "kolébat", pozorujeme libraci v planetopis-
né délce. Osvétlovand oblast planety je tak rozsifena priblizné o thel 2 arcsin e [8].

6



KAPITOLA 2. ZMENY POVRCHOVE TEPLOTY

Obrazek vpravo ukazuje vliv kombinace nenulové vystfednosti i sklonu rotacni
osy v jednoduchém pripadé 7 = 0, kdy jarni rovnodennost nastava soub&€zné s pricho-
dem planety periastrem. Parametr 7 v dalS§im textu nezohlediiuji. Jeho vliv na ozéareni
povrchu zndzornuje napiiklad [10].

B=0, e=0.2 B=30, =0.2

Obrazek 2.3: Shora dolu stfedni, maximalni a minimalni insolace na planeté s vazanou
rotaci - vliv nenulové vystiednosti.

Planeta ve spin-orbitdlni resonanci jiné neZ 1:1 ztraci oblasti vé¢ného dne i noci
docela a minimalni insolace na ni bude vzdy nulova. Ukézka stfednich a maximéalnich
hodnot je vynesena na obrazku [2.4]

2.3 Rovnice vedeni tepla

P A

Konduktivni §ifeni tepla v pevnych latkdch je obecné popsano nehomogenni parcidlni
diferencidlni rovnici parabolického typu

T
pcpaa—t =V-(kVT)+ H, (2.10)

kde T" znaci teplotu, p hustotu prostfedi, ¢, jeho mérnou tepelnou kapacitu za konstant-
niho tlaku, % tepelnou vodivost a H zdroje tepla ve vySetfovaném objemu. K dplnému
zadéni dlohy je tfeba zndt také pocatecni teplotu T'(z, ¢ = 0) a pro feSeni na kone¢ném
objemu (2 i hrani¢ni podminky 7'(x € 052, t). Pokud geometrie ilohy umoziiuje nalézt
analytické feSeni rovnice (2.10)), pak byva vyjadfeno vétsinou ve formé nekonecné
fady. Néktera specidlni feSeni jsou uvedena v [[15] a [13].




KAPITOLA 2. ZMENY POVRCHOVE TEPLOTY

f=30, e=0.2, resonance 3:2

Obrazek 2.4: Shora dolii sttedni a maximalni insolace na planeté ve spin-orbitalni re-
sonanci 3:2 s nenulovymi parametry e i 3.

Hrani¢ni podminka na povrchu planety vyplyva ze zakona zachovani energie. Inso-
lace je v kazdém bod€ vyrovnavana zarenim povrchu, spliiujicim Stefaniiv-Boltzman-
ndv zdkon. V neosvétlenych oblastech pak ziskdva na vyznamu i povrchovy teplotni

gradient.

S(1—A)=eoT* - kz—f (2.11)

Bezrozmérné veliCiny € a A, po fadé emisivita a albedo, popisuji vlastnosti materi-
alu pokryvajiciho planetu, jeho schopnost vyzarovat, nebo naopak odrdzet dopadajici
zéfeni. Proménnd r vyjadiuje vzdalenost od stiedu a 0 = 5,67.1078 Wm 2K~ je
Stefanova-Boltzmannova konstanta. Kvili nelinearité v teploté se rovnice ob-
vykle fesi numericky, k ¢emuz je vyhodné definovat bezrozmérnou charakteristickou
délku, Cas a teplotu [2]. V dal$im textu vSak bude zminovéana pouze prvni z uvedenych,
zavedend jako

2k
Qpc,

Lenar = (212)
kde €2 symbolizuje dhlovou frekvenci zmén insolace. Insolacni perioda je rovna jed-
nomu ob&hu planety pro piipad vazané rotace a dvéma obéhiim pii spin-orbitalni reso-
nanci 3:2. Na planetéch, jejichZ povrch je alesponi zCasti vystavovan stfidani dne a noci,
se k popisu rychlosti chladnuti neosvétlenych oblasti definuje také tepelna setrvacnost

I = \/kpc, (2.13)




3. Numerické resSeni v jedné dimensi

V nasledujici kapitole je popsan jednoduchy model periodicky ozarované kulové slup-
Ky, jejiz teplota zdvisi pouze na hloubce. V rovnici budeme naddle zanedbavat
derivace podle tihlovych proménnych ¥ a ¢. Tepelné zdroje ve slupce H zde poklada-
me nulové.

3.1 Stacionarni reSeni

K feSeni rovnice vedeni tepla byla zvolena metoda konecnych diferenci s posunuty-
mi sitémi. Studovanou slupku, schematicky zndzornénou na obrazku [3.1] si rozdélime
na n vrstev s tepelnou vodivosti £ a tokem g = —k%—f predepisovanymi na jejich hran-
icich a teplotou predepsanou ve stfedech. Poloméry hranic vrstev zna¢im r;, poloméry
jejich stiedt pak s;. Tloust'ky jednotlivych vrstev Arj, a tedy rozestupy mezi body
vypoctu tepelného toku, uvazuji obecné rozdilné.

Obrazek 3.1: Posunuté site.

Postup vypoctu si nejprve pfibliZime na staciondrnim feSeni, pro které jiz teplota
nezdvisi na ¢ase a rovnice (2.10) se redukuje na

V- (kVT)=-V-q=0 3.1)

Derivaci teploty na spodni hranici i-té vrstvy je mozné vyjadfit jako linedrni kombi-
naci teplot 7;_; a T;, zadanych ve dvou pfilehlych stfedech, a linedrné interpolované
hodnoty Ti_% v bodé vypoctu toku.

oT
(—) = a;Ti—1 + b,T;_1 + ¢T; (3.2)
or i1 2
Ti_% =w;Ti—y + (1 —w)T; (3.3)
A’I“i
v ASZ‘

9
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Pouzité koeficienty konecnych diferenci pro nerovhomérnou sit’ jsou

2ATZ‘

&= _ATz‘_l(ATZ‘ + Ari—l)
Q(ATZ — A’l”z',l)
b, = 4
‘ A’T’Z’_lATZ' (3 )
QAT'Z',l
Ci

AT(Ar 4 Ariy)
Z rovnic (3.2)) a (3.3)) a z definice tepelného toku vyplyva vyjddfeni ¢ na spodni hranici
1-té vrstvy.

¢ = ki[(a; +wiby) Ty + (bi(1 — w;) + ¢;)T] (3.5)

Divergenci tepelného toku, spliiujici ve staciondrnim piipadé rovnici (3.1), budeme
pocitat ve stfedech vrstev. Uvazujeme-li radidlné symetrické feseni ve sférickych sou-
fadnicich, plati

(V ’ Q)Z"F ;q d/r Ari

2 dq 1 1
1= ( + —) = —(¢ + qir1) + (@1 — @) (3.6)
1 S;
i+
kde koeficient kone¢nych diferenci obdobny b; ve druhém ¢Elenu na pravé strané vymizel
diky lokdlni rovhomeérnosti sité. Po dosazeni vyrazu (3.5) do 1ze pro teplotu na-
psat linedrni rovnici
a; Ty + BT + 7Ty =0 (3.7

s koeficienty

1 1

1 1 1 1
Bi = ki(bi(1 —w;) + ) (8—2 - AT’i) + kip1(@ig1 + wiga1big1) <S—z + AT‘z’) (3.8)

1 1
R (1 — ws . —
Yi kz+1(bl+l( wz+1) + Cz+1) < + A?ﬂi)

Si

Na spodni i horni hranici slupky je nyni potfeba predepsat okrajové podminky, a
to bud’ Dirichletovy (stdla teplota), ¢i Neumannovy (stdly tepelny tok). Horni mez
by navic méla pripoustét kombinaci obou podminek, ve specidlnim piipadé spliu-
jict rovnici (2.11). Aby bylo mozné definovat tepelny tok hranici, doplnime si jed-
norozmérnou miizku o dal$i dva body vypoctu teploty: Tj, zadané ve vzdalenosti %
pod spodni vrstvou, a 7}, 1, zadané ve vzdalenosti % nad svrchni vrstvou. Takto
rozsifené schéma je zndzornéno na obrazku

Podminka na konstantni teplotu 7}, nebo 7} pfi spodni, respektive horni hranici je

vyjadrena jednoduse.

1

ST+ T) =T, (3.9)
1
5(Tnt Tor1) =T, (3.10)

Podobné 1ze napsat podminku pro tepelny tok g, nebo ¢; smétujici do slupky.
ki
——(To—T1) =— 3.11

A (To — Th) @ (3.11)

10
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f———Q———sD

Obrazek 3.2: Spodni a horni hranice vrstvy.

ks,
_ A: (T — Torr) = ¢; (3.12)

Obecnd vazend kombinace konstantni povrchové teploty a tepelného toku, kde prvni
veli¢ina mé vahu wg, bude tedy
Ws Wgs

kn K,
5 = (1 —wg) A:l] T, + [7 +(1- u}g)A—;rl T,+1 = konst. (3.13)

Nelinedrni hrani¢ni podminka (2.11)) kladend na teplotu a tepelny tok u povrchu
osvétlované planety si vyZaduje iterativni feseni. Zvoleno bylo schéma vyuzivajici im-
plicitné vyjadfeného toku (shodné s (3.12))) a semi-implicitné zadané ¢tvrté mocniny
teploty. Ta je zapsdna jako T}f’omT, kde T},o,m miZe byt pfi velkych hodnotdch insolace
povrchovou teplotou z predchézejiciho iteracniho kroku, zde vSak pro lepsi konver-
genci zvolime primér teplot z nékolika iteracnich krokd. Za pocatecni odhad T},

poslouZi rovnovazna teplota

,/S(1—A
Teq = g (3.14)
o€
pfipadné teplota berouci v tivahu tok skrze spodni hranici, je-li zadén.
S(1— A) 4 gytnet
T = \/ S B (3.15)
oe

Odhad (3.15)) se uplatni zvlasté v neosvétlenych oblastech planety. Rovnici (2.11)) pro
a-ty iteraCni krok prepiSeme jako

Bo—ngom - ’Z‘:} TS + Bangom + Z”—:} 7o, =S(1—A) (3.16)
a vypocet opakujeme, dokud se relativni odchylka %(T n + Tht1) od Tyom nesnizi pod
pozadovanou mez presnosti.

Rovnice vedeni tepla v podobé byla feSena za pomoci podprogramil bandec a
banbks z knihovny Numerickych recepti [16], vyuZivajicich LU dekomposice pasové
matice, zde plnéné koeficienty «;, 5; a 7;. Maticovy zdpis tlohy ma v piipadé kon-
stantni teploty na obou hranicich slupky nasledujici podobu.

11
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i 3+ 0 0 - 0 To Ty
ap im0 e 0 Ty 0
0 « e 0 T 0
o fBg B . 2= (3.17)
0 Tt 0 Qp—1 Bn—l Tn—1 Tn 0
0 -~ 0 0 i 3 Thi1 T;

Ulohu pro veskeré zbyvajici kombinace okrajovych podminek 1H| nebo
(3.16) zapiSeme obdobné.

3.2 Casové proménné resSeni

Jsou-li na obou hranicich studované oblasti zadany neménné okrajové podminky, vyvi-
ji se teplota kulové slupky smérem k vyse popsanému stacionarnimu feseni. Casovou
proménnost do vypoctu zahrneme pievedenim diferencidlni rovnice (2.10) do podoby
s konecnymi diferencemi v Casové oblasti. K tomu bylo pouzito stabilni Crankovo-
Nicolsonové schéma (viz napt.[17]), které zménu teploty i-t€ vrstvy vyjadiuje pomoci
hodnot pravé strany v novém i predchdzejicim okamzZiku (znaceno indexem 7, respek-
tive j — 1). ‘ -
J j—
pcp% — (Vg + (Vg ] (3.18)
t 2

S pfihlédnutim k (3.5) a (3.6) 1ze tuto rovnici prepsat jako

7Tt
P9t T 2

a maticovy tvar dlohy tak ziskava naptiklad nésledujici podobu

. . 1 . . 1
a(Tl, +T15) + SO+ T N+ §%(T+1 + T/ (3.19)

5 3 0 0 - 0 T

o 1-p 0 e 0 Tf

0 ay 1—=0By H - 0 13

0o - 0 an 1—8, T/

0 o0 1 3\,

(3.20)

1 0 0 0 0 T,
& 1+8 M, 0 0 771
0 @ 1406 4 0 77t
0 0  an 1408, 70| |70
0 0 0 0 1 T,

Koeficienty s vinkou odpovidaji ( l vynasobenym konstantou ﬁ

K okrajovym podminkdm uvedenym v predchézejici podkapltole je nutné doplnit
podminku pocatecni, predstavovanou teplotnim profilem slupky na zacatku samotného

12
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vypoctu. JelikoZ nds déle bude zajimat vyvoj teploty na periodicky osvétlované plane-
té, zaméfime se na piipad nelinearni horni okrajové podminky a Neumannovy
spodni okrajové podminky (3.I1). Pocatecnim stavem pak budiZ staciondrni feSeni
odpovidajici primérné insolaci. Tato volba umozni lepsi analyzu vlivu fyzikdlnich a
orbitdlnich parametrt na teplotu v povrchovych vrstvach.

3.3 Testy

Mezi geometrickd uspordddni, pro néz existuje staciondrni analytické feSeni rovnice
vedenti tepla, patii radidlné symetrickd slupka se zadanymi Dirichletovymi ¢i Neuman-
novymi okrajovymi podminkami a s parametry &, ¢, a p po vrstvich konstantnimi [15]].
Uvnitf této slupky pfitom miiZze dochédzet ke skoku ve vodivosti. Znamého analytické-
ho feSen{ bylo vyuZito k ovéfeni spravnosti a pfesnosti modelu. Obrazky [3.3] a [3.4]
znazornuji teplotni priibéh v kulové slupce s konstantni teplotou na obou hranicich a
stonasobnym skokem ve vodivosti, ktery nastava ve dvou pétinach tloust’ky. Se vzri-
stajicim poctem vrstev, a tedy jemné&jsi diskretizaci slupky, se numerické feSeni stéle
vice primyka k teoretickému. ZvysSime-li pocet vrstev na sto, nebudou jiz obé feSeni
na obrazku rozlisitelna - shoduji se na tloust'ku Cary.

4500 T T T T T
teorie -----
20 vrstev [
4000 F e 10 vrstev E
Y 5 vrstev o
3500 - -
.
3000 - .
[ 3
< 2500 1
© N
© .
§ 2000 -
.‘\
1500 - .
.
1000 + . .
500 + . . |
B--D--9--C--0--00-0- -0 0--0-B--0--8
O L 1 1 1 1 1
3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Polomer [km]

Obrazek 3.3: Srovnani numerického feSeni s analytickym pro rizné pocty vrstev -
rovnomeérnd sit’.

Oproti analytickému feSeni byl testovan model s rovnomérnou i nerovnomérnou
siti, v této praci vSak naddle pouzivdm pouze sit’ rovnomérnou. Nestejné rozestupy
mezi body vypoctu teploty v riznych hloubkach by se uplatnily pouze v pripadé slo-
zitéjsitho pribéhu tepelné vodivosti a budou pouzity v budoucnu. Obrazky a
ukazuji srovnéni teplotniho profilu slupky s Dirichletovymi hrani¢nimi podminkami
pro dva rizné skoky ve vodivosti, nastdvajici ve Ctyfech riznych hloubkich. Nume-
rické a teoretické feSeni se i zde shoduji na tloust'’ku ¢ary. Pismenem 7 je znaCena
relativni vzdalenost skoku od spodni hranice.

13
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Casové proménnou rovnici vedeni tepla Ize analyticky feSit napiiklad v ptipadé
sinusoiddlnich zmén horni okrajové podminky (za soucasné konstantnosti podminky
spodni). Porovnidni numerického vypoctu s teoretickym prubéhem je zakresleno na

obrazku 3.7

4500 T T T T T T
teorie -----
20 vrstev [}
4000 - & 10 vrstev E
. 5 vrstev ®
L ]

3500 g

3000 R .
£ 2500 | 1
@ L]
k=) "
§ 2000 - -

®
1500 | .
.
‘.
1000 |- .
500 * ]
- @0 00808 -0 - D -e-DO
O 1 1 1 L 1 1
3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Polomer [km]

Obrazek 3.4: Srovnani numerického feSeni s analytickym pro rizné pocty vrstev -
nerovnomeérna sit’ s rozestupy generovanymi kofeny CebysSevovych polynomu.

4000 T
Me=0.2 m—
fe=04 —
i i =06
3000 b N u
2500 .
=3
©
o
T 2000 | .
it
1000 Foes -
s00 | ; | ]
3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Polomer [km]

Obrazek 3.5: Srovnani pribéhu teploty ve slupce s rtizné hlubokym desetindsobnym
skokem v tepelné vodivosti
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4000

2500

Teplota [K]

1000

500

3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500
Polomer [km]

Obrazek 3.6: Srovnani prubéhu teploty ve slupce s rizné hlubokym stondsobnym
skokem v tepelné vodivosti

550 T T T

T
vypocet
teorie

540 E

ddg

Perioda

530

520

510

TIK]

500

490

480

470

460

0 1 2

Obrazek 3.7: Srovnani numerického (Zluté krouzky) a analytického (Cervend Céra)
casové proménného feSeni rovnice vedeni tepla pro sinusoiddlni priibéh povrchové
teploty. Zobrazeny jsou vysledky v hloubkach 0, 25 L, @ 0, 5 Lepar.
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4. Numerické reseni ve trech dimensich

Globdlni vyvoj teploty na osvétlované planet¢ miZe sada jednorozmérnych modela
popsat jen omezené. V dalSim textu bude proto pfedstaven obecny trojrozmérny model
popisujici kulovou slupku s nezanedbatelnym pfenosem tepla v horizontdlnim sméru.
Tepelné zdroje H uvnitt slupky dosud pokladdm rovné nule.

4.1 Stacionarni reseni

Stejné jako v minulé kapitole, omezime se zpocCdtku na popis staciondrniho feSeni
rovnice vedeni tepla, spliiujictho vztah (3.1)). Metodu kone¢nych diferenci s posunuty-
mi sitémi pfitom rozsifime do tfi rozmérli podle schématu Rozestupy mezi body
vypoctu tepelného toku v radidlnim sméru Ar; ztstavaji obecné rizné, v obou zbyva-
jicich, dhlovych smérech ) (rozsah [0, 7]) a ¢ (rozsah [0, 27]) vSak pro jednoduchost
volim rovnomérnou sit’. Délky A a Ay jsou zadavany v thlové mife.

Obrazek 4.1: Posunuté sité¢ ve 3D. Body vypoctu teploty se nachdzeji ve stfedech
bunék, tepelny tok je pocitdn na sténdch.

Divergence tepelného toku g = ¢(r, ¥, @) ve stérickych soufadnicich spliiuje

aq" 2 costd 5 19¢° 1 0q*
V.qg= —q" — 4.1
1= 5 771 T 2gne? T2 ey + r2sin ¥ Op “.D
kde pouzivam nésledujici znaceni
aT aT or
"=k V=g v =k — 4.2
q o q 59 q 5 (4.2)

Tepelné vodivosti & jsou definovany ve vrcholech hlavni sité, zakreslené na 4.1| silné,

a symboly k", k¥, k¥ se vztahuji k primé&rnym hodnotdm pocitanym uprostied stén.
V tifirozmérné rovnici vedeni tepla je tfeba oSetfit singularity na pélech planety,

kde plati sin ¥ = 0. Toho docilime pfendsobenim vyrazem sin® 9). Singularitu ve
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stiedu koule (r = 0) neuvaZujeme, nebot’ do této hloubky studovand vrstva nezasahu-
je. Ve shodé se zédpisem z predchdzejici kapitoly lze parcidlni derivace v (4.1)
vyjadrit pomoci kone¢nych diferenci,

'S s
Qit1,k ~ 9ijk

A?"i *

22 2
S04 (Vo @ig g = 80050y

sin?

cosﬁﬂl 81n19j+;
_|._
S;

1
Qe (q;rl,j,k + qz'r,j,k) + 2232 : (qgj-&-l,k + ij,k) + (4.3)

inZq9. 9 ) @ ®
Sin ﬁﬁ% Gijrie — Qe | 1 Gjesr =~ Gk
52 AY 52 Ay

7 K3

kde v radidlnim sméru plati pro tepelny tok ¢" pfimo (3.5). V obou horizontédlnich
smérech se vyjadieni diky rovnomérnosti sité zjednoduSuje.

q£j7k = ki [(a; + wibi)T‘i—Lj,k + (b;(1 — w;) + Ci)Ti,j,k]

Tiik—Tij-1k
Qi =k = A7 J (4.4)
Tiik — Tijk—

Indexace veli¢in je zndzornénd na obrazku {.2] Pismenem ¢ zna¢fm pofadi vrstvy
ve slupce, pocinaje spodni hranici a konce povrchem planety, pismena j a k popisuji
po fade postup ve sméru ) a .

Ti+1 WK ’ Ti,j,k+1

r
%1k @ ket
LITED @ik Dot LITRY

’ Tiq ik

Obrazek 4.2: Indexace bodu vypoctu teploty a tepelného toku.

Dosazenim (.4) do (4.3)) dospéjeme k linedrni rovnici pro teplotu
AijrTiorge +BijaTijrk + CigrTijr- + DijpTij,+

+EijwTijerr +Fijnlijrie +GijrTivaje =0 4.5)
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s koeficienty

r 1 1 .
Aijr = ki (a; +wib;) (S_z — 7‘1‘) sin® 19j+%
B _ _cosﬁj+% sinﬁﬁ% K Sin219j+% 1
e 2520 NP
1
- L
Jzk S%A(PQ k

1 1
]D)z’,j,k = k:(bz(l — wi) + Ci) (S_ — A?“) sin2 ﬁj—i—%_l—

) o1
+ ki1 (@i + wiga1big) (5_z — Ari> sin? 19]-4_%4-

. . 2
cosﬁjJr% 81n19j+% y p sin 19j+%

252AY (k= ki) = 52 A2

1
— W(’ﬁf + ki)

7

+

(k) + k) — (4.6)

o
1,7, - 2 2 +1
s:Ap

. . 2
cosﬁH% smﬁH% 0 sin 19j+% 1
252 A9 i+l s2 A2 i+l

F; g =

) 11 .
Gijr = kip1(bix1(1 — wig1) + cigr) <S_z + ATi) sin? 79j+§

Rozsifenim modelu do tff rozméri velmi vyrazné narostl pocet neznamych, ¢imz
se zvysila vypocetni naroCnost dlohy. K inverzi fidké matice naplnéné vyse uvedeny-
mi koeficienty jsem proto vyuZila balicku PARDISO, umoziujiciho paralelisaci feSeni.
Podrobnosti o jeho funkcich 1ze nalézt v [18],[19],[20] a [21]. Od zndmého stacionarni-
ho feseni miizeme k ¢asové proménnému postoupit stejné, jako v jednorozmérném pii-
padé. I zde bylo zvoleno Crankovo-Nicolsonové schéma, vztah (3.19) je nutné pouze
doplnit o zbyvajici ctyfi body vypoctu teploty a o koeficienty (4.6).

4.2 OKkrajové podminky

Kromé fyzikalnich okrajovych podminek na teplotu pfi spodni a horni hranici stu-
dované oblasti musime zadat formalni podminky pro obé tihlové proménné. Podmin-
kou kladenou na planetopisnou délku ¢ je jeji cyklicnost. Planetopisna §itka ¢ vyZzadu-
je z praktickych divodli omezeni svého defini¢niho oboru. Schéma znazornéné na
obrazku[4.T]a bliZe popsané v pfedchdzejicim textu pfedpoklddd rozdéleni kulové slup-
Ky na mnoZstvi Sestisténnych bunék, ty jsou ovsem blizko obou p6li planety stale de-
formovanéjsi. V krajnim pripadé, kdy sténa buiky dosahujici k p6lu zdegeneruje na
hranu, 1ze jiz metodu konecnych diferenci pouZit jen obtizné. Ttirozmérna sit’ je proto
v okoli pélti uméle ofiznuta a teploty v pomocnych bodech za nové vzniklou hranici
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se linedrné extrapoluji. Situaci na jiZnim poélu, kde plati T} o, = 27515 — T} 2.5, VY-
obrazuje schéma (4.3 obdobné na severnim p6lu musime do rovnice (4.5)) pro krajni
bod (indexovany j = n;) dosadit T; ,; 1k = 275 n; & — Tinj—1,k-

Obrazek 4.3: Pomocné body vypoctu teploty a tepelného toku za umeélou hranici
na jiznim p6lu planety.

4.3 Testy

Staciondrni 1 Casové proménné numerické reSeni rovnice vedeni tepla ve trech di-
mensich se zanedbatelnym tepelnym tokem v horizontdlnim sméru bylo porovnano
s jednodimensiondlnim modelem. Oba vysledky se shoduji na tloust'ku ¢ary. Obec-
né nesymetrické analytické feSeni v kulové slupce s konstantnimi parametry p, c,,
k a vhodnymi okrajovymi podminkami lze nalézt pomoci separace proménnych (viz
napt. [15]). Tfirozmérny numericky model byl testovdn pro pfipad hranicnich teplot
vyjadfenych v podobé sférického harmonického rozvoje az do stupné 10. Jeden z testt
je uveden na obrazcich @.4] a 4.5] Podprogram pocitajici teoretické feSeni poskytla
dr. Marie Béhounkova.
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Obrazek 4.4: Shora dolit Radidlni pribéh numerického a analytického feseni rovnice
vedeni tepla ve slupce, na jejichz hranicich jsou zaddny okrajové podminky v podobé
sférickych harmonickych funkei Y3 a Y. Spodni obrdzek zndzoriiuje rozdil obou

feSeni.
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Obrazek 4.5: Shora dolii Numerické a analytické feSeni rovnice vedeni tepla ve stie-
du slupky, na jejichz hranicich jsou zadany okrajové podminky v podobé sférickych
harmonickych funkei Y3 a Y,?. Spodni obréizek znazortiuje rozdil obou fesent.
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5. Vysledky

Pro studium vlivu insolace a dal$ich fyzikdlnich parametrti na priibéh povrchové teplo-
ty byl pouZzit model exozemé nachdzejici se na obézné draze Merkuru u hvézdy podob-
né Slunci. Polomér modelové planety je 6370 km, albedo A = 0, 1, emisivitac = 0,9,
extrasoldrni konstanta S, = 9089 Wm ™2, tepelny tok z nitra ¢, = 0,075 Wm ™2, hus-
tota kiiry p = 2700kg m™> a méma4 tepelnd kapacita za konstantniho tlaku ¢, =
800 JK~tkg~! (viz [2]). Povrchovou vrstvu planety povaZuji za homogenni a prostou
vlastnich tepelnych zdrojui. Charakteristickd hloubka odpovidajici uvedenym paramet-
rim a tepelnym vodivostem k£ = 0,01 Wm'K~! a7z &k = 10 Wm K™ je nejvyse
deset metrti.

5.1 Casovy vyvoj teploty

Podobu casové proménného feSeni rovnice vedeni tepla ovliviiuje béhem nékolika
prvnich insolacnich period pocatecni podminka kladend na teplotu. Aby byl dopad je-
jiho vybéru minimélni, uvadim pouze vysledky ziskané po dostate¢né dlouhém vypoc-
period. Teplotni profil planetarni kiiry se pak diky insolaci méni pouze ve slabé svrchni
vrstvé, zatimco teplota ve hloubce pod 2L .., zistdva takika konstantni (viz obrazek

5.1).

d[m]

10 1 1 1 1 1 1 1 1
590 595 600 605 610 615 620 625 630 635
TIK]

Obréazek 5.1: Ilustrace zmén podpovrchové teploty béhem jedné insolacni periody
na planeté s vdzanou rotaci, avSak nenulovym sklonem rotacni osy. PferuSovanou carou
jsou vyznaceny ndsobky charakteristické délky Lcpa;.
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Obrazek 5.2: Vyvoj teploty na povrchu planety (Cervené) a v hloubkédch 0,5L.pq,
(Zluté), Loper (modie), 1,5 Lpq (zelené) v zavislosti na vodivosti studované slupky.
Prerusovand ¢ara vyznacuje prubéh insolace, ¢ernd pfimka zna¢i rovnovaZnou povr-
chovou teplotu prislusejici primérné insolaci. Planeta obthad po drize s vystfednosti
e = 0, 2 ve spin-orbitdlni resonanci 3:2 a sklon jeji rotacni osy je 8 = 30°.
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Obrazek 5.3: Porovnani povrchovych teplot a jejich prumért pro rtizné tepelné vodi-
vosti svrchni &asti kiry: & = 0,01 Wm 'K~ (&erné), £ = 0,1 Wm 'K~ (hn&dg),
k' =1Wm K™ (Cervené) a k = 10 Wm K~ (Zlut&). PferuSovanou Carou je vyz-
nacena povrchova teplota staciondrniho feseni pri primérné insolaci.

Grafy zndzornuji piiklad ¢asového pribéhu povrchové a podpovrchové teplo-
ty pro Ctyfi fadové odlisné tepelné vodivosti k. Modelova planeta ma zde rotacni osu
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sklonénou o 30°, obihd po drédze s vystfednosti e = 0, 2 a je uzamcena ve spin-orbitalni
resonanci 3:2. Teploty se vykresluji v bod€ leZicim na rovniku a pfivraceném ke hvézdé
béhem priichodu planety periastrem. Kromé zminéného poklesu amplitudy oscilaci se
vzristajici hloubkou Ize z obrazki vysledovat nesoulad mezi povrchovou teplotou sta-
cionarniho feseni pfi stiedni insolaci a skuteCnou primérnou teplotou, odpovidajici
proménné insolaci. Druhd z uvedenych je vzdy nizsi. Tento rozdil, zobrazeny v detailu
na obrazku [5.3] se zvlasté projevuje pfi spin-orbitdlnich resonancich jinych nez 1:1,
kdy na planeté neexistuji oblasti vééného dne a cely povrch je tak béhem roku vys-
tavovan rizné rychlému chladnuti. Rozdil zcela vymizi pouze pro planetu s nulovym
sklonem rotacni osy, podléhajici vdzané rotaci a obihajici po kruhové dréze.

Priibéh povrchové a podpovrchové teploty v zavislosti na zménach osvétleni béhem
jedné insolaéni periody byl studovan také v tifrozmérném modelu. Obrazek [5.4] vykres-
luje situaci na planeté se stejnymi parametry obézné drdhy, jaké byly pouZzity vyse,
aviak pouze s vodivosti & = 1 Wm'K~!. N4dzorné& je vidét postupné prohifvéni pod-
povrchovych oblasti. Nasledujici obrazky [5.3] a [5.6 nastifiuji teplotni vyvoj planety
s nulovym sklonem rotacni osy, ve spin-orbitdlni resonanci 3:2 nebo 1:1. Vystfednost
drahy volim v obou pfipadech e = 0, 1. Odvracend strana planety s vdzanou rotaci je
zahi{védna téméf vyhradné teplem z nitra, kde ¢, = 0,075 Wm 2.

0 2800 8400 11200 14000

150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700
Obrazek 5.4: Vyvoj povrchové teploty na planeté s parametry e = 0,2 a § = 30°
ve spin-orbitdlni resonanci 3:2 v pribéhu jedné insolacni periody. Horni barevna $kala
ndleZ{ insolaci v jednotkdch Wm™2, spodni $kdla uvadi teplotu v kelvinech. Shora

dolti jsou v fadcich vyobrazeny insolace, povrchova teplota a déle teploty ve tfech
hloubkéch Skadlovanych charakteristickou délkou (0, 5L chars Lenars 1y 9 Lehar)-

5.2 Vliv modelovych parametriu

Zbyvajici sada obrazki predstavuje zavislosti primérné rocni (nebo dvouleté) teploty
v nejozafovangjSim ¢i nejméné ozafovaném misté planety na rtiznych dvojicich pa-
rametrd. K vypoctu jsem kvili velkému mnoZstvi proménnych pouzila jednorozmeér-
ny model. Nejozarovanéj$Sim mistem je rozumén bod s nejvySsi primérnou insolaci,
kterou Ize pro nékterd usporadani nalézt na ilustracich v prvni kapitole. Parametry,
jimiz se budeme dale zabyvat, jsou vystiednost e, sklon rotacni osy 3, extrasolarni

konstanta S, tepelny tok z nitra g, a tepelnd setrvacnost I = y/kpc,. Studovan bude
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Obrazek 5.5: Dvoulety pribéh insolace a povrchové teploty na planeté s parametry
e =0,1a 3 = 0° ve spin-orbitdlni resonanci 3:2 v priibéhu jedné insolacni periody.

0 2200 4400 6600 8800 11000
EE— |

Obrazek 5.6: Rocni pribéh insolace a povrchové teploty na planeté s vazanou rotaci a
parametry e = 0,1 a 3 = 0°.

také vliv spin-orbitdlni resonance 1:1 nebo 3:2. Neni-li uvedeno jinak, ponechdavam
parametry stejné jako v ivodu k této kapitole, dopliiuji k nim pouze tepelnou vodivost
k = 1Wm'K~!. Pro pfipad sledovéni zdvislosti na samotném e nebo 3 pokldddm
druhou z veli¢in rovnou nule.

Zamérmeé se nejprve na pripad vdzané rotace, ve kterém grafy zobrazuji nejen nej-
vys$si primérnou teplotu, ale také nejvyssi stiedni teplotni rozdil mezi body na plane-
tdrnim povrchu. AZ na nékteré extrémni pfipady (sklon rotacni osy blizky 90°) totiZ
zGstava Cast planety zahalena do vécného stinu a tepelnym tokem z nitra se prohiiva
pouze na desitky kelvinti. V osvétlenych oblastech je piispévek ¢, v porovnani s os-
tatnimi parametry zanedbatelny. Jak zndzortiuje obrazek [5.7] zdvisi maximalni povr-
chova teplota, dle oCekavani, predevSim na fddové velikosti extrasoldrni konstanty,
tedy na vzdalenosti planety od matefské hvézdy a na jejim zafivém vykonu. Vliv
vystfednosti drdhy nebo sklonu rotacni osy byva mirnéjsi. Se zvétSovanim e nebo
£ maximalni teplota pozvolna klesa v rozsahu 100 K, coZ je v obou piipadech zpu-
sobeno rovnomérnéj$im rozprostfenim stfedni insolace po planetarnim povrchu, at’ jiz
diky libraci v planetopisné délce nebo v Sifce (viz obrizky [2.2]a[2.3). Na vystfednych
drahdach ma vliv také velky rozdil mezi insolaci v periastru a apoastru. Prestoze se
povrch planety béhem pfibliZeni k hvézdé ohfeje na vyssi teplotu, neZ jakd by odpovi-
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dala téméf kruhové drize o téZe hlavni poloose, setrvdva planeta po vétSinu svého
obéhu v okoli apoastra, kde kvili slabému ozafeni dlouho chladne. Primérna teplota
se tedy nezvySuje.
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Obrazek 5.7: Vliv extrasolarni konstanty S, a parametri drahy (e nebo f)
na primérnou teplotu v misté s nejvyssi stfedni insolaci. Planeta ve spin-orbitalni re-
sonanci 1:1.

Podrobnéjsi pohled na uvedenou zdvislost pro konkrétni extrasoldrni konstantu
S, = 9089 Wm~2 poskytuje obrdzek znazornujici roéni primér z maximalnich
povrchovych teplot jako funkci vystfednosti ¢i sklonu rotacni osy pii rtznych te-
pelnych setrva¢nostech. Vyssi tepelna setrvaénost zabranuje rychlému chladnuti ne-
osvétleného povrchu, jeji vliv je proto nejvyraznéjsi na planeté s velkym /3 nebo e.
ZvySovani tepelné setrvacnosti pusobi ndrist primérné teploty v fadu jednotek az
desitek kelvind. Hodnotu maximalni primérné teploty na planetich s nenulovou vy-
stiednosti i sklonem rotaéni osy (pfi zachovani ostatnich parametrti konstantnich) zna-
zoriuje obrazek [5.9]

log 1 log |

Obrazek 5.8: Vliv tepelné setrvacnosti / a parametrd drdhy (e nebo () na primérnou
teplotu v misté s nejvySsi stfedni insolaci. Planeta ve spin-orbitédlni resonanci 1:1.

Jak jiz bylo zminéno, vyskytuji se na planetich s vdzanou rotaci oblasti vécné
noci a rozdily mezi povrchovou teplotou na pfivridcené a odvricené strané tak mo-
hou C¢init i tisice kelvint. Budeme-li naopak nadéle uvaZovat planety ve spin-orbitaln{
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Obrazek 5.9: Vliv sklonu rotacni osy /3 a vystfednosti drdhy e na primérnou teplotu v

N4

misté s nejvyssi stfedni insolaci. Planeta ve spin-orbitalni resonanci 1:1.

resonanci 3:2, setkdme se s neosvétlovanymi misty pouze v piipadé¢ S = 0°, kdy se
nalézaji na pélech. Pfi nenulovych sklonech rotacni osy je teplota na celém povrchu
urovana predevsim insolaci a tepelny tok z nitra svlij vyznam ztraci zcela. V zavislosti
na parametrech drahy a povrchové slupky se nové méni také teplota v misté s nejnizSim
sttednim ozafenim.

Na obrazku jsou vykresleny dvouleté priméry maximalni povrchové teploty
pro planety s rizné vystfednymi drahami a rtiznou extrasolarni konstantou ¢i tepelnou
setrvacnosti. Vliv vystfednosti je v jistém rozsahu hodnot diky spin-orbitalni resonan-
ci 3:2 zcela opacny, nezli u planet s vdzanou rotaci. Teplota se s rostoucim e nejprve
postupné zvySuje, maxima dosahuje pro e = 0, 35 a pii vyssich excentricitich zacina
stejné pozvolna klesat. Oproti resonanci 1:1 podstatné narostl vyznam tepelné setr-
vacnosti, kterd muze ovliviiovat povrchovou teplotu v rozsahu stovky kelvini, jak je
ostatné zndzornéno i na obrazku
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Obrazek 5.10: Vliv vystfednosti drdhy e, extrasoldrni konstanty S, a tepelné setr-
vacnosti / na primérnou teplotu v misté s nejvyssi stiedni insolaci. Planeta ve spin-
orbitdlni resonanci 3:2.

Zacneme-li ménit sklon rota¢ni osy modelové planety, zjistime, Ze primérna teplota

26



KAPITOLA 5. VYSLEDKY

v bodé s nejvyssi i1 nejnizsi stfedni insolaci vykazuje pomérné necekané chovani. Jak
ukazuji obrazky a jsou nékteré hodnoty /3 pro spin-orbitdln{ resonanci 3:2
vyznacné, a to nezavisle na tepelné setrvacnosti povrchu nebo na extrasolarni kon-
stanté. Se zvySujicim se sklonem rotacni osy dochdzi nejprve k nariistu minimalni
povrchové teploty za soucasného pozvolného poklesu teploty maximalni. Pii g = 42°
je povrch planety prohfivan velmi rovnomérné a teplotni rozdily dosahuji pro nék-
terd S, a I pouhych deseti kelvind. Po prekroCeni této hranice minimalni povrchova
teplota prudce poklesne, ale pfi dalSim zvétSovani sklonu zacind znova rast. Nadale
dochdzi i k pomalému sniZovani maximalni teploty, které pokracuje azZ po § = 54°.
Také v tomto piipadé€ je povrch zahfivan rovnomérné, zvIlasté pfi malych hodnotiach
extrasolarni konstanty a velkych tepelnych setrva¢nostech. Zména oproti podobnym
sklontim rotacni osy vSak neni natolik vyrazna, jako na predchazejici hranici. Posled-
nim z meznich sklonti ve studovaném rozsahu je § = 86°, charakterisovany slabym
minimem teploty v bod¢€ s nejnizsi primérnou insolaci.

Jestlize je kromé nenulového sklonu rota¢ni osy uvdZena také nenulova vystrednost
drahy, zacnou se polohy vyse popsanych hranic posouvat a na grafech minimdlnich a
maximalnich teplot vznikaji celé vyznacné oblasti. Viibec nejvyssi povrchové teploty
- a také nejvétsich teplotnich rozdili - tak dosahuje planeta s excentricitou e = 0, 38 a
malym sklonem rota¢ni osy. Maximalni povrchové teploty planet s extrémni obéZnou
drahou (5 blizké 90° a vystfednost nad 0,4) byvaji naopak nizké a jejich zavislost na e
a (3 je bez numerickych vypocta t€Zko predvidatelna. VIiv obou parametrd znazornuje

obrazek

5.3 Diskuse

V nésledujici podkapitole bych rdda zminila néktera zjednodusSeni a zanedbéni, kterych
jsem se pfi studiu insolace a povrchové teploty dopustila. Prace se zaméfuje na tere-
strické planety vystavené kvili nepritomnosti atmosféry obrovskym teplotnim rozdi-
lim, pohybujicim se v fadu stovek az tisici kelvint. Fyzikalni vlastnosti kury, jako
jsou hustota a tepelnd vodivost, presto povazuji za konstantni (v Case i prostoru) a
nezabyvam se jejich teplotni zédvislosti. Ve druhé kapitole je zminéna role ¢asového
rozestupu mezi jarni rovnodennosti a priichodem planety periastrem, tento parametr
vSak do analyzy nezahrnuji a pro jednoduchost pfedpokladam, Ze oba okamZziky nasta-
vaji souCasné. Konecné, vesSkeré uvazované modelové parametry zaddvam jako vza-
jemné nezdvislé, ackoliv takovymi zdaleka nejsou. Jak bylo feceno jiz v uvodu prace,
pravdépodobnost zachyceni planety v konkrétni spin-orbitalni resonanci se odviji od
vystfednosti drdhy a pfi velkych excentricitidch se studovand resonance 1:1 prakticky
nevyskytuje. Drahy kratkoperiodickych terestrickych planet se v priitbéhu miliard let
stavaji kruhovymi, pficemz vetsi vystfednosti mohou byt udrZovany jediné ptisobenim
dalsich téles (Kozaidv mechanismus, zminény napiiklad v [4]). Sklon rotacni osy klesa
pusobenim slapti k nule a nenulové hodnoty ke svému ustdleni rovnéz vyzaduji bud’
multiplanetdrni systém nebo zplosténi matetské hvézdy (Cassiniho stavy, stru¢né uve-
dené napiiklad v [9]). Na Casovych Skalach, které v této praci sleduji, jsem vSak per-
turbace od pripadnych dalSich planetarnich souputnikii povazovala za nevyznamné.
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Obrazek 5.11: Shora dolii Primérna teplota v bodé s nejvyssi a nejnizsi stfedni insolac{
a jejich rozdil v zavislosti na extrasolarni konstanté S, a sklonu rotacni osy /3. Planeta
je ve spin-orbitdlni resonanci 3:2. Pro lepsi vyniknuti detailti grafu volim rozsah vodo-
rovné osy zamérné [5°, 90°]. Minimalni teploty na planetdch s nizZ§im sklonem rotaéni
osy strmé klesaji k nule.
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Obrazek 5.12: Shora dolii Primérnd teplota v bodé s nejvyssi a nejniZsi stiedni insolaci
a jejich rozdil v zavislosti na tepelné setrvacnosti I a sklonu rotacni osy 3 nabyvajicim
hodnot z intervalu [5°,90°]. Planeta ve spin-orbitdlni resonanci 3:2.
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Obrazek 5.13: Shora dolii Primérna teplota v bodé s nejvyssi a nejniZsi stiedni insolaci
a jejich rozdil v zavislosti na vystiednosti drahy e a sklonu rotaéni osy (5 nabyvajicim
hodnot z intervalu [5°,90°]. Planeta ve spin-orbitdlni resonanci 3:2.
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Zaver

V ramci bakaldfské prace byl vytvoren pocitaCovy program popisujici zmeény inso-
lace a povrchové teploty idealisované terestrické exoplanety v zavislosti na fyzikdlnich
vlastnostech svrchni ¢ésti jeji kiry, tvaru obézné drahy a zafivém vykonu matetské
hvézdy. Tento program jsem poté vyuZila k analyze vlivu jednotlivych parametra na pri-
mérné teploty a maximdlni teplotni kontrast pfi povrchu modelového télesa.

Vlastnosti nelinearni horni okrajové podminky zptisobuji, Ze primérna teplota na pla-
neté je vZdy mensi nebo rovna rovnovazné teploté, kterd by odpovidala stredni ro¢ni ¢i
dvouleté insolaci. Vyssich vzajemnych rozdili pritom obé hodnoty dosahuji pfi spin-
orbitdlni resonanci 3:2, zatimco na planeté s vdzanou rotaci, nulovym sklonem rotacni
osy a zanedbatelnou vystfednosti nerovnost zcela mizi. Ke vzniku rozdilu pfispiva sil-
ny vliv obdobi noci. Teplota, na kterou planetarni povrch vychladne, je kromé periody
zavisla na tepelné setrvacnosti svrchni vrstvy a chladnuti se pro spin-orbitdlni reso-
nance 3:2 muze pohybovat i na $kale stovky kelvint.

Z vysledka déle vyplyva, Ze nejvyraznéjsi vliv na planeté bez atmosféry md v celém
studovaném rozsahu hodnot dle o¢ekavéni extrasoldrni konstanta, tedy zarivy vykon
hvézdy a délka hlavni poloosy obézné drahy. Na Skdldch o fdd mensich pak povr-
chovou teplotu ovliviiuje kombinace excentricity a sklonu rotani osy. Zahiivani pla-
nety teplem z nitra ma vétsi vyznam pouze v oblastech véné noci, na osvétlenych
Castech povrchu je jeho prispévek ve srovnéni s insolaci mizivy, a to jak pfi tepelnych
tocich obdobnych Zemi, tak na planetich se silnym slapovym tfenim [[11]. Povrchova
teplota miZe byt vnitinimi dynamickymi procesy vyrazné€ ovlivnéna napiiklad v pfi-
padé silné vulkanické ¢i tektonické Cinnosti, kdy jiZz nelze pouZit rovnici aje
treba uvazit podrobnéjsi teorii.

Predstaveny vypocetni program bude v budoucnu doplnén o nékterd zpiesnéni,
jako je napfiklad teplotni a hloubkova zdvislost parametrti povrchové vrstvy nebo
vliv ¢asového rozestupu mezi jarni rovnodennosti a priichodem planety periastrem.
Po téchto dpravach miize byt vyuzit k pfedepisovani vhodnych okrajovych podminek
v modelech plast' ové konvekce a k dalSimu studiu termélniho vyvoje kratkoperiodi-
ckych kamennych exoplanet [12]].
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