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Abstrakt: Prace se vénuje numerickému feSeni pohybu hlasivky pri velkych vychyl-

kach, zatimco dosavadni prace uvazuji zpravidla pouze malé vychylky. Uvazovana
geometrie hlasivky odpovida nejjednodusi situaci fistule, kdy sledujeme jednu izolo-
vanou hlasivku. Hlasivku uvazujeme obecné jako nelinearni a neizotropni kontinuum
ve 2D prostoru.

Pro demonstraci funkénosti modelu pak numericky simulujeme chovani hlasivky
s linearni konstituc¢ni rovnici. Hlasivku modelujeme metodou kone¢nych prvku s kva-
dratickymi prvky, a to pii statickém a dynamickém zatizeni povrchu. Ukazujeme, Ze
pro simulaci deformace hlasivkové tkané je tfeba uvazovat rovnice s velkymi vychyl-
kami.

Numerickou simulaci hlasivky lze vyuzit napi. pti konstrukci umeélych hlasivek,
a pii optimalizaci jejich funkce. Porozuméni fona¢nimu mechanismu je rovnéz pod-
statné pro zjisténi pri¢in onemocnéni jako jsou hlasové uzliky a pro polozeni védec-
kych zékladi pro foniatrii a péveckou vyuku. Prace je interdisciplinarni a sklada

dohromady poznatky z mechaniky kontinua, anatomie a pévecké vyuky.
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Abstract: The thesis addresses the numerical solution of the oscillation of the vocal
fold at finite strain, whereas the literature has so far been concerned with infinitesimal
strain only. The geometry concerned corresponds to the easiest sittuation of falsetto,
since we observe an isolated vocal fold. The vocal fold is treated as non-linear and
non-isotropic continuum in 2D space.

To demonstrate the function of the model, we simulate the behaviour of the vocal
fold with the linear constitutive equation numerically. The vocal fold is modelled by
the finite element method with quadratic elements for static and dynamic surface
load. We show that a proper simulation of vocal fold tissue deformation requires the
equations with finite strain term.

Numerical simulation of the vocal fold can be used e.g. for the construction of
artificial vocal folds, and for the optimalization of their function. Understanding the
phonation mechanism is also essential for discovering the causes of the disorders such
as the vocal nodules and for the scientific foundation of phoniatry and education of
singers. The thesis is interdisciplinary and synthetises the facts from mechanics of

continuum, anatomy and education of singers.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Lidsky hlas

Lidsky hlas je zvuk, ktery zpravidla vznika v hrtanu a dale se méni diky rezonanci
v dutinach a vlivu dalsich ¢asti lidského téla. Hlas vznika, kdyz proud vzduchu pri
prichodu hlasivkovou stérbinou rozechviva napjaté hlasivkové vazy. Hlasivkové vazy
jsou parovy organ a je mezi nimi Stérbina (glottis).

Podstatou vzniku hlasu je tedy periodicka interakce tekutiny (vzduchu) a struk-
tury (hlasivek) [8]. Podle [19] zpusobuje vzduch prochéazejici mezi piiblizenymi a
napjatymi hlasivkami pii vydechu podtlak a za vhodnych podminek (subglottalni
tlak, vhodna Sitka hlasivkové §térbiny, napéti) vede interakce tekutiny a struktury
k oscilacim. Zduraziujeme, ze oscilace vznik& prirozené, nikoliv kvili periodickym

nervovym vzruchium. Anatomii hlasivek ukazuje obr. 1.1.

1.2 Dosavadni zkoumani fona¢niho mechanismu

Zatimco prichodu vzduchu hlasivkovou $térbinou byla vénovana zna¢na pozornost,
hlasivky jsou v modelech ¢asto reprezentovany pouze statickym tvarem (okrajovymi
podminkami) jako v [19] nebo dynamickym systémem s nizkym poc¢tem stupii vol-
nosti |[17], pfipadné jako pruzné kontinuum s linearni elasticitou [16], zpravidla vSak
pouze pii malych vychylkach [11]. Ve skutecnosti se jedna o prostorovy pohyb tkané,
ktera je napjata a deformovana. Vyvoj modelovani hlasovych vazi pii fonaci od jed-
noduchych systémi, kde hlasivka sestava z harmonického oscilatoru s jednou nebo
dvéma hmotnostmi, az po numerické nelinearni modely shrnuje [8]. Experimentalné

fonaci zpracovali napi. Horacek et al. v [7].
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Obrazek 1.1: Anatomie hlasivek. a) Obréazek zobrazuje prifez hrtanem, zejména pri-
dusnici, hlasové vazy a hrtanovou priklopku. Na obrazku je patrné, ze ¢ast hlasivek
je tvorena pri¢nym svalem, ktery mé jiné fyzikalni vlastnosti nez povrch hlasivky.
Geometrii prafezu hlasivkou vyuziva i tato prace. b) Pohled ze shora ukazuje, ze
hlasivky jsou natahovany svaly (zde ve volné dychaci poloze) a ze je lze piiblizné
aproximovat symetrii ve sméru mezi achytnymi chrupavkami.

Obrazky jsou kopie litografickych desti¢ek, ktery byly vydany v [6], a nepodléhaji
proto omezenim na kopirovani a Sifeni.

b) Prachea



1.3 Hlasové rejstiiky

Pro pochopeni vyznamu simulace pro tvorbu lidského hlasu je tfeba vylozit zdkladni
fakta o takzvanych péveckych rejst¥icich, které |18, s. 55| definuje jako fady tont
lidského hlasu s odstupfiovanymi vlastnostmi jak fyziologickymi (zptisob kmitani hla-
sivek, tvar hlasové §térbiny), tak akustickymi (zabarveni hlasu). Rozlisujeme rejstiik
vocal fry, hrudni, hlavovy, fistuli a superfalzet. Vyuziti hlavového rejstiiku a super-
falzetu se vétsSinou omezuje jen na péveckou vychovu. [20]

Ackoliv pojmenovani téchto rejstiikiu vychéazi vétsinou z obvyklé rezonancéni ob-
lasti, presnéjsi rozliSeni vychazi ze zpusobu kmitani hlasivek a mechanismu vzniku
vzniku zvuku. V hrudnim rejstiiku kmitd hlasivka celou svoji masou, hlasivka se
plné zavira a obé hlasivky na sebe narazeji, coz by bylo v numerickém modelu tieba
zv1ast zapocitat (razy). V hlavovém rejstitku kmitd pouze okrajova ¢ast hlasivkek,
které se plné zaviraji. Variantou hlavového rejstiiku je superfalzet (téz parcialni ton,
angl. whistle register), pii kterém se hlasivka ¢astecné zapne“ a kmitd pouze jeji
malé ¢ast. |18, s. 54| Pfi dy$ném tonu se hlasivky nedotykaji. Extrémnim piipadem
dys$ného tonu je fistule (falsetto), pii které se hlasova §térbina vibec nezavira.

Ruzné rejstiiky pouzivaji ruzné mechanismy, a proto je motoricky slozité mezi
nimi plynule prechazet. Ucelem pévecké vychovy je vytvofit plynuly piechod mezi
hrudnim a hlavovym rejstiikem.

Z uvedené klasifikace vyplyva, ze zkoumani izolované hlasivky (coz je nejjedno-
dussi pripad) odpovida fistuli a pro simulaci dalich typu hlasu je pot¥eba zapocitat

numericky slozité vlivy razu apod.

1.4 Dvourozmérnost problému

Pro feseni je podstatné, ze hlasivky se béhem fonace prodluzuji fadové srovnatelné
se svoji velikosti. Vzhledem k tomu, 7Ze tento problém feSime pouze dvourozmérné,
nemuzeme uvazovat napéti, které v hlasivkach vznika ve sméru kolmém na rovinu
feSeni. Na velikosti pri¢cného napéti také zavisi masa hlasivky, ktera kmita, takze se

od pri¢cného napéti odviji také vyska tonu.
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Kapitola 2
Teorie

Znaceni fyzikalnich veli¢in vychéazi vychézi ze zakladniho textu [9] a je shrnuto na
konci této prace. Zejména pak pouzivime nepfesné oznaceni stejnym symbolem pro
funkci polohy i indexu, majice na zfeteli predev$im fyzikalni vyznam dany korespon-
denci r = y; (x); srovnej odlisné [12].

Zvolené znaceni zpusobuje problém, Ze neodliSuje operator gradientu v mate-
ridAlnim a referenénim obrézku. Pokud neni z predchozich vztahi patrné, ze jde o
gradient v materidlovém obréazku, piSeme explicitné V, (napf. Reynoldsiv teorém a
dusledky). Pokud jde o materialy a definované tenzory, pak méame zpravidla na mysli
gradient v referen¢nim obréazku.

Co se ty¢e znaceni infinitezimalnich veli¢in, pfebiram intuitivni znaceni [21|. V
tomto smyslu je tieba brat

dt =71 -dS,

kde dS znaci plosny element, presnéji jde o linearni formu d.S predstavujici diferencial
k povrchu S (r) = konst.

Tenzory v této praci jsou vétSinou symetrické, a proto netieba rozlisSovat poradi
ve skalarnim soucinu. Stejné tak nerozliSujeme kovariantni a kontravariantni ten-
zory, protoze pracujeme v Eukleidové prostoru. Pokud v tenzorové rovnici vystupuje

skalarni ¢len, rozumi se, Ze jde o skalarni nasobek identického tenzoru.

2.1 Kontinuum

Zakladni poznatky o mechanice kontinua shrnuje |9]. Kontinuum je model spojitého
prostiedi, které sestava z fyzikdlné nekonecné malych c¢astic, které husté vyplhuji

referencni oblast. Fyzikdlné nekonecné mald cdstice se realizuje jako ¢astice mnohem

11



mensi nez rozliSovaci schopnost mériciho ptistroje, le¢ vétsi nez jednotlivé molekuly
materidlu. Méreni fyzikdlnée nekonecné malyjch casovijch intervali pritom probiha
po cas kratsi, nez se projevi makroskopické zmény, ale v ¢ase mnohem delSi nez je
vibra¢ni perioda molekul materidlu. |9, s. 156]

Kontinuum je matematickd abstrakce usporddani fyzikalné nekone¢né malych
castic a jejich pohybu ve fyzikalné nekonecné malych ¢asech tak, aby byly dobte
definovany limitni procesy Ax — 0 a At — 0 (jako v matematické analyze v R™).

2.2 Referenc¢ni oblast

V souladu s popisem [12] uvazujme téleso, které zabira omezenou oblast  C R3 s
hranici I' = 0. Tuto oblast, kterd nemusi mit nutné nédzorny fyzikalni vyznam, nazy-
vejme referenéni oblast. (V této praci vSak bude mit vyznam polohy pied deformaci,
coz je v pripadé pocatecniho klidného stavu standardni volba.)

Podobné, jako jsme skupinu bodi oznacovali pfirozenym indexem ¢ € N, ozna-

¢ujeme u kontinua body spojitym indexem x € (2.

2.3 Pohyb

S casem se pusobenim sil méni rozlozeni hmoty télesa a oblast, kterou v prostoru
zabird. Céstice s pevnym indexem se v Case pohybuje. Zobrazeni referencni oblasti,

které indexu prirazuje polohu v prostoru ve zvoleném case ¢, znacime

Xt:Q — Qt

X +— T.
Diky této konstrukei tvoii x; pro ¢ € R komutativni grupu a spliuje
1. spojitost,
2. xo =1,

3. Xt+tr = Xt O Xv'-

12



2.4 Prechod mezi bazemi

Uvazujme nyni obrazy vektoru dualni baze y; (dz;).
dr; = Vr-dz,

kde jsme zavedli deformacni gradient F' = (Vr)T, ktery je linedrnim zobrazenim z
referenéniho do materidlového obrazku (dvoubodovy tenzor). Rovnob&znostén dz! A

- Ada? se tedy zobrazil na

Definujeme relativni zménu objemu J = det F'. Relativni zména objemu pak casto
bude vystupovat ve vztazich s objemovymi integraly pii prechodu mezi obrazky.
Rovnobéznostén nesmi zobrazenim y; degenerovat do nizsi dimenze, odkud vyplyva
s ohledem na vlastnosti zobrazeni y; podminka J > 0.

Matematickd poznamka (srovnej obdobné [10]): Ozna¢me D = det {a;;} a D;; =

oD
Baij .

formule

7 multilinearity determinantu a nulovosti pii stejnych tfadcich plati Jakobiho

Z Dikajk = 5ZJD = Diy = CLT_m-D, (21)
k

-1 . ., . . L,
kde a,,; zna¢i mi-ty prvek matice inverzni k {a;;}.

Podle predchozi matematické poznamky (2.1) dostaneme pro deformaéni gradient

—— =JF". (2.2)

2.5 Materialni ¢asova derivace

Materialni casova derivace je Casova derivace, pii které se neméni index castice x.
Tato casova derivace vystupuje piimo ve fyzikdlnich zakonech, a proto je nutné ji dat
do vztahu s derivaci v referen¢ni konfiguraci, kde probiha vypocet. Jak uvadi |12,
s. 24|
d Q} Lagrange
-~ ot I1x g g
dt 0 )

x a}rjtv V. Euler,

&~
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kde v znaci rychlost pohybu a V. znaci operator gradientu v materialovém obréazku.
V této praci studujeme chovani pevné latky, takze pouzivime vesmés Lagrangetv
pohled.!

Nyni spocteme materidlni ¢asovou derivaci Jakobianu

dt  9F,; dt  OF; 0z,

2.6 Reynoldstiv teorém

Pro prevod materialni ¢asové derivace se pouziva Reynoldsiv teorém

d (2.3)/ dp
— dV = - - vid 2.4
i/, 7 Qt{dtﬂpV v|dV (2.4)

2.7 Deformace kontinua

Piasobenim sil se ¢astice s puvodni polohou x (kterou jsme pouzili i pro znaceni
indexu) dostane v ¢ase t do nové polohy r = x,(x). Kvantitativnim vyjadFenim
deformace v malém okoli pevné ¢astice x je tenzor deformace.

Zavedeme vektor posunuti vztahem

Necht v bodé x je posunuti u; v malém okoli tohoto bodu se posunuti méni

diferencovatelné a pro blizky bod x + Ax lze psat
u =u+ Vu- Ax.

Podle [9, s. 159] a [22, s. 130] je pak (Greenuv) tenzor deformace € v uvazova-
ném bodé x kvadraticka forma, ktera vektoru Ax pfifazuje rozdil kvadratu vzdale-

nosti bodu x + Ax a x ptred pohybem a po ném:

o' —u+ Ax|® — [|Ax]* = [|Vu-Ax+ Ax|® — [|Ax]?
— Ax- [(Vu +1)(Vu+ 1) — 1] - (Ax)T
— 2Ax-e-(Ax)",

!Eulertiv pohled se pouziva pro tekutinu, takZe by byl vhodny pro popis vzduchu, ktery hlasiviku
obtéka. Pritom se pouziva tzv. ALE metoda, kterd zohlediuje pohybujici se hranici. [1]

14



kde
2% = Vu+ (Vu)" + {Vu : (Vu)T} . (2.5)

Clen ve slozenych zavorkach odpovida pravé velkym deformacim, které v této praci
uvazujeme. (Obvykle se tento ¢len zanedbava a pak se mluvi o malych deformacich.)
Tenzor deformace je zjevné symetricky.

Kvadratickou formu tenzoru deformace mizeme vyjadfit rovnéz pomoci Cau-

chyho deformac¢niho tenzoru C' = || F'||. Obdobnym postupem jako vySe dostaneme

2e=C—1. (2.6)

2.8 Tenzor rychlosti deformace

Tenzor rychlosti deformace vystupuje v zakonu zachovani energie (tab. 2.1) a v
nékterych reologickych vztazich, predevsim u tekutin. Tenzor rychlosti deformace n

definujeme pomoci tenzoru deformace

_ds

== (2.7)

n

2.9 Tenzor napéti

Tenzor napéti T zavedeme vztahem
dt =71 -dS, (2.8)

Jde tedy o linearni zobrazeni, které normalové orientované plosce dS prifadi povr-

chovou silu dt. Existenci limity 7 pro dS — 0 postulujeme [12, s. 35].

2.9.1 Zakony zachovani

Pomoci tenzoru napéti uz miuzeme formulovat vSechny zakony zachovani (tab. 2.1).
Symetrie prostoru vic¢i operacim prostorové translace, prostorové rotace, casové
translace implikuji po fadé zakony zachovani hybnosti, momentu hybnosti a energie.
V nerelativistickém priblizeni plati i zakon zachovani hmotnosti.

Abstraktné feceno, zachovavajici se velicinu V lze napsat jako integral z jisté
funkce a materidlova Casova derivace tohoto integralu musi vymizet. Pomoci Rey-

noldsova teorému (2.4) pfevedeme rovnice v integralnim tvaru do diferencialniho

15



Invariant ‘ Integralni tvar ‘ Diferencidlni tvar

Hmotnost o ]
m=[pdV ar =0 Y4 pV.v=0
Hybnost dp -
p=[pvdV T =¢7 dS+ [pfdV V.14 pf = p&¥
1\L/10;nefn;rh>y<b‘r,13s‘31 LT —frxr-dS+ [pxxfdV SE—"
Energie d(’i:-f) — . —
K+é=[(3v2+e)pdV | $(v-T—-q)-dS+ [pv-fdV Tin—-V-q=pg

Tabulka 2.1: Zakony zachovani v materialnim obrazku podle |12, s. 41n] a |9, s. 187]
(neuvazujeme vnitini zdroje energie). Objemové integraly [ jsou pies objem €,
povrchové integraly ¢ jsou pies povrch I'y = 9€;. Bilan¢ni rovnice uvadim jednak v
globalnim tvaru, jednak v lokdlnim tvaru.

tvaru.
V pripadé hlasivek nebudeme uvazovat energetické zdroje a druhy termodyna-

micky zakon, protoze jejich vliv je zde zanedbatelny.

2.10 Reologie

2.10.1 Konstituéni rovnice

Dosavadni rovnice nepostacuji k obecnému feSeni problému pohybu hlasivky jako
kontinua pro deset neznamych, které jsou slozkami neznamgych poli p, u a 7. Proto
je nutné dodat dalsi rovnice, které jsou specifické pro kazdy material (konstituéni
rovnice). Podle [12, s. 62] 1ze v nasem piipadé zapsat nejobecnéji konstitu¢ni rovnice

jako funkcionél zavisly na pohybu v celém predchozim ¢ase (princip determinismu)

Tx,t)= F [p&E,t),xv(X),x].
x €
<t

Pomoci principu lokalni akce |12, s. 63| postulujeme pro jednoduché materiély,

ze ve funkcionédlu hraje podstatnou roli pouze malé okoli bodu x

P (X,a t/) ~op (X> t,) + Vp (X> t,) - Ax
o () ~ (9 +F (1) Ax,

kde Ax = X' — x a upozoriujeme na to, ze funkcional stale uvazujeme pies vSechny
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prechozi ¢asy. Pomoci dalsich avah, jako je vyjadritelnost hustoty pomoci Jakobianu
transformace a tedy i pomoci F' dospéjeme k obecnému (¢isté mechanickému) vyrazu
T(x,t)= F [v(t'), F(x,t),x].
<t
Pomoci podminek objektivity veli¢in pii transformacich soufadnic a polarniho
rozkladu muzeme zavislost zapsat v redukovaném tvaru [12, s. 67|
T(x,t)= RF [C (x,t),x] R,
t'<t
kde C = ||F|| zna¢i Cauchyho deformaéni tenzor (2.6) a R ortogondlni tenzor v
polarnim rozkladu F' = V R.
Dalsi podstatné zjednoduSeni piinaseji véty o reprezentaci; obecny postup [12,
s. 87| budeme aplikovat na reologii hlasivky. Pokud mame tenzorovou funkci pouze

jednoho tenzoru C, ktera spliiuje podminku izotropie, lze odvodit, ze obecna zavislost

musi vypadat
7(C)=R (ao +a,C + a2C2) R", (2.9)

kde a; (I;) jsou funkce invarianti tenzoru C'. Invarianty I; tenzoru druhého fadu ve
tfech dimenzich jsou stopa, stopa ¢tverce a determinant, jak vyplyva z charakteris-

tického polynomu:

Il = TrC
L — % (e C)? - Tr C?]
Ig = detC.

Vysledkem této sekce je obecna zavislost (2.9), kterda musi byt zékladem libo-
volné formulace konstitutivnich rovnic pro material hlasivky, specidlné vSsak bude
zakladem nelinearnich rovnic, které bude v dalsim studiu hlasivky nutno vyuzit.
Pouzitelnost (2.9) je vSak ponékud limitovana tim, ze konkrétn{ tvar funkénich za-
vislosti nezndme a je obtizné ho experimentalné zmérit. Proto se z praktickych du-
vodi pouziva linearni model, u kterého jsou fyzikalni konstanty hlasivky zméteny.
V konkrétnim modelu mize byt uvazovano jeji slozeni napiiklad z nékolika vrstev s

ruznymi fyzikalnimi vlastnostmi (napf. [11]).
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Nazev ‘ Lokalni tvar rovnice

Linearni a izotropni material (2.10) T =241+ AV -u

Zakon sily (tab. 2.1) V.1 +pf = p‘é—‘t’

Moment hybnosti (tab. 2.1) T=1"

Tenzor deformace (2.5) 2 = Vu+ (Vu)' + {Vu~ (Vu)T}

Tabulka 2.2: Shrnuti matematickych rovnic, které budeme vyuzivat v pripadé nume-
rické simulace hlasivky.

2.10.2 LineAarni model

Jak ukazuje [12, s. 89|, linearni model je nejjednodussim piipadem zavislosti na
tenzoru deformace. (V naSem piipadé v8ak uvazujeme velké deformace, které |12]
pro jednoduchost neuvazuje.) Piedpokladame linearni zavislost napéti na deformaci
|2, s. 37]

T=C-¢,

kde C je tenzor ¢tvrtého fadu v Hookové zakoné. Specialné u izotropnich materiala
lze psat
T =2ue + AV - u, (2.10)

kde i a A jsou Laméovy parametry, které vyjadiime pomoci Youngova modulu pruz-

nosti £ a Poissonova ¢isla s

Esx FE

ARl PR Y g g

2.11
152 (2.11)

Prvni vztah plati podle |2, s. 38] pouze ve dvourozmérném piipadé.
Rozumi se, ze ve vyrazu (2.10) znac¢i druhy ¢len na pravé strané nasobek jednot-

kového tenzoru.

2.11 Shrnuti aplikovatelnych rovnic

V tomto konkrétnim piipadé uvazujeme zdkony zachovani ve tvaru uvedeném v
tab. 2.2. Jak vyplyva z tabulky, viibec neuvazujeme vnitini energii materialu (tedy
ani tepelné toky apod.), kterd v piipadé hlasivky feseni pfilis neovliviiuje. Velké ko-
lisani teploty v oblasti hlasivek je nadto vylouceno, protoze by mohlo poskodit jejich
tkan. Hlasivky se v tom piipadé vSsak mnohem diive poskodi mechanickou deformact,

takZe dalsi fonaci znemozni.
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2.12 Slabé reSeni a metoda konec¢nych prvki

Metoda kone¢nych prvku je matematickd metoda feSeni parcidlnich diferencialnich
rovnic, kdy referen¢ni oblast rozdélime triangulaci na trojihelnikové podoblasti, na
kterych aproximujeme hledané funkce polynomy z prostoru P, ktery upiesnime poz-
déji. Tyto polynomy, které maji kompaktni nosi¢, nazyvame testovaci funkce. Pu-
vodni parcidlni diferencialni rovnici jsme puvodné zapsali v tzv. silné formulaci. Vy-
nasobenim testovaci funkci z prostoru P a integraci pres referen¢ni oblast €2 ziskame
slabou formulaci parcidlni diferencialni rovnice, kterou lze jiz prevést na reSeni sou-
stavy rovnic.

Uvazujme staticky ptfipad metody konecnych prvki, kdy v tab. 2.2 plati % = 0.
Dale predpokladejme malé vychylky, tj. v tab. 2.2 berme {...} = 0. V numerickém
vypoctu se tento Clen nejprve linearizuje, nicméné pro jednoduchost ho nebudeme
uvazovat.

Déle budeme ve formulovéni slabé rovnice postupovat zptisobem uvedenym v [5].

Nejprve dosadime provedeme proceduru podle prvniho odstavce u zdkona sily
/ Ve (Vor) 4+ pv-fldx = 0. (2.12)
Q

Uvazme piitom dva typy okrajovych podminek na hranici I' = 02 = I'p U T'y:

u = uy nalp (Dirichletova) (2.13)
t = to naly (Neumannova), .

kde t = 7 - n znadi vektor tlakové sily. Integraci (2.12) per-partes piepiseme prvni

¢len

/V-(V'T)d3X: %(V-T)-dS—/T:VVd?’X:—/pV-fd?’X.
Q r 0 Q

Dosazenim konstitucni rovnice linedrniho a izotropniho materialu ziskame

/va-fd?’x+y§(v-t)d5:/9[u(vu+(Vu)T)+w-u] . Vv dx.

Uvazujeme-li pro kone¢nérozmérny prostor matic libovolnou normu, mizeme de-

finovat prostory
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U = {ulllull.[Vul € £ (9), plati (2.13)}
V o= {v[|v],|Vv]| € L*(Q),v=0nalp},

coz jsou podprostory Sobolevova prostoru H'(€2). Ted muZeme pro funkcionél
1
¢ (u,v) = / bu (Vu + (Vu)T> <Vv + (VV)T> +A(V-u)(V-v)| d®x
Q

zformulovat dlohu

/va-fdi”x+§1§(v-t0)d5 = ®(u,v), (2.14)

r

kde jsme pouzili okrajové podminky, vlastnosti prostori a symetrizovali jsme ¢len s
Vv, ktery kontrahujeme se symetrickym tenzorem. Funkcional ® (u,v) je pro malé
vychylky symetricky; pro velké vychylky by piibyl dalsi ¢len, ktery tuto symetrii
rusi. Tento ¢len se musi zapocitat zvlast iterativnimi metodami. Slaba formulace
tlohy znamen4, ze pokud pro v8echna v € V plati rovnost (2.14), pak u € U je slabé
feSeni dlohy.

tlohy (2.14) v konec¢né dimenzionalnim podprostoru U (Galerkinova metoda). Po-
dobné vektory v bereme pouze z konecné dimenzionalniho podprostoru V. Zpravidla
se voli prostor polynomil k-tého stupné P*). Podle vlastnosti tohoto prostoru se roz-
liSuji jednotlivé typy Galerkinovy metody, zejména lze kazdy konec¢ny prvek rozdélit
na mensi podobné prvky a predepsat rovnice pro tyto ,ynitini uzly®.

Oba vektory lze napsat jako linearni kombinace bazovych vektort. Pritom mame
volnost v tom, jaké bazové funkce si zvolime. |13, s. 45| naptiklad uvazuje spojité,
po castech linearni funkce, které maji kompaktni nosi¢ a existuje takovy bod, ze
se v kazdém sméru vychazejicim z tohoto bodu linearné snizuji do nuly (tvar ,Spi-
Caté Cepice’). Moje prace pouziva v numerické simulaci zejména kvadratické koneéné
prvky.

Dosazenim tvaru linearni kombinace do ulohy (2.14) ziskdme matici tuhosti a
vektor zatizeni (podrobné napi. [13, s. 37]). Vyhoda volby funkeci ve tvaru Spicaté
Cepice spociva v tom, ze vysledna matice tuhosti je fidka a vhodna pro numerické
VypocCty.

Vyiesenim soustavy ziskame i ptiblizné feSeni tulohy (2.14). Vzhledem k tomu, ze

tento postup je v programu Elmer jiz automatizovan, odkazujeme na podrobny popis
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v ucebnici |22], na text |1] nebo na zdrojovy kod procedury StressSolve, o které
bude fec¢ pozdéji. Jednotlivé typy konecnych prvki, které program Elmer pouziva,

shrnuje manudl [3, s. 105].
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Kapitola 3

Numericka implementace

3.1 Schéma pouzitych programit

Vzhledem k provazanosti jednotlivych programi povazuji za vhodné uvést schéma,

Vvt

vvvvvv

e Gmsh — geometrie a sit

e ElmerSolver — numerickd simulace
nebo objemovych sil
— Procedura na reSeni rovnice:

% StressSolve — feSeni pii malych deformacich (2.5) nebo

« ElasticSolve — feSeni pii velkych deformacich (2.5)

e ElmerPost — grafické zpracovani vystupu do obrazku
e awk — zpracovani textovych vystupu do vstupniho formatu program gnuplot

e gnuplot — zpracovani grafu ¢asovych zavislosti
y

'V3echny pouzité programy jsou svobodné dostupné za podminek licence GNU GPL nebo poz-
dgjst.
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Obrazek 3.1: Geometrie prufezu hlasivkou. Tvar jsem modeloval piiblizné podle |19,
11]. (Pfesny tvar neni vzhledem k variacim u jednotlivych lidi a podrobnosti uva-
zovaného modelu rozhodujici.) Hranice télesa I'; je na obrazku vyznacena tucné a
sklada se z dolni hranice, ktera je pfimé pevné, a z horni hranice ve tvaru vyduti, kde
predpisujeme ruzné okrajové podminky. Rozméry obrazku jsou popsany v sekci 3.2.

Obrazek 3.2: Triangulac¢ni sit vygenerovana programem gmsh podle zadanych para-
metri. Rozméry obrazku jsou popsany v sekci 3.2.

3.2 Parametry geometrie

Hlasivku v prifezu uvazujeme tak, ze ma $itku 5,0 mm a vysku 2,5 mm (podle [7]).

Geometrie prufezu hlasivkou odpovida dosud uvazovanym modelum (obr. 3.1).

3.3 Parametry triangulacni sité

Sit jsem vytvoril v programu gmsh a nasledné jsem ji konvertoval do vstupniho for-
matu programu ElmerSolver. Pfitom jsem musel manualné zmensit velikosti, aby
odpovidaly predpokladanym rozmérum hlasivky podle predchozi podsekce. Parame-

try triangulacni sité shrnuje tab. 3.1 a samotnou sit zachycuje obr. 3.2.
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Parametr ‘ Pocet ‘

Pocet uzlu 952
Pocet 2D konecnych prvki 261
Pocet 1D konec¢nych prvki 68
Pocet uzlovych prvkua (101) 2
Pocet kvadratickych tseckovych prvka (203) 66
Pocet kvadratickych trojihelnikovych prvki (306) 82
Pocet kvadratickych ¢tyfahelnikovych prvka (409) 179

Tabulka 3.1: Parametry triangulac¢ni sité. Pouzivame 4 rizné typy konec¢nych prvku.

‘ Velic¢ina ‘ Hodnota ‘
Hustota p=1040kg - m~3
Modul pruznosti | £ = 10 kPa
Poissoniv pomér | 0 = 0,4

Cinitel tlumeni D=0,1

Tabulka 3.2: Materidlové konstanty linearniho a izotropniho modelu pruiezu hla-
sivkovou tkani (podle [7]). Je tfeba dodat, ze pfesna méfeni fyzikalnich parametri
hlasivky nejsou k dispozici, protoze zavisi na fyzickych dispozicich konkrétniho clo-
véka, zpusobu vyuziti (pévecky hlas), hydrataci apod. Navic hlasivka sama je tvofena
nékolika vrstvami, které maji zasadné odlisné fyzikalni vlastnosti, a predpoklad izot-
ropie u jednotlivych vrstev rovnéz neni splnén.

3.4 Parametry materialu

Material charakterizujeme v nejjednodussim piipadé jako linearni a izotropni podle (2.10).

Piislusné materidlové konstanty shrnuje tab. 3.2.

3.5 Pevna okrajova podminka

Pro dolni hranici hlasivky (obr.3.1) uvazujeme ve vSech piipadech okrajovou pod-
minku u = 0, podle niz je material hlasivky pevné pfipojen ke tkani a nevychyluje se.
Okrajové podminky pro volnou hranici jsou v dale uvazovanych piipadech vylozeny

zv1ast. Objemové sily jako tihovou silu zanedbavame.

3.6 Pouzité numerické metody

Numericka simulace vychazi z metody BDF druhého fadu (konkrétni metoda vsak
jde nastavit). Tato metoda je implementovana pfimo v programu ElmerSolver a

je dobfe zdokumentovani. Metoda BDF vyuziva k vypoctu ¢asovych derivaci hod-
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noty v predchozich c¢asovych krocich. Podrobnosti lze v ptripadé potieby dohledat
v literatute [15], [14, s. 172]. Pro zahrnuti nelinearniho ¢lenu u velkych deformaci
pouziva program Elmer iterativni metody. Tyto metody dokumentuje [3, s. 27| nebo

lze nahlédnout primo do zdrojového koédu.
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Kapitola 4

Vysledky

Pro demonstraci funk¢nosti numerického modelu hlasivky jsem vybral dva ptiklady,
které ilustruji statické a dynamické zatizeni hlasivky. V obou ptipadech pusobime na
hlasivku silou ve svislém sméru. Plsobi$té sily se omezuje na malou oblast, ktera
odpovida oblasti uchyceni pri natahovani. V naSem piipadé sila piisobi rovnomérné

na povrchu hlasivky s vodorovnou soutadnici mezi 4,1 mm az 4, 7 mm.

4.1 Statické zatizeni hlasivky

V ptipadé statického zatizeni ma tlak vyvolany zatizenim v ¢ase konstantni velikost
po a v rovnicich v tab. 2.2 plati ‘é—‘t’ = 0. Simuloval jsem zatizeni p, = 1kPa, které
zpusobilo na hlasivce malé vychylky. Nasledné jsem simuloval zatizeni py = 5kPa,
které zpiisobilo na hlasivee velké vychylky. Ucelem téchto simulaci bylo ukazat, ze
v rovnici pro tenzor deformace (2.5) je nezbytné uvazovat i ¢len velkych deforma-
cich, pokud jde o napéti, kterd se mohou vyskytovat v hlasivce. Vysledky simulace

statického zatizeni hlasivky jsou shrnuty na obr. 4.1.

4.2 Dynamické zatizeni hlasivky

V pripadé dynamického zatizeni ma tlak vyvolany zatizenim v ¢ase harmonicky pri-

béh podle rovnice
t
p(t) = posin (27TT) ,

kde T = 0,01s znaci periodu zatizeni a py = 1kPa amplitudu tlaku. Uvazované
periodé odpovida frekvence 100 Hz; jde tedy pftiblizné o frekvenci muzského hlasu v

hrudnim rejstiiku.
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Zatizeni Velké deformace Malé deformace

po = 1 kPa

Po = 5kPa

Obréazek 4.1: Statické zatizeni hlasivky. Tabulka je rozdélena jednak na malé a velké
deformace podle toho, zda je v rovnici (2.5) uvazovan nelinearni ¢len, jednak podle
zatizeni. Obrysova ¢ara vymezuje hranici télesa v nezatizeném stavu. Barva obrazku
kvalitativné vyjadiuje velikost posunuti u. Rozmeéry obrazku jsou popsany v sekci 3.2
na strané 23.

V této simulaci jsem jiz uvazoval pouze model velkych deformaci, ktery dava pires-
néjsi vysledky. Pro prezentaci vysledki jsem si zvolil konkrétni bod x = (4,57; 2, 14) mm
na povrchu hlasivky v oblasti zatizeni a jeho pohyb jsem sledoval v ¢asovém intervalu
nékolika period, dokud jsem nepozoroval ustaleny stav. Vysledky pozorovani shrnuje
graf na obr. 4.2, ktery je pfibliZzen pro snadnou orientaci na obr. 4.3 (za¢atek pohybu)

a obr. 4.4 (ustaleny pohyb). Pro nazornost jsem vynesl i pfibliznou trajektorii bodu
pohybu (obr. 4.2). Nakonec jsem vynesl tvar hlasivky pfi ustaleném kmitani ve dvou

extrémnich polohéach (obr. 4.5).
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Obréazek 4.2: Souborny pohled na dynamické zatizeni hlasivky — posunuti pevného
bodu ve vodorovném smeéru v zavislosti na ¢ase. Prvni graf ukazuje prubéh vodorov-
ného posunuti pii piisobeni harmonickou silou (polovina simulovaného ¢asu). Druhy
graf ukazuje jednotlivé body trajektorie vybrané castice v case mezi 1,15 az 2,23 s
od pocatku pohybu. Spojnicové ¢ary jsou pouze voditko pro o¢i a nevystihuji prubéh
trajektorie.
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Obréazek 4.3: Dynamické zatizeni hlasivky na pocatku zat

bodu v jednotlivych smeérech v zavislosti na case.
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posunuti u, [mm]

Y

0,2 0,205 0,21 0,215 0,22 0,225 0,23 0,235 0,24 0,245 0,25
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Obrazek 4.4: Dynamické zatizeni hlasivky pfi ustaleném pohybu — posunuti pevného
bodu v jednotlivych smérech v zavislosti na ¢ase pro ¢asy t € (0,20;0,25) s.
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b)

Obrazek 4.5: Dynamické zatizeni hlasivky pii ustaleném pohybu — celkovy tvar hla-
sivky ve dvou extrémnich ptipadech kmitani. Pro ndzornost jsem vybral dvé polohy
z useku znazornéného na obr. 4.4. a) Prvni obrazek znazorhuje hlasivku pro ¢as
t = 0,21265s, kdy je od zakladny vychylena nejvice. b) Druhy obrazek znazorhuje
hlasivku pro ¢as t = 0,2151 s, kdy se hlasivka primyka nejvice k zakladné. Obrysova
¢ara vymezuje hranici télesa v nezatizeném stavu. Barva obrazku kvalitativné vyja-
diuje velikost posunuti u. Rozmeéry obrazku jsou popsany v sekci 3.2 na strané 23.
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Kapitola 5

Diskuse

Vysledky statického zatiZeni jednoznacné ukazuji, ze pfi deformacich, kterym je hla-
sivka vystavena, je tifeba uvazovat rovnice mechaniky kontinua ve tvaru pro velké
deformace, jinak jsou vysledky zkresleny (obr. 4.1).

Pri dynamickém zatizeni jsem pozoroval, ze odezva na lokadlni harmonické buzeni
je nelinearni. Masa télesa puvodni silu moduluje, takze posunuti hlasivky ma jiz
jinou frekvenci (podle obr. 4.4 piiblizné dvojnasobnou), a dokonce méa cely pohyb
modula¢ni obélku (viz obr. 4.2 nahote), ktera ma délku piiblizné 15 period. Ac¢koliv
podobné parametry (vys$si harmonické a vibratto!) vykazuje i zdravy pévecky hlas,
ktery neni harmonicky stimulovan zavésem, ale pfirozené interaguje s tekutinou,
autor povazuje tuto souvislost s modulaci zakladniho tonu za nahodnou. Dynamicka
metoda ukazuje, ze hlasivka pii buzeném pohybu dospéje do ustaleného periodického
stavu. Priblizna trajektorie jednoho bodu je na obr. 4.2 dole. Z této trajektorie lze
priblizné odhadnout, kdy ma bod nejvétsi zrychleni.

Zvolena numerickd implementace v programu Elmer mé nevyhodu, Ze pii feSeni
velkych deformaci neumi vypsat napéti. Vypocet napéti je mozné doplnit ad hoc
pomoci zvlastni numerické procedury, které vSak z divodu rozsahu této prace nebylo
mozné vyuzit.

Vypocet napéti a zrychleni zvoleného bodu je stézejni pro analyzu poskozeni
tkané. V soucasnosti existuji dvé teorie o vzniku hlasovych uzlika (noduli). Podle
prvni vznikaji hlasové uzliky pii réazech, kdy se hlasivky dostavaji do kontaktu. Podle
druhé teorie vznikaji hlasové uzliky prostym naméahanim hlasivkové tkané, ktera pri
vyssich frekvencich vznikéd setrvacnosti hmoty hlasivky. V tomto piipadé nepiichazi

jiny nez matematicky piistup v avahu, protoze experimentalni metody nelze pouzit

L Vibratto je oznaceni pro kolisani hlasu v intenzité hlasu, p¥ipadné ¢astecné i ve vysce tonu, s
frekvenci okolo 5krat za sekundu.
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(skutecné hlasivky pii odiiznuti rychle méni parametry, umélé hlasivky z gumy se
rychle opotiebuji).

Nevyhodou uvedeného piistupu je redukce problému na dva rozmeéry. Zanedba-
vame pricné napéti, zpusobené nastavenim chrupavek a natazenim svali. Na piic-
ném napéti vSak zavisi masa kmitajici hlasivky, kterou je ve dvourozmérném piipadé

nutné umeéle nastavit vhodnymi materidlovymi konstantami.
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Kapitola 6
Z.2veér

Formuloval jsem rovnice mechaniky kontinua z bilan¢nich zakonu (tab. 2.1) a od-
vodil obecny vztah pro reologii ¢isté mechanického materidlu (2.9). Nasledné jsem
uvazoval jejich nejjednodussi pripad, ktery odpovida Hookovu zidkonu v izotropnim
materialu (2.10). VSechny matematické rovnice jsem shrnul do tab. 2.2. Rovnice jsem
prepsal do slabé formulace (2.14) a sestavil jsem model hlasivky pomoci kvadratic-
kych kone¢nych prvki.

Funkci modelu jsem ovéril diky programu Elmer ve statickém a dynamickém
pripadé zatizeni hlasivky. Ve statickém piipadé jsem prokazal, ze je tfeba uvazovat
rovnice s ¢lenem pro velké deformace (obr. 4.1). V dynamickém piipadé jsem zkoumal
odezvu hlasivky na harmonicky tlak a pohyb vybraného bodu v misté uchyceni
(tab. 4.2 a grafy na obr. 4.3 a 4.4). Zjistil jsem, Ze odezva neni linearni a je znaéné
ovlivnéna vlastnostmi materidlu. Bod v misté uchyceni se pohyboval po trajektorii
tvaru burského ofiSku. Znézornil jsem dva extrémni piipady, které charakterizuji
ustalené vibrace hlasivky (obr. 4.5).

V literatufe jsem nenaSel pojednani, které by zahrnovalo do simulace pohybu
hlasivek ¢len pro velké deformace. V tomto ohledu jde o nové vysledky. Piedev§im
vSak jde o prvni krok do budoucna v simulaci hlasivky. Pro ziskani realistického mo-
delu fonace bude nezbytné hlasivku propojit s modelem proudéni. Program Elmer
poskytuje vhodné prostiedi pro simulaci této interakce pomoci ALE metody. Dru-
hou moznosti budoucich kroki je implementace razi dvou hlasivek. Vzhledem k
numerickym obtizim spojenym s degeneraci sité je simulace razi hlasivek pri velké
deformaci slozitym problémem. Tteti moznosti zlepSeni je uvazovani vicevrstvé hla-
ze reologické vlastnosti lze jen obtizné experimentalné prozkoumat.

Vyhodou uvedené numerické implementace je komplexni prostfedi umoznujici
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zkouméni interakce struktury a proudéni, schopnost pouzivat normalovou a tangen-
ciadlni soustavu, volna dostupnost programu, moznost prizpusobovat si program a
doprogramovat pozadované procedury (napf. vypocet napéti). Nevyhodou je, Ze né-
které standardni operace (vypocet napéti) implicitné chybi a graficky vystup neni
prilis kvalitni a musi se dodélavat ruc¢né. Pokud bude doplnén vypocet napéti, bude
mozné lépe predvidat naméahani tkani béhem fonace a odhadovat jejich odolnost.
Zdrojové kody vSech programi a celé prace Ize nalézt na prilozeném kompaktnim

disku. VSechny pouzité programy jsou volné §ifitelné za podminek licence GNU GPL.
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Seznam pouzitych veli¢in a symboli

||| norma definovana pro matice jako vVa'a
skalarni soucin definovany u-v = > uv;

dvojny skalarn{ soucin definovany = :m =3, 7;m;

X vektor indexu (poloha v referenénim obrazku)
\Y gradient definovany vzhledem k referen¢nimu obrazku
V. gradient definovany vzhledem k materidlovému obrazku

(index ¢asto vynechavan, pokud nejsou pochybnosti)

r vektor polohy

t cas

S vektor orientované plochy s normalou n = S/ ||S||
dV element objemu

Xt zobrazeni z referencniho do materialového obrazku
u vektor posunuti

F dvoubodovy tenzor deformac¢niho gradientu

R ortogonalni tenzor v polarnim rozkladu F' = VR
1% symetricky, pozitivné definitni tenzor v polarnim rozkladu F = VR
C Cauchyho deformacni tenzor

€ tenzor deformace

n tenzor rychlosti deformace
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f sila na jednotkovou hmotnost
@ -dS plosné sila

d . dV objemova sila

J jakobian transformace F

p hustota

T tenzor napéti

\% rychlost

& vnitini energie

e vnitini energie na jednotku hmotnosti
K kineticka energie

q vektor tepelného toku
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