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je Liouvillova rovnice. Odvozeni vztahu se vénuje prvni ¢ast prace, v niz také
shrnujeme nékteré poznatky o jeho vyuziti v geofyzice. Pro feSeni rovnice jsme
navrhli metodu, ktera vychazi z jednokrokové numerické metody integrace typu
Runge-Kutta. V druhé ¢asti prace pak aplikaci metody na modelové vyvoje ten-
zoru setrvacnosti sledujeme, jak rotacni chovani planet zavisi na pohybu hlavnich
0s, a testujeme meze pouzitelnosti zvolené metody. Zkouméame také, jak se na
vysledku projevi rotacni deformace a zda jsme se pti navrzeni metody nedopustili
neopravnénych aproximaci.
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Abstract: In the present work we study the effects of mantle convection on move-
ment of the poles of rotation within planet-sized bodies. First part deals with
derivation of the Liouville equation, which is a fundamental relation in our work.
We also focus on certain aspects of its application in geophysics. In the second
part we develop a method of solution of the equation, based on the one step
Runge-Kutta method. Thereafter we observe how the poles of rotation follow
the movement of axes of figure and we test the limits of the method’s applicabil-
ity. We do so by test run on simple models of mantle convection. The outcome
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Uvod

V této praci se zabyvame vlivem deformace na pohyb rotacni osy téles ve Slunecni
soustave. Nejddle je v tomto sméru piirozené studium nasi planety. Pohyb a
zménu velikosti vektoru thlové rychlosti rotace Zemé lze velmi presné mérit
(metody méteni shrnuje napiiklad zde hojné citovand monografie [1]) a zaroven
jsme schopni predikovat, jak tento pohyb ovliviiuji nékteré geofyzikalni a geo-
logické procesy. Zakladni praci v tomto sméru je opét [1], existuje ovsem mnoho
navazujici literatury. Za vSechny zminme alespon préce [2] a [3], projevim ledov-
cového zatizeni se v soucasnosti vénuje [4]. Porovnanim naméfenych dat s predikef
tak muzeme posuzovat kvalitu modelu, které byly k predikci pouzity. Napiiklad
zméteni periody tzv. Chandlerova kolébani v minulosti vedlo k vylouc¢eni nékterych
uvah o struktufe Zemé, jak zminuje [5].

Tvar nasi planety je blizky ekvipotencidle souctu gravitacniho a odstiedi-
vého potencialu a rotace je proto stabilni, pozice rotacni osy v Zemi prak-
ticky neménna (viz diskuze v sekci 5.4, [1]). Z téchto duvodu lze pii jejim
studiu vyuzit linearizované verze Liouvillovy rovnice. Ne vSechny planety ovsem
vykazuji takové rotacni chovani. U nékterych je dynamické zplosténi jen tézko
odlisitelné od topografie, u dalsich pak existuji indicie, ze rotac¢ni osa v nich v
minulosti vyrazné putovala. Znamy je pripad Marsu, u néjz lze takovy posun
odhadovat na zdkladé studia povrchovych krateru (problematice se vénuje [6]).
Fyzikdlni pricina zmény rotace planet muze byt ruznoroda. Zde se zameéfime
na vliv termalni konvekci zpusobené deformace télesa. Snazime se navrhnout
metodu feseni nelinearizované Liouvillovy rovnice, abychom lépe objasnili vztah
mezi deformaci téles planetarnich rozméru a pohybem jejich rotac¢ni osy. Mohli
bychom tim pomoci i studiu ledového mésice Jupiteru - Enceladu, u néjz je
vyraznym zdrojem energie slapové tieni, zavisejici na natoc¢eni Enceladu vuci
Jupiteru. Informaci o tomto natoceni lze ziskat pravé z pozice rotacniho pélu,
tedy z pruseciku rotaéni osy Enceladu s jeho povrchem. Problematikou Enceladu
se zabyva [7].

Prvni az tieti kapitola maji resersni povahu. V prvni z nich se vénujeme
odvozeni Liouvilovy rovnice, ve druhé pak volbé referen¢ni soustavy, abychom
oztejmili fyzikalni vyznam spocteného. Na tomto misté také diskutujeme rotaéni
deformaci, jejimuz vlivu je tfeba se v pripadném navazani vénovat dukladnéji a
obecnéji. Tteti kapitola shrnuje rysy pohybu volného setrvacéniku, se kterymi se



setkavame v prubéhu celé prace. V druhé ¢asti popisuje linearizovanou verzi
Liouvillovy rovnice a ukazuje néktera jeji feSeni. Zaroven zde vysvétlujeme,
pro¢ nelze linearizovaného schématu pro sledovany ucel vyuzit. Ve ¢tvrté kapi-
tole navrhujeme numerickou metodu feseni nelinearizované Liouvillovy rovnice
a naznacujeme néktera tskali s ni spojend. Technické detaily vypocetni realizace
metody jsou nastinény v ¢asti popisujici strukturu vypocetniho programu, jehoz
kopie je v prtiloze ¢.1. V posledni kapitole pozorujeme, jak se rota¢ni pél chova
pro jednoduché modely termalni konvekce.



Kapitola 1

Odvozeni Liouvillovy rovnice

1.1 Liouvillova rovnice

Spojenim druhé véty impulzové a vztahu pro ¢asovou derivaci vektoru v pohy-

d

bujicich se soustavéich (%) fized = (%37 )mov + W x W vznikne vektorova rovnice

(%)mou‘l‘ﬁX?:ﬁE, ([)

E
kde B znaci moment hybnosti a M moment vnéjsich sil. Vyjadiime-li vztah (1)
v soustaveé spojené s télesem a dosadime-li za vektor momentu hybnosti, ziskdme
Liouvillovu rovnici ([1])

%(JZJQ] -+ hz) -+ Eiijj(Jlel + hk) = i, (II>

kde J;; jsou slozky tenzoru setrvacnosti, 2; slozky vektoru thlové rychlosti
rotace, h; slozky vektoru relativhiho momentu hybnosti, u; slozky momentu
vnéjsich sil a €5, Levi-Civituv symbol. V praci pouzivame s vyjimkou ¢ésti 1.2
Einsteinovu sumac¢ni konvnci. Vyznamu vSech pouzitych symbolia ve vztazich
(I) a (II) se vénujeme podrobnéji v dalsich ¢astech kapitoly.

Pti znalosti rozlozeni hustoty v planeté, casového vyvoje jeji deformace a mo-
mentu vnéjsich sil na planetu pusobicich spoc¢teme pomoci Liouvillovy rovnice
casovy vyvoj vektoru thlové rychlosti rotace télesa. Jak jiz bylo naznaceno v
uvodu, ve fyzikalni praxi se rovnice vyuziva i obréacené. Naptiklad lze ziskat infor-
mace o tenzoru setrvac¢nosti Zemé, zndme-li frekvenci tzv. Chandlerova kolébani,
tedy z pohybu rotac¢niho pélu. Pro nas bude (I1) zékladnim vztahem pro vypocet
casového vyvoje vektoru uhlové rychlosti rotace.



Zde naznaceny postup odvozeni Liouvillovy rovnice si zaslouzi hlubsi roz-
bor, prestoze se rovnice piilis nelisi od znamého vztahu pro vypocet pohybu
setrvac¢niku z klasické mechaniky. V ucebnicich klasické mechaniky se totiz setka-
vame prevazné se setrvacniky, které jsou tuhymi télesy a maji "bod pevny v
prostoru”. Ani jednu z téchto vlastnosti vSak nami studovana télesa nemaji;
deformuji se a konaji vuéi inercidlni soustavé zrychleny pohyb (obihaji kolem
Liouvillovy rovnice, avSak v literatufe jim neni vénovana priliSna pozornost.
Proto si jednotlivé kroky odvozeni projdeme podrobnéji. To je také duvod, pro¢
jsme doposud uvedené vztahy lehce odbyli. Neuvedli jsme, vuéi jakému bodu se
zminéné momenty uvazuji, v jaké soustavé se méri, ani presny vyznam vektoru
W. Budeme se tomu vénovat nize.

1.2 Druha véta impulzova

Podstatou Liouvillovi rovnice je druhé véta impluzova. Uvedu zde jeji slovni for-
mulaci z [8]: ” Casova derivace celkového momentu hybnosti soustavy hmotnych
bodu je rovna vyslednému momentu vnéjsich sil pusobicich na soustavu. Podminka
rovnosti je, ze moment hybnosti a moment sily je pocitan vzhledem k témuz
bodu”. Pii odvozeni druhé véty impulzové A. Havranek zavadi inercidlni sous-
tavu a vyuziva toho, ze vztazny bod je vidi inercialni soustavé v klidu. V nasem
pripadé tomu tak neni. Zavedeme sice inercidlni soustavu (¢emuz se vénuje ¢ast
1.4), ale vztazny bod v ni kond zrychleny pohyb. Projdeme si proto odvozeni
druhé vety impulzové z [8] a zkusime jej upravit, aby platilo i pro nas piipad.
Jednd se o rovnice 3,33-3,37 a 5,38-5,49 z [§]:

?:(?B—?A)Xmﬁgjq ([I[)

si definujme jako moment hybnosti bodu B o hmotnosti m vuéi bodu A. Relativni
rychlost s = Up — T a. Pro 74 zavislé na case dostavame:
dv (Po— ) dv 5 dv 4
- - — m
dt B dt dt
Druhy ¢len na pravé strané rovnice se v [8] nevyskytuje. Odpovidd momentu
nepraveé sily, kterou bychom pozorovali v soustavé spojené s bodem A. Pro sous-
tavu N hmotnych bodu tak obdrzime:
d? N E N
ar Z(?z — T a) X ?z - [Z mi(7; — T a)] X

7

—(?B—?A)Xm

(IV)

AV a
dt '

(V)
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kde druhy ¢len je zde opét oproti 5,49 [8] novy. Lze jej zapsat jako

dv a
dt

M(7p—T74) X (VI)

E
hybujici) tézisté, muzeme psat klasické % — M". Teriste je prirozenou volbou
vztazného bodu i z jiného duvodu: vlozime-li téleso do silového pole o homogeni
intenzité, kde ndbojem je hmotnost, bude moment vnéjsich sil nulovy prave vuci

v [8] neuvadi. My ji vyuzijeme, nebot nds vztazny bod se v inercidlni soustavé
pohybuje zrychlené.

1.3 Vztah pro derivaci vektoru v pohybujici se
soustave

Dalsim krokem v odvozeni Liouvilovy rovnice je pouziti vztahu

dw dw
(=) sized = (=7 Jmov + W x W (VII)

Vzhledem k tomu, Ze zde vystupujici @ je vektor tihlové rychlosti, ktery hraje
usttedni roli v celé praci, se i u tohoto vztahu na chvili zastavime. Méjme danu
souradnou soustavu, nemusi byt inercidlni - oznacme ji fixed, a vuci ni libo-
volné se pohybujici jinou soustavu - ozna¢me ji moving. Anglické znaceni je
voleno z jazykovych duvodu, vyhneme se jim piilisSnému opakovani nékterych
slov. Pohyb soustavy moving (vuci fized) lze charakterizovat pomoci vektoru
rychlosti libovolné zvoleného, avsak v soustavé mowving nehybného bodu A této
soustavy: ¥ 4(t) a vektoru tihlové rychlosti rotace @ (t), ktery na volbé bodu A
nezavisi. Rychlost libovolného bodu B soustavy moving vuci soustavé fized pak
dostaneme:

7327A+ﬁx(?3—?,4).

Samo odvozeni vztahu (VII) je jednoduché a pro piipad, kdy soustava mov-
ing kona vuéci soustavé fixed Cistou rotaci - tedy existuje v ni bod A, pro néjz
T a(t) = 0 - jej nalezneme napt. v [8],[5]. Jeho platnost pro obecny pohyb
plyne z vlastnosti paralelniho pfenosu vektoru v Euklidovském prostoru, tedy z
bezproblémovosti pFenosu v tomto prostoru. Za zminku stoji, ze [5] vztah vyuziva
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pro obecny pohyb, ackoli jej odvozuje pouze pro Cistou rotaci soustavy moving.
Pro nas je vztah dulezity v plné obecnosti, zejména je tieba si zapamatovat vyse
zminény vyznam vektoru tihlové rychlosti @. Jednd se o vektor charakterizujici
rotacni ¢ast pohybu urcité soustavy souradné.

1.4 Inercialni soustava

V kapitole 1.2 jsme narazili na koncept inercialni soustavy a druhou vétu impul-
zovou jsme odvodili pouze v takové soustavé. V nasem piipadé pouzijeme jako
inercidlni tu soustavu (a budeme ji tak naddle oznacovat), v jejimz pocatku je
Slunce a planety v ni konaji zndmy obézny pohyb. Sluneéni soustava sice neni
inercialni, jeji pohyb je v zdkladnich rysech naznacen v [5], ale pro tcel prace je
zanedbatelny.

Mohli jsme postupovat i trochu modernéji, aby néas pristup alespon vzdalené
pripominal Newtonovskou limitu z obecné teorie relativity. Druhou vétu im-
pulzovou jsme mohli odvodit v libovolné soustavé s tim, Ze na pravé strané
rovnice by byl vysledny moment vnéjsich sil pravych i nepravych. V kapitole
1.5, zabyvajici se pravou stranou, bychom se pak vypotradali s obéma druhy
sil. Ve studovaném piipadé navic ani nepotiebujeme, aby nepravé sily byly
takovy je. To je splnéno pro kazdou soustavu, jejiz neinercialita je ddna pouze
translacnim pohybem. Pochopitelné, rotuje-li jedna soustava vuci druhé s ithlovou
rychlosti @, rotuje stejné viicéi véem soustavam, konajicim viéi druhé zminéné
soustavé ¢isté transla¢ni pohyb (coz by se projevilo nejednoznacnosti fyzikalniho
vyznamu rovnice (I7)).

1.5 Moment vnéjsich sil

Mame jiz zvolenou soustavu, v niz plati (I). Na pravé strané rovnice je vysledny
moment vnéjsich sil pusobicich na studované téleso, ktery polozime roven nule.
Nyni se kratce zamérime na to, za jakych podminek to lze ué¢init. Zabyvame-
li se vnéjsimi silami pusobicimi na néjaké téleso ve Sluneéni soustavé, bude se
jednat predevsim o gravitac¢ni pusobeni okolnich téles. Z ¢asti 1.2 a 1.4 je ziejmé,
ze pokud by gravitacni pole od okolnich téles bylo v misté studovaného télesa

E

homogeni, dostali bychom M =0.To je jeden zpusob, jak na aproximaci
E

M" = 0 nahlizet.
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Druhy pohled na véc vyuziva multipélového rozvoje gravitacniho potencialu
studovaného télesa. Spocteme-li moment sily, kterou studované téleso pusobi
na okolni télesa (které vzhledem k jejich vzddlenosti muzeme pro tento tcel
povazovat za hmotné body), ziskdme ze zdkona zachovéani momentu hybnosti
zarovenn moment sily, kterou okolni télesa pusobi na studované téleso. V [5]

souvisi se ¢leny zminéného rozvoje. Jsou-li okolni télesa dostateéné vzdalena,

je vliv vedlejsich clentu rozvoje zanedbatelny a lze polozit M - 0. Tento
pripad odpovida homogenité gravitacniho pole okolnich téles z prvniho odstavce,
kterd tzce souvisi s jejich vzdalenosti od studovaného télesa. Dalsi moznosti, jak
vynulovat vedlejsi cleny je ovSem i symetrie télesa. Mame-li rozlozeni hustoty

ve studovaném télese sféricky symetrické, lze také polozit M g 0, a to i kdyz
okolni télesa nejsou tak vzdalena.

Mezi typické momenty vnéjsich sil, které ovliviiuji pohyb rotacnich os téles ve
Sluneéni soustavé, patii moment zpusobujici precesi rotacni osy, jez ma zaklad
v rovnikovém vyduti, a moment zpomalujici rotaci, jehoz zédkladem je slapové
tteni. Oboji jsme, jak plyne z vyse uvedeného, zanedbali.

1.6 Vysledny tvar rovnice

]

Médme tedy vztah = = 0, kde B je moment hybnosti studovaného télesa
vuéi jeho tézisti, méfeny v inercidlni soustavé. Pomoci vztahu (VII) z kapi-
toly 1.3 vyjadiime ¢asovou derivaci B skrze derivaci tohoto vektoru v soustave
konajici vuci inercidlni soustavé pohyb, jehoz rotaéni cast je dana vektorem
tithlové rychlosti @. Moment hybnosti ? spocteme takto (opét s pomoci vztahu
(VII), postup je prevzaty z [5]):

B =3 (T~ Br) x mﬂ(dd—ffi)fmd - <%

v 0,
)fixed] - Z?z X mi(?)ﬁxed -

N A7 N N N
= Zmlﬁl X (Wz)mov + ﬁZmZ?? — Zmlﬁl(?l . ﬁ) = Jﬁ + h s
kde ﬁl znaci polohovy vektor i-tého bodu v inercidlni soustavé, ﬁT polohovy
vektor tézisté studovaného télesa v inercidlni soustave, 7; = K; — Rr a pro
., . 7 . el . ,
relativni moment hybnosti h lze po prechodu k spojitému télesu psat([5])

A7
ﬁ = /p? X (%)mov dV.
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Dostavame tak vztah
d

[ (T + T )mow + @ X (JT + 1) =0, (VIII)

Jednd se, stejné jako u vSech dosud uvedenych vztaht s vyjimkou (I7), o vek-
torovou rovnici a jako takovou ji lze vyjadrit v ruznych soustavach souradnych.
V tomto smyslu lze hovotit o nezavislosti vztahu na volbé soustavy soutadné.
Tenzog prvniho a druhého radu v tomto vztahu vystupujici, kor}krétné vektory

a h jsou vsak primo zavislé na volbé soustavy moving. Uhlova rychlost
W udava rotacni pohyb této soustavy vici soustavé fized, za niz jsme vy-
brali inercidlni soustavu z kapitoly 1.4. Relativni moment hybnosti h na po-
hybu soustavy moving také zavisi, nebot popisuje pohyb télesa viici této sous-
tavé. Poslednim objektem ve vztahu je tenzor setrvacnosti studovaného télesa,
izujici rozlozeni hustoty hmotnosti uvnitt télesa a jako jediny na volbé soustavy
moving nezavisi. Oznac¢ime-li slozky téchto tenzoru v soustaveé souradné moving
Jij, i, hi, 1ze vyjadieni vztahu (VIIT) v této soustavé soufadné psét

%(JZ]Q] + h,) + Eiijj(Jlel + hk) = 0. ([X)
Touto soustavou rovnic se budeme v nésledujicich kapitolach zabyvat. Slozky
W jsme oznadcili ;. Obcas budeme v textu pracovat i s vektorem €I, ktery mé
stejny vyznam jako w. Budeme tak ¢init, pokud se za symbolem skryva préce
se slozkami €2;. Na soustavu moving, kterou si nadale oznac¢ime jako referenéni
soustavu, jsme zatim nekladli zddné pozadavky. Jeji volbé se vénuje kapitola 2.
Kromé snahy o uceleny piistup a polozeni zdkladu pro interpretaci ¢lent
v Liouvillové rovnici vystupujicich (ptipadné problémy s tim spojené zminuje
[1] v sekci 3.2) jsme se jejimu odvozeni vénovali i z nékolika dalsich duvodu.
V prvni fadé bylo tieba diskutovat ptedpoklady, které vedly k nule na pravé
strané rovnice. Jejich splnéni pro néktera ze studovanych téles muze byt prob-
lematické. Zaroven jsme vsak odvozenim poukdazali na vysokou miru obecnosti a
aplikovatelnosti Liouvillovy rovnice. Proto se zaméiime predevsim na charakter
a zvlastnosti chovani jejiho feSeni, spise nez na jeho kvantitativni stranku.
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Kapitola 2

Referenc¢éni soustava

2.1 Volba referencni soustavy souradné

Rovnice (/X)) pro nds ma ndsledujici vyznam. Zname-li v néjaké (libovolné),
zde oznacené jako referencni, soustavé soutadné slozky tenzoru setrvacnosti a
lze pomoci (IX) spocist slozky vektoru tihlové rychlosti, ktery popisuje rotaéni
pohyb referen¢ni soustavy vuci soustavé inercialni. Kdyz v klasické mechanice
provadime volbu soustavy soutadné, definujeme ji vétsinou skrze jeji pohyb. To
v nasem piipadé pochopitelné nelze, nebot pravé jeji pohyb se snazime urcit.
Referenéni soustavu tedy musime volit na zakladé jinych vlastnosti.

P feSeni pohybu setrvacniku se referencni soustava spojuje s télesem. Pro
tuhd télesa je spojeni soustavy s télesem bez problému a definujeme jej tak, ze
teleso je v referencni soustavé v klidu. Navic muzeme souradnicové osy natocit,
aby souhlasily s hlavnimi osami tenzoru setrvacnosti télesa. Tak I1ze ovsem volit
referenéni soustavu i pro libovolné se deformujici téleso. Rekneme-li, ze souradni-
studovaného télesa, definovali jsme soustavu jednoznacné. Podminkou je, aby
tenzor setrvacnosti mél rozdilné hlavni momenty. Tuto volbu referenc¢ni soustavy
oznacuje [1] jako soutadnice hlavnich os ("axes of figure’, 'the principal axes’) a
zminuje uskali s takovou volbou spojena. Demonstrujme si je na pfipadu stu-
dia rotace Zemé. Zajima-li nas rotace Zemé, zajiméd nas ve skutecnosti rotace
soufadné soustavy, at uz spojené s konkrétni laboratoii, ¢i s celou siti laboratoif
(geografické soutadnice, [1]). Pti deformaci Zemé dochazi k pohybu hlavnich os
vuéi geografickym souradnicim. Kdybychom tedy (I.X) vytesili v soustave, v niz
Jij = 0,1 # j, neziskali bychom to, co nas doopravdy zajima. Pii studiu pohybu
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téles, kterymi se zde zabyvame, se setkame se stejnym problémem a referencni
soustavu zvolime proto jinak (o moznosti obejit problém slozenim vektoru hlové
rychlosti rotace hlavnich os a vektoru tthlové rychlosti rotace spoctené z rovnice
(I1X) viz ¢ést 2.2)

Jadrem problému je otdzka spojeni referenéni soustavy se studovanym télesem.
Pro obecné se deformujici téleso totiz takové spojeni neni jednoznacné. Z mechani-
ky kontinua sice umime lokalné oddélit deformaci, translaci a rotaci hmoty
pomoci gradientu rychlostniho pole (jeho symetrické a antisymetrické casti),
jedna se vsak pouze o lokalni rozklad (vice viz. [9]). Pro téleso jako celek takové
oddéleni neni mozné. V této souvislosti se v literature nékdy mluvi o tzv. Tis-
serandovych soufadnicich. V [4] se volba referenéni soustavy, v niz h = 0,
spojuje s odstranénim rotace tuhého télesa. [1] chédpe Tisserandovy soufadnice,
stejné jako soutadnice hlavnich os, spiSe jako volbu vyhodnou z matematického
hlediska (nebot rovnice (IX) se zjednodussi), jejiz fyzikaln{ vyznam je, stejné
jako u soutradnic hlavnich os, snizen vyse zminénym tskalim. S timto pohledem
se ztotoznujeme, nebot kdyZz mdme v referencéni soustavé h konstantni, zna-
mena to, ze nulovy je vysledny moment pravych i nepravych sil v této soustavé
ercialni soustavé a fyzikalni vyznam splnéni této podminky je proto nejasny.
Znéme-li rychlostni pole studovaného télesa (hmoty jej tvorici), nalezneme vek-
tor thlové rychlosti rotace Tisserandovych soutadnic minimalizaci funkcionalu
F(W) = [p||¥ — @ x 7> dV ([1]). Pro tuhé téleso dostaneme soustavu spo-
jenou télesem v klasickém smyslu.

V této préaci se vénujeme rotacnimu chovani téles, jejichz deformace je dana
termalni konvekel (problematice se vénuje napt. [2]). Tenzor setrva¢nosti ziskame
z modelu konvekce v plasti planety a pfi jejim vypoctu zanedbame vliv nepravych
sil, danych rotaci soustavy. O téch predpokladame, Zze jsou oproti vztlakovym
silam zanedbatelné. Navic je nezname dopredu, odstiedivy potencial lze spocist
az pri znalosti vektoru 1thlové rychlosti rotace, ktery zde pravé pocitame. Za ref-
erencni tedy zvolime tu soustavu, v niz poc¢itame termalni konvekei uvnitt télesa.
Zaroven se vsak, nebot jsme v pohybovych rovnicich ldtky zanedbali nepravé
sily, jedna o Tisserandovy soufadnice. Pocitame-li v inercidlni soustavé defor-
maci zprvu tuhého télesa danou pouze vnitinimi silami, dostaneme ze zakona
zachovani momentu hybnosti A = 0, pokud do rovnic konvekce nevnasime mo-
ment sil skrze okrajové podminky:.

Rotaci soustavy vSak i pres vySe zminéné do tenzoru setrvacnosti télesa preci
jen promitneme. Uc¢inime tak zavedenim rotacéni deformace, které je vénovana
nasledujici ¢ast. Hovoiime-li nékde v textu o rotaci télesa, mame na mysli rotaci
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referencni soustavy.

2.2 Rotacéni deformace

Jedinou zpétnou vazbou mezi rotaci télesa a jeho deformaci, kterou zde uvazujeme,
je rovnikové vyduti. Provedeme v zasadé to, ze téleso v kazdém okamziku zplostime
”okamzitou”reakci télesa na smér a velikost vektoru uhlové rychlosti rotace,
zatimco termin rovnikové vyduti je spiSe spojovéan s dlouhodobou deformaci
Zemé, kterd souvisi s nepatrnou amplitudou Chandlerova wobblu (viz diskuze v
sekci 5.4, [1]). Pii odhadu zplosténi vyuzijeme Loveovych cisel ([1], sekce 5),
predpokladem jejichz zavedeni je, aby rychlost odezvy byla tadové rychlejsi
nez zmeéna disturbujiciho potencidlu. To je v pripadé odstiedivého potencidlu
splnéno, nemé-li (I (t) vyrazné atypicky casovy vyvoj. Pouziti Loveovych ¢isel
predstavuje v geofyzice tradi¢ni piistup. Reakci télesa na odstiedivy potencial
lze v soucasnosti modelovat bez pouziti Loveova cisla a lépe tak reagovat na
piipadné hustotni heterogenity v télese.

Myslenka spoc¢iva v tom, ze clen n=2 rozvoje U = >0, Y:ﬁ{\ ) gravitacniho
potencidlu polozime roven kUZR, kde Ul je druhy ¢len takového rozvoje pro
rotacn{ potencidl UR = 1(w?r? — (& - 7)?) a k Loveovo &islo, pro néjz budeme
testovat ruzné hodnoty. Predevsim se bude jednat o hodnoty £ = 0,k = 0.29 a
k = 0.96, jejichz vyznam je diskutovan v [1]. Vzhledem k tomu, ze Us je piimo
zavisly na slozkach tenzoru setrvacnosti, plati (viz [1], sekce 5.2):

ka® 1

1
Jij = @(QZQJ 3925ij) + 5(011 + Cz + Cs3)di; (X)

kde a je sttedni polomeér télesa, G gravitacni konstanta a C'1, Cy, C33 hlavni mo-
menty setrvacnosti pred vydutim. V ptipadé Zemeé tak lze pro rotacni deformaci

generované slozky j{‘ft po odecteni vlivu trvalého rovnikového vyduti psat:

-TO <70 2 k -TO 4 k
g = oy = _§k_f(c — A)mg ]33t = +§k—f(0 — A)mg
‘rot __ E(C _ A) srot __ E(C _ A) srot __ 0
Ji3 = 2 my Jog = 2 ma Jiz =
f f

kde kf je Loveovo ¢islo odpovidajici hydrostatické rovnovaze (viz 'fluid Love
number’ v [1]) a Q5 = m € Qo = mo2; Q3 = (1 4 m3)Q (vice viz cast 3.2).
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Pricteni téchto slozek k tenzoru setrvacnosti zpusobi, ze hlavni osa tenzoru
s nejvétsim momentem se natoci smérem k (2 o thel kp, kde ¢ je thel, ktery
hlavni osa a sviraji. V této préci zahrneme vliv rotacni deformace prave
takovym natocenim, jehoz praktické provedeni je diskutovano v kapitole 4. I
v tomto postupu je ovSsem skryta skutecnost, ze pii odvozeni slozek j[ft byly
zanedbany Ctverce a souciny mq,mg, m3. Pro velké vzdéalenosti vektoru a
hlavni osy s nejvétsim momentem setrvacnosti je proto tieba postupovat jinak.
Pti zahrnuti rotacni deformace nato¢enim hlavnich os a nikoli pfictenim slozek
j{;’t nas zprvu vedla predstava, ze se jedna o obecnéjsi postup. Také vzdjemny
vztah mezi dlouhodobym rovnikovym vydutim a okamzitou rota¢ni deformaci,
ktery souvisi s elastickymi vlastnostmi télesa, vyzaduje hlubsi rozbor. Navic
zanedbame relativni moment hybnosti h plynouci z pohybu rovnikového vyduti.
Tyto problémy by bylo vhodné vyfesit v ptipadném navazani na tuto praci.

V kapitole 2.1 jsme narazili na moznost fesit tilohu v souradnicich hlavnich os.
Zmame-li vektor thlové rychlosti rotace hlavnich os vici soustave, o jejiz pohyb
se zajimame, ziskame jeji rotaci vuci inercialni soustavé jeho slozenim s vektorem
thlové rychlosti rotace spocteného z (1.X), kde J;;,7 # j bude nulové. Postupu
pii sklddani vektoru dhlovych rychlosti se vénuje napiiklad [10]. Tato metoda
vyzaduje, abychom dopfedu znali pohyb hlavnich os vuéi nasi soustave, tedy
méli k dispozici J;;(t). Uvazujeme-li rotac¢ni deformaci, pracujeme s tenzorem

setrvacnosti J;;(t, €1).
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Kapitola 3
Vyznacna reseni

3.1 Clenéni pohybt rotaéni osy

Mame tedy rovnici (IX), kterou v dalsich kapitoldch vyfesime pro nezndmé
funkce €;(t),i = 1,2,3. Abychom mohli o vysledku néco fici, podivame se
nejprve ve strucnosti, jak se rotacni osa télesa chova v nékterych zakladnich
situacich. Pohybu volného a tézkého setrvacniku se vénuje vétsina ucebnic kla-
sické mechaniky, napf. [8]: ”Pohyb volného symetrického setrvaéniku lze nazorné
popsat jako odvalovani v télese pevného polodiového kuzele po herpolidiovém
kuzeli pevném v prostoru”. Chandlerovské kolébani rota¢ni osy Zemé (V [1]
oznacené jako ’free wobble’ - tedy Teseni pro nulovou excita¢ni funkci, vice v
¢asti 3.2) je pravé takovym pohybem. Prusecik polodiového kuzele s povrchem
Zemé tvori kruznici o poloméru cca 10m a rotacéni osa Zemé tuto kruznici (ve
skutecnosti jde spise o elipsu, [5]) obéhne za pfiblizné 14 mésicu. V této sou-
vislosti povazujeme za vhodné upozornit na nepfesnost ¢lenéni pohybu rotaéni
osy na precesi, nutaci a wobble (kolébani). [1] wobble charakterizuje nasledovné:
”...A stake is driven in the ground somewhere near the center the elipse. It marks
the pole of reference. The axis of reference extends from the center of the Earth
through this pole. The pole of rotation revolves about the pole of reference.
With respect to an observer on a fixed star, the rotation axis remains fixed,
and the reference pole (averaged for diurnal motion) revolves about the rota-
tion pole.” Tento popis plati pouze v limité, kdy vrcholovy tihel herpolodiového
kuzele je nulovy. To je v pripadé Zemé dobie splnéno a je proto z didaktickych
duvodu (pro odliseni wobblu a precese) pohyb rotacni osy po herpolodiovém
kuzeli zamléen ([1] se mu vénuje pozdéji, v sekei 6.6 pod oznacenim ’sway’).
Precese rota¢ni osy je dusledkem gyroskopického efektu, tedy specifické reakce
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setrvaéniku na moment vnéjsich sil. Nejlépe se popisuje na piipadu tézkych
setrvaénikil v limité || W] > || < precesel|, 1 nichz se polozi & = kB (a zdroven o
lezi ve sméru hlavni osy s nejvétsim momentem setrvacnosti) a precese je dana
precesi momentu hybnosti B télesa.

Nutace rotacni osy se v feseni tézkého setrvaéniku objevi, nepracujeme-li ve
vySe zminéné limité. Je ddna promitnutim feseni volného setrvaéniku do feseni
setrvacniku tézkého. Kdyz v kazdém okamziku spojime s vektorem B herpolo-
diovy kuzel, ziskdme obéhem rota¢ni osy po jeho plasti pravé nutaci. Jejim zdro-
jem muze byt i proménny moment vnéjsich sil ([5]). Z vysledku naseho vypoctu,
tedy funkci €;(¢) vSak precese a nutace roaténi osy nelze pifmo vyéist, nebot
se jednd o slozky @ v referenéni soustavé soufadné. K uréen{ precese a nutace
bychom museli jesté vytesit Eulerovy kinematické rovnice:

Q1 = gsindsin + Dcostp

Oy = psindcosyh — Vsina
Q3 = pcosd +

kde ¢, 9,1 jsou tzv. Eulerovy ihly - precesni, nuta¢ni a rota¢ni (viz [10]). Jedna
se o soustavu tii nelinedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic (stejné jako
(IX)), kterou ovsem fesit nebudeme. Zajima-li nas pozice studovanych téles v
inercidlni soustavé (tedy napiiklad natoceni Enceladu vuci Jupiteru), vyuzijeme
toho, Ze jejich rota¢ni osa je blizko v prostoru neménného vektoru 5. Aby tomu
tak nebylo, muselo by rozlozeni jejich hustoty byt podstatné odlisné od sféricky
symetrického, coz pro télesa planetarnich rozmeéru, jejichz tvar a rozlozeni hus-
toty urcuje predevsim gravitace, neplati.

Informaci o tom, co se déje v inercialni soustavé budeme udrzovat také num-
ericky. Vyuzijeme pritom relativity rotacniho pohybu: inercidlni soustava rotuje
viéi referenéni s tihlovou rychlosti — . V kazdém kroku tedy otocime el podle
~ T o thel ||ﬁ||dt, pricemz 67; je i-ty bazovy vektor inercidlni soustavy.

Na zavér této casti, vénované obecnému ¢lenéni pohybu rotacni osy, se kratce
zastavime u zdanlivého paradoxu, ktery se objevuje u feseni tézkého setrvaéniku
v limité ||| > HﬁpreceseH. Rotaéni osa se v tomto piipadé v referencni sous-

tavé viubec nehybe, zatimco v soustavé pevné v prostoru kond precesi. Aplikaci

vztahu z kapitoly 1.3 na vektor & pfitom dostédvime (dw) Fized = (%)ref. Je to

déno tim, ze zatimco vyjadreni této rovnosti v inercialni soustavé da na casové
skéle jedné otocky télesa témeét konstantni vektor a slozky & se tak v této sous-
tavé pozvolna méni (na casové Skdle jedné otocky linedarné rostou), v referenéni
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soustavé se (%) otoéi jednou dokola a slozky @ se tak na ¢asové skale mnoha

otacek nemeéni.

3.2 Linearizovana verze Liouvillovy rovnice

V geofyzice se pohyb rotacni osy tradicné pocita pomoci linearizované verze
Liouvillovych rovnic (napf. [1], [4]). V geografické soustavé souradné totiz plati,
ze rotacni osa a hlavni osa s nejvétsim momentem setrvacnosti se vzdaluji jen
nepatrné od referenc¢niho polu, tedy od treti soutadnicové osy této soustavy.

V pertuba¢nim schématu z [1]:

J11:A—|—j11 J22:A+j22 J33:C+j33

Ji2 = Ji2 Jiz = Ji3 Jog = Jo3
Ql = le QQ = ng Qg = (1 + mg)Q,

kde A,A,C jsou hlavni momety setrvacnosti a 2 je stfedni ihlovéa rychlost ro-
tace Zemé, se vySe zménéné podminky daji vyjadiit tak, ze %j,mi, h; nabyvaji
malych hodnot a jejich ¢tverce a souciny tak lze v (/.X) zanedbat. Dostaneme
tim linearizovanou Liouvillovu rovnici:

Mo Cc—-A

my ) .
— + My = ¢, —= —my = ¢, ms = @3, op = ——.
o, o, A

Excitacni funkce ¢; zavisi na €Q, jj;, j;j, hi, h; a nebudeme ji zde vypisovat. Pro
nase tcely je dulezité, ze [1] diskutuje Feseni linearizované rovnice pro ruzné ex-
citacni funkce, odpovidajici urc¢itym geologickym a geofyzikdlnim procesim. V
této praci ovsem Liouvillovu rovnici linearizovat nebudeme. Duvodem je vzdédlenost
rotacni osy od hlavni osy tenzoru setrvac¢nosti s nejvétsim momentem. Budou nas
totiz zajimat pripady, kdy osy jsou vzdaleny i nékolik desitek stupnu a rovnici
(I1X) proto linearizovat nelze.

Hlavni vyhodou linearizované verze je existence analytického teseni. V [4] je
napft. ukazano, ze integraci analytického teseni pres periodu Chandlerova wobblu
(a tedy jeho odstranénim) lze pro excitacni funkci odpovidajici dlouhodobym a
pomalym geologickym procesum psét m(t) = Z(t), kde m(t) = m(t); +im(t)s a
=(t) je ihlové excitacni funkce, sledujici natoceni hlavni osy tenzoru setrva¢nosti.
m(t) je ziskédno integraci m(t) pres periodu wobblu. Tim, jak rota¢ni osa sleduje
hlavni osy tenzoru setrvacnosti se zabyvame v jednotlivych studiich v kapitole
5.
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Nekteti autofi se zabyvaji i nelinearizovanou verzi Liouvillovych rovnic. G.Spada
v [3] naléza analytické feseni pro geologické procesy, jez lze popsat jednoduchym
tenzorem setrvacnosti.
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Kapitola 4

Navrzena metoda

4.1 Matematicky rozbor

Nyni navrhneme metodu feSeni rovnic

d
E(Jng) -+ EiijijlQl =0, (X])

tedy soustavy tii nelinearnich obyc¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho radu
pro neznamé funkce Q;(t),7 = 1, 2,3, zndme-li poc¢atecni podminku 4 = £(0)
a ¢asovy vyvoj tenzoru setrvacnosti J*"(t), ziskaného z vypoctu termdlni kon-
vekee. Jij(ﬁ, t) znaci slozky vysledného tenzoru setrvacnosti, ktery dostaneme
zapoctenim rotacéni deformace: Jij(ﬁ, t) = JEm(t)+ j{ft(ﬁ). Tenzor setrvacnosti
Jij(ﬁ, t) v8ak z duvodu diskutovaného v ¢ésti 2.2 v pouzitém vypocetnim pro-
gramu pocitame nasledovneé:

T;(S,8) = Un(t, D) D (t) UL (£, ), (XII)
kde

Ui (t, ) = Bu(t, ) Rya(t, G)BL (£, T ) Vi (1) (XIII)

Dij = Vi (8) i (1) Vi (t) (X1V)

JEm(t) = Vir(t) Dia(t) Vi) (t) znaci Jordantv rozklad tenzoru JEo"(t). Uyt ﬁ)
je matice, jejiz sloupce tvori vlastni vektory tenzoru setrvacnosti po zapocteni
rota¢ni deformace, tedy po natoceni hlavnich os tenzoru J*™ o tihel kp smérem
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k. I/Jhel, ktery O svird s hlavni osou s nejvtsim momentem setrvacnosti
znacime . Pravé tuto osu smérem k natacime, pricemz matice B;;(t, (1)
a R;;(t, (1) natoceni realizuji (jejich tvar lze vycist z piilohy ¢.1). Konstanta &
je Loveovo ¢islo diskutované v kapitole 2. Rovnici (X 1) upravime do tavru

).
d L = Eszk>

i

kde

J2IQ3 - J3IQ2 - J:ll J22Q3 - J32Q2 - J12 J23Q3 - J33Q2 - J13
Ez" = J3IQI - JIIQ3 - J21 J32QI - J12Q3 - J22 J33QI - J13Q3 - J23
J11Q2 - J21Q1 - J31 J12Q2 - J22Q1 - J32 J13Q2 - J23Q1 - J33

Za JZ] dosadime jff"“ a zanedbame tak casovou derivaci slozek j{;’t z kapitoly

2. Zda se jedna o rozumnou aproximaci lze jednoduse ovérit. Staci pro studovany
model (tedy pro J¥"(t)) jednou nastavit Loveovo &fslo k& = 0, coz odpovidd
nulovym j[ft a tedy zadnou aproximaci nedélame, a porovnat s vystupem pro
hodnotou k nastovenou napiiklad £ = 0.29. Pokud se zména Loveova ¢isla pro-
jevuje pouze tak, jak predpokladame, jednd se zfejmé o rozumnou aproximaci. Z
vysledku prezentovanych v kapitole 5 plyne, ze pro studované modely tomu tak
je. Vzhledem k tomu, zZe tenzor setrvacnosti je symetricky s nenulovymi vlastnimi
¢isly, muzeme psat:

ds;
dt

coz je klasicky tvar pro soustavu ODR, v tomto pfipadé evoluénich rovnic s
pocatecni podminkou. Pro jeji feSeni jsme zvolili metodu typu Runge-Kutta
patého radu s adaptativni kontrolou délky kroku. Jedna se o klasickou metodu,
ktera ”byva pro svou jednoduchost ¢asto prvni volbou pfti feSeni ODR. Pro fadu
problém ve fyzice je vsak tato prvni volba i volbou posledni, tedy nejefektivné;jsi
metodou pro dany problém” ([11]).

Nejprve se zaméiime na to, jak metoda Runge-Kutta pracuje v situacich, je-
jichz analytické feseni zname. Zjistime, ze vzhledem ke specifi¢nosti pravé strany
studované soustavy ODR ma metoda tendenci se od analytického feseni odchylo-
vat. Proto navrhneme urcitou modifikaci, kterd vychdzi z podminky ||.J | =
konst, tedy z integralu pohybu. Vedlejsi cil vyoctu diskutovanych v kapitole
5 je pak pomoci k pripadnému hleddni efektivnéjsi metody (hlavnim cilem je
sledovani rota¢niho pélu).

= JiglEijk = Uiij_klUl;mean”’
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Zéakladnim tskalim pii feSeni ulohy je diametralné odlisnéd casova skala de-
formacnich zmén tenzoru setrvacnosti ve srovnani s frekvenci tzv. wobblu. Terméalni
konvekce je proces odehravajici se na skale desitek milionu az miliard let, zatimco
perioda kolébani osy je fadové rok.

4.2 Vypocetni program

V této casti se seznamime s nékterymi detaily pouzité numerické metody a struk-
turou vypocetniho programu, jehoz kopie je uvedena v priloze ¢.1. Zakladem je
algoritmus DRKCK, ktery jsme spolu s podprogramy DRKQS, DJACOBI a
ODEINT prevzali z [11]. Tento algoritmus nalezne hodnotu

G osr = Lo+ hd(tn, D h)
pomoci Sesti evaluaci pravé strany
F(T0) = TN, ) Ep(0, )T,

pricemz plati ﬁ(tnﬂ) = ﬁnﬂ +O(h®). o(t, ﬁ, h) zde znaci prirustkovou funkei,
h je délka ¢asového kroku. Zaroveil spocte A = y, 11 — Yn41”, kde y_; bychom
ziskali pouzitim Runge-Kuttovy metody radu ¢tvrtého. Vyuziva pritom pouze
evaluace pravé strany, které jsme potiebovali pro nalezeni ,,.1, a je proto rych-
lejsi nez znamy step doubling. Hodnotu A vyuzijeme pti adaptativni kontrole
délky kroku. Polozime Ay = eps - (|ﬁn| + |h - f(tn,ﬁn)b a povolime pouze
kroky, pro néz A < Ag. Zde vystupujici eps budeme nastavovat v zavislosti
na pozadované presnosti vypoctu, jeho hodnotu uvadime v kapitole 5 vzdy
pod obrdzkem. Pro odhad délky dalstho kroku vyuzijeme vztahu A = O(h®)
a polozime

hnext = Sh|%|072a A0 2 A1 h’ne:ct - Sh|%|0725> A0 < A1

S je tzv. bezpecnostni faktor, zabranujici tomu, abychom casto dostali A jen
nepatrné vétsi nez Ag (nebot A = O(h®) neznamend A = Kh®). Hodnota ex-
ponentu souvisi s tim, ze jsme polozili Ag zavislé na h. To jsme uéinili proto, ze
zkracujeme-li krok, potiebujeme vice kroku na dosazeni ¢asu, do néjz integru-
jeme. Tim padem se nam muze paradoxné zvysit relativni chyba vysledku pii
nastaveni mensi hodnoty A,. Tento_j)ev odstrangne pravé skrze zavislost Ay na
délce kroku h. Volba Ay = eps - (|Q,] + |h - f(25,1))]) je spolu s ostatnimi zde

uvedenymi vztahy dukladnéji diskutovana v [11].
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Délku kroku fidi podprogram DRKQS a o ukladani vysledku se stara pod-
program FINALNI, coz je modifikace programu ODEINT, vychazejici z potieb
studované tulohy. K ziskani pravé strany rovnic jsme vyuzili symetri¢nost ten-
zoru setrvacnosi a podprogram DJACOBI, ktery na vystupu vraci vlastni ¢isla
a vlastni vektory matice J*". Nésledné vlastni vektory natoé¢ime zpusoblem
diskutovanym v kapitole 4 pomoci podprogramu OTOC. Inverzi matice J;; tak
dostavame U,-kD,;llUg.

4.3 Korekce metody

V tloze se vyskytuje integral pohybu, kterym je absolutni hodnota momentu
hybnosti télesa v inercidlni soustavé. Tu spocteme pomoci tenzoru setrvacnosti
J a vektoru 1ihlové rychlosti rotace @ jednoduse: Hﬁ“ = ||J €|, kde |||| znaci
euklidovskou normu a oba tenzory jsme pro jeji vypocet vyjadrili v referenéni
soustaveé. Integraly pohybu ¢asto slouzi ke kontrole chovani numerického feseni.
Navic jej lze vyuzit k modifikaci vypocetniho programu.

Hodnoty ﬁn budeme korigovat podle toho, jak se ||Jﬁn|| meéni v Case.
Vychazime ptitom z chovani vypoctu Chandlerova wobblu pro tuhou Zemi,
tedy pro diagondlni J**" s hlavnimi momenty setrvacénosti A,A,C, za néz jsme
dosadili redlné parametry. Slozka €23 se zachovavala, jak je patrné z obrazku 5.4,
zatimeo Q2 4 Q3 se postupné zvétsovalo. Proto €1, v kazdém kroku prendsobime

[IJo 32 oll

[[Jn 82l
mentem setrvacnosti zustal nezménén. Natoceni provadime v roviné dané vek-

torem ﬁn a prisusnou hlavni osou podprogramu OTOC. Po korekci sice ne-
dostaneme HJnﬁnH = HJOﬁOH, avsak hodnote HJOﬁOH se priblizime (jak ukazuje
napi. obrazek 5.11).

Pti jejim odvozeni jsme vysli z chovani modelu v situaci, kdy O obtaci hlavni
osu s nejvétsim momentem setrvacnosti. Je tedy otézkou, nakolik se jedna o
postup vhodny pro obecny vyvoj J¥"(t). Detailngji se vlivu korekce vénuje
¢ast 4 nésledujici kapitoly.

faktorem a natoCime tak, aby prumét do hlavni osy s nejvétsim mo-
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Kapitola 5

Vysledky pocitacového
modelovani

V této kapitole predstavime vystup vypocetniho programu pro testované vyvoje
JFemv(t) a pocatecni podminky (¥ . Nejprve ukazeme, ze pro tuhou Zemi prediku-
jeme spravnou frekvenci Chandlerova wobblu, a také jak frekvence zavisi na hod-
noté Loveova ¢isla k. Zaroven ukazeme, ze program spravné modeluje chovani
volnych symetrickych setrvacnikt i pro velké thly mezi €Iy a hlavni osou s
nejveétsim momentem setrvacnosti. Nastavenim rozmezi integrace na 100 000 let
pak demonstrujeme postupné zvétsovani vrcholového thlu polodiového kuzele,
jez je v rozporu s analytickym feSenim tlohy a které vedlo k navrzeni korekce.

V druhé casti této kapitoly nechame v télese putovat hlavni osy tenzoru
setrvacnosti a budeme pozorovat, jak rotacni pdl sleduje pohyb hlavni osy s
nejvétsim momentem setrvacnosti. Nasledné se podivame do inercidlni soustavy,
zda-li jsme i tam schopni sledovat pohyb rotaéni osy télesa. Ve ¢tvrté ¢asti mod-
elujeme nékteré situace znovu, avsak s pouzitim korekce. Ukazeme, ze jeji akti-
vace ma podobny efekt jako nastaveni fadové mensi hodnoty eps, a korekce je
tedy uzitecna.

V zavéru kapitoly se zabyvame tim, zda-li lze prodlouzenim ¢asového kroku
az na interval srovnatelny s periodou wobblu dostat podobné vysledky, jako kdyz
pohyb rotaéni osy sledujeme s ¢asovym krokem radové mensim. Zjistujeme, Ze
tomu tak neni. Pokud bychom tedy navrzenou metodou chtéli sledovat pohyb
rotacni osy na casové skale miliard let, museli bychom stale integrovat s krokem
o délce v tadu setin roku.
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5.1 Tuha Zemé a volné setrvacniky

Nejprve jsme vypocetni program testovali pro J*™ diagondlni s hlavnimi mo-
menty setrvacnosti A,A,C, za néz jsme dosadili hodnoty z [5]. Na obrazku 5.1
je vidét, ze pro Loveovo cislo k& nastavené &k = 0 dostavame ptiblizné dese-
timeésicni periodu, zatimco pro k = 0, 3 jiz vychézi znama perioda ¢trnactimeésiéni
([1]). V celé kapitole vykreslujeme vzdy polohu rotaéniho pdlu na jednotkové
sféfe a prusecik hlavni osy s touto sférou. Mame na mysli hlavni osu tenzoru
setrvacnosti, k niz prislusi nejvétsi moment setrvacnosti.

V této casti je pohyb rotacniho pélu znézornén plnou ¢arou a prusecik hlavni
osy se sférou je oznacen kiizkem. V popisech obrazku vyuzivame perturba¢niho
schématu z kapitoly 3, pficemz mg3 se po nastaveni m, a mo dopocte, aby ||ﬁo | =
Q, kde ﬁo je pocatecni hodnota vektoru thlové rychlosti rotace, €2 stiedni ihlova
rychlost rotace Zemé. Cas t, znaéf dobu integrace.

-0.0003
-0.0002

Obrazek 5.1:
vlevo: ©y = (0.0003,0,1+m3)Q2, k=0, eps=10"1 t, =10 mesicu
vpravo: Qg = (0.0003,0,1+m3)Q, k=0.3, eps=10"15 t, =10 mésici

Na obr. 5.2 je nastaven cas integrace na 1000 let a thel mezi (7)0 a hlavni
osou s momentem setrvacnosti C je ptiblizné 20°. Ovérujeme tim, ze program
spravné modeluje chovani volného setrvaéniku. Na obrazku 5.3 pak demonstru-
jeme zvétsovani vrcholového thlu polodiového kuzele, diskutované v kapitole 4,
které vedlo k navrzeni korekce metody. Cas integrace byl nastaven na 100 000
let. Pohyb rotac¢niho pdlu jiz neni znazornén carou, jako je tomu na obr. 5.1,
ale body. Kdybychom bodu vykreslili vice a spojili je ¢arou, pozorovali bychom
zveétsujici se kruznice.
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Opét uvadime vystup pro k = 01 k = 0.3. Zména k se projevi tim, ze pro
k = 0 stihne €1 priblizné 1,4 krat vice otacek, na jejichz poctu je pozorovany jev
zavisly.

Obrézek 5.2: Q= (0.3,0,1+m3)Q, k=03, eps=10"1 t, =103 let

Obrazek 5.3:
vlevo: ©y = (0.003,0.001,1+m3)Q?, k=0, eps=10"° ty=10° let
vpravo: Qo = (0.003,0.001,1+m3)Q, k=0.3, eps=1075 ty=10° let

7 obrazku 5.3 by se mohlo zdat, ze ()3 se podstatné zmensuje, zatimco v
kapitole 4 jsme uvedli, Ze se neméni. Proto na obr.5.4 uvadime relativni zménu

/% 4+ Q3% v porovndn{ s relativn{ zménou ||ﬁ|| Relativn{ zména Q3 je pak jesté
o nékolik Fadu nizsi nez zména ||ﬁ|| Na x-ové ose je znazornén pocet ukldadanych
dat, 2000 odpovida sto tisicum let.
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Obrazek 5.4:
vlevo: relativni zména /Q2 + Q3, na ose x je pocet uklddanych dat.
vpravo: relativni zména [|€2||, na ose x je pocet ukladanych dat.

5.2 Pohyb hlavnich os tenzoru setrvacnosti

V této ¢asti pracujeme s tenzorem setrvacnosti, ktery dostaneme pomalym nata-
¢enim hlavnich os tenzoru J*°™ z &4sti 5.1. Snazime se tim simulovat vyvoj
tenzoru setrvacnosti redlnych, deformujicih se téles. Velikosti hlavnich momentu
neménime, nebot v rozsahu této prace bychom se vlivu takovych zmén jiz nemohli
vénovat komplexné. Testovany pohyb hlavnich os je na obrazcich znazornén
prerusovanou ¢arou, proto neni tfeba jej explicitné popisovat. Dulezity je casovy
prubéh simulované deformace, ktery jiz z vykresu piimo vycist nelze. Na obrazku
5.5 vlevo a na obrazku 5.6 se hlavni osy vychyli o priblizné 30° za pouhych 40
let. Vpravo na obr. 5.5 pak stejna deformace probiha let 150. Pozorujeme, Ze pfi
pomalejsi deformaci rotacni osa jiz stitha obihat kolem hlavni osy a blizime se tak
situaci, kdy se model na casové skale radové rok chova jako volny symetricky
setrvacnik.

Bylo by proto zajimavé zjistit, jak vyvoj ﬁ(t) reaguje na promeénnou ve-
likost hlavnich momentu setrva¢nosti. Zajména z obr. 5.6 vpravo je patrné, ze
pro rychlou deformaci a vysokou miru elasticity télesa by (2 (¢) konalo slozitéjsi
pohyb. V této praci ovSem testujeme pouze takové vyvoje J*™(t), které na
casové skale tadové let vedou k chovani volného symetrického setrvacniku.
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Obrazek 5.5:
vlevo: ©y = (0.005,0.006,1 +m3)?, k=03, eps=10"12 ¢, =90 let
vpravo: Qo = (0.005,0.006,1+ m3)Q, k=0.3, eps=10"12, ty =200 let

Na obrazku 5.6 je stejnd situace jako na obrazku 5.5 vlevo, pouze ménime
hodnotu k nejprve na k = 0 a poté na k = 0, 96.

Obrazek 5.6:
vlevo: ©y = (0.005,0.006,1 +m3)Q?, k=0, eps=10"12 t, =90 let
vpravo: Qo = (0.005,0.006,1+ m3)Q, k=0.96, eps= 10712 ¢y =90 let

Vidime tedy, ze pro maly pocatec¢ni odklon ﬁo od hlavni osy s nejvétsim mo-
mentem setrvacnosti vektor hlové rychlosti rotace € tuto osu neustéle sleduje.
Hovoii-li se v [8] o tom, ze vlivem nahodnych momentu vnéjsich sil se rotacni
osa vzdy piiblizi hlavni ose s nejvétsim momentem setrvacnosti, pak simulovana
deformace télesa na tom jiz nic nezmeéni. Pro télesa planetarnich rozmeéru, dalece
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vzdalenych od okolnich téles, ovsem nemusi byt pocateéni odklon vektoru ﬁo
od hlavni osy s nejvétsim momentem setrvacnosti maly (viz Uvod).

Vyse popsané chovani a pii pomalé deformaci, kdy vektor kond na ¢asové
skdle tadu periody wobblu stejny pohyb jako zname z feSeni volného symet-
rického setrvacniku, se vsak ani pro takovy odklon €1y od hlavni osy neméni.
Demonstruje to obrazek 5.7. Nahote natacime hlavni osu stejné jako vpravo na
obr. 5.5, dole na obr. 5.7 se pak hlavni osa vychyli o ptiblizné 100° za 150 let.
2D projekce obrazku jiz neni piilis prehledna, pohyb rota¢niho pélu jsme museli
znazornit body. Z 3D manipulace s obrazkem je vsak zminéné chovéani ziejmé.

Obrazek 5.7:
nahoie: Qy = (0.4,0.3,14+m3)Q, k=0.3, eps=10"12 ty =300 let
dole: Qy = (0.1,0.99,1 +m3)Q), k=0.3, eps=10"12 ¢, =300 let
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5.3 Rotace télesa v inercialni soustave

V této casti se zaméfime na pohyb vektoru uhlové rychlosti rotace télesa v
inercidlni soustave, ktery ziskdme zpusobem uvedenym v kapitole 3 (znam-li
v referencni soustavé slozky bazovych vektoru inercidlni soustavy a slozky €2,
snadno jiz spoc¢tu slozky w; vektoru @ = O v inercidlni soustave). Vektor thlové
rychlosti rotace W se otac kolem vektoru momentu hybnosti B priblizné jednou
za den (jak plyne z 6,89 v [8]) a je proto tfeba fadové vyssi presnosti, abychom
dostali vysledky nezatizené piiliSnou numerickou chybou. V inercidlni soustavé
bychom méli zaznamenat samoziejmé nulovou zménu vektoru momentu hybnosti
g a vektor W by jej mél s periodou piiblizné den velmi tésné obtacet. Pro vétsinu
model, jejichz vystup prezentujeme v castech 5.1, 5.2 a zda se byt rozumny, se
slednovani vektori @ a B v inercidln{ soustavé jiz setkalo s nedspéchem. Oba
vektory se sice drzi blizko sebe, avsak ’cestuji’ v prostoru.

Pohyb W kolem ?, tedy tzv. 'sway’ ze sekce 6.6 v [1], je zobrazen vlevo na
obr. 5.8. Cas integrace je nastvaen na -~ roku. Vpravo na témze je jediny zazna-

400
menany projev zanedbani ¢asové derivave slozek j{ft, diskutovaného v kapitole

4. Zanedbani hybe s vektorem ?, jak znazornuje prerusovana cara. Stejné jako
v predeslych ¢astech zobrazujeme vzdy prusecik vektoru s jednotkovou sférou.

8e-007
6e-007
4e-007

Obrazek 5.8:
vlevo: ©Qy = (0.0003,0,1+m3)Q2, k=0, eps=10"18 t, = 1/400 roku
vpravo: Qo = (0.0003,0,1+m3)Q, k=0.3, eps=10"1% ¢, =1/400 roku
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Pro rozmezi integrace 1000 let a 100 000 let je pohyb & a B vykreslen na
obrazku 5.9. Jednd se o situace z obrazku 5.2 a 5.3 vpravo. Prusecik s jed-
notkovou sférou je oznacen kifzkem, prisecik W se sférou znaéi tecka. Obrazek
5.9 demonstruje nechtény pohyb vektorii v prostoru. Sledovani @ a B oviem
nebylo hlavnim cilem této prace. Obrazky 5.9, 5.12 a 5.13 prezentuji pouze
vedlejsi vysledky pouzité metody a maji za cil predevsim ukéazat, Zze numerické
obejiti Eulerovych kinematickych rovnic z casti 3.1 se nesetkalo s tispéchem.

Obrazek 5.9:
vlevo: Q= (0.3,0,1+m3)Q, k=03, eps=10"1° ty =1000 let
vpravo: €y = (0.003,0.001,1+m3)Q2, k=0, eps=10"" ty=10°let

5.4 VIiv korekce

Nyni ukazeme, ze korekce metody navrzena v kapitole 4 ma smysl a funguje
podobné jako nastaveni hodnoty eps o nékolik radu mensi. Pocet fadu zdvisi
na studovaném modelu, z testovani metody pro ruzné pocatecni podminky a
pohyby hlavnich os lze usuzovat, ze vétsinou se jedna o dva az tii Fady.

Nejprve zopakujeme situaci, ktera k jejimu vzniku vedla. Na obrazku 5.10
vlevo fesime stejny J*°™ jako na obr.5.3 vlevo, avSak aktivujeme korekci. Vpravo
na obr 5.10 jsme rovnéz fesili J*°™ z obr.5.3, ale nastavili jsme mensi hodnotu
eps a korekci nepouzili.

Na obr. 5.11 vlevo porovndvame relativni zménu 1/Q? + Q2 situaci z obr.
5.10. Prerusovana c¢ara odpovida obr. 5.10 vpravo, plna ¢ara situaci z obr. 5.10
vlevo.
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Obrazek 5.10:
vlevo: Qg = (0.003,0.001, 1+ m3)Q, k = 0.3, eps = 1075, ty = 10° let, s korekef
vpravo: Qo = (0.003,0.001,1+ m3)Q, k = 0.3,eps = 1077, t, = 10 let
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Obrazek 5.11:
vlevo: relativni zména /Q? + Q3 situaci z obr. 5.10

vpravo: relativni zména /3 + Q3 situace z obr. 5.3 vlevo, na ose x je vyznacen
pocet ulozenych dat
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Z obr. 5.11 bychom mohli vyvodit, ze aktivace korekce ma ucinek srov-
natelny se snizenim eps o vice jak pét radu. Zminény obrazek je ovsem ponékud
zavadéjici. Napiiklad sledovani W a B v inercidlni soustavé je lepsi pro situaci z
pravé ¢asti obr. 5.10, pfestoze relativni zména /2 + Q3 je vpravo na obr. 5.10
rfadove vyssi nez na obr. 5.10 vlevo.

Sledovani W a B také zavisi na pocatecnim odklonu @ od hlavni osy, jak
ukazuje obr. 5.13.

Obrazek 5.12:
vlevo: Qg = (0.003,0.001, 1+ m3)Q, k = 0.3, eps = 1075, ty = 10° let, s korekef
vpravo: Qg = (0.003,0.001, 1+ m3), k = 0.3,eps = 1077, £5 = 107 let

Obrazek 5.13: Qp = (0.3,0,1+ m3)Q, k = 0.3,eps = 1077t = 10° let
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5.5 Zmeéna délky casového kroku

Vyrazna deformace téles planetarnich rozmeéru, zptusobend termalni konvkeci, se
muze odehravat na casové skale az miliard let. Pti takovém rozmezi integrace je
metoda pro hodnoty eps < 1075 piili§ pomald. Zkusili jsme proto, jak metoda
pracuje pro hodnoty eps > 1, kdy program zacne integrovat s délkou kroku srov-
natelnou s periodou wobblu. Pti pouziti korekce jsme obdrzeli vystup znazornény
na obrazku 5.14 vlevo. Nejedné se ale o vérohodny vystup, jak ukazuje obrazek
5.14 vpravo, ktery odpovidd stejnému J*"(t) a pocatecni podmince, ale eps
bylo nastaveno na 1073. Bez pouziti korekce se pro eps > 1 setkdme s chybou
‘stepsize underflow’, kdy feSeni zfejmé diverguje natolik, ze brzy neni schopno
dodrzet pozadovanou ptresnost ani pro délku kroku takovou, ze bézny pocitac jiz
neni schopen rozlisit ¢, 1 od t,. To ovSem neznamend, ze bychom z vysledku
této prace nemohli usuzovat na chovani rotacni osy na velké casové skdle. Vliv
casového prubéhu deformace na takové chovani je patrny napi. ze srovnani obr.
5.5 a 5.6. Pro deformaci trvajici fadové miliardu let bychom ziejmé dostali
podobny pohyb ﬁ(t) jako na obrazku 5.5 vpravo (piipadné 5.7, v zdvislosti
na pocatecni podmince). Muzeme tak usuzovat ale pouze pro deformace, jez lze
simulovat pohybem hlavnich os tenzoru setrvacnosti.

Obrazek 5.14:
vlevo: Qy = (0.09,0.03,1+ m3)Q, k = 0.3,eps = 2,1, = 10° let, s korekef
vpravo: €y = (0.09,0.03,1 4+ m3)Q, k = 0.3,eps = 1073, ¢, = 10° let
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Zaver

V resersni ¢asti jsme se vénovali nékterym aspektim odvozeni Liouvillovy rovnice.
Predevsim jsme diskutovali fyzikalni vyznam jednotlivych ¢lenu v ni vystupujicich
a podminkami, za nichz lze za pravou stranu rovnice dosadit nulu. Zabyvali jsme
se 1 linearizovanou verzi rovnice, s niz se typicky setkdme pri studiu rotace Zemé.
Zduvodnili jsme, pro¢ v této préaci vztah linearizovat nelze.

Navrhli jsme numerickou metodu feseni nelinearizované Liouvillovy rovnice
a testovali jsme ji na jednoduchych modelech vyvoje tenzoru setrvacnosti. Po-
zorovali jsme, jak rotacni osa télesa sleduje hlavni osu tenzoru setrvacnosti s
nejvétsim momentem a jak toto chovani zavisi na rychlosti deformace.
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