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1.2 Druhá věta impulzová . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Vztah pro derivaci vektoru v pohybuj́ıćı se soustavě . . . . . . . . 10
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3.2 Linearizovaná verze Liouvillovy rovnice . . . . . . . . . . . . . . . 20
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shrnujeme některé poznatky o jeho využit́ı v geofyzice. Pro řešeńı rovnice jsme
navrhli metodu, která vycháźı z jednokrokové numerické metody integrace typu
Runge-Kutta. V druhé části práce pak aplikaćı metody na modelové vývoje ten-
zoru setrvačnosti sledujeme, jak rotačńı chováńı planet záviśı na pohybu hlavńıch
os, a testujeme meze použitelnosti zvolené metody. Zkoumáme také, jak se na
výsledku projev́ı rotačńı deformace a zda jsme se při navržeńı metody nedopustili
neoprávněných aproximaćı.
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Abstract: In the present work we study the effects of mantle convection on move-
ment of the poles of rotation within planet-sized bodies. First part deals with
derivation of the Liouville equation, which is a fundamental relation in our work.
We also focus on certain aspects of its application in geophysics. In the second
part we develop a method of solution of the equation, based on the one step
Runge-Kutta method. Thereafter we observe how the poles of rotation follow
the movement of axes of figure and we test the limits of the method’s applicabil-
ity. We do so by test run on simple models of mantle convection. The outcome
of used aproximation and the effects of rotational deformation are also discussed.
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Úvod

V této práci se zabýváme vlivem deformace na pohyb rotačńı osy těles ve Slunečńı
soustavě. Nejdále je v tomto směru přirozeně studium naš́ı planety. Pohyb a
změnu velikosti vektoru úhlové rychlosti rotace Země lze velmi přesně měřit
(metody měřeńı shrnuje např́ıklad zde hojně citovaná monografie [1]) a zároveň
jsme schopni predikovat, jak tento pohyb ovlivňuj́ı některé geofyzikálńı a geo-
logické procesy. Základńı praćı v tomto směru je opět [1], existuje ovšem mnoho
navazuj́ıćı literatury. Za všechny zmiňme alespoň práce [2] a [3], projev̊um ledov-
cového zat́ıžeńı se v současnosti věnuje [4]. Porovnáńım naměřených dat s predikćı
tak můžeme posuzovat kvalitu model̊u, které byly k predikci použity. Např́ıklad
změřeńı periody tzv. Chandlerova kolébáńı v minulosti vedlo k vyloučeńı některých
úvah o struktuře Země, jak zmiňuje [5].

Tvar naš́ı planety je bĺızký ekvipotenciále součtu gravitačńıho a odstředi-
vého potenciálu a rotace je proto stabilńı, pozice rotačńı osy v Zemi prak-
ticky neměnná (viz diskuze v sekci 5.4, [1]). Z těchto d̊uvod̊u lze při jej́ım
studiu využ́ıt linearizované verze Liouvillovy rovnice. Ne všechny planety ovšem
vykazuj́ı takové rotačńı chováńı. U některých je dynamické zploštěńı jen těžko
odlǐsitelné od topografie, u daľśıch pak existuj́ı indicie, že rotačńı osa v nich v
minulosti výrazně putovala. Známý je př́ıpad Marsu, u nějž lze takový posun
odhadovat na základě studia povrchových kráter̊u (problematice se věnuje [6]).
Fyzikálńı př́ıčina změny rotace planet může být r̊uznorodá. Zde se zaměř́ıme
na vliv termálńı konvekćı zp̊usobené deformace tělesa. Snaž́ıme se navrhnout
metodu řešeńı nelinearizované Liouvillovy rovnice, abychom lépe objasnili vztah
mezi deformaćı těles planetárńıch rozměr̊u a pohybem jejich rotačńı osy. Mohli
bychom t́ım pomoci i studiu ledového měśıce Jupiteru - Enceladu, u nějž je
výrazným zdrojem energie slapové třeńı, závisej́ıćı na natočeńı Enceladu v̊uči
Jupiteru. Informaci o tomto natočeńı lze źıskat právě z pozice rotačńıho pólu,
tedy z pr̊useč́ıku rotačńı osy Enceladu s jeho povrchem. Problematikou Enceladu
se zabývá [7].

Prvńı až třet́ı kapitola maj́ı rešeršńı povahu. V prvńı z nich se věnujeme
odvozeńı Liouvilovy rovnice, ve druhé pak volbě referenčńı soustavy, abychom
ozřejmili fyzikálńı význam spočteného. Na tomto mı́stě také diskutujeme rotačńı
deformaci, jej́ımuž vlivu je třeba se v př́ıpadném navázáńı věnovat d̊ukladněji a
obecněji. Třet́ı kapitola shrnuje rysy pohybu volného setrvačńıku, se kterými se
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setkáváme v pr̊uběhu celé práce. V druhé části popisuje linearizovanou verzi
Liouvillovy rovnice a ukazuje některá jej́ı řešeńı. Zároveň zde vysvětlujeme,
proč nelze linearizovaného schématu pro sledovaný účel využ́ıt. Ve čtvrté kapi-
tole navrhujeme numerickou metodu řešeńı nelinearizované Liouvillovy rovnice
a naznačujeme některá úskaĺı s ńı spojená. Technické detaily výpočetńı realizace
metody jsou nast́ıněny v části popisuj́ıćı strukturu výpočetńıho programu, jehož
kopie je v př́ıloze č.1. V posledńı kapitole pozorujeme, jak se rotačńı pól chová
pro jednoduché modely termálńı konvekce.

7



Kapitola 1

Odvozeńı Liouvillovy rovnice

1.1 Liouvillova rovnice

Spojeńım druhé věty impulzové a vztahu pro časovou derivaci vektoru v pohy-

buj́ıćıch se soustavách (d
−→u
dt

)fixed = (d
−→u
dt

)mov+
−→ω ×−→u vznikne vektorová rovnice

(
d
−→
B

dt
)mov +

−→ω ×
−→
B =

−→
M

E
, (I)

kde
−→
B znač́ı moment hybnosti a

−→
M

E
moment vněǰśıch sil. Vyjádř́ıme-li vztah (I)

v soustavě spojené s tělesem a dosad́ıme-li za vektor momentu hybnosti, źıskáme
Liouvillovu rovnici ([1])

d

dt
(JijΩj + hi) + ǫijkΩj(JklΩl + hk) = µi, (II)

kde Jij jsou složky tenzoru setrvačnosti, Ωi složky vektoru úhlové rychlosti
rotace, hi složky vektoru relativńıho momentu hybnosti, µi složky momentu
vněǰśıch sil a ǫijk Levi-Civit̊uv symbol. V práci použ́ıváme s výjimkou části 1.2
Einsteinovu sumačńı konvnci. Významu všech použitých symbol̊u ve vztaźıch
(I) a (II) se věnujeme podrobněji v daľśıch částech kapitoly.

Při znalosti rozložeńı hustoty v planetě, časového vývoje jej́ı deformace a mo-
mentu vněǰśıch sil na planetu p̊usob́ıćıch spočteme pomoćı Liouvillovy rovnice
časový vývoj vektoru úhlové rychlosti rotace tělesa. Jak již bylo naznačeno v
úvodu, ve fyzikálńı praxi se rovnice využ́ıvá i obráceně. Např́ıklad lze źıskat infor-
mace o tenzoru setrvačnosti Země, známe-li frekvenci tzv. Chandlerova kolébáńı,
tedy z pohybu rotačńıho pólu. Pro nás bude (II) základńım vztahem pro výpočet
časového vývoje vektoru úhlové rychlosti rotace.
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Zde naznačený postup odvozeńı Liouvillovy rovnice si zaslouž́ı hlubš́ı roz-
bor, přestože se rovnice př́ılǐs nelǐśı od známého vztahu pro výpočet pohybu
setrvačńık̊u z klasické mechaniky. V učebnićıch klasické mechaniky se totiž setká-
váme převážně se setrvačńıky, které jsou tuhými tělesy a maj́ı ”bod pevný v
prostoru”. Ani jednu z těchto vlastnost́ı však námi studovaná tělesa nemaj́ı;
deformuj́ı se a konaj́ı v̊uči inerciálńı soustavě zrychlený pohyb (ob́ıhaj́ı kolem
Slunce, nebo konaj́ı i složitěǰśı pohyb). Oba tyto rozd́ıly maj́ı vliv na odvozeńı
Liouvillovy rovnice, avšak v literatuře jim neńı věnována př́ılǐsná pozornost.
Proto si jednotlivé kroky odvozeńı projdeme podrobněji. To je také d̊uvod, proč
jsme doposud uvedené vztahy lehce odbyli. Neuvedli jsme, v̊uči jakému bodu se
zmı́něné momenty uvažuj́ı, v jaké soustavě se měř́ı, ani přesný význam vektoru
−→ω . Budeme se tomu věnovat ńıže.

1.2 Druhá věta impulzová

Podstatou Liouvillovi rovnice je druhá věta impluzová. Uvedu zde jej́ı slovńı for-
mulaci z [8]: ”Časová derivace celkového momentu hybnosti soustavy hmotných
bod̊u je rovna výslednému momentu vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na soustavu. Podmı́nka
rovnosti je, že moment hybnosti a moment śıly je poč́ıtán vzhledem k témuž
bodu”. Při odvozeńı druhé věty impulzové A. Havránek zavád́ı inerciálńı sous-
tavu a využ́ıvá toho, že vztažný bod je v̊uči inerciálńı soustavě v klidu. V našem
př́ıpadě tomu tak neńı. Zavedeme sice inerciálńı soustavu (čemuž se věnuje část
1.4), ale vztažný bod v ńı koná zrychlený pohyb. Projdeme si proto odvozeńı
druhé věty impulzové z [8] a zkuśıme jej upravit, aby platilo i pro náš př́ıpad.
Jedná se o rovnice 3,33-3,37 a 5,38-5,49 z [8]:

−→
b = (−→r B −−→r A)×m−→v BA (III)

si definujme jako moment hybnosti bodu B o hmotnosti m v̊uči bodu A. Relativńı
rychlost −→v BA ≡ −→v B −−→v A. Pro −→r A závislé na čase dostáváme:

d
−→
b

dt
= (−→r B −−→r A)×m

d−→v B

dt
− (−→r B −−→r A)×m

d−→v A

dt
(IV )

Druhý člen na pravé straně rovnice se v [8] nevyskytuje. Odpov́ıdá momentu
nepravé śıly, kterou bychom pozorovali v soustavě spojené s bodem A. Pro sous-
tavu N hmotných bod̊u tak obdrž́ıme:

d
−→
B

dt
=

N
∑

i

(−→r i −−→r A)×
−→
F

E

i − [
N
∑

i

mi(−→r i −−→r A)]×
d−→v A

dt
, (V )
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kde druhý člen je zde opět oproti 5,49 [8] nový. Lze jej zapsat jako

M(−→r T −−→r A)×
d−→v A

dt
, (V I)

kde −→r T je poloha těžǐstě. Zvoĺıme-li tedy za vztažný bod právě (zrychleně se po-

hybuj́ıćı) těžǐstě, můžeme psát klasické d
−→
B
dt

=
−→
M

E
. Těžǐstě je přirozenou volbou

vztažného bodu i z jiného d̊uvodu: vlož́ıme-li těleso do silového pole o homogeńı
intenzitě, kde nábojem je hmotnost, bude moment vněǰśıch sil nulový právě v̊uči
těžǐsti. Obě tyto vlastnosti spolu sice souviśı (intenzita zmı́něné nepravé śıly je
homogeńım polem), avšak je třeba je rozlǐsovat. Zde ukázaná vlastnost těžǐstě se
v [8] neuvád́ı. My ji využijeme, nebot’ náš vztažný bod se v inerciálńı soustavě
pohybuje zrychleně.

1.3 Vztah pro derivaci vektoru v pohybuj́ıćı se

soustavě

Daľśım krokem v odvozeńı Liouvilovy rovnice je použit́ı vztahu

(
d−→u

dt
)fixed = (

d−→u

dt
)mov +

−→ω ×−→u (V II)

Vzhledem k tomu, že zde vystupuj́ıćı −→ω je vektor úhlové rychlosti, který hraje
ústředńı roli v celé práci, se i u tohoto vztahu na chv́ıli zastav́ıme. Mějme dánu
souřadnou soustavu, nemuśı být inerciálńı - označme ji fixed, a v̊uči ńı libo-
volně se pohybuj́ıćı jinou soustavu - označme ji moving. Anglické značeńı je
voleno z jazykových d̊uvod̊u, vyhneme se j́ım př́ılǐsnému opakováńı některých
slov. Pohyb soustavy moving (v̊uči fixed) lze charakterizovat pomoćı vektoru
rychlosti libovolně zvoleného, avšak v soustavě moving nehybného bodu A této
soustavy: −→v A(t) a vektoru úhlové rychlosti rotace −→ω (t), který na volbě bodu A
nezáviśı. Rychlost libovolného bodu B soustavy moving v̊uči soustavě fixed pak
dostaneme:

−→v B = −→v A +−→ω × (−→r B −−→r A).

Samo odvozeńı vztahu (V II) je jednoduché a pro př́ıpad, kdy soustava mov-
ing koná v̊uči soustavě fixed čistou rotaci - tedy existuje v ńı bod A, pro nějž
−→v A(t) = 0 - jej nalezneme např. v [8],[5]. Jeho platnost pro obecný pohyb
plyne z vlastnost́ı paralelńıho přenosu vektor̊u v Euklidovském prostoru, tedy z
bezproblémovosti přenosu v tomto prostoru. Za zmı́nku stoj́ı, že [5] vztah využ́ıvá
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pro obecný pohyb, ačkoli jej odvozuje pouze pro čistou rotaci soustavy moving.
Pro nás je vztah d̊uležitý v plné obecnosti, zejména je třeba si zapamatovat výše
zmı́něný význam vektoru úhlové rychlosti −→ω . Jedná se o vektor charakterizuj́ıćı
rotačńı část pohybu určité soustavy souřadné.

1.4 Inerciálńı soustava

V kapitole 1.2 jsme narazili na koncept inerciálńı soustavy a druhou větu impul-
zovou jsme odvodili pouze v takové soustavě. V našem př́ıpadě použijeme jako
inerciálńı tu soustavu (a budeme ji tak nadále označovat), v jej́ımž počátku je
Slunce a planety v ńı konaj́ı známý oběžný pohyb. Slunečńı soustava sice neńı
inerciálńı, jej́ı pohyb je v základńıch rysech naznačen v [5], ale pro účel práce je
dostačuj́ıćı, že výsledný moment nepravých sil v̊uči těžǐsti studovaného tělesa je
zanedbatelný.

Mohli jsme postupovat i trochu moderněji, aby náš př́ıstup alespoň vzdáleně
připomı́nal Newtonovskou limitu z obecné teorie relativity. Druhou větu im-
pulzovou jsme mohli odvodit v libovolné soustavě s t́ım, že na pravé straně
rovnice by byl výsledný moment vněǰśıch sil pravých i nepravých. V kapitole
1.5, zabývaj́ıćı se pravou stranou, bychom se pak vypořádali s oběma druhy
sil. Ve studovaném př́ıpadě nav́ıc ani nepotřebujeme, aby nepravé śıly byly
zanedbatelné. Stač́ı, když jejich výsledný moment v̊uči těžǐsti studovaného tělesa
takový je. To je splněno pro každou soustavu, jej́ıž neinercialita je dána pouze
translačńım pohybem. Pochopitelně, rotuje-li jedna soustava v̊uči druhé s úhlovou
rychlost́ı −→ω , rotuje stejně v̊uči všem soustavám, konaj́ıćım v̊uči druhé zmı́něné
soustavě čistě translačńı pohyb (což by se projevilo nejednoznačnost́ı fyzikálńıho
významu rovnice (II)).

1.5 Moment vněǰśıch sil

Máme již zvolenou soustavu, v ńıž plat́ı (I). Na pravé straně rovnice je výsledný
moment vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na studované těleso, který polož́ıme roven nule.
Nyńı se krátce zaměř́ıme na to, za jakých podmı́nek to lze učinit. Zabýváme-
li se vněǰśımi silami p̊usob́ıćımi na nějaké těleso ve Slunečńı soustavě, bude se
jednat předevš́ım o gravitačńı p̊usobeńı okolńıch těles. Z část́ı 1.2 a 1.4 je zřejmé,
že pokud by gravitačńı pole od okolńıch těles bylo v mı́stě studovaného tělesa

homogeńı, dostali bychom
−→
M

E
= 0. To je jeden zp̊usob, jak na aproximaci

−→
M

E
= 0 nahĺıžet.
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Druhý pohled na věc využ́ıvá multipólového rozvoje gravitačńıho potenciálu
studovaného tělesa. Spočteme-li moment śıly, kterou studované těleso p̊usob́ı
na okolńı tělesa (které vzhledem k jejich vzdálenosti můžeme pro tento účel
považovat za hmotné body), źıskáme ze zákona zachováńı momentu hybnosti
zároveň moment śıly, kterou okolńı tělesa p̊usob́ı na studované těleso. V [5]
je ukázáno, jak tento moment, poč́ıtáme-li jej v̊uči těžǐsti studovaného tělesa,
souviśı se členy zmı́něného rozvoje. Jsou-li okolńı tělesa dostatečně vzdálena,

je vliv vedleǰśıch člen̊u rozvoje zanedbatelný a lze položit
−→
M

E
= 0. Tento

př́ıpad odpov́ıdá homogenitě gravitačńıho pole okolńıch těles z prvńıho odstavce,
která úzce souviśı s jejich vzdálenost́ı od studovaného tělesa. Daľśı možnost́ı, jak
vynulovat vedleǰśı členy je ovšem i symetrie tělesa. Máme-li rozložeńı hustoty

ve studovaném tělese sféricky symetrické, lze také položit
−→
M

E
= 0, a to i když

okolńı tělesa nejsou tak vzdálena.
Mezi typické momenty vněǰśıch sil, které ovlivňuj́ı pohyb rotačńıch os těles ve

Slunečńı soustavě, patř́ı moment zp̊usobuj́ıćı precesi rotačńı osy, jež má základ
v rovńıkovém vydut́ı, a moment zpomaluj́ıćı rotaci, jehož základem je slapové
třeńı. Oboj́ı jsme, jak plyne z výše uvedeného, zanedbali.

1.6 Výsledný tvar rovnice

Máme tedy vztah d
−→
B
dt

= 0, kde
−→
B je moment hybnosti studovaného tělesa

v̊uči jeho těžǐsti, měřený v inerciálńı soustavě. Pomoćı vztahu (V II) z kapi-

toly 1.3 vyjádř́ıme časovou derivaci
−→
B skrze derivaci tohoto vektoru v soustavě

konaj́ıćı v̊uči inerciálńı soustavě pohyb, jehož rotačńı část je dána vektorem
úhlové rychlosti −→ω . Moment hybnosti

−→
B spočteme takto (opět s pomoćı vztahu

(V II), postup je převzatý z [5]):

−→
B =

N
∑

(
−→
R i −

−→
R T )×mi[(

d
−→
R i

dt
)fixed − (

d
−→
R T

dt
)fixed] =

N
∑−→r i ×mi(

d−→r i

dt
)fixed =

=
N
∑

mi
−→r i × (

d−→r i

dt
)mov +−→ω

N
∑

mi
−→r 2

i −
N
∑

mi
−→r i(−→r i · −→ω ) = J−→ω +

−→
h ,

kde
−→
R i znač́ı polohový vektor i-tého bodu v inerciálńı soustavě,

−→
R T polohový

vektor těžǐstě studovaného tělesa v inerciálńı soustavě, −→r i ≡
−→
R i −

−→
R T a pro

relativńı moment hybnosti
−→
h lze po přechodu k spojitému tělesu psát([5])

−→
h =

∫

ρ−→r × (
d−→r

dt
)mov dV.
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Dostáváme tak vztah

[
d

dt
(J−→ω +

−→
h )]mov +−→ω × (J−→ω +

−→
h ) = 0. (V III)

Jedná se, stejně jako u všech dosud uvedených vztah̊u s výjimkou (II), o vek-
torovou rovnici a jako takovou ji lze vyjádřit v r̊uzných soustavách souřadných.
V tomto smyslu lze hovořit o nezávislosti vztahu na volbě soustavy souřadné.
Tenzory prvńıho a druhého řádu v tomto vztahu vystupuj́ıćı, konkrétně vektory
−→ω a

−→
h jsou však př́ımo závislé na volbě soustavy moving. Úhlová rychlost

−→ω udává rotačńı pohyb této soustavy v̊uči soustavě fixed, za ńıž jsme vy-
brali inerciálńı soustavu z kapitoly 1.4. Relativńı moment hybnosti

−→
h na po-

hybu soustavy moving také záviśı, nebot’ popisuje pohyb tělesa v̊uči této sous-
tavě. Posledńım objektem ve vztahu je tenzor setrvačnosti studovaného tělesa,
rovněž vztažený k těžǐsti tohoto tělesa. Je to tenzor druhého řádu, charakter-
izuj́ıćı rozložeńı hustoty hmotnosti uvnitř tělesa a jako jediný na volbě soustavy
moving nezáviśı. Označ́ıme-li složky těchto tenzor̊u v soustavě souřadné moving
Jij,Ωi, hi, lze vyjádřeńı vztahu (V III) v této soustavě souřadné psát

d

dt
(JijΩj + hi) + ǫijkΩj(JklΩl + hk) = 0. (IX)

Touto soustavou rovnic se budeme v následuj́ıćıch kapitolách zabývat. Složky
−→ω jsme označili Ωi. Občas budeme v textu pracovat i s vektorem

−→
Ω , který má

stejný význam jako −→ω . Budeme tak činit, pokud se za symbolem skrývá práce
se složkami Ωi. Na soustavu moving, kterou si nadále označ́ıme jako referenčńı
soustavu, jsme zat́ım nekladli žádné požadavky. Jej́ı volbě se věnuje kapitola 2.

Kromě snahy o ucelený př́ıstup a položeńı základ̊u pro interpretaci člen̊u
v Liouvillově rovnici vystupuj́ıćıch (př́ıpadné problémy s t́ım spojené zmiňuje
[1] v sekci 3.2) jsme se jej́ımu odvozeńı věnovali i z několika daľśıch d̊uvod̊u.
V prvńı řadě bylo třeba diskutovat předpoklady, které vedly k nule na pravé
straně rovnice. Jejich splněńı pro některá ze studovaných těles může být prob-
lematické. Zároveň jsme však odvozeńım poukázali na vysokou mı́ru obecnosti a
aplikovatelnosti Liouvillovy rovnice. Proto se zaměř́ıme předevš́ım na charakter
a zvláštnosti chováńı jej́ıho řešeńı, sṕı̌se než na jeho kvantitativńı stránku.
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Kapitola 2

Referenčńı soustava

2.1 Volba referenčńı soustavy souřadné

Rovnice (IX) pro nás má následuj́ıćı význam. Známe-li v nějaké (libovolné),
zde označené jako referenčńı, soustavě souřadné složky tenzoru setrvačnosti a
relativńıho momentu hybnosti studovaného tělesa, oboj́ı vztaženo k jeho těžǐsti,
lze pomoćı (IX) spoč́ıst složky vektoru úhlové rychlosti, který popisuje rotačńı
pohyb referenčńı soustavy v̊uči soustavě inerciálńı. Když v klasické mechanice
provád́ıme volbu soustavy souřadné, definujeme ji většinou skrze jej́ı pohyb. To
v našem př́ıpadě pochopitelně nelze, nebot’ právě jej́ı pohyb se snaž́ıme určit.
Referenčńı soustavu tedy muśıme volit na základě jiných vlastnost́ı.

Při řešeńı pohybu setrvačńık̊u se referenčńı soustava spojuje s tělesem. Pro
tuhá tělesa je spojeńı soustavy s tělesem bez problémů a definujeme jej tak, že
těleso je v referenčńı soustavě v klidu. Nav́ıc můžeme souřadnicové osy natočit,
aby souhlasily s hlavńımi osami tenzoru setrvačnosti tělesa. Tak lze ovšem volit
referenčńı soustavu i pro libovolně se deformuj́ıćı těleso. Řekneme-li, že souřadni-
cové osy maj́ı vždy směr hlavńıch os tenzoru setrvačnosti a počátek lež́ı v těžǐsti
studovaného tělesa, definovali jsme soustavu jednoznačně. Podmı́nkou je, aby
tenzor setrvačnosti měl rozd́ılné hlavńı momenty. Tuto volbu referenčńı soustavy
označuje [1] jako souřadnice hlavńıch os (’axes of figure’, ’the principal axes’) a
zmiňuje úskaĺı s takovou volbou spojená. Demonstrujme si je na př́ıpadu stu-
dia rotace Země. Zaj́ımá-li nás rotace Země, zaj́ımá nás ve skutečnosti rotace
souřadné soustavy, at’ už spojené s konkrétńı laboratoř́ı, či s celou śıt́ı laboratoř́ı
(geografické souřadnice, [1]). Při deformaci Země docháźı k pohybu hlavńıch os
v̊uči geografickým souřadnićım. Kdybychom tedy (IX) vyřešili v soustavě, v ńıž
Jij = 0, i 6= j, neźıskali bychom to, co nás doopravdy zaj́ımá. Při studiu pohybu
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těles, kterými se zde zabýváme, se setkáme se stejným problémem a referenčńı
soustavu zvoĺıme proto jinak (o možnosti obej́ıt problém složeńım vektoru úhlové
rychlosti rotace hlavńıch os a vektoru úhlové rychlosti rotace spočtené z rovnice
(IX) viz část 2.2)

Jádrem problému je otázka spojeńı referenčńı soustavy se studovaným tělesem.
Pro obecně se deformuj́ıćı těleso totiž takové spojeńı neńı jednoznačné. Z mechani-
ky kontinua sice umı́me lokálně oddělit deformaci, translaci a rotaci hmoty
pomoćı gradientu rychlostńıho pole (jeho symetrické a antisymetrické části),
jedná se však pouze o lokálńı rozklad (v́ıce viz. [9]). Pro těleso jako celek takové
odděleńı neńı možné. V této souvislosti se v literatuře někdy mluv́ı o tzv. Tis-
serandových souřadnićıch. V [4] se volba referenčńı soustavy, v ńıž

−→
h = 0,

spojuje s odstraněńım rotace tuhého tělesa. [1] chápe Tisserandovy souřadnice,
stejně jako souřadnice hlavńıch os, sṕı̌se jako volbu výhodnou z matematického
hlediska (nebot’ rovnice (IX) se zjednodušš́ı), jej́ıž fyzikálńı význam je, stejně
jako u souřadnic hlavńıch os, sńıžen výše zmı́něným úskaĺım. S t́ımto pohledem
se ztotožňujeme, nebot’ když máme v referenčńı soustavě

−→
h konstantńı, zna-

mená to, že nulový je výsledný moment pravých i nepravých sil v této soustavě
(oboj́ı vztaženo k těžǐsti). Referenčńı soustava však koná složitý pohyb v̊uči in-
erciálńı soustavě a fyzikálńı význam splněńı této podmı́nky je proto nejasný.
Známe-li rychlostńı pole studovaného tělesa (hmoty jej tvoř́ıćı), nalezneme vek-
tor úhlové rychlosti rotace Tisserandových souřadnic minimalizaćı funkcionálu
F (−→ω ) =

∫

ρ‖−→v − −→ω × −→r ‖2 dV ([1]). Pro tuhé těleso dostaneme soustavu spo-
jenou tělesem v klasickém smyslu.

V této práci se věnujeme rotačńımu chováńı těles, jejichž deformace je dána
termálńı konvekćı (problematice se věnuje např. [2]). Tenzor setrvačnosti źıskáme
z model̊u konvekce v plášti planety a při jej́ım výpočtu zanedbáme vliv nepravých
sil, daných rotaćı soustavy. O těch předpokládáme, že jsou oproti vztlakovým
silám zanedbatelné. Nav́ıc je neznáme dopředu, odstředivý potenciál lze spoč́ıst
až při znalosti vektoru úhlové rychlosti rotace, který zde právě poč́ıtáme. Za ref-
erenčńı tedy zvoĺıme tu soustavu, v ńıž poč́ıtáme termálńı konvekci uvnitř tělesa.
Zároveň se však, nebot’ jsme v pohybových rovnićıch látky zanedbali nepravé
śıly, jedná o Tisserandovy souřadnice. Poč́ıtáme-li v inerciálńı soustavě defor-
maci zprvu tuhého tělesa danou pouze vnitřńımi silami, dostaneme ze zákona
zachováńı momentu hybnosti

−→
h = 0, pokud do rovnic konvekce nevnáš́ıme mo-

ment sil skrze okrajové podmı́nky.
Rotaci soustavy však i přes výše zmı́něné do tenzoru setrvačnosti tělesa přeci

jen promı́tneme. Učińıme tak zavedeńım rotačńı deformace, které je věnována
následuj́ıćı část. Hovoř́ıme-li někde v textu o rotaci tělesa, máme na mysli rotaci
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referenčńı soustavy.

2.2 Rotačńı deformace

Jedinou zpětnou vazbou mezi rotaćı tělesa a jeho deformaćı, kterou zde uvažujeme,
je rovńıkové vydut́ı. Provedeme v zásadě to, že těleso v každém okamžiku zplošt́ıme
podél rotačńı osy. Přesněǰśı je hovořit o rotačńı deformaci, nebot’ máme na mysli
”okamžitou”reakci tělesa na směr a velikost vektoru úhlové rychlosti rotace,
zat́ımco termı́n rovńıkové vydut́ı je sṕı̌se spojován s dlouhodobou deformaćı
Země, která souviśı s nepatrnou amplitudou Chandlerova wobblu (viz diskuze v
sekci 5.4, [1]). Při odhadu zploštěńı využijeme Loveových č́ısel ([1], sekce 5),
předpokladem jejichž zavedeńı je, aby rychlost odezvy byla řádově rychleǰśı
než změna disturbuj́ıćıho potenciálu. To je v př́ıpadě odstředivého potenciálu
splněno, nemá-li

−→
Ω(t) výrazně atypický časový vývoj. Použit́ı Loveových č́ısel

představuje v geofyzice tradičńı př́ıstup. Reakci tělesa na odstředivý potenciál
lze v současnosti modelovat bez použit́ı Loveova č́ısla a lépe tak reagovat na
př́ıpadné hustotńı heterogenity v tělese.

Myšlenka spoč́ıvá v tom, že člen n=2 rozvoje U =
∑∞

n=1
Yn(θ,λ)
rn+1 gravitačńıho

potenciálu polož́ıme roven kUR
2 , kde UR

2 je druhý člen takového rozvoje pro
rotačńı potenciál UR = 1

2
(ω2r2 − (−→ω · −→r )2) a k Loveovo č́ıslo, pro nějž budeme

testovat r̊uzné hodnoty. Předevš́ım se bude jednat o hodnoty k = 0, k = 0.29 a
k = 0.96, jejichž význam je diskutován v [1]. Vzhledem k tomu, že U2 je př́ımo
závislý na složkách tenzoru setrvačnosti, plat́ı (viz [1], sekce 5.2):

Jij =
ka5

3G
(ΩiΩj −

1

3
Ω2δij) +

1

3
(C11 + C22 + C33)δij (X)

kde a je středńı poloměr tělesa, G gravitačńı konstanta a C11, C22, C33 hlavńı mo-
menty setrvačnosti před vydut́ım. V př́ıpadě Země tak lze pro rotačńı deformaćı
generované složky jrotij po odečteńı vlivu trvalého rovńıkového vydut́ı psát:

jrot11 = jrot22 = −
2

3

k

kf
(C − A)m3 jrot33 = +

4

3

k

kf
(C −A)m3

jrot13 =
k

kf
(C − A)m1 jrot23 =

k

kf
(C − A)m2 jrot12 = 0

kde kf je Loveovo č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı hydrostatické rovnováze (viz ’fluid Love
number’ v [1]) a Ω1 = m1Ω; Ω2 = m2Ω; Ω3 = (1 +m3)Ω (v́ıce viz část 3.2).
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Přičteńı těchto složek k tenzoru setrvačnosti zp̊usob́ı, že hlavńı osa tenzoru
s největš́ım momentem se natoč́ı směrem k

−→
Ω o úhel kϕ, kde ϕ je úhel, který

hlavńı osa a
−→
Ω sv́ıraj́ı. V této práci zahrneme vliv rotačńı deformace právě

takovým natočeńım, jehož praktické provedeńı je diskutováno v kapitole 4. I
v tomto postupu je ovšem skryta skutečnost, že při odvozeńı složek jrotij byly

zanedbány čtverce a součiny m1, m2, m3. Pro velké vzdálenosti vektoru
−→
Ω a

hlavńı osy s největš́ım momentem setrvačnosti je proto třeba postupovat jinak.
Při zahrnut́ı rotačńı deformace natočeńım hlavńıch os a nikoli přičteńım složek
jrotij nás zprvu vedla představa, že se jedná o obecněǰśı postup. Také vzájemný
vztah mezi dlouhodobým rovńıkovým vydut́ım a okamžitou rotačńı deformaćı,
který souviśı s elastickými vlastnostmi tělesa, vyžaduje hlubš́ı rozbor. Nav́ıc
zanedbáme relativńı moment hybnosti

−→
h plynoućı z pohybu rovńıkového vydut́ı.

Tyto problémy by bylo vhodné vyřešit v př́ıpadném navázáńı na tuto práci.
V kapitole 2.1 jsme narazili na možnost řešit úlohu v souřadnićıch hlavńıch os.

Známe-li vektor úhlové rychlosti rotace hlavńıch os v̊uči soustavě, o jej́ıž pohyb
se zaj́ımáme, źıskáme jej́ı rotaci v̊uči inerciálńı soustavě jeho složeńım s vektorem
úhlové rychlosti rotace spočteného z (IX), kde Jij, i 6= j bude nulové. Postupu
při skládáńı vektor̊u úhlových rychlost́ı se věnuje např́ıklad [10]. Tato metoda
vyžaduje, abychom dopředu znali pohyb hlavńıch os v̊uči naš́ı soustavě, tedy
měli k dispozici Jij(t). Uvažujeme-li rotačńı deformaci, pracujeme s tenzorem

setrvačnosti Jij(t,
−→
Ω).
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Kapitola 3

Význačná řešeńı

3.1 Členěńı pohyb̊u rotačńı osy

Máme tedy rovnici (IX), kterou v daľśıch kapitolách vyřeš́ıme pro neznámé
funkce Ωi(t), i = 1, 2, 3. Abychom mohli o výsledku něco ř́ıci, pod́ıváme se
nejprve ve stručnosti, jak se rotačńı osa tělesa chová v některých základńıch
situaćıch. Pohybu volného a těžkého setrvačńıku se věnuje většina učebnic kla-
sické mechaniky, např. [8]: ”Pohyb volného symetrického setrvačńıku lze názorně
popsat jako odvalováńı v tělese pevného polodiového kužele po herpolidiovém
kuželi pevném v prostoru”. Chandlerovské kolébáńı rotačńı osy Země (V [1]
označené jako ’free wobble’ - tedy řešeńı pro nulovou excitačńı funkci, v́ıce v
části 3.2) je právě takovým pohybem. Pr̊useč́ık polodiového kužele s povrchem
Země tvoř́ı kružnici o poloměru cca 10m a rotačńı osa Země tuto kružnici (ve
skutečnosti jde sṕı̌se o elipsu, [5]) oběhne za přibližně 14 měśıc̊u. V této sou-
vislosti považujeme za vhodné upozornit na nepřesnost členěńı pohyb̊u rotačńı
osy na precesi, nutaci a wobble (kolébáńı). [1] wobble charakterizuje následovně:
”...A stake is driven in the ground somewhere near the center the elipse. It marks
the pole of reference. The axis of reference extends from the center of the Earth
through this pole. The pole of rotation revolves about the pole of reference.
With respect to an observer on a fixed star, the rotation axis remains fixed,
and the reference pole (averaged for diurnal motion) revolves about the rota-
tion pole.”Tento popis plat́ı pouze v limitě, kdy vrcholový úhel herpolodiového
kužele je nulový. To je v př́ıpadě Země dobře splněno a je proto z didaktických
d̊uvod̊u (pro odlǐseńı wobblu a precese) pohyb rotačńı osy po herpolodiovém
kuželi zamlčen ([1] se mu věnuje později, v sekci 6.6 pod označeńım ’sway’).

Precese rotačńı osy je d̊usledkem gyroskopického efektu, tedy specifické reakce
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setrvačńıku na moment vněǰśıch sil. Nejlépe se popisuje na př́ıpadu těžkých
setrvačńık̊u v limitě ‖−→ω ‖ ≫ ‖

−→
Ω precese‖, u nichž se polož́ı −→ω = k

−→
B (a zároveň −→ω

lež́ı ve směru hlavńı osy s největš́ım momentem setrvačnosti) a precese je dána

preceśı momentu hybnosti
−→
B tělesa.

Nutace rotačńı osy se v řešeńı těžkého setrvačńıku objev́ı, nepracujeme-li ve
výše zmı́něné limitě. Je dána promı́tnut́ım řešeńı volného setrvačńıku do řešeńı
setrvačńıku těžkého. Když v každém okamžiku spoj́ıme s vektorem

−→
B herpolo-

diový kužel, źıskáme oběhem rotačńı osy po jeho plášti právě nutaci. Jej́ım zdro-
jem může být i proměnný moment vněǰśıch sil ([5]). Z výsledku našeho výpočtu,
tedy funkćı Ωi(t) však precese a nutace roatčńı osy nelze př́ımo vyč́ıst, nebot’

se jedná o složky −→ω v referenčńı soustavě souřadné. K určeńı precese a nutace
bychom museli ještě vyřešit Eulerovy kinematické rovnice:

Ω1 = ϕ̇sinϑsinψ + ϑ̇cosψ

Ω2 = ϕ̇sinϑcosψ − ϑ̇sinψ

Ω3 = ϕ̇cosϑ+ ψ̇

kde ϕ, ϑ, ψ jsou tzv. Eulerovy úhly - precesńı, nutačńı a rotačńı (viz [10]). Jedná
se o soustavu tř́ı nelineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic (stejně jako
(IX)), kterou ovšem řešit nebudeme. Zaj́ımá-li nás pozice studovaných těles v
inerciálńı soustavě (tedy např́ıklad natočeńı Enceladu v̊uči Jupiteru), využijeme

toho, že jejich rotačńı osa je bĺızko v prostoru neměnného vektoru
−→
B . Aby tomu

tak nebylo, muselo by rozložeńı jejich hustoty být podstatně odlǐsné od sféricky
symetrického, což pro tělesa planetárńıch rozměr̊u, jejichž tvar a rozložeńı hus-
toty určuje předevš́ım gravitace, neplat́ı.

Informaci o tom, co se děje v inerciálńı soustavě budeme udržovat také num-
ericky. Využijeme přitom relativity rotačńıho pohybu: inerciálńı soustava rotuje
v̊uči referenčńı s úhlovou rychlost́ı −−→ω . V každém kroku tedy otoč́ıme

−→
eni podle

−
−→
Ω o úhel ‖

−→
Ω‖dt, přičemž

−→
eni je i-tý bázový vektor inerciálńı soustavy.

Na závěr této části, věnované obecnému členěńı pohybu rotačńı osy, se krátce
zastav́ıme u zdánlivého paradoxu, který se objevuje u řešeńı těžkého setrvačńıku
v limitě ‖−→ω ‖ ≫ ‖

−→
Ω precese‖. Rotačńı osa se v tomto př́ıpadě v referenčńı sous-

tavě v̊ubec nehýbe, zat́ımco v soustavě pevné v prostoru koná precesi. Aplikaćı

vztahu z kapitoly 1.3 na vektor −→ω přitom dostáváme (d
−→ω
dt

)fixed = (d
−→ω
dt

)ref . Je to
dáno t́ım, že zat́ımco vyjádřeńı této rovnosti v inerciálńı soustavě dá na časové
škále jedné otočky tělesa téměř konstantńı vektor a složky −→ω se tak v této sous-
tavě pozvolna měńı (na časové škále jedné otočky lineárně rostou), v referenčńı
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soustavě se (d
−→ω
dt

) otoč́ı jednou dokola a složky −→ω se tak na časové škále mnoha
otáček neměńı.

3.2 Linearizovaná verze Liouvillovy rovnice

V geofyzice se pohyb rotačńı osy tradičně poč́ıtá pomoćı linearizované verze
Liouvillových rovnic (např. [1], [4]). V geografické soustavě souřadné totiž plat́ı,
že rotačńı osa a hlavńı osa s největš́ım momentem setrvačnosti se vzdaluj́ı jen
nepatrně od referenčńıho pólu, tedy od třet́ı souřadnicové osy této soustavy.
V pertubačńım schématu z [1]:

J11 = A + j11 J22 = A+ j22 J33 = C + j33

J12 = j12 J13 = j13 J23 = j23

Ω1 = Ωm1 Ω2 = Ωm2 Ω3 = (1 +m3)Ω,

kde A,A,C jsou hlavńı momety setrvačnosti a Ω je středńı úhlová rychlost ro-
tace Země, se výše zméněné podmı́nky daj́ı vyjádřit tak, že jij

C
, mi, hi nabývaj́ı

malých hodnot a jejich čtverce a součiny tak lze v (IX) zanedbat. Dostaneme
t́ım linearizovanou Liouvillovu rovnici:

ṁ1

σr
+m2 = φ2,

ṁ2

σr
−m1 = φ1, ṁ3 = φ̇3, σr =

C − A

A
Ω.

Excitačńı funkce φi záviśı na Ω, jij , ˙jij , hi, ḣi a nebudeme ji zde vypisovat. Pro
naše účely je d̊uležité, že [1] diskutuje řešeńı linearizované rovnice pro r̊uzné ex-
citačńı funkce, odpov́ıdaj́ıćı určitým geologickým a geofyzikálńım proces̊um. V
této práci ovšem Liouvillovu rovnici linearizovat nebudeme. Důvodem je vzdálenost
rotačńı osy od hlavńı osy tenzoru setrvačnosti s největš́ım momentem. Budou nás
totiž zaj́ımat př́ıpady, kdy osy jsou vzdáleny i několik deśıtek stupň̊u a rovnici
(IX) proto linearizovat nelze.

Hlavńı výhodou linearizované verze je existence analytického řešeńı. V [4] je
např. ukázáno, že integraćı analytického řešeńı přes periodu Chandlerova wobblu
(a tedy jeho odstraněńım) lze pro excitačńı funkci odpov́ıdaj́ıćı dlouhodobým a
pomalým geologickým proces̊um psát m̄(t) = Ξ(t), kde m(t) = m(t)1 + im(t)2 a
Ξ(t) je úhlové excitačńı funkce, sleduj́ıćı natočeńı hlavńı osy tenzoru setrvačnosti.
m̄(t) je źıskáno integraćı m(t) přes periodu wobblu. T́ım, jak rotačńı osa sleduje
hlavńı osy tenzoru setrvačnosti se zabýváme v jednotlivých studíıch v kapitole
5.
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Někteř́ı autoři se zabývaj́ı i nelinearizovanou verźı Liouvillových rovnic. G.Spada
v [3] nalézá analytické řešeńı pro geologické procesy, jež lze popsat jednoduchým
tenzorem setrvačnosti.
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Kapitola 4

Navržená metoda

4.1 Matematický rozbor

Nyńı navrhneme metodu řešeńı rovnic

d

dt
(JijΩj) + ǫijkΩjJklΩl = 0, (XI)

tedy soustavy tř́ı nelineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu
pro neznámé funkce Ωi(t), i = 1, 2, 3, známe-li počátečńı podmı́nku

−→
Ω 0 =

−→
Ω(0)

a časový vývoj tenzoru setrvačnosti Jkonv(t), źıskaného z výpočtu termálńı kon-

vekce. Jij(
−→
Ω , t) znač́ı složky výsledného tenzoru setrvačnosti, který dostaneme

započteńım rotačńı deformace: Jij(
−→
Ω , t) = Jkonv

ij (t)+jrotij (
−→
Ω). Tenzor setrvačnosti

Jij(
−→
Ω , t) však z d̊uvodu diskutovaného v části 2.2 v použitém výpočetńım pro-

gramu poč́ıtáme následovně:

Jij(
−→
Ω , t) = Uik(t,

−→
Ω)Dkl(t)U

T
lj (t,

−→
Ω), (XII)

kde

Uij(t,
−→
Ω) = Bik(t,

−→
Ω)Rkl(t,

−→
Ω)BT

lm(t,
−→
Ω)Vmj(t) (XIII)

a
Dij = V T

ik (t)J
konv
kl (t)Vlj(t) (XIV )

Jkonv
ij (t) = Vik(t)Dkl(t)V

T
lj (t) znač́ı Jordan̊uv rozklad tenzoru Jkonv

ij (t). Uij(t,
−→
Ω)

je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı vlastńı vektory tenzoru setrvačnosti po započteńı
rotačńı deformace, tedy po natočeńı hlavńıch os tenzoru Jkonv o úhel kϕ směrem
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k
−→
Ω. Úhel, který

−→
Ω sv́ırá s hlavńı osou s nejvtš́ım momentem setrvačnosti

znač́ıme ϕ. Právě tuto osu směrem k
−→
Ω natáč́ıme, přičemž matice Bij(t,

−→
Ω)

a Rij(t,
−→
Ω) natočeńı realizuj́ı (jejich tvar lze vyč́ıst z př́ılohy č.1). Konstanta k

je Loveovo č́ıslo diskutované v kapitole 2. Rovnici (XI) uprav́ıme do tavru

Jij
dΩj

dt
= EikΩk,

kde

Eij =







J21Ω3 − J31Ω2 − ˙J11 J22Ω3 − J32Ω2 − ˙J12 J23Ω3 − J33Ω2 − ˙J13
J31Ω1 − J11Ω3 − ˙J21 J32Ω1 − J12Ω3 − ˙J22 J33Ω1 − J13Ω3 − ˙J23
J11Ω2 − J21Ω1 − ˙J31 J12Ω2 − J22Ω1 − ˙J32 J13Ω2 − J23Ω1 − ˙J33







Za J̇ij dosad́ıme J̇konv
ij a zanedbáme tak časovou derivaci složek j̇rotij z kapitoly

2. Zda se jedná o rozumnou aproximaci lze jednoduše ověřit. Stač́ı pro studovaný
model (tedy pro Jkonv(t)) jednou nastavit Loveovo č́ıslo k = 0, což odpov́ıdá
nulovým jrotij a tedy žádnou aproximaci neděláme, a porovnat s výstupem pro
hodnotou k nastovenou např́ıklad k = 0.29. Pokud se změna Loveova č́ısla pro-
jevuje pouze tak, jak předpokládáme, jedná se zřejmě o rozumnou aproximaci. Z
výsledk̊u prezentovaných v kapitole 5 plyne, že pro studované modely tomu tak
je. Vzhledem k tomu, že tenzor setrvačnosti je symetrický s nenulovými vlastńımi
č́ısly, můžeme psát:

dΩi

dt
= J−1

ij EjkΩk = UijD
−1
jk U

T
kmEmnΩn,

což je klasický tvar pro soustavu ODR, v tomto př́ıpadě evolučńıch rovnic s
počátečńı podmı́nkou. Pro jej́ı řešeńı jsme zvolili metodu typu Runge-Kutta
pátého řádu s adaptativńı kontrolou délky kroku. Jedná se o klasickou metodu,
která ”bývá pro svou jednoduchost často prvńı volbou při řešeńı ODR. Pro řadu
problémů ve fyzice je však tato prvńı volba i volbou posledńı, tedy nejefektivněǰśı
metodou pro daný problém”([11]).

Nejprve se zaměř́ıme na to, jak metoda Runge-Kutta pracuje v situaćıch, je-
jichž analytické řešeńı známe. Zjist́ıme, že vzhledem ke specifičnosti pravé strany
studované soustavy ODR má metoda tendenci se od analytického řešeńı odchylo-
vat. Proto navrhneme určitou modifikaci, která vycháźı z podmı́nky ‖J

−→
Ω‖ =

konst, tedy z integrálu pohybu. Vedleǰśı ćıl výočt̊u diskutovaných v kapitole
5 je pak pomoci k př́ıpadnému hledáńı efektivněǰśı metody (hlavńım ćılem je
sledováńı rotačńıho pólu).
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Základńım úskaĺım při řešeńı úlohy je diametrálně odlǐsná časová škála de-
formačńıch změn tenzoru setrvačnosti ve srovnáńı s frekvenćı tzv. wobblu. Termálńı
konvekce je proces odehrávaj́ıćı se na škále deśıtek milion̊u až miliard let, zat́ımco
perioda kolébáńı osy je řádově rok.

4.2 Výpočetńı program

V této části se seznámı́me s některými detaily použité numerické metody a struk-
turou výpočetńıho programu, jehož kopie je uvedena v př́ıloze č.1. Základem je
algoritmus DRKCK, který jsme spolu s podprogramy DRKQS, DJACOBI a
ODEINT převzali z [11]. Tento algoritmus nalezne hodnotu

−→
Ω n+1 =

−→
Ω n + hφ(tn,

−→
Ω n, h)

pomoćı šesti evaluaćı pravé strany

fi(
−→
Ω , t) = J−1

ij (
−→
Ω , t)Ejk(

−→
Ω , t)

−→
Ω k,

přičemž plat́ı
−→
Ω(tn+1) =

−→
Ω n+1+O(h

6). φ(t,
−→
Ω , h) zde znač́ı př́ır̊ustkovou funkci,

h je délka časového kroku. Zároveň spočte ∆ ≡ yn+1 − yn+1
∗, kde y∗n+1 bychom

źıskali použit́ım Runge-Kuttovy metody řádu čtvrtého. Využ́ıvá přitom pouze
evaluace pravé strany, které jsme potřebovali pro nalezeńı yn+1, a je proto rych-
leǰśı než známý step doubling. Hodnotu ∆ využijeme při adaptativńı kontrole
délky kroku. Polož́ıme ∆0 = eps · (|

−→
Ω n| + |h · f(tn,

−→
Ω n)|) a povoĺıme pouze

kroky, pro něž ∆ < ∆0. Zde vystupuj́ıćı eps budeme nastavovat v závislosti
na požadované přesnosti výpočtu, jeho hodnotu uvád́ıme v kapitole 5 vždy
pod obrázkem. Pro odhad délky daľśıho kroku využijeme vztahu ∆ = O(h5)
a polož́ıme

hnext = Sh|
∆0

∆
|0,2, ∆0 ≥ ∆1 hnext = Sh|

∆0

∆
|0,25, ∆0 < ∆1

S je tzv. bezpečnostńı faktor, zabraňuj́ıćı tomu, abychom často dostali ∆ jen
nepatrně větš́ı než ∆0 (nebot’ ∆ = O(h5) neznamená ∆ = Kh5). Hodnota ex-
ponentu souviśı s t́ım, že jsme položili ∆0 závislé na h. To jsme učinili proto, že
zkracujeme-li krok, potřebujeme v́ıce krok̊u na dosažeńı času, do nějž integru-
jeme. T́ım pádem se nám může paradoxně zvýšit relativńı chyba výsledku při
nastaveńı menš́ı hodnoty ∆0. Tento jev odstrańıme právě skrze závislost ∆0 na
délce kroku h. Volba ∆0 = eps · (|

−→
Ωn| + |h · f(

−→
Ωn, t,)|) je spolu s ostatńımi zde

uvedenými vztahy d̊ukladněji diskutována v [11].
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Délku kroku ř́ıd́ı podprogram DRKQS a o ukládáńı výsledk̊u se stará pod-
program FINALNI, což je modifikace programu ODEINT, vycházej́ıćı z potřeb
studované úlohy. K źıskáńı pravé strany rovnic jsme využili symetričnost ten-
zoru setrvačnosi a podprogram DJACOBI, který na výstupu vraćı vlastńı č́ısla
a vlastńı vektory matice Jkonv. Následně vlastńı vektory natoč́ıme zp̊usoblem
diskutovaným v kapitole 4 pomoćı podprogramu OTOC. Inverzi matice Jij tak
dostáváme UikD

−1
kl U

T
lj .

4.3 Korekce metody

V úloze se vyskytuje integrál pohybu, kterým je absolutńı hodnota momentu
hybnosti tělesa v inerciálńı soustavě. Tu spočteme pomoćı tenzoru setrvačnosti
J a vektoru úhlové rychlosti rotace −→ω jednoduše: ‖

−→
B ‖ = ‖J

−→
Ω‖, kde ‖‖ znač́ı

euklidovskou normu a oba tenzory jsme pro jej́ı výpočet vyjádřili v referenčńı
soustavě. Integrály pohybu často slouž́ı ke kontrole chováńı numerického řešeńı.
Nav́ıc jej lze využ́ıt k modifikaci výpočetńıho programu.

Hodnoty
−→
Ω n budeme korigovat podle toho, jak se ‖J

−→
Ω n‖ měńı v čase.

Vycháźıme přitom z chováńı výpočtu Chandlerova wobblu pro tuhou Zemi,
tedy pro diagonálńı Jkonv s hlavńımi momenty setrvačnosti A,A,C, za něž jsme
dosadili reálné parametry. Složka Ω3 se zachovávala, jak je patrné z obrázku 5.4,
zat́ımco Ω2

1+Ω2
2 se postupně zvětšovalo. Proto

−→
Ω n v každém kroku přenásob́ıme

faktorem ‖J0
−→
Ω 0‖

‖Jn
−→
Ω n‖

a natoč́ıme tak, aby pr̊umět do hlavńı osy s největš́ım mo-

mentem setrvačnosti z̊ustal nezměněn. Natočeńı provád́ıme v rovině dané vek-
torem

−→
Ω n a př́ısušnou hlavńı osou podprogramu OTOC. Po korekci sice ne-

dostaneme ‖Jn
−→
Ω n‖ = ‖J0

−→
Ω 0‖, avšak hodnotě ‖J0

−→
Ω 0‖ se přibĺıž́ıme (jak ukazuje

např. obrázek 5.11).

Při jej́ım odvozeńı jsme vyšli z chováńı modelu v situaci, kdy
−→
Ω obtáč́ı hlavńı

osu s největš́ım momentem setrvačnosti. Je tedy otázkou, nakolik se jedná o
postup vhodný pro obecný vývoj Jkonv(t). Detailněji se vlivu korekce věnuje
část 4 následuj́ıćı kapitoly.
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Kapitola 5

Výsledky poč́ıtačového

modelováńı

V této kapitole představ́ıme výstup výpočetńıho programu pro testované vývoje
Jkonv(t) a počátečńı podmı́nky

−→
Ω 0. Nejprve ukážeme, že pro tuhou Zemi prediku-

jeme správnou frekvenci Chandlerova wobblu, a také jak frekvence záviśı na hod-
notě Loveova č́ısla k. Zároveň ukážeme, že program správně modeluje chováńı
volných symetrických setrvačńık̊u i pro velké úhly mezi

−→
Ω 0 a hlavńı osou s

největš́ım momentem setrvačnosti. Nastaveńım rozmeźı integrace na 100 000 let
pak demonstrujeme postupné zvětšováńı vrcholového úhlu polodiového kužele,
jež je v rozporu s analytickým řešeńım úlohy a které vedlo k navržeńı korekce.

V druhé části této kapitoly necháme v tělese putovat hlavńı osy tenzoru
setrvačnosti a budeme pozorovat, jak rotačńı pól sleduje pohyb hlavńı osy s
největš́ım momentem setrvačnosti. Následně se pod́ıváme do inerciálńı soustavy,
zda-li jsme i tam schopni sledovat pohyb rotačńı osy tělesa. Ve čtvrté části mod-
elujeme některé situace znovu, avšak s použit́ım korekce. Ukážeme, že jej́ı akti-
vace má podobný efekt jako nastaveńı řádově menš́ı hodnoty eps, a korekce je
tedy užitečná.

V závěru kapitoly se zabýváme t́ım, zda-li lze prodloužeńım časového kroku
až na interval srovnatelný s periodou wobblu dostat podobné výsledky, jako když
pohyb rotačńı osy sledujeme s časovým krokem řádově menš́ım. Zjǐst’ujeme, že
tomu tak neńı. Pokud bychom tedy navrženou metodou chtěli sledovat pohyb
rotačńı osy na časové škále miliard let, museli bychom stále integrovat s krokem
o délce v řádu setin roku.
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5.1 Tuhá Země a volné setrvačńıky

Nejprve jsme výpočetńı program testovali pro Jkonv diagonálńı s hlavńımi mo-
menty setrvačnosti A,A,C, za něž jsme dosadili hodnoty z [5]. Na obrázku 5.1
je vidět, že pro Loveovo č́ıslo k nastavené k = 0 dostáváme přibližně dese-
timěśıčńı periodu, zat́ımco pro k = 0, 3 již vycháźı známá perioda čtrnáctiměśıčńı
([1]). V celé kapitole vykreslujeme vždy polohu rotačńıho pólu na jednotkové
sféře a pr̊useč́ık hlavńı osy s touto sférou. Máme na mysli hlavńı osu tenzoru
setrvačnosti, k ńıž př́ısluš́ı největš́ı moment setrvačnosti.

V této části je pohyb rotačńıho pólu znázorněn plnou čarou a pr̊useč́ık hlavńı
osy se sférou je označen kř́ıžkem. V popisech obrázk̊u využ́ıváme perturbačńıho
schématu z kapitoly 3, přičemžm3 se po nastaveńı m1 am2 dopočte, aby ‖

−→
Ω 0‖ =

Ω, kde
−→
Ω 0 je počátečńı hodnota vektoru úhlové rychlosti rotace, Ω středńı úhlová

rychlost rotace Země. Čas t2 znač́ı dobu integrace.
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Obrázek 5.1:
vlevo: Ω0 = (0.0003, 0, 1 +m3)Ω, k = 0, eps = 10−15, t2 = 10 měśıc̊u
vpravo: Ω0 = (0.0003, 0, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−15, t2 = 10 měśıc̊u

Na obr. 5.2 je nastaven čas integrace na 1000 let a úhel mezi
−→
Ω0 a hlavńı

osou s momentem setrvačnosti C je přibližně 20◦. Ověřujeme t́ım, že program
správně modeluje chováńı volného setrvačńıku. Na obrázku 5.3 pak demonstru-
jeme zvětšováńı vrcholového úhlu polodiového kužele, diskutované v kapitole 4,
které vedlo k navržeńı korekce metody. Čas integrace byl nastaven na 100 000
let. Pohyb rotačńıho pólu již neńı znázorněn čarou, jako je tomu na obr. 5.1,
ale body. Kdybychom bod̊u vykreslili v́ıce a spojili je čarou, pozorovali bychom
zvětšuj́ıćı se kružnice.
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Opět uvád́ıme výstup pro k = 0 i k = 0.3. Změna k se projev́ı t́ım, že pro
k = 0 stihne

−→
Ω přibližně 1,4 krát v́ıce otáček, na jejichž počtu je pozorovaný jev

závislý.
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Obrázek 5.2: Ω0 = (0.3, 0, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−15, t2 = 103 let
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Obrázek 5.3:
vlevo: Ω0 = (0.003, 0.001, 1 +m3)Ω, k = 0, eps = 10−5, t2 = 105 let
vpravo: Ω0 = (0.003, 0.001, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−5, t2 = 105 let

Z obrázku 5.3 by se mohlo zdát, že Ω3 se podstatně zmenšuje, zat́ımco v
kapitole 4 jsme uvedli, že se neměńı. Proto na obr.5.4 uvád́ıme relativńı změnu
√

Ω2
1 + Ω2

2 v porovnáńı s relativńı změnou ‖
−→
Ω‖. Relativńı změna Ω3 je pak ještě

o několik řád̊u nižš́ı než změna ‖
−→
Ω‖. Na x-ové ose je znázorněn počet ukládaných

dat, 2000 odpov́ıdá sto tiśıc̊um let.

28



 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600  1800  2000
 0

 2e-005

 4e-005

 6e-005

 8e-005

 0.0001

 0.00012

 0.00014

 0.00016

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600  1800  2000

Obrázek 5.4:
vlevo: relativńı změna

√

Ω2
1 + Ω2

2, na ose x je počet ukládaných dat.
vpravo: relativńı změna ‖Ω‖, na ose x je počet ukládaných dat.

5.2 Pohyb hlavńıch os tenzoru setrvačnosti

V této části pracujeme s tenzorem setrvačnosti, který dostaneme pomalým natá-
čeńım hlavńıch os tenzoru Jkonv z části 5.1. Snaž́ıme se t́ım simulovat vývoj
tenzoru setrvačnosti reálných, deformuj́ıćıh se těles. Velikosti hlavńıch moment̊u
neměńıme, nebot’ v rozsahu této práce bychom se vlivu takových změn již nemohli
věnovat komplexně. Testovaný pohyb hlavńıch os je na obrázćıch znázorněn
přerušovanou čarou, proto neńı třeba jej explicitně popisovat. Důležitý je časový
pr̊uběh simulované deformace, který již z výkres̊u př́ımo vyč́ıst nelze. Na obrázku
5.5 vlevo a na obrázku 5.6 se hlavńı osy vychýĺı o přibližně 30◦ za pouhých 40
let. Vpravo na obr. 5.5 pak stejná deformace prob́ıhá let 150. Pozorujeme, že při
pomaleǰśı deformaci rotačńı osa již st́ıhá ob́ıhat kolem hlavńı osy a bĺıž́ıme se tak
situaci, kdy se model na časové škále řádově rok chová jako volný symetrický
setrvačńık.

Bylo by proto zaj́ımavé zjistit, jak vývoj
−→
Ω(t) reaguje na proměnnou ve-

likost hlavńıch moment̊u setrvačnosti. Zajména z obr. 5.6 vpravo je patrné, že
pro rychlou deformaci a vysokou mı́ru elasticity tělesa by

−→
Ω(t) konalo složitěǰśı

pohyb. V této práci ovšem testujeme pouze takové vývoje Jkonv(t), které na
časové škále řádově let vedou k chováńı volného symetrického setrvačńıku.
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Obrázek 5.5:
vlevo: Ω0 = (0.005, 0.006, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−12, t2 = 90 let
vpravo: Ω0 = (0.005, 0.006, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−12, t2 = 200 let

Na obrázku 5.6 je stejná situace jako na obrázku 5.5 vlevo, pouze měńıme
hodnotu k nejprve na k = 0 a poté na k = 0, 96.
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Obrázek 5.6:
vlevo: Ω0 = (0.005, 0.006, 1 +m3)Ω, k = 0, eps = 10−12, t2 = 90 let
vpravo: Ω0 = (0.005, 0.006, 1 +m3)Ω, k = 0.96, eps = 10−12, t2 = 90 let

Vid́ıme tedy, že pro malý počátečńı odklon
−→
Ω 0 od hlavńı osy s největš́ım mo-

mentem setrvačnosti vektor úhlové rychlosti rotace
−→
Ω tuto osu neustále sleduje.

Hovoř́ı-li se v [8] o tom, že vlivem náhodných moment̊u vněǰśıch sil se rotačńı
osa vždy přibĺıž́ı hlavńı ose s největš́ım momentem setrvačnosti, pak simulovaná
deformace tělesa na tom již nic nezměńı. Pro tělesa planetárńıch rozměr̊u, dalece
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vzdálených od okolńıch těles, ovšem nemuśı být počátečńı odklon vektoru
−→
Ω 0

od hlavńı osy s největš́ım momentem setrvačnosti malý (viz Úvod).

Výše popsané chováńı
−→
Ω při pomalé deformaci, kdy vektor koná na časové

škále řádu periody wobblu stejný pohyb jako známe z řešeńı volného symet-
rického setrvačńıku, se však ani pro takový odklon

−→
Ω 0 od hlavńı osy neměńı.

Demonstruje to obrázek 5.7. Nahoře natáč́ıme hlavńı osu stejně jako vpravo na
obr. 5.5, dole na obr. 5.7 se pak hlavńı osa vychýĺı o přibližně 100◦ za 150 let.
2D projekce obrázku již neńı př́ılǐs přehledná, pohyb rotačńıho pólu jsme museli
znázornit body. Z 3D manipulace s obrázkem je však zmı́něné chováńı zřejmé.
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Obrázek 5.7:
nahoře: Ω0 = (0.4, 0.3, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−12, t2 = 300 let
dole: Ω0 = (0.1, 0.99, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−12, t2 = 300 let
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5.3 Rotace tělesa v inerciálńı soustavě

V této části se zaměř́ıme na pohyb vektoru úhlové rychlosti rotace tělesa v
inerciálńı soustavě, který źıskáme zp̊usobem uvedeným v kapitole 3 (znám-li
v referenčńı soustavě složky bázových vektor̊u inerciálńı soustavy a složky Ωi,
snadno již spočtu složky ωi vektoru

−→ω =
−→
Ω v inerciálńı soustavě). Vektor úhlové

rychlosti rotace −→ω se otáč́ı kolem vektoru momentu hybnosti
−→
B přibližně jednou

za den (jak plyne z 6, 89 v [8]) a je proto třeba řádově vyšš́ı přesnosti, abychom
dostali výsledky nezat́ıžené př́ılǐsnou numerickou chybou. V inerciálńı soustavě
bychom měli zaznamenat samozřejmě nulovou změnu vektoru momentu hybnosti
−→
B a vektor −→ω by jej měl s periodou přibližně den velmi těsně obtáčet. Pro většinu
model̊u, jejichž výstup prezentujeme v částech 5.1, 5.2 a zdá se být rozumný, se
slednováńı vektor̊u −→ω a

−→
B v inerciálńı soustavě již setkalo s neúspěchem. Oba

vektory se sice drž́ı bĺızko sebe, avšak ’cestuj́ı’ v prostoru.
Pohyb −→ω kolem

−→
B , tedy tzv. ’sway’ ze sekce 6.6 v [1], je zobrazen vlevo na

obr. 5.8. Čas integrace je nastvaen na 1
400

roku. Vpravo na témže je jediný zazna-

menaný projev zanedbáńı časové derivave složek j̇rotij , diskutovaného v kapitole

4. Zanedbáńı hýbe s vektorem
−→
B , jak znázorňuje přerušovaná čára. Stejně jako

v předešlých částech zobrazujeme vždy pr̊useč́ık vektor̊u s jednotkovou sférou.
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Obrázek 5.8:
vlevo: Ω0 = (0.0003, 0, 1 +m3)Ω, k = 0, eps = 10−18, t2 = 1/400 roku
vpravo: Ω0 = (0.0003, 0, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−18, t2 = 1/400 roku
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Pro rozmeźı integrace 1000 let a 100 000 let je pohyb −→ω a
−→
B vykreslen na

obrázku 5.9. Jedná se o situace z obrázku 5.2 a 5.3 vpravo. Pr̊useč́ık
−→
B s jed-

notkovou sférou je označen kř́ıžkem, pr̊useč́ık −→ω se sférou znač́ı tečka. Obrázek
5.9 demonstruje nechtěný pohyb vektor̊u v prostoru. Sledováńı −→ω a

−→
B ovšem

nebylo hlavńım ćılem této práce. Obrázky 5.9, 5.12 a 5.13 prezentuj́ı pouze
vedleǰśı výsledky použité metody a maj́ı za ćıl předevš́ım ukázat, že numerické
obejit́ı Eulerových kinematických rovnic z části 3.1 se nesetkalo s úspěchem.
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Obrázek 5.9:
vlevo: Ω0 = (0.3, 0, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−15, t2 = 1000 let
vpravo: Ω0 = (0.003, 0.001, 1 +m3)Ω, k = 0, eps = 10−5, t2 = 105 let

5.4 Vliv korekce

Nyńı ukážeme, že korekce metody navržená v kapitole 4 má smysl a funguje
podobně jako nastaveńı hodnoty eps o několik řád̊u menš́ı. Počet řád̊u záviśı
na studovaném modelu, z testováńı metody pro r̊uzné počátečńı podmı́nky a
pohyby hlavńıch os lze usuzovat, že většinou se jedná o dva až tři řády.

Nejprve zopakujeme situaci, která k jej́ımu vzniku vedla. Na obrázku 5.10
vlevo řeš́ıme stejný Jkonv jako na obr.5.3 vlevo, avšak aktivujeme korekci. Vpravo
na obr 5.10 jsme rovněž řešili Jkonv z obr.5.3, ale nastavili jsme menš́ı hodnotu
eps a korekci nepoužili.

Na obr. 5.11 vlevo porovnáváme relativńı změnu
√

Ω2
1 + Ω2

2 situaćı z obr.
5.10. Přerušováná čára odpov́ıdá obr. 5.10 vpravo, plná čára situaci z obr. 5.10
vlevo.
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Obrázek 5.10:
vlevo: Ω0 = (0.003, 0.001, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−5, t2 = 105 let, s korekćı
vpravo: Ω0 = (0.003, 0.001, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−7, t2 = 105 let
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Obrázek 5.11:
vlevo: relativńı změna

√

Ω2
1 + Ω2

2 situaćı z obr. 5.10

vpravo: relativńı změna
√

Ω2
1 + Ω2

2 situace z obr. 5.3 vlevo, na ose x je vyznačen
počet uložených dat
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Z obr. 5.11 bychom mohli vyvodit, že aktivace korekce má účinek srov-
natelný se sńıžeńım eps o v́ıce jak pět řád̊u. Zmı́něný obrázek je ovšem poněkud
zaváděj́ıćı. Např́ıklad sledováńı −→ω a

−→
B v inerciálńı soustavě je lepš́ı pro situaci z

pravé části obr. 5.10, přestože relativńı změna
√

Ω2
1 + Ω2

2 je vpravo na obr. 5.10
řádově vyšš́ı než na obr. 5.10 vlevo.

Sledováńı −→ω a
−→
B také záviśı na počátečńım odklonu −→ω od hlavńı osy, jak

ukazuje obr. 5.13.
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Obrázek 5.12:
vlevo: Ω0 = (0.003, 0.001, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−5, t2 = 105 let, s korekćı
vpravo: Ω0 = (0.003, 0.001, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−7, t2 = 105 let
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Obrázek 5.13: Ω0 = (0.3, 0, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−7, t2 = 105 let
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5.5 Změna délky časového kroku

Výrazná deformace těles planetárńıch rozměr̊u, zp̊usobená termálńı konvkećı, se
může odehrávat na časové škále až miliard let. Při takovém rozmeźı integrace je
metoda pro hodnoty eps < 10−5 př́ılǐs pomalá. Zkusili jsme proto, jak metoda
pracuje pro hodnoty eps > 1, kdy program začne integrovat s délkou kroku srov-
natelnou s periodou wobblu. Při použit́ı korekce jsme obdrželi výstup znázorněný
na obrázku 5.14 vlevo. Nejedná se ale o věrohodný výstup, jak ukazuje obrázek
5.14 vpravo, který odpov́ıdá stejnému Jkonv(t) a počátečńı podmı́nce, ale eps
bylo nastaveno na 10−3. Bez použit́ı korekce se pro eps > 1 setkáme s chybou
’stepsize underflow’, kdy řešeńı zřejmě diverguje natolik, že brzy neńı schopno
dodržet požadovanou přesnost ani pro délku kroku takovou, že běžný poč́ıtač již
neńı schopen rozlǐsit tn+1 od tn. To ovšem neznamená, že bychom z výsledk̊u
této práce nemohli usuzovat na chováńı rotačńı osy na velké časové škále. Vliv
časového pr̊uběhu deformace na takové chováńı je patrný např. ze srovnáńı obr.
5.5 a 5.6. Pro deformaci trvaj́ıćı řádově miliardu let bychom zřejmě dostali
podobný pohyb

−→
Ω(t) jako na obrázku 5.5 vpravo (př́ıpadně 5.7, v závislosti

na počátečńı podmı́nce). Můžeme tak usuzovat ale pouze pro deformace, jež lze
simulovat pohybem hlavńıch os tenzoru setrvačnosti.
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Obrázek 5.14:
vlevo: Ω0 = (0.09, 0.03, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 2, t2 = 106 let, s korekćı
vpravo: Ω0 = (0.09, 0.03, 1 +m3)Ω, k = 0.3, eps = 10−3, t2 = 106 let
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Závěr

V rešeršńı části jsme se věnovali některým aspekt̊um odvozeńı Liouvillovy rovnice.
Předevš́ım jsme diskutovali fyzikálńı význam jednotlivých člen̊u v ńı vystupuj́ıćıch
a podmı́nkami, za nichž lze za pravou stranu rovnice dosadit nulu. Zabývali jsme
se i linearizovanou verźı rovnice, s ńıž se typicky setkáme při studiu rotace Země.
Zd̊uvodnili jsme, proč v této práci vztah linearizovat nelze.

Navrhli jsme numerickou metodu řešeńı nelinearizované Liouvillovy rovnice
a testovali jsme ji na jednoduchých modelech vývoje tenzoru setrvačnosti. Po-
zorovali jsme, jak rotačńı osa tělesa sleduje hlavńı osu tenzoru setrvačnosti s
největš́ım momentem a jak toto chováńı záviśı na rychlosti deformace.
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fakulta, Praha, 2000.

[11] Press H.W.,Teukolsky S.A., Vetterling W.T., Flannery B.P.: Numerical

Recipes in Fortran 77: The Art of Scientific Computing, Cambridge Uni-
versity Press, 1992.

.

39


