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Kapitola 1

Uvod

Pozorovanim vesmiru se lidstvo zabyva od nepaméti. Jiz starovéké narody mély vyborné
astronomické znalosti a tehdejsi astronomové byli schopni velmi presné predpovidat roz-
manité jevy (napf. zatméni Slunce). Pfichod stfedovéku bohuzel pfirodnim védam piilis
nepfal, a tak astronomové v pozdéjsi dobé (pfiblizné od 16. stoleti) znovu objevovali
skutec¢nosti, které byly znamy jiz jejich pfedchiidctim. Stale se zdokonalujici technika
umoznovala lepsi pozorovani, ¢im vic se ale o vesmiru védélo, tim vic bylo i otazek
- zodpovézeni jedné vyvolalo celou fadu dalsich. Postupné byla objevovana dalsi a
dalsi nebeska télesa a zacaly vznikat i jakési prvotni mapy jejich povrchu. Ty ale bo-
huzel byly az prilis ovlivnény velkou predstavivosti jejich autori a také vSudypritom-
nou touhou nalézt znamky extraterestridlniho zivota. Zasadni zlom do problematiky
nebeskych téles prinesla druha polovina 20. stoleti a prvni tspésné lety do vesmiru.
S rychlym rozvojem vesmirné techniky pribyva misi, které jsou cilené ke konkrétnim
planetam - velky zdjem vzbuzuji pfedevsim terestrické planety, mezi nimi pak nejvice
Mars. Z pocatku byl uspéchem jediny oblet planety, v soucasnosti uz na Marsu prista-
vaji sondy vybavené celou fadou modernich pristroji. Jsou schopny provadét meéreni
fyzikalnich veli¢in i chemické a biologické experimenty.

K ¢emu ale vsechna ziskana data slouzi? Mimo jiné k urceni vnitini struktury Marsu.
Na Zemi je nejspolehlivéjsim zdrojem informaci o nitru planety seismologie, pfedevsim
pak seismicka tomografie. I na Marsu jiz byl instalovan prvni seismograf, zatim vsSak
slo pfedevsim o urceni velikosti pfirodniho Sumu a zjisténi velikosti seismické aktivity
na planeté [1]. Zatim tedy méme o Marsu velice mélo informaci ze seismologie, a proto
zistava hlavnim zdrojem informaci o nitru planety topografie a gravita¢ni pole [12].

Mezi planetami Slune¢ni soustavy je Mars tou nejvice podobnou nasi Zemi [4]. Oproti
ni ma ale tu velkou vyhodu, Ze na jeho povrchu zistaly zachovany stopy minulych déji
- to se neda Tici o Zemi, kde eroze a predevsim deskova tektonika vymazaly az ctyti
pétiny jeji historie. Porozumeét planeté Mars pak v jistém smyslu znamené i porozumét
nasi vlastni planeté.

V této praci navazujeme na bakalafskou préci [9], kde jsme se podrobné seznamili
s moznymi mechanismy kompenzace povrchové topografie. Nyni jsme se zaméfili pouze
na elastickou flexi (tj. kompenzaci povrchové zatéze prohnutim elastické litosféry). Ta
mé diky malému poloméru planety a znacné tloustce elastické litosféry (napt. [21])
pravdépodobné vétsi vliv na kompenzaci pozorované topografie nez mechanismy izostaze
nebo plastové konvekce. Cilem nasi prace je uréeni modelu tloustky elastické litosféry
na Marsu za pouziti inverze topografickych a gravita¢nich dat.



Uvedme zde jeSté strucnou strukturu textu: V kapitole 2 uvadime zékladni infor-
mace o Marsu, jeho povrchu a predevsim geologické historii. Ta je silné spjata s jeho
vnitini strukturou (viz ¢ast 2.4). V kapitole 3 shrnujeme vysledky bakalaiské prace a
navazujeme na né formulaci globalni inverze. Ta se ukazuje nedostacujici pro urceni
tloustky elastické litosféry, a proto v kapitole 4 formulujeme lokélni inverzi za pouZiti
klouzavého Gaussova filtru. Kapitola 5 je vénovana rozsahlému testovani této inverze
rozpéti harmonickych stupiti vhodnych k inverzi redlnych dat. V kapitole 6 se zabyvame
tzv. principem zamrzlé litosféry, jeho popisem a pfedevsim testovanim, zda jsme nasi
inverzi schopni vystihnout model slozeny z riznych tlousték elastické litosféry zatizenych
v riznych dobach. V kapitole 7 sestavujeme model tlousték elastické litosféry na Marsu
invertovany z realnych dat, uréujeme tloustku litosféry pod vyznamnymi topografickymi
utvary a tyto hodnoty srovnavame s publikovanymi vysledky. V prilohach uvadime
ralni metody (pfiloha A) a pro kompenzaci povrchové topografie prohnutim elastické
litostéry (ptiloha B).
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Kapitola 2

Planeta Mars - znama neznama

2.1 Mars jako objekt pozorovani

Mars, neboli Ruda planeta (obr. 2.1), je druhd nejmensi planeta Sluneéni soustavy a
kolem Slunce obih4 jako ¢tvrtd v potradi [22]. Byla pozorovana jiz starovékymi civiliza-
cemi, které ji davaly jména souvisejici pravé s onou nacervenalou barvou (ta je dana
piedeviim vysokym obsahem oxidfi Zeleza). Jméno Mars dali planeté Rimané na podest
svého boha valky. V minulosti se o Mars hloubéji zajimali napt. Tycho Brahe, Galileo
Galilei, Christian Huygens nebo Giovanni Cassini. Velmi intenzivni pozorovani Marsu
zacalo v 19. stoleti - Giovanni Schiaparelli vytvoril nazvoslovi pro nékteré povrchové
utvary, Percival Lowell dokonce ve své knize Mars popsal technicky vyspélou civilizaci,
ktera vytvorila pozorované kanaly. V roce 1877 objevil americky astronom Asaph Hall
dva mésice Marsu - Phobos (strach) a Deimos (zdé&Seni). Mars také vzdy byl nej-
lepsim kandidatem pro mimozemsky zivot, a to predevsim diky pozorovanym kanaltim
(které podle pozorovateltt mohly byt vytvoreny inteligentnimi bytostmi) a také diky po-
zorovanym sezonnim zménam barvy povrchu planety. Biologické experimenty provedené
sondou Viking 2 ale svédectvi o pfitomnosti zivych mikroorganismi v ptidé neposkytly.
Prvni sonda na Mars byla vypusténa v roce 1960 (Korabl 4), ale nedosdhla ani zemské
obézné drahy. Prvni ispésny oblet Marsu zaznamenala v roce 1964 sonda Mariner 4. Od
roku 1960 az dodnes bylo k Marsu vyslano témér 40 sond, z nichz neceld polovina byla
uspésnd (prehled tspésnych misi je uveden v tabulce 2.1). Dalsi mise jsou planovany.
Mars je tzv. jednodeskova planeta (one-plate planet) - v soucasnosti nejevi zZadné
znaky deskové tektoniky [15]. Nitro Marsu je tedy prikryto jednolitou litosférou, ktera
je misty prorazena vulkanickymi otvory. Nejvyznamnéjsi povrchové tutvary jsou di-
chotomie mezi severni a jizni polokouli, sopec¢né pohoti Tharsis a impaktova panev
Hellas. Zatimco jizni polokoule je kratery primo poseta, na severni polokouli je kratert
podstatné méné, coz znaci, ze je také o hodné mladsi nez polokoule jizni. Pohoii Thar-
sis, nejveétsi tektonicka oblast ve Slunecni soustavé a vulkanické centrum Marsu, vzniklo
pravdépodobné pomérné zahy béhem evoluce planety, jeho ¢innost ale zfejmé pretrvavala
takika po celou dalsi dobu existence Marsu a ustala teprve nedavno (z pohledu geolo-
gickych ¢asovych skal). Z celého masivu pohoii Tharsis nejvice zaujmou vulkiny Arsia
Mons, Pavonis Mons a Ascraeus Mons, které dosahuji vysky kolem 17 km. Velmi
blizko se nachézi samostatny vulkan Olympus Mons (obr. 2.2), ktery je se svou vyskou
presahujici 20 km nejvyssim ttvarem ve Slunecni soustave. Pozoruhodny je také systém
kaniont Valles Marineris (obr. 2.3), ktery se nachazi vjchodné od pohofi Tharsis a
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Obréazek 2.1: Snimek planety Mars porizeny Hubbleovym teleskopem [22].

Obrazek 2.2: Olympus Mons - nejvyssi sopka ve Slune¢ni soustavé [22].
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’ Rok \ Jméno \ Typ \ Stav mise \ Vysledek

1964 | Mariner 4 oblet ukoncena 21 snimku
1969 | Mariner 6 oblet ukoncena 75 snimku
1969 | Mariner 7 oblet ukoncena 126 snimki
1971 | Mars 3 orbiter | ukoncena |~ 8 mésict dat (orbiter),
/ lander bezpecné pristani a 20 s dat
(lander)
1971 | Mariner 9 orbiter | ukoncena 7329 snimki
1973 | Mars 5 oblet ukoncena | 60 snimkd, trvani jen 9 dnii
1973 | Mars 6 orbiter | ukoncena | malé mnozstvi dat
/ lander
1975 | Viking 1 orbiter | ukoncena prvni opravdu Gspésné pristani na
/ lander Marsu na uréeném misté
1975 | Viking 2 orbiter | ukoncena 16 000 snimki, rozsaha atmosfé-
/ lander rickéd data a pidni experimenty
1996 | Mars orbiter | ukoncena studium  povrchu, atmosféry
Global a vnittku Marsu, zachyceni
Surveyor pomérné  pravidelnych  zmén
pocasi
1996 | Mars Pathfinder | lander / | ukoncena | vice nez 17 000 snimkt, chemické
rover a pudni experimenty
2001 | Mars Odyssey orbiter | bézi snimky Marsu s vysokym roz-
liSenim, geologicka, klimaticka a
mineralogicka data
2003 | Mars Express orbiter | bézi detailni snimky Marsu, hledani
podpovrchové vody
2003 | Spirit rover bézi vice mnez 100 000 barevnych
& snimki, chemické a mineralogické
Opportunity experimenty
2005 | Mars orbiter | bézi vice nez 26 Thit dat (vice nez
Reconnaissance v8echny ostatni mise dohromady)
2007 | Phoenix Mars lander ukoncena | vice nez 25 Gbit dat

Tabulka 2.1: Pfehled tspésnych misi na Mars (podle [25]).

méri pres 4000 km. Jizni polokouli pak dominuji predevsim impaktové panve - Hellas
(obr. 2.4 vlevo) a Argyre (obr. 2.4 vpravo). Hellas je nejvétsi a nejhlubsi impaktova
panev na povrchu Marsu - v soucasnosti jeji hloubka presahuje 8 km, drive vSak mohla
byt jesté hlubsi. Vyznamny je i dalsi vulkan Elysium Mons. V oblastech Tharsis a Ely-
sium nalezneme lokalni maxima gravitacniho pole, coz naznacuje, Ze tyto oblasti zfejmé
nejsou v izostatické rovnovaze.

Dalsi neznamou Marsu je jeho magnetické pole. V roce 1997 méreni provedena son-
dou MGS potvrdila, ze Mars v soucasné dobé nema magnetické pole vnitiniho ptvodu
[15]. Zaroven ale bylo detekovano zbytkové magnetické pole, a to pfedev§im nad jizni
polokouli, kde jsou nejstarsi horniny na Marsu. Maximéalni amplitudy zbytkového pole
Marsu dosahuji hodnot ~ 250 nT, coz je pribllizné desetinasobek maximalnich hodnot
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Obrazek 2.3: Rozsahly systém kationtt Valles Marineris [22].

Obréazek 2.4: Hellas - nejvétsi impaktova panev na Marsu (vlevo) a impaktova panev
Argyre (vpravo) [22].

magnetickych anomalii na Zemi zmétenych pobliz Kursku (Rusko) [4]. Nejlépe lze toto
velmi silné zbytkové pole vysvétlit za predpokladu, ze na Marsu bylo aktivni dynamo
hnané termélni konvekci v jadie, a to zfejmé v nejstarsim obdobi Noachian (viz ¢ast
2.2). Pravdépodobné ale diky rychlému ochlazovani planety (polomér Marsu je takika
polovi¢éni oproti poloméru Zemé) doslo k zastaveni dynama a vymizeni vnitiniho mag-
netického pole, po némz ziistalo jen pozorované remanentni pole.

2.2 Termalni evoluce Marsu

Na planety lze pohlizet jako na tepelné stroje, které premeénuji termalni energii na
mechanickou préaci a na energii magnetického pole [15]. Z tohoto hlediska je pak je-
jich evoluce velice silné spjata s jejich terméalni historii. Termalni evoluci planety Mars

v v/

muZzeme priblizné rozdélit do Ctyt ¢asti [19]:
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1. Formace jadra a diferenciace kury (tato ¢ast za¢in vznikem planety a trva pti-
blizné 1 miliardu let). Béhem ni velmi rychle roste teplota uvnitt planety, materaly
jadra taji a zacina separace jadra. Predpoklada se, Ze formace jadra probéhla na
Marsu velmi rychle (béhem nékolika prvnich desitek miliént let) [7, 15]. Zaroven se
diferencuje prvotni kira. Zatimco teploty uvniti planety nadale rostou, zac¢ina for-
mace litosféry postupnym ochlazovanim povrchu. Stale pokracuje taveni materialt
a vulkanismus.

2. Ohfivani, rozpinani a diferenciace plasté (tato ¢ast zacina po vyclenéni ja-
dra a trva pfiblizné 2 miliardy let). Dochéazi k ohfivani vnittku planety, zacina
rozsahlé taveni a diferenciace materialt plasté, pii které z plasté unikaji plyny.
Roste polomér planety i tlaky v litosféfe a pravdépodobné vznikaji rozsahlé povr-
chové utvary, které pozorujeme i v dnesni dobé. Diky rozsahlé diferenciaci a tniku
plynii mohla v této dobé vzniknout i velmi husta atmosféra Marsu.

3. Vrcholna faze (po 3 miliardéch let je planeta na vrcholném stupni vyvoje). Po-
malu pokracuje evoluce planety, diky u¢inné konvekei zac¢ind plast pomalu chlad-
nout. Zény tani materidlu se zuzuji a prohlubuji, tloustka litosféry roste az na
priblizné 200 km. Hlavni zdroj magmatu v oblasti Tharsis se pomalu presouva do
hloubky vétsi nez 200 km. Polomér planety je v tomto obdobi takika neménny.

4. Chladnuti (posledni faze vyvoje Marsu). Planeta pomalu chladne, termalni ener-
gie a planetarni polomér se zmensuji. Tloustka litosféry nadéle roste, zdroj mag-
matu (jestli jesté néjaky je) se zfejmé presouva do hloubky kolem 300 km, pomala
konvekce pravdépodobné ziistava aktivni v plasti pod hloubkou 300 km. K tani
materalu dochézi jen lokalné v mistech, kde jsou koncentrovany radioaktivni prvky.
Tektonickd aktivita je v dne$nich dnech pravdépodobné velmi nizkéd (diky tlusté
litosféfe a velmi pomalé konvekei).

2.3 Stratigrafie Marsu

Stratigrafie se zabyva prostorovym uspoiradanim vrstev na planetarnim povrchu v zavis-
losti na case. Nejvétsi pokroky v definici a dokumentaci stratigrafie a geologie Marsu
byly udélény v pomérné nedavné dobé [17]. Jako zdklad k prvnimu globalnimu geolo-
gickému mapovani slouzily snimky sondy Mariner 9. Toto mapovani vedlo k poznani nej-
chronostratigrafickych systémi. Ty jsou zalozeny na c¢asové navaznosti jednotlivych
druht terénii a reprezentuji hlavni obdobi geologické aktivity na Marsu. Nové snimky
s vysokym rozliSenim potizené sondou Viking Orbiter umoznily definici dalsich geolo-
gickych jednotek.

Horniny na povrchu planety byly na zakladé snimkt sondy Mariner 9 rozdéleny do
péti hlavnich kategorii

1. materidly nizin (plains materials)
2. stavebni vulkanické materidly (constructional volcanic materials)

3. materidly kanalt a karionu (channel and canyon materials)
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4. materialy hrubého terénu (rough terrain materials)

5. polarni materialy (polar materials)

a nasledné byly zarazeny do tii zdkladnich ¢asovych epoch pojmenovanych podle oblasti,
ve kterych se podle snimk® nachéazely terény typické pro danou epochu: Noachian
(Noachis Terra), Hesperian (Hesperia Planum) a Amazonian (Amazonis Planitia).
Tyto epochy byly dale rozdéleny na zakladé podrobnéjsich snimki sondy Viking Orbiter
[16] na

e Rany Noachian (Early Noachian)

e Stfedni Noachian (Middle Noachian)

e Pozdni Noachian (Late Noachian)

e Rany Hesperian (Early Hesperian)

e Pozdni Hesperian (Late Hesperian)

e Rany Amazonian (Early Amazonian)

e Stfedni Amazonian (Middle Amazonian)

e Pozdni Amazonian (Late Amazonian)

K urceni relativniho stafi jednotlivych oblasti planety (obr. 2.5) a tedy i jednotlivych
epoch se pouziva metoda zalozena na srovnani tvart a poc¢tu kraterd rtznych priameéra
v danych epochéch - viz tabulka 2.2.

| Epocha | N®O | N2 | N(B) | N6 |N(4-10) |

Pozdni Amazonian < 160 < 40

Stfedni Amazonian 160 - 600 40 - 150 < 25 < 33
Rany Amazonian 600 - 1600 | 150 - 400 | 25- 67 33 - 88
Pozdni Hesperian || 1600 - 3000 | 400 - 750 | 67 - 125 88 - 165
Rany Hesperian 3000 - 4800 | 75 - 1200 | 125 - 200 < 25 165 - 260
Pozdni Noachian 200 - 400 | 25 - 100 > 260
Stfedni Noachian > 400 100 - 200
Rany Noachian > 200

Tabulka 2.2: Hustoty kratert pro jednotliva obdobi (podle [16]). N(x) je pocet krateri
vétsich nez (x) km / 10% km?, kde x je pramér krateru.

Absolutni stéfi jednotlivych epoch (obr. 2.6) se pak uréuje na zakladé predpokladii
o mnozstvi dopadajicich impakt v rtiznych obdobich (impact flur) a srovnéani téchto
mnozstvi napft. s udaji pro Mésic, jejichz datace je zfejméjsi diky privezenym vzorktm
hornin. Vice v [6].

Stratigrafie Marsu nam dava zaklad k posouzeni historie jednotlivych ¢asti stejné jako
geologické evoluce celé planety. Poskytuje také kontext k popisu jednotlivych procesi,
jako jsou rychlosti dopadu impakti, epizody vulkanismu nebo klimatické zmény. Jeji
dilezitost by se méla projevit pti planovani budoucich misi na Mars, a to pfedevsim pri
vybéru mist, ktera by mohla byt vhodna k odbéru vzorki [17].
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Obrazek 2.5: Mapa ukazujici relativni stari jednotlivych oblasti na povrchu Marsu vzta-
zena ke konci obdobi, kdy byl Mars velmi tézce bombardovan impakty z vesmiru. Modré
oblasti odpovidaji obdobi tézkého bombardovani (nejstarsi oblasti jsou nejtmavsi, nej-
mladsi nejsvétlejsi), cervené, oranzové a zluté oblasti obdobi, kdy se bombardovani im-
pakty z vesmiru zmirnilo (nejstarsi oblasti jsou ¢ervené, nejmladsi zluté) [17].

2.4 Geologicka historie

Po pocatecni fazi vzniku planety, zahfivani a diferenciaci materialu zacina perioda
Noachian. Hned na pocatku této epochy dochéazi diky pocetnému bombardovani im-
pakty z vesmiru k rychlé degradaci prvotni kiiry. Formuje se kopcovity a velmi ¢lenity
(cratered) povrch planety, vznikaji hornaté pasy lemujici velké impaktové panve. Zac¢ina
také vyzdvih oblasti Tharsis. Ke konci Noachianu zaplavuji velkou ¢ast hornatych terénti
bazaltické lavy - i pres velké mnozstvi lav ale byly zaplaveny predevsim mezikraterové
oblasti a zhlazeny byly pouze nejmensi kratery, zatimco stiedni a velké kratery byly
prekryty jen zCasti. Mnoho utvart z obdobi Noachianu je protkano fadou uzkych kanali,
které poukazuji na pritomnost povrchové vody a na klimatické podminky velmi odlisné
od téch soucasnych.

S prichodem Hesperianu se méni druh vulkanismu a erupce jsou lokalizovany ptrede-
vsim v oblasti velkych vulkanickych konstrukci jako Tyrrhena Patera nebo Elysium
Mons, i kdyz rozsahlé usazeniny z obdobi Hesperianu mohou byt pohibeny i na severu
pod mladsimi horninami. Na pocatku obdobi se tvori predevsim hrbolaté plané, pozdéjsi
hesperianské povrchy jsou charakteristické hladsimi a valivymi terény - ty také tvori
hranici mezi nizinatymi planinami a vysoc¢inami, které jsou husté pokryty kratery. Behem
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Obrazek 2.6: Absolutni datace geologickych obdobi Marsu podle [6]. Zleva: Early
Noachian, Middle Noachian, Late Noachian, Early Hesperian, Late Hesperian, Early
Amazonian, Middle Amazonian, Late Amazonian.

Hesperianu zfejmé dochézi i k prvnim vodnim zaplavam, které zptsobuje pravdépodobné
tani povrchového ledu, a to diky vulkanické ¢innosti, dopadu impaktti a zménam klimatu.
Nadale pokracuje vznik siti tizkych kanald.

Béhem Amazonianu se velmi snizil pocet dopadajicich impakti, toto obdobi je
charakteristické predevsim vysokou vulkanickou aktivitou. Vulkanismus vrcholi vznikem
koloséalnich sopek v oblasti Tharsis a vytvofenim ohromnych okolnich plani. Ziejmé
pokracuje i vodni eroze, ale ve zna¢né mensi mife nez v Hesperianu. Naopak vétrna
eroze vrcholi pravé v Amazonianu a i v soucasnosti zptusobuji velmi prudké vétrné boure
povrchové zmény viditelné nékolik dni [14].

Evoluce Marsu je (stejné jako u ostatnich planet) do velké miry urcena jeho vnitini
stavbou a sloZzenim a také materidlovymi vlastnostmi hornin [15]. Proto je dilezité snazit
se poznat vnitini struktutu planety co nejlépe.
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Kapitola 3

Globalni model tloustky elastické
litosféry

Ve své bakalafské praci jsem se vénovala pfedevsim shrnuti poznatkii o praci s gravi-
tacnim polem a seznédmeni se se silami, které udrzuji povrchovou topografii v rovnovaze,
tzv. kompenza¢nimi mechanismy. Déale jsem provedla predbéznou analyzu v pros-
torové oblasti - na zakladé srovnani topografie a gravitacniho pole jsem urcovala, které
kompenzacni mechanismy by mohly fungovat v jednotlivych oblastech. V zavéru prace
jsem pocitala globélni inverzi zalozenou na mechanismu izostaze a elastické flexe.

V diplomové praci navazujeme na praci bakalarskou. Zac¢iname globalni inverzi, ale
zaméfili jsme se jen na kompenzaci mechanismem elastické flexe. Ta ma na Marsu
pravdépodobné vétsi uplatnéni nez izostaze, a to predevsim diky malému poloméru pla-
nety! a zna¢né tloustce elastické litosféry. PouZivime dvoukrokovou inverzi - v 1. kroku
urc¢ujeme optimalni tloustku elastické litosféry v zavislosti na harmonickém stupni j a
v 2. kroku jednotnou tloustku elastické litosféry pro vSechny harmonické stupné j.

3.1 Tloustka elastické litosféry jako funkce harmo-
nického stupné j (1. krok)

Pro kazdy harmonicky stupen j minimalizujeme rozdilovou funkci

SI(T?. T, Z ||WEred(T2, T.) — hobe || (3.1)

m=—j

vzhledem k tloustce elastické litosféry T,. Zde h” Ted(T J T.) jsou predikované koeficienty
geoidu vypoctené podle (B.26) a hObs jsou koeﬁmenty geoidu pozorovaného. Dostavame
tak pro kazdy harmonicky stupenl j odpovidajici tloustku elastické litosféry 77 v zavis-
losti na volném parametru, kterym je tloustka kury T..

Chyby takto formulované inverze pocitame aposteriorné. Varianci dat pro kazdy har-
monicky stupen j vypocteme podle vzorce pro nevychyleny rozptyl nahodného vybéru

'Kompenzaéni koeficient, ktery uréuje, do jaké miry se na kompenzaci podili izostaze a do jaké miry
elasticka flexe (pro ptipad izostatické kompenzace je kompenza¢ni koeficient roven 1), silné zdvisi na
poloméru planety (viz obr. 3.1). Pro planety o mensim poloméru s rostoucim stupném rychleji klesa,
coz znaci, ze se vice uplatnuje pravé kompenzace prohnutim elastické litosféry nez kompenzace izostazi.
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Obrazek 3.1: Kompenzacni koeficient C; v zévislosti na harmonickém stupni j pro riizné
tloustky elastické litosféry - T, = 10 km (Cervend barva), 7. = 50 km (oranzova barva),
T. = 100 km (zelend barva) a T, = 200 km (modra barva). PIné pro planetu o poloméru
Marsu (R; = 3389, 5 km), pferusované pro planetu o stejnych reologickych parametrech,
stejné hustoté a dvojnasobném poloméru (Ry = 6779 km).

(napf. [27])
. 1 J . 2
J N2 & pred (rpj 71 obs
Takto vypoctenou varianci usporadame do kovarianc¢ni datové matice
leD = (U{D)QI (3.3)

Tato matice je diagonalni a pripometime, Ze pro kazdy stupen j mame jinou matici
Clp s rozmérem j x j. K vypocétu chyb modelovych parametr z 1. kroku po¢itame
kovarianéni modelovou matici [18]

Cln = ((Gh)(Clp)'6l) (3.4)

Zde G je vektor derivaci teoretického vztahu pro predikované koeficienty geoidu (B.26)
vzhledem k modelovému parametru T, v bodé8 T, = TY

, RN (TS | T,)
J _ ]m e’ C
(Gl)m - ( aTe
Te=T;

Kovarianéni modelova matice Cj11v1 obsahuje pouze jeden prvek, ktery je varianci hod-
noty modelového parametru ziskaného v 1. kroku

leM = (‘7{M)2 (3.6)

(3.5)

J
e

Celkem tedy po 1. kroku méame ' '
T 0]y Vi (3.7)
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3.2 Jednotna tloustka elastické litosféry pro viechny
harmonické stupné j (2. krok)

Ve 2. kroku opét minimalizujeme rozdilovou funkci, tentokrat ve tvaru

jmaz Tj . Te 2 ‘
SQ(TeaTc) - Z g J

j=jmin (U%D)Q

(3.8)

kde T, je hledand tloustka elastické litosféry a H7 je normované vykonové spektrum
koeficientt pozorovaného geoidu vypoétené podle (A.21). Tuto dodateénou vahu jsme
do vzorce pridali, abychom ocenili rizny vliv harmonickych stupiii. Vysledky 1. kroku

(TV + oJ,,) jsou ted daty, kterd dosazujeme do 2. kroku, tedy plati (¢3,)% = (67,,)%,
resp. Cop = Cim. Chybu 2. kroku vypocteme pomoci kovarianéni modelové matice

Com = (G2 Cop ™ 'Gy) ™ (3.9)

G2 je opét vektorem derivaci teoretického vztahu (zde je to ¢islo 1, nebot teoreticky
vztah, ktery derivujeme, je tvaru T, = T7). Reseni vztahti (3.8) a (3.9) Ize psat analyticky

jmaz _T] _pj gmaz _T¢ _ prj
O S A A P (310)
c gmar 1 pyj gmaz 1 '
Jj=jmin (U%D)Q Jj=jmin (O.{M)j
1 1
2 _
T2M T Sgmaz 1 Hi  SYmer 1 qrj (3.11)
Jj=jmin (U%D)Q Jj=jmin (U{M)2
Celkem po 2. kroku inverze mame
T, + oop (3.12)

tedy tloustku elastické litosféry a odhad jeji chyby.

3.3 Vysledky globalni inverze

Pouzili jsme vysSe formulovanou dvoukrokovou inverzi pro vypocet jednotné tloustky
elastické litosféry na Marsu. Poéitali jsme se ¢tyfmi riznymi tloustkami kiry (7, =
10,50, 100,150 km) - vysledek je na obr. 3.2. Nejprve jsme ur¢ili optimalni tloustky
elastické litosféry pro rizné harmonické stupné j (1. krok inverze). Témito vysledky jsme
prolozili vazeny prumér (vysledek 2. kroku) - ten je vynesen vodorovnou ¢arou, rizné
barvy odpovidaji riznym tloustkam kury T,. P¥i pohledu na graf je ziejmé, Ze jednotnéd
konstantni tloustka elastické litosféry nestaci k vystizeni pozorovaného gravitacniho pole.
Podafilo se nam sice vypodcitat optimélni hodnotu (véZenou chybami pro jednotlivé
stupné a normovanym vykonovym spektrem), ale té nepfikladame piili§ velky vyznam,
a to hned ze dvou diavodi. Pfedevsim, puvodni tloustky pro rizné stupné (vysledek
1. kroku) zna¢né osciluji, a proto ani néjaka reprezentativni hodnota, kterd by celé
spektrum vhodné charakterizovala, neni viditelna na prvni pohled. I kdyz uz ale néjakou
takovou hodnotu najdeme, nelze ji prikladat prili§ velky vyznam, nebot vypoctené chyby
2. kroku dosahuji velmi vysokych hodnot (odpovidajici relativni chyba je pfiblizné 50%).
Soudime tedy, Ze na Marsu nelze hledat jednotnou tloustku elastické litosféry, a proto
pokracujeme inverzi lokalni.
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Obréazek 3.2: Vysledky globalni inverze pro rizné tloustky ktry - 7, = 10 km (Cervena

barva), T, = 50 km (zluta barva), T, = 100 km (zelena barva) a T, = 150 km (modra
barva).
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Kapitola 4

Lokalni analyza

Jak jsme ukézali v predchozi kapitole, na Marsu nelze hledat jednotnou tloustku ela-
stické litosféry (tento zaveér je potvrzenim predbéznych hypotéz o moznych mechanismech
kompenzace, které jsme formulovali v bakalarské praci). Proto je potfeba provést lokalni
analyzu - Mars rozdélime uzitim filtru na mensi oblasti, ve kterych budeme fesit stejné
inverze jako v pfedchozi kapitole.

4.1 Filtrace prostorovych poli Gaussovym filtrem,
formulace lokalni inverze

K filtraci v prostorové oblasti pouzijeme Gaussuv filtr ve tvaru

52
9(07 2P 57 U) = exp <_2O'2> (41)

kde § je thlova vzdalenost mezi bodem danym soufadnicemi 6 a ¢ a stfedem filtru (6,
©o) a o je polosiika filtru. Pole, kterd napocteme na sféfe o poloméru Marsu, ndsobime
bod po bodu hodnotami filtru o daném stifedu a dané polositce

W (6, ) = h(0,¢) g(0,¢,6,0)

t/(0,0) = t(0,9) (0, 0,6, 0) (4.2)

(index / znadi filtrované pole (geoid h, resp. topografii t)). Filtr po sféie posouvame,
¢imz dostavame prefiltrované oblasti Marsu v zavislosti na polosifce filtru a na kroku,
s jakym filtr posouvame (obr. 4.1).

Spojime vyse formulovanou dvoukrokovou inverzi a filtrovani Gaussovym filtrem
s cilem urcit model tlousték elastické litosféry.
Jako prvni nas napadé nasledujici postup:

1. Vypocet skuteénych poli (topografie a geoidu) na sféfe ze znamych harmonickych
koeficientt [26] podle vztahu (A.9)

oy — h** (6, o)

s — %0, )
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Obrazek 4.1: Filtrace geoidu (horni fadek) a topografie (spodni fadek) v prostoru -
puvodni pole (levy sloupec), Gausstv filtr (prostfedni sloupec) a prefiltrovand pole
(pravy sloupec). Vysky geoidu a topografie jsou uvedeny v metrech.

5.

6.

. Filtrace poli v prostoru podle (4.2)

W0, 0) — K (0, 0)
(0. 0) — 171 (0, )
Vypocet harmonickych koeficientii prefiltrovanych poli podle (A.10)
(0, 0) — g

tObs’f<9,g0) N t;bs,f

m

. Vypocet predikovanych koeficientti geoidu z koeficienti prefiltrované topografie

podle vzorce (B.26)

obs, f pred, f
Cim™ — W,

Minimalizace rozdilové funkce (3.1), do které dosadime koeficienty h;:’?f’f a h?;fd’f

Minimalizace rozdilové funkce (3.8), resp. feSeni rovnic (3.10) a (3.11)

Timto postupem dostaneme pro kazdou polohu filtru jednu hodnotu tloustky elastické
litostéry a odpovidajici chybu. Podivejme se ale diikladnéji, co se pfi filtraci presné déje.
Pro nézornost zvolme jednoduchy piipad:

e topografie s nenulovym koeficientem jen na jednom harmonickém stupni j = 20

e konstantni tloustka elastické litosféry T, = 100 km - diky tomu mé i geoid nenulové

koeficienty také jen na harmonickém stupni 57 = 20
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Obrazek 4.2: Vykonové spektrum topografie, kterd ma nenulové koeficienty jen na stupni
j = 20 (vlevo) a odpovidajiciho geoidu (vpravo).

Ve vykonovém spektru (vztah (A.21)) méa potom topografie i geoid J-funkci (obr. 4.2).
Filtraci na sféfe, tedy prenasobenim poli na siti, dostaneme ve spektru slozenou funkci
signdlu od geoidu, resp. topografie, a od Gaussova filtru!. Vykonové spektrum pfe-
filtrovaného geoidu a topografie ma tvar Gaussovy funkce (obr. 4.3). Z koeficientii to-
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Obrazek 4.3: Vykonové spektrum prefiltrované topografie (vlevo) a prefiltrovaného
geoidu (vpravo).

pografie vypocteme koeficienty predikovaného geoidu (vzorec (B.26)) - koeficienty to-
pografie zde pfendsobujeme vyrazem, ktery je zavisly na harmonickém stupni j (faktor
ve jmenovateli (25 + 1), kompenzacni koeficient C;). Z Gaussovy funkce tak dostaneme
deformovanou Gaussovu funkci, kterou se pfi minimalizaci snazime vystihnout Gaussovu
funkei (koeficienty prefiltrovaného pozorovaného geoidu). Ziejmé ale nedosdhneme do-
bré shody, a proto takto formulovana inverze nemiize spravné fungovat - srovnejme

'Kdybychom rozvijeli funkce do exponencialni baze v kazdé proménné (6, o) zvlast, dostali bychom
ve spektru konvoluci signalt od geoidu, resp. topografie, a Gaussova filtru. V pfipadé rozvoje do sféric-
kych harmonickych funkei je situace slozitéjsi, nebot index m odpovidajici f4du harmonické funkce se
objevuje jak v pfidruzeném Legendreové polynomu proménné 6 (Pj,,(cos)), tak v exponencialni funkci
proménné ¢ (e“™¥) a z4vislost na obou proménnych je tak provazana. Odvozeni vzorce pro spektralni
koeficienty soucinu dvou poli by vyZzadovalo vice pozornosti, my se jim ale dale nezabjvdme, nebot to

neni cilem této prace.
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spektrum koeficientti takto predikovaného geoidii (zelend barva) a spektrum koeficientii
pozorovaného geoidu (Cerna barva) na obr. 4.4.
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Obréazek 4.4: Vykonové spektrum prefiltrovaného pozorovaného geoidu (Gernd barva),
predikovaného geoidu podle postupu 1 (zelené barva) a podle postupu 2 (modré barva).
Predikovany geoid je v obou pfipadech pocitan pro tloustku elastické litosféry 100 km,
coz odpovidd pozorovanému geoidu. Tloustka kiry je ve vSech pfipadech (pozorovany
i oba predikované geoidy) volena 100 km.

Pokusme se formulovat tlohu jinak:

1. Vypocet predikovanych koeficienti geoidu z koeficientti pozorované topografie po-
dle vztahu (B.26)

obs red
o — h?m
2. Vypocet pozorovaného a predikovaného geoidu na sféfe podle (A.9)
h;’fi — ho(0, )
e 10, )
3. Filtrace poli v prostoru podle (4.2)
hobs<97 @) N hobs,f(‘97 SO)
RPed(9, o) — B (0, )
4. Vypocet harmonickych koeficientii prefiltrovanych poli podle (A.10)
B0, 0) — !
hpred,f(e7 ()0) N hpred,f

5. Minimalizace rozdilové funkce (3.1), do které dosadime koeficienty h?i’j’f a h?:,fd’f
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6. Minimalizace rozdilové funkce (3.8), resp. feseni rovnic (3.10) a (3.11)

Pouzijme tento druhy postup na vyse uvedeny ilustrativni priklad. Ve vykonovém spekt-
ru geoidu a topografie je opét d-funkce. Spocteme-li koeficienty predikovaného geoidu
a jejich vykonové spektrum, dostaneme opét o-funkci. Predikované koeficienty geoidu
se sice pocitaji stejné jako v prvni formulaci, tedy prenasobenim vyrazem, ktery zavisi
na stupni j, ale pfenasobenim J-funkce dostavame znovu J-funkci. Nasledna filtrace
v prostoru opét pretransformuje d-funkci ve spektru na Gaussovu funkci, tentokrat uz ale
mame jak pozorovany, tak predikovany geoid s vykonovym spektrem ve tvaru Gaussovy
funkce. Snazime se tedy vystihnout Gaussovu funkci (koeficienty pozorovaného geoidu)
Gaussovou funkci (koeficienty predikovaného geoidu) a ziejmé bychom méli dostat lepsi
shodu nez podle prvniho postupu, viz obr. 4.4. Koeficienty geoidu predikovaného podle
postupu 2 (modré barva) zjevné lépe vystihuji koeficienty pozorovaného geoidu (Gerna
barva) nez koeficienty geoidu predikovaného podle postupu 1 (zelend barva) - maximum
vykonového spektra je v pripadé postupu 1 dokonce posunuto na harmonicky stupen
j=19.

Oba postupy maji nevyhodu predevsim v tom, Ze se prechazi ze spektralni oblasti do
prostorové, a pak zase zpét do spektralni. Tento pfechod je ¢asové narocny a vnasi do
vypoctu numerické nepresnosti. Navic prichdzime o pivodni vyhodu spektralni metody,
tedy o praci vyhradné ve spektru. Druhy navrzeny postup, ktery se jevi lepsi nez
prvni postup, ma navic dalsi nevyhodu v tom, Ze pocitame na sfére, filtrujeme a znovu
prevadime do spektra vSechny predikované geoidy. Vzhledem k tomu, Ze nasledné mini-
malizace probihd metodou pfebirani parametri, je potieba cely postup (vypocet na sféte,
filtrace, prevod do spektra) provést tolikrat, kolik tlousték elastické litosféry testujeme.
Prechod ze spektra do prostoru, filtrace a pfechod zpatky do spektra je tak provadén
celkem 301-krat (300-krat pro predikované geoidy a jednou pro geoid pozorovany), na
rozdil od 1. pfistupu, kde byl proveden jen 2-krat (jednou pro pozorovanou topografii a
jednou pro pozorovany geoid). Tim je vypocet také zpomalen.

Pokud bychom chtéli zachovat vypocet pouze ve spektru, potiebovali bychom znat
spektrum prefiltrovanych poli, tedy spektrum soucinu dvou fad, aniz bychom tyto rady
museli s¢itat (viz poznamka v této ¢asti). Tim bychom zistali ve spektru a nezdrzovali
bychom se s pfechodem do prostoru a zase zpét. Problém soucinu dvou fad se ale velmi
casto Tesi pravé sectenim obou fad a pronasobenim jejich soucti, coz v nasem piipadé
odpovida prechodu do prostoru a filtraci v prostorové oblasti. Proto opustime ptivodni
predstavu o praci vyhradné ve spektru a formulujeme inverzi piimo v prostorové oblasti.

4.2 Prostorova inverze

Formulujme tlohu v prostorové oblasti:

1. Vypocet predikovanych koeficientti geoidu z koeficientti pozorované topografie po-
dle vztahu (B.26)

obs pred
o — hjm
2. Vypocet pozorovaného a predikovaného geoidu na sféfe podle (A.9)
b — 1 (0, 0)

et — hrred (9, o)
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3. Minimalizace rozdilové funkce v prostorové oblasti (filtrujeme pfimo pii vypoctu
pfenasobenim rozdilu geoidt odpovidajici hodnotou filtru)

S(T,,T,) = /0 " / (T ) — h) g(6,0)] sinbdode  (4.3)

Takto formulovana inverze uz pracuje na podobném principu jako druhy postup spekt-
ralni inverze (je zde tedy lepsi Sance na vystizeni pozorovanych poli nez v pfipadé inverze
podle prvniho postupu). Jeji vihodou je predevsim nazornost. Navic si usetfime nékolik
¢asové naroénych krokt oproti vyse uvedené opravené spektralni inverzi (filtrace probiha
primo pii pocitani rozdilové funkce a neni potieba pocitat celd prefiltrovana pole, navic
nepfechazime zpét do spektra). Nadéle tedy budeme pouzivat vyhradné tuto metodu.
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Kapitola 5

Testy inverze (2D axisymetricky
model)

V této kapitole se zaméiime na testovani vlastnosti prostorové inverze formulované
v predchozi kapitole. Na vysledky inverze ma vliv mnoho faktori, my se pokusime zod-
povédét nékolik zakladnich otazek, abychom dostali co nejlepsi vysledky inverze:

e Které harmonické stupné jsou optimalni pro vypocet inverze? (¢ast 5.3)

e Jaky krok posunu filtru je nejvhodnéjsi? (Gast 5.4)

Jaka polosiika filtru je nejvhodnéjsi? (¢ast 5.4)
e Pro jakou veli¢inu formulovat inverzi (geoid nebo posunuti)? (¢ast 5.4)
e Jakou roli hraje vztah mezi vinovou délkou zatéze a modelu? (¢ast 5.5)

e Jakou roli hraje volba stupné j,.., pfi zatizeni realnou topografii? (¢ast 5.6)

K testovani pouzijeme dva softwary pouzivajici pro vypocet deformace elastické litosféry
metody kone¢nych elementti - Elmer [24] a Comsol [23]. Jejich vysledky je nejprve
potfeba sjednotit, abychom si mohli byt jisti jejich spravnosti.

5.1 Srovnani Elmeru a Comsolu
Resime nasledujici lohu:
e geometrie - axisymetricka tenké slupka ve smyslu }% << 1, kde d je tloustka slupky
a R je jeji polomér (obr. 5.1)
e rovnice - rovnovaha elastického materialu
V-r+f=0
T=MNV-0)I+2pue (5.1)

T znacl tenzor napéti, € tenzor malych deformaci, A a p jsou Lamého elastické
parametry. My misto nich pouzivame ekvivalentni elastické parametry Youngtv
modul £ a Poissontiv pomér v

SAN+2p

E=p2ot2r 5.2
Ly (5.2)
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A
v = 0T ) (5.3)

4 je hledané posunuti a I jednotkovy tenzor. Objemova sila f je v nasi tloze nulova.

e hrani¢ni podminka na horni hranici
T 6 =0s17 (5.4)
Zde o, je hustota na povrchu, g stfedni gravitacni zrychleni a ¢ povrchova topografie

t = 1000 sin(50 ) (5.5)

e hrani¢ni podminka na spodni hranici
T € =—-Nou, g (5.6)

Ao je hustotni skok v elastické litosféfe (viz piiloha B) a wu, je velikost radidlniho
posunuti na spodni hranici (méfeno kladné smérem od stfedu).

V Elmeru pouzivame Linear Elasticity Solver, v . Comsolu Modul Structural Mechanics
(Axial Symmetry, Stress-Strain, Static Analysis). Vice informaci o solverech viz doku-
mentace na internetovych strankach [24] (Elmer) a [23] (Comsol).

Obrazek 5.1: Slupka o tloustce 50 km (vlevo), 10 km (uprostied) a 250 km (vpravo).
Hrani¢ni elementy (modré barva), elementy uvniti (Gernd barva).

Ulohu budeme fesit na nékolika sitich rfiznych tlousték (obr. 5.1), které vytvaiime
softwarem Comsol. Sif 1ze z Comsolu i exportovat a pouzit ji v Elmeru. Vypocty obou
softwart tak probihaji na identickych sitich. Pro vypocet v Elmeru navic mizeme sit
modifikovat (pomoci vlastniho programu napsaného v jazyce Fortran 90). V této kapitole
tedy budeme pocitat nejen na sitich vytvorenych pfimo v Comsolu (zde je oznacujeme
jako ptvodni), ale také na sitich, které z téchto ptivodnich siti vznikly (ty oznacujeme
jako sité modifikované). Ciselné hodnoty parametri tilohy jsou uvedeny v tabulce 5.1.
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polomér R 3395 km
gravitacni zrychleni g 3.8 m - s 2
Youngtiv modul E |6.5-10% Pa
Poissontiv pomeér v 0.25
povrchova hustota 0s 2900 kg - m—3

hustotni skok v litosféie | Ap 500 kg - m~3

Tabulka 5.1: Hodnoty fyzikalnich veli¢in pouzité pro vypocet v Elmeru a v Comsolu
podle [20].

5.1.1 Slupka o tloustce 50 km

Nejdiive budeme pocitat deformaci ptivodni slupky o tloustce 50 km (obr. 5.1 vlevo a
detail na obr. 5.2). Parametry slupky:

e vnéjsi polomér slupky - 3 395 km (polomér Marsu)
e vnitini polomér slupky - 3 345 km (tloustka 50 km)
e typ elementt - Lagrangeovy linearni na 2D simplex

e pocet elementii - 86 016

AN

Obrazek 5.2: Detail slupky o tloustce 50 km.

Vysledek vypoctu je na obr. 5.3. Z obrazki je ziejmé, ze oba softwary davaji pro tuto
slupku shodné posunuti.
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Obrazek 5.3: Slupka o tloustce 50 km - posunuti v zavislosti na thlu 6 (nahofe), detail
pro 6 = 0° — 10° (vlevo dole) a pro 6 = 50° — 70° (vpravo dole). Elmer (¢ervena barva),
Comsol (modra barva).

5.1.2 Slupka o tlousfce 10 km

Déle budeme pocitat deformaci ptivodni i modifikované slupky o tloustce 10 km (obr.
5.1 uprostied a detaily na obr. 5.4). Parametry slupky:

vnéjsi polomér slupky - 3 395 km (polomér Marsu)

vnitini polomér slupky - 3 385 km (tloustka 10 km)

typ elementti - Lagrangeovy linedrni na 2D simplex
e pocet elementi - 24 800 (puvodni sif vytvorend piimo v tloustce 10 km)
e pocet element - 86 016 (sit modifikovana ze sité o tloustce 50 km - viz ¢ast 5.1.1)

Deformaci puvodni slupky jsme fesili v Elmeru a v Comsolu, deformaci modifikované
slupky v Elmeru. Vysledek vypoctu je na obr. 5.5. Oba softwary déavaji takika stejna
posunuti pro pivodni slupku. Vysledek pro modifikovanou slupku je o néco horsi, ale
rozdil je tak maly, Ze je zfetelny pouze na detailnich obrazcich (obr. 5.5 dole).
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Obrazek 5.4: Detail pivodni slupky o tlousfce 10 km (vlevo) a detail modifikované
slupky o tloustce 10 km (vpravo). Je ziejmé, Ze elementy modifikované sité jsou oproti
elementiim ptvodni sité stlacené.

6000 !
4000 r
2000 r
E o] B
E] | L
-2000 r
-4000 r
6000 T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
o[
6000
4000 r
2000 r
E 0 - = E
> J L >
-2000 r
-4000 r
-6000 T T T T T T T
0 5 10
0[] 0[]

Obrazek 5.5: Slupka o tloustce 10 km - posunuti v zavislosti na thlu 6 (nahote), detail
pro § = 0° — 10° (vlevo dole) a pro § = 50° — 70° (vpravo dole). Elmer na ptivodni
slupce (Cervend barva), Comsol na ptvodni slupce (modré barva), Elmer na modifiko-
vané slupce (zelend barva).
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5.1.3 Slupka o tloustce 250 km

Nakonec budeme pocitat deformaci pivodni i modifikované slupky o tloustce 250 km
(obr. 5.1 vpravo a detaily na obr. 5.6). Parametry slupky:

e vnéjsi polomér slupky - 3 395 km (polomér Marsu)
e vnitini polomér slupky - 3 145 km (tloustka 250 km)
e typ elementli - Lagrangeovy linearni na 2D simplex
e pocet elementi - 67 584 (puvodni sif vytvorenad piimo v tloustce 250 km)

e pocet elementt - 86 016 (sit modifikovana ze sité o tloustce 50 km - viz ¢ast 5.1.1)
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elementim puvodni sité roztazené.

Obréazek 5.6: Detail ptuvodni slupky o tloustce 250 km (vlevo) a detail modifikované
slupky o tloustce 250 km (vpravo). Je zfejmé, Ze elementy modifikované sité jsou oproti

Deformaci ptivodni slupky jsme fesili v Elmeru a v Comsolu, deformaci modifikované
slupky v Elmeru. Vysledek vypoctu je na obr. 5.7. Oba softwary davaji stejnad posunuti
pro ptivodni i modifikovanou slupku.

Celkem lze provedené vypocty povazovat za velmi konzistentni, a to jak pro ptivodni
slupky, tak i pro slupky modifikované. Ptripady testované v ¢astech 5.1.1, 5.1.2 a 5.1.3

jsou extrémni, a to co se tyka tloustky elastické litosféry (v dalsich ¢astech pouzivame
hodnoty tloustky elastické litosféry v rozpéti pouze 50 - 250 km) i stupné zatéze (sin(50 )
odpovida Legendreovu polynomu na stupni j = 50, nami pouzivana zatéz v nasledujicich
castech je vzdy nejvyse do harmonického stupné j = 50, pro nizsi harmonické stupné je

vypocet presnéjsi). V dalsim budeme pracovat jiz vyhradné s Elmerem, nebot snadno
umoznuje praci s deformovanymi slupkami.
5.2 Formulace testovaci ulohy

V této casti formulujeme tlohu, kterou pouzijeme k testovani parametrti pouzivanych

v inverzi. Budeme nadéle pracovat ve 2D axisymetrické geometrii a pouzijeme riizné
modely tloustky elastické litosféry a rtzné zatéze. Pomoci Elmeru vypocteme posunuti

odpovidajici konkrétnimu modelu tloustky elastické litosféry a konkrétni topografii. Toto
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Obréazek 5.7: Slupka o tloustce 250 km - posunuti v zavislosti na thlu 6 (nahote), detail
pro 6 = 0° — 10° (vlevo dole) a pro § = 50° — 70° (vpravo dole). Elmer na ptivodni

slupce (¢ervena barva), Comsol na pivodni slupce (modra barva), Elmer na modifiko-
vané slupce (zelend barva).

posunuti a také z ného vypocteny geoid poté pouzijeme jako syntetickd data, ktera
budeme invertovat.
Shrime cely postup:

1. Zvoleni modelu tloustky elastické litosféry

2. ZatiZeni vybraného modelu topografii a vipocet posunuti v*¥"(6, ¢) v Elmeru!

3. Vypocet koeficientti posunuti u3¥", koeficientdt geoidu hj%lt a geoidu na sfére

Jm
hsynt 97 ")
( ) usynt<9, 90) N uj%t

Ak R R—T,\U*?
150 = Lo+ g (F2F) &

me 25+ 1)g R
(kladné znaménko, které odliSuje vzorce (5.7) a (B.17) je dano opa¢nou orientaci

posunuti u - v této kapitole uvazujeme posunuti kladné smérem od stiedu, zatimco
v priloze B je zavedeno posunuti kladné smérem do stiedu)

Wt — h(6, )

Wypocéet v Elmeru je opravdu 2D, posunuti pak ale pfevidime do 3D prostoru, abychom mohli
jednoduse prechézet ze spektra do prostoru a naopak podle vztahii v pfiloze A. Zavislost na sférické
soufadnici ¢ je tedy pouze formalni.
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4. Vypocet h"** resp. uff,fd, podle vztahii (B.26), resp. (B.21), pro cely uvaZovany

jm
interval tlousték elastické litosféry (7. = 1—300 km) a odpovidajicich poli na sféfe

Wt — (o, )
upred _ upred(e, ()0)

im

5. Minimalizace rozdilovych funkci formulovanych v geoidech, resp. v posunutich,

Su(To, T,) = /O ” /0 (T T — B g(60,0)] sind d6 dyp (5.8)

resp.

Su(T., T,) = /027r /OTr Ku”’”ed(Te, T.) — usy”t> g(6o, a)}2 sinf df dy (5.9)

kde g(6p,0) je Gaussuv filtr zavisly jen na soufadnici € se stfedem v bodé 6, a
polositkou o

9(0o, 0) = exp (—(H_W> (5.10)

202
6. Sestaveni modelu (pro kazdé 6y mame odpovidajici hodnotu 7)

Ciselné hodnoty fyzikalnich parametrii pouzivanych v nasledujicich testech jsou uvedeny
v tabulce 5.2.

polomér R 3395 km
gravitacni zrychleni g 3.8 m - s >

Youngiv modul E | 6.5-10% Pa

Poissontiv pomér v 0.25

povrchova hustota 0s 2900 kg - m~3
hustota, plasts Om 3500 kg - m~3
prumérna hustota planety | o 3930 kg - m—3
hustotni skok v litosféie | Ao 500 kg - m™?

tloustka kury T, 50 km

Tabulka 5.2: Hodnoty fyzikalnich veli¢in pouzité pro testovani inverze podle [20].

5.3 Optimalni harmonické stupné

V této kapitole hleddme nejvhodnéjsi rozpéti harmonickych stupnt j pro vypocet in-
verze. Minimalizace sice probiha v prostoru, ale rozpéti pouzitych harmonickych stupni
ovliviiuje i tvar pole v prostoru. Volba nejvhodnéjsiho rozpéti harmonickych stupni j
zévisi v prvé fadé na dvou faktorech

e citlivosti tlohy na tloustku elastické litosféry,

e presnosti pouzivané spektralni aproximace.
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5.3.1 Citlivost tilohy na tloustku elastické litosféry

Citlivosti tlohy rozumime citlivost predikovanych koeficientti geoidu na zménu tloustky
elastické litosféry. Pocitame koeficienty geoidu podle vztahu (B.26) pro rtzné stupné
zatéze, ruzné tloustky elastické litosféry a také pro rizné tloustky kiry. Na obr. 5.8 jsou
vyneseny podily koeficienti geoidu pro rtzné tloustky elastické litosféry

red
W (T7)

€

red
Wi (T2)

e

v zévislosti na stupni koeficientu topografie, kterym zatézujeme elastickou vrstvu (koe-
ficienty topografie t;,,, pro dany stupen j maji amplitudu 1000 m).
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Obrazek 5.8: Podil koeficientii geoidu pro zatéZz na daném stupni a tloustku elastické
litosféry T} = 20 km a T? = 30 km (vlevo nahote), T} = 100 km a 7 = 110 km (vpravo

nahoie), T} = 200 km a T2 = 210 km (dole). T, = 10 km (modra barva), T, = 50 km
(zelend barva) a T, = 100 km (Cerna barva).

Jak je vidét z obrazku, pro malé tloustky elastické litosféry (7, ~ 20 km, obr. 5.8
vlevo nahote) se koeficienty predikovaného geoidu nejvice 1isi pro stupné ptiblizné j = 30
(zde je tedy pro malé tloustky elastické litosféry uloha nejcitlivéjsi), rozumné citlivost
ale zistava i pro rozpéti harmonickych stupni j = 2 — 50 (v pfipadé mensich tlousték
kiry 7. = 10 km a T, = 50 km zistava tloha dobfe citliva i pro vyssi stupné). S rostouci
tloustkou elastické litosféry (T, ~ 100 km, obr. 5.8 vpravo nahote) se citlivost podstatné
zhorsuje, nejvice citlivé jsou koeficienty okolo stupné j = 10. VSimnéme si minima
citlivostni kiivky pro tloustky 7, ~ 100 km (~ 0.9 pro 7. = 10 km) a srovnejme ho
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s minimem této kiivky pro tloustky 7. ~ 20 km (~ 0.55 pro T, = 10 km). V ptipadé
tenci elastické litosféry se koeficienty lisi o hodné vic (jsou citlivéjsi ke zméné tloustky
elastické litosféry) nez v pfipadé tlustsi elastické litosféry. Nejméné citliva je tloha pro
velmi tlustou litosféru (7, ~ 200 km, obr. 5.8 dole). Zde citlivostni kiivka dosahuje
minima okolo stupné 7 = 8, minimum maé ale hodnotu > 0.95 - predikované koeficienty
geoidu v podstaté nejsou citlivé na malé zmény tloustky velmi tlusté elastické litosféry.
Nezanedbatelny rozdil ve vysledcich navic pfinasi pouziti riznych tlousték kiry. Jelikoz
pro velké tloustky elastické litosféry se zdd, Ze optimalni rozpéti harmonickych stupmt
neexistuje, nebot tiloha neni dostateéné citliva na zddném harmonickém stupni, vezmeme
jako nejvhodnéjsi pro inverzi stupné j = 2 — 50, na nichz by méla byt tloha dostatec¢né
citlivd alespon pro mensi tloustky elastické vrstvy.

5.3.2 Presnost pouzivané spektralni aproximace

Abychom zjistili, zda je pouzivana spektrélni aproximace (B.26) dostatené pfesné na
harmonickych stupnich vybranych v predchozi ¢asti 5.3.1 a zda tedy vhodné aproxi-
muje geoid generovany povrchovou topografii a prohnutim elastické vrstvy konstantni
tloustky, pocitame koeficienty posunuti odpovidajici zatiZeni na konkrétnim stupni j
(amplituda koeficientu topografie pro dany stuperti je opét 1000 m, tloustku elastické
litosféry volime postupné 7, = 10,50, 100, 150,200,250 km). Pocitdme v Elmeru na
slupkach modifikovanych z ptivodni slupky o tloustce 50 km (viz éast 5.1.1) a také podle
vzorce pro koeficienty posunuti (B.21). Vypoctené spektralni koeficienty porovnavame
na obr. 5.9. Z obrazku je zfejmé, ze velmi dobrou shodu dostavame na stfednich stupnich.
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Obréazek 5.9: Koeficienty posunuti wj, v zévislosti na stupni zatéze j. 7., = 10 km
(Cervend), T, = 50 km (oranzova), T, = 100 km (zlutd), 7. = 150 km (zelend), T, = 200
km (modrd), 7. = 250 km (fialovd). Elmer (¢arkované), spektralni aproximace (plné).

Naopak na nizsich stupnich neni spektralni aproximace tak presna (zde pfedpokladame,
ze vypocet v Elmeru pro nizs$i stupné je presny), ale shoda je i tak dobra. Odchylka
krivek pro T, = 10 km je dana nepfesnym vypoctem v Elmeru na tenké modifikované
slupce pro vyssi harmonické stupné (viz pfedchozi srovnani Elmer - Comsol v ¢asti
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5.1.2). Prozatim tedy pro nés zistavaji vhodnymi harmonické stupné j = 2 — 50, nebot
pouzivana spektralni aproximace na téchto stupnich funguje dobie a tloha je na tomto
rozpéti nejvice citliva.

5.4 Nejvhodnéjsi parametry filtru (polosiika a krok
posunu)

V této casti se zamérime na ziskani nejvhodnéjsich parametri pouzivaného Gaussova
filtru, a to na polositku filtru a na velikost kroku, s jakym filtr posouvame. V casti
5.2 jsme inverzi formulovali pro geoid i pro posunuti, zde se také pokusime zjistit, zda
jedna z téchto formulaci dava lepsi vysledky nez druha. Pro tento ucel jsme vybrali
nékolik modelt tloustky elastické litosféry (model 2, 3 a 6, obr. 5.15b, 5.15¢ a 5.16f)
a nékolik harmonickych zatézi (na stupnich j = 5,10, 20, obr. 5.17 ervena, oranzova,
zlutd). V inverzi pouzivame nékolik riznych polosifek filtru (o = 10°,20°,30°,40°, 50°,
obr. 5.10) a nékolik rtznych krokd posunu filtru (A8 = 0.5°,1°,2°,5° 10°).

1.0 1 1 I 1 1 I 1 1 L 1 1 I 1 1 I 1 1

© 0.5 //\\
T T I T T I T T I T T I T T I T T

30 60 90 120 150 1

0 80

0[]
Obrazek 5.10: Filtry pouzivané v inverzi s polositkou o = 10° (¢ervena barva), o = 20°

(oranzova barva), o = 30° (Zlutd barva), o = 40° (zelend barva) a o = 50° (modra
barva).

5.4.1 Krok posunu filtru

Nejprve testujeme vliv velikosti kroku, se kterym filtr posouvame. Na obr. 5.11 jsou
vyneseny vysledky inverze pocitané s filtrem o polositce 0 = 10° a s rizné velikymi
kroky posunu filtru - Af = 0.5°,1°,2°,5°,10°. Tato inverze je pocitana minimalizaci
rozdilu geoidi a pocitali jsme jen pro model 2, ktery jsme zatizili harmonickou to-
pografii na stupni j = 10. Je vidét, ze krok, s jakym filtr posouvame, mé zanedbatelny
vliv na vysledky inverze (pocitali jsme stejnou tlohu i pro Sirsi filtry s polositkami
o = 20°,30°,40°,50°, s rostouci velikosti filtru byl ale vliv kroku posunu filtru jesté
zanedbatelnéjsi nez pro filtr s polositkou o = 10°). V dalsich testech v kapitole 5 budeme
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Obréazek 5.11: Model 2 (¢erna prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu geoidti pro harmonickou zatéz na stupni j = 10, polositku filtru o = 10° a kroky
posunu filtru Af = 0.5° (modré barva), Af = 1° (zelené barva), Af = 2° (zlutéd barva),
A6 = 5° (oranzova barva) a Af = 10° (Cervena barva).

tedy pocitat vyhradné s krokem A = 2°, ktery je dostateéné maly pro ziskani hlad-
kého vysledku (na obrazku nelze odlisit vysledky ziskané pro kroky Af = 0.5°,1°,2°),
a zaroven vypocty s timto posunem usetfi vypocetni ¢as oproti vypoctim s mensimi
kroky:.

5.4.2 Polosirka filtru. Vybér mezi geoidem a posunutim.

Ted se budeme zabyvat vybérem vhodné polosiiky filtru. Vyzkousime vSechny vybrané
modely a zatéze a také vsechny vybrané polositky filtru. Navic budeme tlohu fesit pro
geoid 1 pro posunuti. Krok posunu filtru jiz drzime pevny Af = 2°.

Na obr. 5.12 jsou vykresleny vysledky pro model 2. Pro filtry s vétsi polositkou
(o = 30°,40°,50°) vidime minimélni rozdil mezi tim, jestli minimalizujeme rozdil geoida
nebo rozdil posunuti. Dale je zfejmé, Ze se zmensujici se polosirkou filtru dostavame lepsi
vysledky. Pro filtr s polositkou ¢ = 20° dostavame o néco malo lepsi vysledky v piipadé
minimalizace rozdilu geoidi. Naopak pro nejuzsi filtr o polositce o = 10° se vysledky
ziskané minimalizaci rozdilu geoidii a minimalizaci rozdilu posunuti dost vyznamné lisi.
Vysledky ziskané minimalizaci rozdilu geoidtt hodné osciluji, a to pro vSechny vybrané
stupné zatéze. Vysledky ziskané minimalizaci rozdilu posunuti sice také slabé osciluji,
nicméné tyto oscilace jsou takika zanedbatelné oproti oscilacim v piipadé minimalizace
rozdilu geoidu (nejlépe je to patrné pro zatéz na stupni j = 20 na obr. 5.12 dole). Nejlepsi
vysledky tak ziskavame pro filtr s polositkou ¢ = 10° a minimalizaci rozdilu posunuti.
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Obréazek 5.12: Model 2 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu geoid (plnd ¢éra) a rozdilu posunuti (pferusované ¢ara) pro zatéZ na stupni
j =5 (vlevo nahote), j = 10 (vpravo nahote) a j = 20 (dole) a polositku filtru o = 10°
(Cervend barva), o = 20° (oranzova barva), o = 30° (zlutda barva), o = 40° (zelena
barva) a 0 = 50° (modra barva).

Na obr. 5.13 jsou vykresleny vysledky pro model 3. Jejich charakter je velmi podobny
vysledkiim pro model 2. Pro Siroké filtry dostavame horsi vysledky nez pro uzké filtry.
Nejlepsi vysledky dava nejuzsi filtr s polositkou o = 10°, pro inverzi poc¢itanou pomoci
minimalizace geoidi ale dosti osciluji. Naopak minimalizace rozdilu posunuti dava i pro
tento model nejlepsi vysledky - oproti Sirsim filtriim nejlépe vystihuje tvar modelu a
zaroven (na rozdil od minimalizace rozdilu gedoiii) nedava oscilujici vysledek.

Na obr. 5.14 jsou vykresleny vysledky pro model 6. I zde je situace velmi podobna
predchozim dvéma pripadim, do hry ale navic vstupuje pomérné mald vinova délka
modelu (vice se vztahu vlnové délky modelu a zatéze vénujeme v ¢asti 5.5). Tento hodné
oscilujici model nejsme pomoci inverze schopni tak dobfe vystihnout jako predchozi
dva, ale i zde muzeme Fici, Ze nejlepsi vysledky dostavame pro inverzi s nejuzsim filtrem
o polosifce ¢ = 10° a s minimalizaci rozdilu posunuti. Dlouhovinnéjsi filtry nemaji
samoziejmé Sanci zachytit kratkovinnéjsi variace. Minimalizace rozdilu geoidi sice dava
o néco lepsi vysledky v pfipadé zatéZe na harmonickém stupni j = 20 (obr. 5.14 dole),
ale pro zatéz na stupni j = 10 dava pro 50-tistupnovy interval u obou poli dokonce
opacné znaménko vzhledem k primérné tloustce elastické litosféry, nez mé ptvodni
model. Vybereme tedy radéji tu formulaci, ktera v pripadé zatéze na stupni j = 20 sice
dava o néco horsi vysledky, ale v pripadé zatéze na stupni 7 = 10 je o mnoho lepsi.

41



300 - : 300 - :
250 - 250 -

__ 200 A e __ 200 A e
E ] : E ] :
= 150 7 C = 150 7 C
= ] : = ] :
100 E E 100 E E

50 - 0 - -

0 T T T T T 3 0 T T T T T 3

0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180

0[] 6]

300

250

200

150

T [km]

100

50

Obréazek 5.13: Model 3 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu geoid (plna ¢éra) a rozdilu posunuti (pferusovanéd ¢ara) pro zatéZ na stupni
j =5 (vlevo nahote), j = 10 (vpravo nahote) a j = 20 (dole) a polositku filtru o = 10°
(Cervend barva), o = 20° (oranzova barva), o = 30° (zlutda barva), o = 40° (zelena
barva) a 0 = 50° (modra barva).

Pokusme se jesté vysvétlit, pro¢ vysledky vychazeji 1épe pro minimalizaci rozdilu
posunuti, i kdyz vzorce (B.21) a (B.26) pouzivaji stejnou spektralni aproximaci. Vypocet
v Elmeru probihé s hustotnim skokem na spodni hranici vypocetni oblasti a nezahrnuje
zévislost na tloustce kury. Ve vzorci (B.21) pro koeficient posunuti se zaddné zavislost na
tloustce kiiry také nevyskytuje, naopak ve vzorci (B.26) pro koeficient geoidu je explicitni
zavislost na tloustce kury. I kdyZ tento maly rozdil formulaci nezpiisobuje vétsi odchylky,
da se Tici, ze formulace v posunutich je vice vnitiné konzistentni s vypoctem v Elmeru
nez formulace v geoidech. Proto také formulace v posunutich dava o néco lepsi vysledky,
a to predevsim pro nejuzsi filtr, kde vyrazné tlumi oscilace. V dalsich testech proto
budeme pracovat predevsim s tlohou formulovanou v posunuti a s filtrem o polosiice

= 10°, ktery budeme posouvat s krokem Af = 2°2.

2V inverzi pocitané s realnymi daty je jiz potieba zavislost na tloustce kiry zahrnout do vypoctu,
a proto budeme ve vypoctech s redlnymi daty pouzivat formulaci v geoidech, nebot nasimi daty jsou
koeficienty topografie a pravé geoidu, nikoliv koeficienty posunuti, které by bylo potfeba pocitat navic
(v tomto vypoctu by totiz uz zévislost na tloustce kiiry byla zahrnuta, a tim by zmizel rozdil, ktery ted
vznikl mezi formulaci v geoidech nebo v posunutich).
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Obréazek 5.14: Model 6 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu geoid (plnd ¢éra) a rozdilu posunuti (pferusované ¢ara) pro zatéZ na stupni
j =5 (vlevo nahote), j = 10 (vpravo nahote) a j = 20 (dole) a polositku filtru o = 10°
(Cervend barva), o = 20° (oranzova barva), o = 30° (zlutda barva), o = 40° (zelena
barva) a 0 = 50° (modra barva).

5.5 Vlnova délka modelu a jeji vztah k vlnové délce
zatéze

V této casti se zaméfime na vztah priblizné vlnové délky modelu a zatéze. Chceme prede-
vsim zjistit, zda pouzivana spektralni aproximace ma Sanci dobife vystihnout data. A
jelikoz tato aproximace poc¢ita s konstantni tloustkou elastické litosféry, a tim zanedbava
vliv daleké zony, zajima nas, zda pro danou zatéz se model elastické litostéry jevi jako
konstantni. Zjevné mohou nastat 2 situace

a) vlnova délka modelu >> vlnova délka zatéze

Vezméme model, ktery mé ptibliznou vlnovou délku odpovidajici harmonickému
stupni 1 (model 2 na obr. 5.15b). Zatizime-li takovy dlouhovinny model kratkovin-
nou topografii na vysokém harmonickém stupni, pak lze predpokladat, ze vybrany
model se lokalné (vzhledem k topografii) jevi jako model s konstatni tloustkou a
vliv daleké zény je zanedbatelny (kromé oblasti, kde se tloustka litosféry rychle
méni). Spektralni aproximace by méla dobie fungovat.

b) vlnova délka modelu < vlnova délka zatéze

Vezméme ten samy model, ale zatézme ho topografii na nizkém harmonickém
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stupni (tfeba j = 1). V tomto pfipadé neni vybrany model vzhledem k topografii
konstantni, stejné jako kdyz ho zatizime topografii na harmonickém stupni j = 0
(konstanta). V1iv daleké zény nemizeme zanedbat a spektralni aproximace nebude
fungovat.

Pro ilustraci uvedme nékolik riznych modela (obr. 5.15 a 5.16), které modifikujeme
z puvodni otestované slupky o tloustce 50 km (viz ¢ast 5.1.1).

c)

=100 =200 pro  =0° —90° T, =200 pro 0 = 60° — 120°
T = 50 pro 0 = 90° — 180° T. = 50 pro 6 = 0° — 60°
a f =120° — 180°

Obréazek 5.15: Modely tlousték elastické litosféry pro syntetické testy, zleva: model 1 (a),
model 2 (b), model 3 (c). VSechny tloustky jsou v km.

f)
= 100 + 50 sin(246) =100 + 50 P (¢ = 100 + 100 P1o0(8)

Obréazek 5.16: Modely tlousték elastické litosféry pro syntetické testy, zleva: model 4 (d),
model 5 (e), model 6 (f). VSechny tloustky jsou v km.
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Obréazek 5.17: Harmonické topografie, kterymi zatézujeme modely, na stupnich j = 2
(hnéd4 barva), j = 5 (Cervend barva), j = 10 (oranzova barva), j = 20 (zlutd barva),
J = 30 (zelend barva), j = 40 (modré barva) a j = 50 (fialova barva).

Tyto modely zatizime riznymi topografiemi a pomoci Elmeru spocteme odpovidajici
posunuti. Tato data dosadime do inverze, spo¢teme model tloustky elastické litosféry a
porovname ho s piivodnim modelem (viz formulaci testovaci tlohy v ¢asti 5.2). Zatézovat
budeme harmonickou topografii, kterA méa ve spektru o-funkci, a to pro harmonické
stupné j = 2,5, 10, 20,30, 40,50 (obr. 5.17). Inverzi pocitame s filtrem o polosiFce o =
10°, s krokem posunu filtru Af = 2° a minimalizaci posunuti.

Model 1

Jako prvni jsme zvolili nejjednodussi mozny model - konstantni tloustku elastické lito-
sféry T, = 100 km (obr. 5.15 a). Tento model odpovidd harmonickému stupni j = 0.
Vysledky inverze jsou na obr. 5.18. Nejhorsi vysledek dostavame pro inverzi se zatézi na
stupni j = 2. S rostoucim stupném zatéze j se vysledek zlepsuje (spektralni aproximace
je presnéjsi pro vyssi stupné) a nejlepsi vysledek dostavame pro inverzi se zatézi na stupni
J = 20. S déale rostoucim stupném zatéze se vysledek opét zhorsuje (na vyssich stupnich
velmi klesd citlivost tlohy, spektralni koeficienty pro rtizné tloustky 7. se pfilis nelisi).
Celkem lze Tici, ze inverze odpovidajici zatézim na vSech uvazovanych stupnich davaji
rozumné vysledky (pro vSechny zatéze je model tloustky elastické litosféry konstantni,
jde tedy o pripad a) z pocatku ¢asti 5.5).
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Obréazek 5.18: Model 1 (Eerna prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti s filtrem o polosifce o = 10° pro zatéz na stupni j = 2 (hnéda barva),

j = 5 (Cervend barva), j = 10 (oranzové barva), j = 20 (zluté barva), j = 30 (zelena
barva), j = 40 (modra barva) a j = 50 (fialova barva).

Model 2

Druhy model jiz neni konstantni a obsahuje skokovou zménu v hodnoté tloustky elastické
litosféry (obr. 5.15 b). Tento model odpovidd harmonickému stupni j = 1. Vysledky
inverze jsou na obr. 5.19.
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Obréazek 5.19: Model 2 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti s filtrem o polositce o = 10° pro zatéZ na stupni j = 2 (hnéda barva),
j = 5 (Cervend barva), j = 10 (oranzova barva), j = 20 (zlutd barva), j = 30 (zelena
barva), j = 40 (modra barva) a j = 50 (fialova barva).
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Inverze pro zatéz na stupni j = 2 dava opét velmi Spatny vysledek, s rostoucim stupném
zatéZe se vysledek zlepsuje (spektralni aproximace je lepsi pro vyssi stupné, pro nizké
stupné zatéze se pravdépodobné projevi i vliv daleké zény na deformaci slupky). Nejlepsi
vysledek pak dava inverze pro zatéz na stupni j = 10. S dale rostoucim stupném zatéze se
vysledek zhorsuje (na vyssich stupnich velmi klesa citlivost tlohy, spektralni koeficienty
pro rizné tloustky 7, se prili§ nelisi) - nejhorsi vysledek dava inverze pro zatéZz na
stupni 5 = 50. Celkové davaji inverze odpovidajici zatézim na nizsich stfednich stupnich
(7 = 5,10,20) rozumné vysledky (da se pfedpokladat, ze pro tyto zatéze se model jevi
jako konstantni a spektralni aproximace mize fungovat - pfipad a) z poc¢atku ¢asti 5.5).
Naopak pro zatéz na stupni j = 2 uz se model nejevi jako konstantni a spektralni
aproximace nefunguje, coz se velmi vyrazné projevi na vysledku (pfipad b) z pocatku
¢asti 5.5). Velmi vyznamny je rozdil mezi tim, jak inverze odlisné vystihnou tloustku
200 km (pro hodnoty # = 0° —90°) - velmi dobfe jen inverze se zatézi na stupni j = 10 -
a tloustku 50 km (pro hodnoty § = 90° — 180°) - inverze se zatézi na vSech stupnich, coz
zjevné souvisi s lepsi citlivosti spektralnich koeficient pro mensi tloustky 7,, viz ¢ast
5.3.1.

Model 3

Treti model je velmi podobny predchozimu modelu 2 - opét obsahuje skokovou zménu
hodnoty tloustky elastické litosféry, ale odpovidd harmonickému stupni j = 2 (obr. 5.15
¢). Vysledky inverze jsou na obr. 5.20 a jsou velmi podobné predchozimu ptipadu (model
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Obrazek 5.20: Model 3 (¢erna prerusovana ¢ara) a vysledky inverze po¢itané minimalizaci
rozdilu posunuti s filtrem o polositce o = 10° pro zatéZ na stupni j = 2 (hnéda barva),

j = 5 (Cervend barva), j = 10 (oranzova barva), j = 20 (zlutd barva), j = 30 (zelena
barva), j = 40 (modra barva) a j = 50 (fialova barva).

2). Nejhorsi vysledek opét dava inverze pro zatéz na stupni j = 2 a s rostoucim stupném
zatéze se vysledek zlepsuje (spektralni aproximace je lepSi pro vyssi stupné, pro nizké
stupné zatéze se projevuje i vliv daleké zény na deformaci slupky). Nejlepsi vysledek opét
dava inverze pro zatéz na stupni j = 10 a s dale rostoucim stupném zatéze se vysledek
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zhorsuje (na vyssich stupnich velmi klesa citlivost tlohy, spektralni koeficienty pro rizné
tloustky 7, se prilis nelisi). Celkem lze Fici, ze inverze odpovidajici zatéZzim na nizsich
stfednich stupnich (j = 5, 10, 20) davaji rozumné vysledky (opét se d& predpokladat, ze
pro tyto zatéze se model jevi jako konstantni a spektralni aproximace mize fungovat -
piipad a) z po¢atku ¢asti 5.5) a naopak pro zatéZ na stupni j = 2 uz se model nejevi jako
konstantni a spektralni aproximace nefunguje, coz se zde opét velmi vyrazné projevi na
vysledku (pfipad b) z pocatku ¢asti 5.5). Pro model 3 je jesté vyraznéjsi rozdil mezi
tim, jak inverze vystihnou tloustku 200 km (pro hodnoty 6 = 60° — 120°) - pouze jedna
inverze - a tloustku 50 km (pro hodnoty 6 = 0°—60° a § = 120° —180°) - inverze se zatézi
na vSech stupnich kromé j = 2 a j = 5 (coz opét souvisi s lepsi citlivosti spektralnich
koeficienttt pro mensi tloustky T, viz ¢ast 5.3.1).

Model 4

Pocinaje ¢tvrtym modelem jsou nase syntetické modely hladsi a neobsahuji zadné skokové
zmény v hodnoté tloustky elastické litosféry (obr. 5.16 d), tento model odpovida har-
monickému stupni j = 1). Vysledky inverze jsou na obr. 5.21. Nejhorsi vysledky dévaji
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Obréazek 5.21: Model 4 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti s filtrem o polosifce o = 10° pro zatéz na stupni j = 2 (hnéda barva),

j = 5 (Cervend barva), j = 10 (oranzova barva), j = 20 (zlutd barva), j = 30 (zelena
barva), j = 40 (modra barva) a j = 50 (fialova barva).

inverze pro zatéz na stupnich j = 2 a j = 50, nejlepsi vysledky inverze pro zatéz na
stupnich 7 = 10 a j = 20. Opét se tedy projevuje nepresnost spektralni aproximace pro
nizké stupné a vliv daleké zény na jedné strané (nizké harmonické stupné) a rychle kle-
sajici citlivost predikovanych koeficient na druhé strané (vysoké harmonické stupné).
Nase metoda vystihne velmi dobie stfedni hodnotu tloustky elastické litosféry, jeji varia-
ce maji oproti ptivodnimu modelu ponékud podhodnocenou amplitudu, a to predevsim
pro vétsi tloustky elastické litosféry (konzistentné s predchozimi modely).
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Model 5

Pfedposlednim modelem je Legendretiv polynom stupné 5 (obr. 5.16 e). Tento model
odpovidd harmonickému stupni j = 5. Vysledky inverze jsou na obr. 5.22. Nejhorsi

300 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1

250

N
o
o

-
o
o

Te [km]
-
a1
o
v e by b b Laaay

6]
Obrazek 5.22: Model 5 (¢erna prerusovand ¢ara) a vysledky inverze po¢itané minimalizaci
rozdilu posunuti s filtrem o polosifce o = 10° pro zatéz na stupni j = 2 (hnéda barva),
j = 5 (Cervend barva), j = 10 (oranzova barva), j = 20 (zlutd barva), j = 30 (zelena
barva), j = 40 (modra barva) a j = 50 (fialova barva).

vysledek dévaji znovu inverze pro zatéze na nizkych stupnich j =2 a j = 5 (piipad b)
z pocatku Casti 5.5) a pro zatéZ na vysokém stupni 7 = 50 (mald citlivost harmonic-
kych koeficientti ke zméné tloustky elastické litostéry), nejlepsi vysledek inverze se zatézi
na stfednim stupni j = 20. Opét se nam dari velmi dobie vystihnout jakousi stfedni
tloustku elastické litosféry, jeji variace jsou vSude mirné podhodnocené. Vzhledem ke
kratkovinnému charakteru modelu lze ale za uspokojivé oznacit vysledky inverze pro
zatéze na stupnich j = 10, 20, 30, 40.

Model 6

Poslednim modelem je Legendretv polynom stupné 10 (obr. 5.16 f). Tento model odpovi-
d& harmonickému stupni j = 10. Vysledky inverze jsou na obr. 5.23. Situace je velmi
podobna ptfedchozim modeltim 4 a 5. Nejhorsi vysledek dava inverze se zatézi na stupni
j = 2 (piipad b) z pocatku ¢asti 5.5), prekvapivé dobry vysledek dava inverze se zatézi
na stupni j = 5, a to predevsim pro stfedni hodnoty 6. Naopak inverze pro zatéz na
stupni j = 10, ktera pro predchozi modely davala jedny z nejlepsich vysledkd, pro tento
model uz nestaci, nebot vinova délka zatéze odpovida vinové délce modelu a jedné se
tedy o pfipad b) z pocatku ¢asti 5.5. Za nejlepsi lze jednoznacné oznacit vysledek inverze
pro zatéz na stupni 7 = 20, za uspokojivé ale predevsim vzhledem ke kratkovinnému
charakteru modelu povazujeme i vysledky pro zatéze na stupnich ;7 = 30, 40.

Témito testy jsme potvrdili nase predchozi zavéry, tedy predevsim rtznou citlivost
predikovanych spektralnich koeficienti na ruzné tloustky elastické litosféry a rtzné
stupné zatizeni a také nejlepsi fungovani pouzivané spektralni aproximace pro zatéze na
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Obréazek 5.23: Model 6 (¢erna prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti s filtrem o polosifce o = 10° pro zatéz na stupni j = 2 (hnéda barva),
j = 5 (Cervend barva), j = 10 (oranzové barva), j = 20 (zluté barva), j = 30 (zelena
barva), j = 40 (modra barva) a j = 50 (fialova barva).

stfednich stupnich. Navic je zifejmé, ze vztah mezi vilnovou délkou modelu a zatéze hraje
velkou roli pfi invertovani dat. Specialné, harmonicka zatéz, ktera byla vhodna pro urcity
dlouhovlnny model (ji odpovidajici inverze davala velmi dobré vysledky, napt. model 2
a z&téZ na stupni j = 10) nemusi byt tou nejlepsi vlbou pro podstatné kratkovinnéjsi
model (napf. model 6 a opét zatéZz na stupni j = 10). P¥i inverzi redlnych dat ale neni ela-
sticka slupka zatiZena zatézi s vykonem pouze na jednom harmonickém stupni. Naopak,
realna topografie ma plné spektrum s nejvétsim vykonem na stupni j = 2. Proto je
potieba zjistit, jak nejlépe formulovat inverzi pro zatizeni topografii, ktera ma spektrum
plné - viz nasledujici ¢ast.

5.6 VlIiv volby stupné j,,;,

V predchozi ¢asti jsme si priblizili, ze vztah vlnové délky modelu a zatéze hraje velmi
dilezitou roli pii invertovani vypocteného posunuti (nebo geoidu). Ted zkusime stejné
modely zatizit readlnou topografii - vybrali jsme nékolik fezti redlnou topografii Marsu a
témi jsme modely zatizili (jednotlivé Fezy jsou na obr. 5.24).

Postupujeme stejné jako v pfipadé jednoduché harmonické zatéze - vybereme model,
zatizime ho konkrétni topografii, v Elmeru vypocteme odpovidajici posunuti a to inver-
tujeme (viz formulaci tlohy v ¢asti 5.2).

Prestoze jsme se v predchozich ¢astech (5.4.1, 5.4.2) snazili vybrat optimélni para-
metry filtru (krok a polositku), budeme v této ¢asti znovu pouzivat rtizné polosiiky
filtru (o = 10°,20°,30°), a to predevsim proto, ze v uvedenych astech jsme pracovali
pouze s jednoduchou harmonickou zatézi na jednom stupni. Nyni ale pracujeme s to-
pografii, kterd ma komplexnéjsi spektrum, a proto znovu otestujeme vliv polositky filtru
na vysledky inverze. Krok posunu filtru zachovavame jiz vybrany Af = 2°. Budeme zkou-
mat predevsim vliv volby rozsahu pouzitych harmonickych stupnid. Maximalni stupen
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Obrazek 5.24: Rezy topografii Marsu pro ¢ = 0° (hnéd4), ¢ = 50° (ervend), ¢ = 100°
(oranzova), ¢ = 150° (zlutd), ¢ = 200° (zelena), ¢ = 250° (tyrkysova), ¢ = 300°
(modré), ¢ = 350° (fialovd).

budeme drzet stale stejny jme: = 50, ménit budeme minimélni stupen j,,,, = 2, 5, 10.

Model 1

Vysledky inverze pro model 1 a jednotlivé fezy jsou na obr. 5.25. Pro tento nejjednodussi
model déavaji vSechny pouzité kombinace filtrii a minimalnich stupnt dobré vysledky,
které od sebe nelze presné oddélit. Pfesto se pro nékteré fezy od ptivodniho modelu vice
odchyluji vysledky pro minimalni stupen j,;, = 2 (plné ¢ary, napi. fez ¢ = 200° nebo
v = 250°), coz souvisi se vztahem vlnovych délek filtru a zatéze (viz ¢ast 5.7). Z téchto
plnych ¢ar se nejvyraznéji odchyluji vysledky pro nejuzsi filtr (Cervené ¢ary). Naopak
nejlepsi vysledky lze pri detailnéjsim prezkoumani vysledovat pro nejvyssi minimalni
stupenl ji, = 10 (teckované ¢ary), a to pro vSechny filtry a vSechny uvazované fezy.
Celkem je schopnost inverze pomérné dobie vystihnout model o konstantni tloustce
velmi dobrym vychozim krokem pro urceni tloustky elastické litosféry na Marsu v dobé
zatizeni topografii (viz kapitola 6).
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Obréazek 5.25: Model 1 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti pro rtzné fezy topografii. Filtr s polositkou 10° (¢ervena barva), 20°
(zelend barva) a 30° (modra barva) a ruzny rozsah harmonickych stupni - j = 2 — 50
(plné ¢ara), j = 5 — 50 (prerusovand ¢ara) a j = 10 — 50 (teckovana cara).

Model 2

Vysledky inverze pro model 2 a jednotlivé fezy jsou na obr. 5.26. Pro tento model uz
vysledky inverze pro rtizné filtry a rtizné miniméalni stupné nejsou tak konzistentni jako
v pripadé predchoziho jednoduchého modelu. Kvalita vysledkt zavisi hodné na volbé
konkrétniho fezu, presto lze vysledovat volby filtru a minimalniho stupné, které vicekrat
daji nejhorsi vysledek. Touto volbou je predevsim nejuzsi filtr a nejmensi minimalni
stupeni (Cervend plna ¢éara, napf. fez ¢ = 50° nebo ¢ = 200°), i kdyz i tato volba
dava pro nékteré fezy dobry vysledek (napf. fez ¢ = 0° nebo ¢ = 150°). Celkem lze
za nejspolehlivéjsi prohlasit filtr prostfedni tloustky (o = 20°) - piestoze v nékterych
pripadech jsou vysledky s timto filtrem o néco malo horsi nez vysledky s uzsim filtrem,
nejsou celkové tolik oscilujici. Stejné jako v ¢asti 5.5 vidime vliv rtizné citlivosti prediko-
vanych koeficientt na tloustku elastické litosféry (lepsi vystizeni mensi tloustky 7, = 50
km nez velké tloustky 7, = 200 km).
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Obréazek 5.26: Model 2 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti pro rtzné fezy topografii. Filtr s polositkou 10° (¢ervena barva), 20°
(zelend barva) a 30° (modra barva) a rtzny rozsah harmonickych stupni - j = 2 — 50
(plné ¢ara), j = 5 — 50 (prerusovand ¢ara) a j = 10 — 50 (teckovana céra).

Model 3

Vysledky inverze pro model 3 a jednotlivé fezy jsou na obr. 5.27. Pro tento model je
situace velmi podobna jako v piipadé predchoziho modelu 2. Celkové nejvice oscilu-
jici vysledky dava inverze s filtrem o polosifce o = 10°, i kdyz v nékterych piipadech
dava prekvapivé dobré vysledky (napi. fez ¢ = 0° nebo ¢ = 350°). Filtr s polositkou
o = 20° se zda i pro tento model byti nejspolehlivéjsim. Otazku nejvhodnéjsiho mini-
malniho stupné neumime jednoznacné zodpovédét ani pro model 3 - ve vétsiné pripadil
pfinese (oproti nasemu ocekavani) zvySeni minimélniho stupné zhorseni vysledkt, coz
muze souviset s rychlym spektralnim poklesem. Opét pozorujeme vliv rozdilné citlivosti
harmonickych koeficientli - inverze ve vétsiné pripadi 1épe vystihne mensi tloustky ela-
stické litosféry nez vétsi tloustky.

53



T [km]
T [km]
Te [km]

“\H\H\H: O e e B B OEH\“ T T
0 90 120 150 180 0O 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180

0[] 67 6[]

————
0 30 6

300 4
250 1
200
150 1
100 1

50 F

Te [km]
Te [km]

0 30 60 90 120 150 180
o]

T, [km]
T [km]

T T T T T b 0 T T T T T 0 ] T T T T T
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180

0[] 617 6[]

Obréazek 5.27: Model 3 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti pro rtzné fezy topografii. Filtr s polositkou 10° (¢ervena barva), 20°
(zelend barva) a 30° (modra barva) a ruzny rozsah harmonickych stupni - j = 2 — 50
(plné ¢ara), j = 5 — 50 (prerusovand ¢ara) a j = 10 — 50 (teckovana cara).

Model 4

Vysledky inverze pro model 4 a jednotlivé fezy jsou na obr. 5.28. Tento model je podob-
ného charakteru jako model 2, je ovSem vyrazné hladsi a hodnoty tloustky elastické
litostéry jsou mensi - proto i vysledky jsou pro tento model vyrazné lepsi. Primérnou
hodnotu tloustky elastické litosféry vystihneme ve vét$iné piipadi velmi dobfe a dokonce
i jeji variace jsou (predevsim pro uzsi filtry) v nékterych vysledcich dobfe viditelné (napf.
fez ¢ = 0° nebo ¢ = 300°). V nékolika pfipadech opét vyraznéji osciluji vysledky pro
nejuzsi filtr (Cervend barva, napft. fez ¢ = 50° nebo ¢ = 100°), zvySeni minimalniho
stupné piinasi ve vétsiné pripadu zlepseni (pfedevsim v piipadé nejvice rozkmitanych
vysledki, napi. fez ¢ = 50° nebo ¢ = 100°).
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Obréazek 5.28: Model 4 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti pro rtzné fezy topografii. Filtr s polositkou 10° (¢ervena barva), 20°
(zelend barva) a 30° (modra barva) a rtzny rozsah harmonickych stupni - j = 2 — 50
(plné ¢ara), j = 5 — 50 (prerusovand ¢ara) a j = 10 — 50 (teckovana céra).

Model 5

Vysledky inverze pro model 5 a jednotlivé fezy jsou na obr. 5.29. Vysledky jsou velmi
podobné vysledkim pro model 4, i kdyz pro tento kratkovlnnéjsi model je vyhodnéjsi
pouzit filtr s nejmensi polositkou, ktery dava v pripadé modelu 5 nejlepsi vysledky
(Cervend barva). Praimérnou hodnotu tloustky elastické litosféry se ndm dafi vystihnout
velmi dobfe, s nejuzsim filtrem pak docela dobfe vystihneme i drobnéjsi variace (napf.
fez ¢ = 0°). Ve vétsiné pripadi, kdy se ndm podaii vystihnout tvar modelu, je ale
amplituda ponékud podhodnocend (napt. fez ¢ = 0°). ZvySeni minimélniho stupné j,.»
nepfinasi v tomto ptipadé zlepseni, spis naopak nékteré dobré vysledky zhorsuje (napf.
pro ez ¢ = 300°)
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Obréazek 5.29: Model 5 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti pro rtzné fezy topografii. Filtr s polositkou 10° (¢ervena barva), 20°
(zelend barva) a 30° (modra barva) a ruzny rozsah harmonickych stupni - j = 2 — 50
(plné ¢ara), j = 5 — 50 (prerusovand ¢ara) a j = 10 — 50 (teckovana cara).

Model 6

Vysledky inverze pro model 6 a jednotlivé fezy jsou na obr. 5.30. Vysledky pro posledni
model jsou opét konzistentni s vysledky pro predchozi modely (pfedevs§im s modely
4 a 5). Diky kratkovinnému charakteru modelu se ndm dafi vystihnout predevsim
priumeérnou tloustku, variace pak v nékterych pfipadech s nejuzsim filtrem (napf. fez
¢ = 0°), ale spiSe jen lokalné (napf. fez ¢ = 250° a § = 60° — 100° nebo fez ¢ = 100° a
0 = 90° — 120°). ZvySeni minimalniho stupné prinasi spis zhorSeni vysledki (napft. fez
v = 200° nebo ¢ = 300°).
Celkem lze z testii provedenych s fezy realnou topografii Marsu vyvodit nékolik zaveéri:

e Dilezitou roli v inverzi hraje vztah mezi vilnovou délkou zatéze a modelu - pri
pouziti stejné zatéze se nam lépe daii vystihnout predevsim hladsi dlouhovlnnéjsi
modely (napt. model 1 nebo 4). Tim jsme potvrdili zavéry z ¢asti 5.5.

e Nejuzsi filtr o polositce o = 10° je vhodny predevsim pro kratkovinné modely, kde
v nékterych pfipadech dobfe vystihujeme i drobné variace v tloustce. Celkové ale

56



] 300
] 250 1
£ 2007 T E 2007
= 1 = = 150
— — — 100%
] 50 1
O+ — 71— T 77— [ O e e o+
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180
6[1 8[] 0[]
© = 150° p = 200°
300 e 300
250 3
/|
— EA £ —_
= 200 ) / =
= 150 ] IE &
[ \ 1 @
F 100 el S S
N = 1 =1
50 %/ = 501 VY Vb
0 LN S B B L B 0 ] L e A B e s s
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180
0[] 6[]
p = 350°
I B

300 —————

T, [km]

T T T O ]
90 120 150 180 0

617

T T T T T b 0
0 30 60 90 120 150 180 0

001

T
30 60 90 120 150 180
601

T T
30 60

Obréazek 5.30: Model 6 (¢erné prerusovana ¢ara) a vysledky inverze pocitané minimalizaci
rozdilu posunuti pro rtzné fezy topografii. Filtr s polositkou 10° (¢ervena barva), 20°
(zelend barva) a 30° (modra barva) a rtzny rozsah harmonickych stupni - j = 2 — 50
(plné ¢ara), j = 5 — 50 (prerusovand ¢ara) a j = 10 — 50 (teckovana céra).

neni prili§ spolehlivy a casto dava prilis oscilujici vysledky. V inverzi s realnymi
daty navic nepfedpokladame tak vyrazné kratkovinné modely (jako napf. model
6).

Volba minimalniho stupné j,,;, méa na inverzi znac¢ny vliv. I kdyz jsme zvysenim
minimalniho stupné vysledek obcas zlepsili a obc¢as zhorsili, je zfejmé, Ze miniméalni
stupen 2 neni prilis vhodnou volbou, protoze ¢asto dostavame s timto minimalnim
stupném velmi Spatné vysledky (souvislost se vztahem mezi vlnovou délkou filtru
a zatéZze, viz Cast 5.7).

Na vysledky ma jisté vliv i vykonové spektrum pouzité topografie - napt. topografie
pro fezy odpovidajici hodnotam ¢ = 50° a ¢ = 250° maji vyrazné nejvétsi vykon
pravé na stupni 2. Vysledky ziskané pro tyto fezy se tak prilis nezlepsi zvysenim
minimalniho stupné, nebot tim odebirdme data, kterd maji vyrazné nejvétsi hod-
notu a tedy nesou nejvic informaci (napt. vysledky pro model 2 a fez ¢ = 250°,
kde zvyseni minimalniho stupné vysledek dokonce o dost zhorsi).
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Nejdulezitéjsi je pro nas zjisténi, ze inverze velmi dobfe vystihne konstantni tloustku
(model 1), nebof nam pfi vypoétu s realnymi daty pijde pfedevsim o to, vystihnout né-
jakou charakteristickou tloustku pro danou oblast. Testy navic ukazuji, Ze v jednodussich
ptipadech ne piili§ kratkovlnného a navic pomérné hladkého modelu (model 4) jsme
pri vhodné volbé filtru a minimalniho stupné schopni dostat i néjaké drobnéjsi variace
v tloustce elastické litosféry.

5.7 Vztah mezi vilnovymi délkami modelu, zatéze a
filtru

Pokusme se uré¢it harmonicky stupen 7, ktery by odpovidal filtru o dané polosiice. Jako
charakteristiku filtru vybereme plnou sitku v poloviné maxima (FWHM, full width in
half mazimum) - pro thlovou vzdalenost odpovidajici tomuto parametru plati

5FWHM:2\/21I120' (511)

odpovidajici charakteristicky rozmér filtru je

TR TRV2 In2
=0 _rhveme 12
130 OFwHM m o (5.12)

Charakteristicky rozmeér sférické harmonické funkce lze definovat jako vzdéalenost mezi
dvéma uzly, tedy

R
A=10 (5.13)
J
Spojenim vzorcu (5.12) a (5.13) dostavame
180 180 90
j = = (5.14)

:5FWHM_2\/21n20 vV2In20

Pro polositky filtri o = 10°, resp. 20°, resp. 30° tak dostavame hodnoty j = 8, resp. 4,
resp. 3 (zaokrouhleno nahoru).

Na vysledek inverze mé vliv vzajemny vztah mezi vlnovymi délkami modelu (\,,),
zatéze (M) a filtru (As). Pro spravné fungovani inverze je nutné, aby se model jevil
konstantni vzhledem k zatézi i vzhledem k filtru (pfedpoklad pouzivané spektralni apro-
ximace) a aby filtr byl dlouhovlnnéjsi nez zatéz (v opacném piipadé je zatéz filtrem
porusena). Tedy

A > Ap >\, (5.15)

V feéi harmonickych stupnu vztah (5.15) vypada nasledovné
jm < jf < ]z (516)
Uvedme nékolik ilustrativnich ptipadu:

e Mé&jme model o konstantni tloustce (j = 0), filtr o polositce o = 20° (j = 4) a
zatéZ na harmonickém stupni j = 10. V tomto piipadé je splnén vztah (5.16) a
inverze by méla fungovat, nebot model je vidci zatézi i filtru konstantni a zaroven
filtr v daném misté zatéz piili§ neporusi (obr. 5.31). Z provedenych testii nastava
tato situace napf. na obr. 5.18 pro zatéz na harmonickém stupni j = 20.
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Obréazek 5.31: Konstantni model (¢ervena barva), filtr o polosifce o = 20° (zelena barva)
a zatéz na harmonickém stupni j = 10 (modré barva).

e Mé&jme opét model o konstantni tloustce (j = 0), filtr o polositce o = 10° (j =
8) a zatéZ na harmonickém stupni j = 5. V tomto p¥ipadé sice plati, Ze model
je podstatné dlouhovinnéjsi nez zatéz, ale filtr je kratkovinnéjsi nez zatéz, tedy
zatéz ve filtracnim okénku ani jednou nekmitne. Signdl od zatéze tak bude znacné
poruseny a inverze nebude fungovat tak dobfe, jako v pfedchozim pfipadé (viz obr.
5.32). V provedenych testech nastava tato situace napf. na obr. 5.18 pro zatéz na
harmonickém stupni j = 5.

0.5

-0.5 -

—1.0-"|"|"|"|"|"
0 30 60 90 120 150 180
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Obrazek 5.32: Konstantni model (¢ervend barva), filtr o polosifce o = 10° (zelena barva)
a zatéZ na harmonickém stupni j = 5 (modra barva).

e Mé&jme tentokrat kratkovinny model tloustky elastické litosféry (j = 10). Filtr
zvolime dlouhovlnny s polositkou o = 30 (j = 3) a zatéZ na harmonickém stupni
J = 5. Z&téz je sice kratkovinnéjsi nez filtr a jeji signal tedy nebude tolik poskozen,
ale ted je zase prili§ nevhodny model - v Zddném pfipadé ho nemtZzeme povazovat
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za konstantni vzhledem k zatézi. Inverze v tomto pripadé nebude spravné fungovat
(viz obr. 5.33). V testech se tato situace objevila napi. na obr. 5.14 vlevo nahofe
pro j =5 a 0 = 30° - vystihneme primérnou hodnotu, ale ne variace.

10..I..I..I..I..I

0.5 - -

-0.5 -

10—
0 30 60 90 120 150 180

ClN

Obréazek 5.33: Model na stupni j = 10 (Cervend barva), filtr o polosiice o = 30° (zelena
barva) a zatéz na harmonickém stupni j = 5 (modra barva).
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Kapitola 6

Princip zamrzlé litosféry

Spodni hranici litosféry mizeme definovat nékolika zpiisoby - jednim z nich je definice
pomoci izotermy (napf. [15]). Litosférou tak chapeme nejchladnéjsi a nejzevnéjsi vrstvu
planety, kterd kompenzuje tlaky ptsobené topografii na geologicky dlouhych ¢asovych
skalach [15].

Méjme elastickou litosféru konstantni tloustky 7e; na celém povrchu planety a v né-
jakém misté ji zatézme (obr. 6.1 a). Litosféra se prohne o hodnotu u; (obr. 6.1 b).
S pribéhem casu planeta chladne a litosféra tloustne, nebotf jeji spodni hranice se
posouva vice do nitra planety - pak mame na celé planeté litosféru o tloustce T'e,, ktera
je v jednom misté prohnuta o hodnotu u;. Litosféru znovu zatizime na jiném misté (obr.
6.1 c). Vysledkem je dalsi prohnuti litosféry us (obr. 6.1 d). Diky vétsi tloustce litosféry
je ale toto prohnuti (i pro stejnou zatéz jako v prvnim piipadé) mensi nez prohnuti pro
tendi litosféru, tedy ui(Te;) > uz(Tey). Z tohoto pohledu je nas ptistup, kdy pocitame
inverzi jen pro konkrétni oblast (urcenou filtrem) a predpokladame, Ze tloustka elastické
litosféry je konstantni (pfedpoklad uzity v pouzivané spektralni aproximaci, viz pfiloha
B), spravny. Misto soucasné tloustky litosféry na Marsu tak urCujeme tloustku v dobé
zatizeni topografii (coz je ve shodé s citovanou literaturou, viz ¢ast 7.2). V této kapitole
se pokusime otestovat fungovani vyse popsaného principu v nasi inverzi.

6.1 Formulace testovaci ulohy

Budeme zatéZzovat elastickou litosféru konstantni tloustky riznymi zatézemi. Pivodni
vyska zatéze | se rozdéli na prihyb litosféry u (pocitan kladné smérem od stiedu) a
povrchovou topografii ¢

l=t+u (6.1)

spektralné

Pokud by byla topografie kompenzovana pouze izostaticky, platil by jednoduchy vztah
mezi prihybem litosféry a povrchovou topografii

to=ulp (6.3)

spektralné
Lim 0 = Wjm A0 (6.4)
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Obréazek 6.1: Princip zamrzlé litosféry (podrobny popis je v textu).

Je-li zatizeni kompenzovano elasticky, plati podobny vztah

kde C; je kompenzacni koeficient (viz pfiloha B). Vyjadfenim koeficientdi posunuti ze

vztahu (6.5) dostavame
Y

ujm:AiQ

(viz (B.21)). Jejich dosazenim do rovnice (6.2) dostavame vztah mezi koeficienty pivodni
zatéze l;,, a povrchové topografie po prohnuti ¢;,,

Ctim (6.6)

A .
resp.
Ag
- S 6.8

Z koeficientl topografie vypocteme koeficienty geoidu podle vztahu (B.26).
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Nase tloha je linearni, mtzeme proto koeficienty topografie i geoidu od jednotlivych
zatézi scitat. Napocitame si synteticka data pro jednoduchy scénar vyvoje povrchu pla-
nety - vzdy budeme predpokladat konstantni tloustku elastické litosféry a tu zatiZzime
Gaussovou funkci 52

1(6,p) =Aexp (—202> (6.9)
kde A je amplituda, § je uhlova vzdalenost mezi bodem o soufadnicich (6, ) a stfedem
Gaussovy funkce (6y, ¢o) a o je polositka Gaussovy funkce. Pro jednu tloustku litosféry
a jednu zatéz vypocitame koeficienty topografie a geoidu. Poté vybereme jinou tloustku
litosféry a jinou zatéz a opét napocitame odpovidajici koeficienty topografie a geoidu.
Takto si napocteme koeficienty geoidu a topografie pro vSechny uvazované zatéze a
tloustky a tyto koeficienty secteme. Tim dostaneme koeficienty vysledné topografie a
vysledného geoidu, které budeme invertovat.

Pro piehlednost uvedme cely postup:

1. Volba po¢tu zat&zi (ima.), jejich parametrii (amplituda A?, soutadnice stiedu 6,
©b, polositka o%) a odpovidajicich tlousték elastické litosféry pod zatézemi (T7)

2. Vypocet vSech zatézi v prostoru podle vztahu (6.9)

3. Vypocet harmonickych koeficienti jednotlivych zatézi (podle (A.9)) a odpovida-
jicich topografii a geoidu podle vztaht (6.8) a (B.26)

10,9) = L
L = i (T2)
U (T2) = 15 (T7)
4. Soucet koeficientii topografii a geoidi pro vSechny zatéze

tjm = Z t;m(TeZ)
i=1

Tmax

h’jm = Z h’;m(TeZ)
i=1

5. Dosazeni vypoctenych koeficienti topografie a geoidu do prostorové inverze for-
mulované v ¢asti 4.2 a vypocet modelu tloustky elastické litosféry

Jelikoz se ndm v predchozi kapitole nepodafilo presvédcivé uréit optimalni filtr (i kdyz
nejvice duvéryhodné vysledky déval prostfedni filtr o polosifce 0 = 20°) a minimalni
stuperi, budeme opét pouzivat rizné siroké filtry (o = 10°,20°,30°) a rizné minimalni
stupné (jmin = 2 — 10). Minimalizujeme jiz rozdil geoidt (viz poznadmka v ¢asti 5.4.2) a
filtr posouvdme s krokem Af = Ay = 5°!

IFiltr ted posouvame ve sméru obou soufadnic 6 a ¢, a proto by byl vypodet s ptivodnim krokem
A = Ap = 2° pomérné ¢asové naroény. Podle test s krokem posunu filtru (¢ast 5.4.1) navic ani
zvétSeni kroku na 5° nepfinési vyrazné zhorseni vysledki.
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Model 1

Uvazujme nejprve velmi jednoduchy model se dvéma zatézemi, které se neprekryvaji:
o T! =20 km, 6} =40°, ¢} =90°, o' =20°, Al =5-10* m
e T2 =100 km, 02 = —40°, p3 = 270°, 02 =20°, A>=5-10" m

Na obr. 6.2 jsou vykresleny obé zatéze, na obr. 6.3 vysledna topografie a geoid a na obr.
6.4 vykonova spektra topografie a geoidu. Vysledky inverze pro rtzné filtry a rizné

180° 240° 300° 0 60° ° 180° 180° 240° 300° 0 60° 120° 180°

180° 240° 3000 O 60° 1200  180° 180° 240° 3000 0 60" 1200  180°
" S R S
<-0.5 > 8 km <0 >500 m

Obrazek 6.3: Model 1: vysledna topografie (vlevo) a odpovidajici geoid (vpravo) pro
stupné 7 = 2 — 50.

minimalni stupné jsou na obr. 6.5 a 6.6. Z obrazkid je zfejmé, Ze vysledky pro rizné
filtry jsou vcelku konzistentni, i kdyz lze opét pozorovat, ze vysledky pro nejuzsi filtr
s polositkou o = 10° jsou v nékterych ptipadech (napf. jm:, = 3) hodné oscilujici.
Velmi vyrazny je ale rozdil mezi vysledky pro rtizné minimalni stupné, konkrétné lze
sledovat rozdil mezi vysledky pro liché, resp. sudé, minimalni stupné. I kdyz tvarove jsou
si vysledné modely velmi podobné, vysledky pro sudé miniméalni stupné maji vyrazné
mensi amplitudy (dosahuji maxim pfiblizné pod 100 km). Naopak vysledky pro liché
minimalni stupné dosahuji maxim okolo 150 km a maji i vyraznéjsi minima. Pfi pohledu
na vykonova spektra se nabizi snadné vysvétleni. Vykonové spektrum geoidu i topografie
(obr. 6.4) ma totiz znac¢né oscilujici charakter - dosahuje lokdlnich maxim pro sudé
stupné a lokalnich minim pro liché stupné. Rozdil mezi vykonem na sudych a lichych
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Obrazek 6.4: Model 1: vykonové spektrum topografie (vlevo) a geoidu (vpravo).
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<50 > 200 km <50 > 200 km <50 > 200 km

Obréazek 6.5: Model 1: vypo¢tené modely pro rizné polositky filtru (o = 30°,20°,10°) a
rtizné minimalni stupné (j,im, = 2 — 5).

stupnich pfitom dosahuje velikosti dvou fadu (v pfipadé topografie), resp. jednoho fadu
(v ptipadé geoidu). Tyto oscilace jsou zfejmé zpusobeny velmi symetrickym rozloZzenim
zatéze, nebot zatéze 1 a 2 jsou na sféfe umistény antipodalné (protilehle). Pro maxima ve
vykonovém spektru dostavame mensi vychylky od stfedni tloustky elastické litosféry, coz
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Obréazek 6.6: Model 1: vypoc¢tené modely pro rizné polositky filtru (o = 30°,20°,10°) a
rtizné minimalni stupné (j,., = 6 — 10).

zfejmé souvisi s faktem, Ze nasSe inverze tyto vychylky spiSe podcenuje (coz bylo patrné
i v testech provedenych v kapitole 5). Za spravnéjsi povazujeme vysledky pro sudé stupné
(v oblasti, kde byla zatiZena litosféra tloustky 20 km, dostavame hodnoty okolo 30 km
a v druhé ¢asti planety, kde byla zatiZena litosféra tloustky 100 km, dostavame tloustky
kolem 80 km). V dalsich modelech se pokusime vyvarovat symetrického rozmisténi zatézi
a tedy problémi s oscilujicim spektrem.

Model 2

Pridame dalsi zatéz a budeme jesté stale pracovat s neprekryvajicimi se zatézemi, poku-
sime se je ale rozlozit tak, aby vyslednd pole (topografie a geoid) byla méné symetricka:
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o T7 =20 km, 6 = 50°, pf = 60°, o' =20°, A' =5-10" m
e T2 =100 km, 02 = 0°, 92 = 180°, 02 = 20°, A2 =5-10* m
° Tg = 200 km, 98 = —50°, SO% = 300°, o3 = 20°, A3 =5-10"m

Na obr. 6.7 jsou vykresleny vSechny tfi zatéze, na obr. 6.8 vysledna topografie a geoid a na
obr. 6.9 vykonova spektra topografie a geoidu. Vysledky inverze pro riizné filtry a rtizné

180° 300° 0 60° 120° 180° 180°

240° 300° 0 60° 120° 180°

240°

60° 120°

<1 > 40 km

180° 0 60° 120° 180° 180° 240°

300° 0 60° 120° 180°

240° 300°

-60° -60°

180° 300° 1200 180° 180°  240° 300" 180°
[ e o | [ o |
<2 >10km <-300 > 1000 m

Obrazek 6.8: Model 2: vysledna topografie (vlevo) a odpovidajici geoid (vpravo) pro
stupné 7 = 2 — 50.

minimalni stupné jsou na obr. 6.10 a 6.11. V piipadé modelu 2 jiz spektrum neosciluje
(aleponi do stupné 10) a zaroveni mezi modely ziskanymi pro rtizné minimélni stupné
nejsou tak znatelné skokové rozdily jako v pripadé modelu 1. Proto povazujeme nase
vysvétleni vyrazného efektu volby minimélniho stupné v pfipadé modelu 1 za uspokojivé.
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Obrazek 6.9: Model 2: vykonové spektrum topografie (vlevo) a geoidu (vpravo).
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Obrazek 6.10: Model 2: vypoc¢tené modely pro riuzné polositky filtru (o = 30°,20°, 10°)
a rizné minimalni stupné (j,, = 2 — 5).

Pii pohledu na obr. 6.10 a 6.11 je ziejmé, ze vysledky pro nejuzsi filtr s polositkou
o = 10° jsou prilis oscilujici, a to pfedevsim pro nizs$i minimalni stupné. Vysledky pro
dalsi 2 filtry 1ze povazovat za konzistentni. Volba minimalniho stupné ma zfejmé pomeérné
znacny vliv, i kdyZ zvolime-li minimalni stupen nékde v rozpéti j,.;,» = 3 — 6, dostavame
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o= 20° o= 10°
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Obréazek 6.11: Model 2: vypo¢tené modely pro rizné polositky filtru (o = 30°,20°,10°)
a rizné minimalni stupné (j,,.,, = 6 — 10).

velmi podobné vysledky. V pfipadé jesté vyssich minimélnich stupnu (tedy v p¥ipadé
ubréani dlouhovlnnych ttvari v geoidu a v topografii) je zfejmé, Ze ztracime informaci
predevsim o mensich tloustkach elastické litosféry, které byly zatiZeny dlouhovlnnéjsimi
zatézemi. V misté prvni zatéZze dostavame dokonce hodnoty takika 100 km (misto mode-
lovych 20 km). Jako optimdlni volbu bychom tedy pro tento model vybrali filtr o polosiice
o = 30° nebo ¢ = 20° a minimalni stupen néktery z rozpéti j,.., = 3—6. V pripadé filtru
o polositce 0 = 20° by se dokonce za nejlepsi dal oznacit model pro minimélni stupen
Jmin = 5 - vystihuje tloustku mensi nez 50 km v misté prvni zatéze, tloustku kolem
100 km v misté druhé zatéze a tloustku 200 km v misté tieti zatéze neprehodnocuje
(na rozdil od modeld s minimalnimi stupni j,,., = 3,4, 6). V pfipadé filtru s polositkou
o = 30° lze za nejlepsi oznacit modely uréené pro minimalni stupné j,.., = 3,4 (ze stej-

69



nych divodi jako vyse vybrany model pro filtr o polosifce 0 = 20° a minimalni stupen
Jmin = 5). Tyto minimalni stupné souhlasi s nerovnosti (5.16) a s hodnotami stup,
které odpovidaji jednotlivym filtrim (vztah (5.14)). Usuzujeme tedy, Ze ndmi odvozeny
zpusob urceni minimélniho stupné je opodstatnény.
Model 3
Ted uz vyzkousime, jak popsany princip a také naSe inverze reaguji na zatéze, které se
prekryvaji:

o T} =20 km, 6} =40°, p} =90°, o' =30°, A'=5-10" m

o T2 =100 km, 02 = —15°, 3 =290°, 02 = 30°, A2 =5-10" m

e T3 =200 km, 63 =50°, o3 = 80°, 0 = 10°, A3 =5-10" m

Na obr. 6.12 jsou vykresleny vSechny tii zatéze, na obr. 6.13 vysledna topografie a geoid
a na obr. 6.14 vykonova spektra topografie a geoidu. Vysledky inverze pro rtzné filtry

180° 240° 3 ° ’ 120° 180° 180° 240° 300° 0° 60° 120° 180°

180° 240"  300° ° © 120°

|
<1 > 40 km

Obrazek 6.12: Model 3: zatéz 1 (vlevo), zatéz 2 (vpravo) a zatéz 3 (dole).

a rizné minimalni stupné jsou na obr. 6.15 a 6.16. Hned na prvni pohled je zfejmé, ze
volba minimélniho stupné zde opét hraje zasadni roli. Spektrum sice neosciluje (alespon
pro j < 20), zato ale velmi rychle klesa - pokles mezi stupni 10 a 20 je z 105 m?
na 10 m? (v pifpadé topografie), resp. z 10* m? na 1072 m? (v p¥ipadé geoidu). Tento
prudky pokles se pak samoziejmé projevi pii inverzi poc¢itané pro vyssi minimalni stupnée.
Zatimco vysledky pro jnm = 2, 3,4 davaji smysl (nejblize ptivodnimu modelu jsou zfejmé
vysledky pro jmin = 3, i kdyz tloustka v misté posledni zatéze je zna¢né podcenéna -
misto 200 km dostédvame jen priblizné 150 km), vysledky pro vys§i miniméalni stupné
(pocinaje stupném j,;, = 6) jsou takika konstantni okolo hodnoty 200 km. Tento fakt
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Obrazek 6.13: Model 3: vyslednd topografie (vlevo) a odpovidajici geoid (vpravo) pro
stupné 7 = 2 — 50.
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Obrazek 6.14: Model 3: vykonové spektrum topografie (vlevo) a geoidu (vpravo).

lze zjevné nejlépe vysvétlit praveé prilis prudkym poklesem spektra - tim, ze ubereme
nizké stupné, na kterych je v podstaté vsechen vykon, ubereme témér veskerou informaci
obsazenou v topografii a v geoidu. Ponechanim pouze kratsich vinovych délek ztracime
informaci o tloustkéach, které byly zatiZzeny dlouhovinnou zatézi, a zlstava nam pouze
informace o tloustkach, které byly zatiZeny kratkovlnnou zatézi 3. Tou jsme zatizili
litosféru o tloustce 200 km, a to je také tloustka, kterou vrati inverze pocitana od vyssich
minimalnich stupnt. Podobné chovani méa i spektrum v ptikladu 2, pokles je tam dokonce
jesté rychlejsi, ale pfesto inverze pocitané pro model 2 a vyssi minimalni stupné dopadaji
docela dobie. Tento rozdil 1ze pravdépodobné vysvétlit tim, ze zatimco v piipadé modelu
2 se jednotlivé zatéze v podstaté neprekryvaly, tak v piipadé modelu 3 lezi zatéz 3
piimo na zatézi 1. A zatimco zatéz 1 zatézuje litosféru o tloustce pouze 20 km, kterd
se hodné prohyba a vysledna topografie pak dosahuje pomérné malych amplitud, tak
zatézl 3 je zatiZena litosféra o tloustce 200 km, ktera se prohne daleko méné a tedy
vysledné topografie ma (i pii stejné amplitudé ptivodni zatéze) daleko vétsi amplitudy
nez topografie odpovidajici zatézi 1. Proto také signal odpovidajici kratkovlnnéjsi zatézi
3 bude dominovat nad signalem od dlouhovlnné zatéze 1.

Prevazeni topografie a geoidu odpovidajicich zatézim na tlustsich a tedy i mladsich
litosférach se zfejmé projevi i pfi inverzi realnych dat. Abychom ale ziskali co nejlepsi
predstavu, jak inverze funguje, pokusime se vytvofit topografii a ji odpovidajici geoid,
jejichz vykonova spektra by byla co nejvice podobna realnym, a to predevsim co se tyce
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spektralniho spadu na nizkych a stfednich stupnich.
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Obrazek 6.15: Model 3: vypoc¢tené modely pro rizné polositky filtru (o = 30°,20°, 10°)
a ruzné minimalni stupné (j,m =2 — 7).
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Obréazek 6.16: Model 3: vypoctené modely pro rizné polositky filtru (o = 30°,20°,10°)
a rizné minimalni stupné (j,,., = 8 — 10).

Model 4

V tomto modelu se pokousime pouzit takové zatéze a takové tloustky elastické lito-
sféry, aby vykonova spektra vysledné topografie a geoidu alespon priblizné odpovidala
vykonovym spektrim skuteénych poli. Proto musime pouzit vice zatézi na rtznych
tloustkach litosféry a predevsim potfebujeme, aby byly zastoupeny zatéze dlouhovinné
i kratkovlinné:

o T! =20 km, 6} =40°, ¢} =90°, o' =30°, Al =5-10' m

e

o T2 =100 km, 2 = —15°, 02 = 290°, 02 = 30°, A2 =5-10% m

e

o T3 =100 km, 63 = 55°, 8 = 215°, 03 =20°, A3=5-10*m

e

o T4 =150 km, 3 = —60°, o = 75°, 04 = 10°, A* =5-10% m

e

o TP =150 km, 65 = —30°, 3 = 120°, 0® = 5°, A5 =5-10" m

€

e 7% =200 km, 05 = 50°, ©§ =80°, 0% =10°, A=5-10" m

e

o T7 =200 km, 6] = —55°, o7 = 140°, 07 =5°, A7 =5-10* m

e

o T8 =200 km, 65 = —75°, o8 =355°, 0® =2°, A =5.10 m

e

o T9 =250 km, 69 = —40°, % = 320°, 0® = 3°, 4% =5-10% m

€
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Na obr. 6.17 jsou vykresleny vSechny zatéze, na obr. 6.18 vysledna topografie a geoid a na
obr. 6.19 vykonova spektra topografie a geoidu (pro srovnéani jsou zakreslena i skute¢na
spektra topografie a geoidu Marsu). Vysledky inverze pro rtzné filtry a rizné minimalni
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180° 240°
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240° 300° 0 60° 120° 180°

180° ! 180° 240°  300° 180°
<1 > 40 km <1 > 40 km

Obréazek 6.17: Model 4: zatéz 1 (vlevo nahoie), zatéze 2 a 3 (vpravo nahofe), zatéze 4 a
5 (uprostted), zatéze 6, 7 a 8 (vlevo dole) a zatéz 9 (vpravo dole).

stupné jsou na obr. 6.20 a 6.21. Vysledky pro vSechny filtry jsou v tomto pripadé vcelku
konzistentni, i kdyz inverze s nejuzsim filtrem opét dava v nékterych mistech velké hod-
noty, které nejsou piilis divéryhodné. Z obrazku je zfejmé, Ze nejmensi tloustky elastické
litosféry v misté prvni zatéZze (na litosfére o tloustce 20 km) dostavame jen pfi volbé mini-
malniho stupné j,,;, = 2, tedy pfi ponechani nejdlouhovinnéjsich utvard v inverzi. Pri
této volbé ale zase nejsme schopni vystihnout kratkovinnéjsi atvary, kterymi byly za-
tizeny tlustsi litosféry. Pro miniméalni stupen v rozsahu ptiblizné j,,;, = 3 —5 dostavame
pomérné ¢lenity obraz tlousték elastické litosféry. Za nejzdarilejsi 1ze povazovat vysledky
pro filtr o polositce 0 = 20° - je na nich zachyceno vice detailid nez na vysledcich pro
nejsirsi filtr, zaroven ale stale ztstavaji vérohodné a nevykazuji prilisné vychylky jako
vysledky pro nejuzsi filtr.
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Obrazek 6.18: Model 4: vyslednéd topografie (vlevo) a odpovidajici geoid (vpravo) pro
stupné 7 = 2 — 50.
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Obrazek 6.19: Model 4: vykonové spektrum topografie (vlevo) a geoidu (vpravo). Model
4 (Cernd barva) a skutecné spektra topografie a geoidu Marsu (modra barva).

Zamérime-li se tedy na vysledky pro stfedni filtr, pak vidime, ze predevsim na vysled-
cich pro miniméalni stupen j,,;, = 3—4 lze pozorovat tloustky elastické litosféry piriblizné
50 km (okolo rovniku pro zemépisné délky ¢ ~ 150° — 200°). Toto jsou pravdépodobné
pozustatky po prvni zatézi (kterou jsme zatizili litosféru o tloustce 20 km) v mistech,
kde uz nebyla pouZita zadné jind zatéz. Informace o malé tloustce litosféry tedy v téchto
mistech nebyla pfepsana Zadnou jinou informaci o vétsi tloustce. Urdend tloustka lito-
sféry v téchto mistech je sice o néco vétsi nez byla tloustka zatiZzené litosféry, to lze ale
pripsat nékolika skutec¢nostem. Predevs§im, prvni zatéz nedosahovala v téchto oblastech
prilis velkych amplitud a také nase inverze obecné podcenuje vychylky od jakési stfedni
tloustky. Podivame-li se na stejné obrazky (o = 20°, jmin = 3,4) a na mista, kde jsme
zatézovali litosféru o tloustce 100 km (zatéz 2 a 3), vidime prevazné zelenou barvu
odpovidajici pravé tloustce 100 km. V misté zatiZeni litosféry o tloustce 150 km (zatéz
4 a 5) pozorujeme litosféru o tloustce necelych 150 km, v misté zatézi 6, 7 a 8 litosféru
o tloustce necelych 200 km. Na obrazku pro miniméalni stupeil j,,;, = 4 navic v misté
zatéze 9 pozorujeme litosféru o tloustce pies 200 km. Tento vysledek lze tedy povazovat
za velmi zdafily, nebot se ndm pro tuto volbu parametri (o = 20°, juin = 4) po-
dafilo vystihnout takika vSechny tloustky na spravnych mistech. V misté prvni zatéze
samoziejmé dominuje signal od pozdé€jsi zatéze 6, ktera lezi na misté prvni zatéze a
kterou jsme zatizili tlustsi litosféru.
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Obréazek 6.20: Model 4: vypoc¢tené modely pro riuzné polositky filtru (o = 30°,20°, 10°)
a rizné minimalni stupné (j,m, =2 — 7).

Co se tyka vysledkil pro vyssi minimalni stupné, je zfejmé, ze odebiranim dlouhovln-
nych ¢4sti topografie a geoidu se pripravujeme o informace o mensich tloustkach litosféry,
které jsme zatizili dlouhovlnnéjsimi zatézemi. Obrazky jsou ¢im dal tim cervenéjsi, coz
zna¢i prevahu tlousték okolo 200 km. Pro vysSsi 7., jsou si také ¢im dal tim blizsi
vysledky pro ruzné filtry. To je dano pravdépodobné tim, Ze pracujeme s informacemi
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Obréazek 6.21: Model 4: vypoctené modely pro rizné polositky filtru (o = 30°,20°,10°)
a rizné minimalni stupné (j,,., = 8 — 10).

obsazenymi pouze v kratkovlnnych atvarech, které tzky filtr muze vystihnout (na rozdil
od dlouhovlnnych atvart, které kratkovinny filtr nevystihne).

Celkem povazujeme vysledky ziskané témito testy za velmi cenné, nebof jsme si
predevsim oveérili, ze volba minimalniho stupné hraje velmi dtilezitou roli. Vhodny mini-
malni stupen nesmi byt prilis nizky, nebot pak ztracime informaci o kratkovinnych ttva-
rech (predevsim diky skutecnosti, ze redlna topografie a geoid maji maximalni vykon
pravé na nejnizsich stupnich a tudiz informace nesend nizkymi stupni prevazi nad in-
formaci od vysSich stupni). Vliv na volbu minimalniho stupné jisté ma i pouzity filtr
- pfi pouzivani filtru o polosifce ¢ = 10° se nemizeme prilis spolehnout na vysledky
ziskané se zahrnutim dlouhovlnnych utvart, tedy pti volbé nizkého minimalniho stupné.
Optimélni minimélni stupeti ale nesmi byt ani ptili§ vysoky, nebot tim ztracime infor-
maci o nizkych stupnich, navic se projevi i vliv spektralniho spadu, kdy odstranénim
prili§ mnoha nizkych stupnt prestavame mit dostatecny vykon topografie a geoidu a
vysledky inverze uz nelze povazovat za rozumné. Dalsim vysledkem testti v této kapitole
je ovéfeni skutecnosti, Ze je-li v urc¢itém misté zatiZena nejprve tenka litosféra (zatéz 1)
a pozdéji je v tom samém misté zatiZzena litosféra o vétsi tloustce (zatéz 2), vysledky
inverze ukazuji spiSe tlustsi litosféru. To je dano tim, ze silnéjsi litosféra se prohne méné
nez tenka litosféra, a tedy topografie odpovidajici zatézi 2 dominuje nad topografii, ktera
odpovida zatézi 1.

Ptes vSechny provedené testy ale nemiizeme urcit né€jaky obecny predpis pro opti-
malni minimalni stupen, coz je dano predevsim komplexnosti problému, kdy na tuto
volbu mé vliv piili§ mnoho skutecnosti, které v nékterych piipadech (napf. priblizna
vlnové délka modelu) ani nezndme a nejsme schopni je zjistit. I pfi inverzi realnych
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dat tedy budeme pocitat s riznymi minimalnimi stupni a teprve na zakladé srovnani
jednotlivych vysledkt ur¢ime vhodny minimalni stupen.
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Kapitola 7

Model tloustky elastické litosféry na
Marsu

7.1 Vypocet a vybér modelu

V této Casti sestavujeme model tlousték elastické litostéry pro tii filtry s réiznou polosit-
kou (o = 30°,20°,10°). K vypoétu pouzivame postup popsany v ¢asti 4.2. Ani v testech
provedenych v kapitolach 5 a 6 se nam nepodarilo ur¢it néjaky obecny optimalni mini-
malni stupen, ktery by zarucil nejlepsi vysledky inverze. Ted navic ani neznéame po-
vahu (pfibliznou vlnovou délku) modelu, ktery hledame. Budeme proto pfedpokladat,
ze je spiSe dlouhovinny (kratkovinné detaily stejné nejsme schopni vystihnout). Jediné
hodnoty, které mame k dispozici, jsou teoretické odhady harmonickych stupni, které
odpovidaji raznym filtram (vzorec (5.14)). Filtrim se zvolenymi polositkami odpovidaji
stupné j = 3,4, 8, minimalni stupné pro inverzi bychom proto mohli zvolit j,.., = 4,5,9
- tim bychom splnili alespoii druhou ¢ast nerovnosti (5.16). Otazkou ztstava, zda uvaha
pouzita k odvozeni daného vzorce dava dobry smysl (i kdyz vysledky test provedenych
v kapitole 6 ji podporuji). Nemtzeme si byt jisti ani vhodnou dlouhovlnnosti modelu.
Proto vypocteme modely pro rtizné polositky a rizné minimalni stupné. Vysledky jsou
na obr. 7.1 pro jmin = 2,3,4,5,6,7 a 7.2 pro jmim = 8,9, 10. Hodnoty fyzikalnich veli¢in
pouZivanych v inverzi jsou v tabulce 7.1%.

Z obrazkt je ziejmé, ze vysledky pro inverzi poc¢itanou od stupni jyin = 2 @ Jimin = 3
nedavaji smysl pro zadny filtr, coz souhlasi s nerovnosti (5.16). S rostoucim stupném

vvvvv

vvvvv

pouzity filtr s polositkou o = 30° dostavame uz pro velmi nizky stupen j,.., = 4 vysledek,
ktery lze v jistém smyslu povazovat za rozumny. S dale rostoucim miniméalnim stupném
jsou vysledky kvalitativné konzistentni. Vétsi odlisnost obrazk pro miniméalni stupné
Jmin = 8 a 10 zpusobuje pravdépodobné fakt, ze na téchto stupnich ma vykonové spekt-
rum topografie Marsu lokalni minimum (v pfipadé stupné 8), resp. podstatné mensi
hodnotu nez na predchozim stupni (v pfipadé stupné 10) (viz obr. 7.3 a diskuzi na
toto téma v kapitole 6 u modelu 1). Pro Sirsi filtr s polositkou ¢ = 20° dostavame

ITyto hodnoty se nepatrné lisi od hodnot uvedenych v tabulce 5.1 - nejprve jsme totiz provedli testy
s hodnotami z [20]. AZ poté jsme se zabyvali dikladnéjsi resersi ¢lanki a podle téchto jsme poopravili
pouzivané hodnoty, abychom pouzivali stejné parametry jako prace, s kterymi v ¢asti 7.2 srovnavame
nase vysledky.
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Obréazek 7.1: Vypoctené modely pro riuzné polositky filtru (
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= 30°,20° 10°) a rizné

vysledky velmi podobné vysledktim pro filtr s polositkou ¢ = 30°. V ptipadé nejuzsiho
filtru s polositkou ¢ = 10° jsou uz vypoctené modely ponékud oscilujici (srovnejme
tuto skutecnost s vysledky v kapitoldch 5 a 6). S rostoucim minimalnim stupném se
oscilace zmensuji ¢i Gplné mizi. Pro stupen j,,;, = 9 dostdvame model, ktery je zfejmé
nejpodobnéjsi modeltim pro Sirsi filtry. Uzsi filtr by sice mohl znamenat vice detailt, je
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Obréazek 7.2: Vypoctené modely pro riuzné polositky filtru (¢ = 30°,20°,10°) a rizné
minimalni stupné (j., = 8 — 10)

ale dulezité si uvédomit, ze uzsimu filtru teoreticky odpovida vys$i minimalni stupen
a ze s rostoucim harmonickym stupném pomeérné rychle klesa citlivost harmonickych
koeficientti (viz ¢ast 5.3.1) a také vykon. Z tohoto mnozstvi vypoétenych modelt, které
si jsou velmi podobné (na rozdil od zinvertovanych modelii v kapitole 6, kde zména mini-
méalniho stupné vétsinou znamenala velkou zménu v povaze modelu), je potfeba vybrat
pro kazdy filtr jeden model, se kterym budeme dale pracovat v ¢asti 7.2. Vybereme tedy
ty, které maji co nejmensi minimalni stupen j,.;, a zaroven alespon cCastecné splnuji
nerovnost (5.16), resp. jeji ¢ast tykajici se vztahu mezi harmonickym stupném zatéze a
filtru. Vybereme tedy modely pro tyto dvojice parametrii:

e filtr o polositce o = 30° a minimalni stupen j,,;, = 4
e filtr o polositce o = 20° a minimalni stupen j,,;, = 5
e filtr o polosifce o = 10° a minimalni stupen j,.;, =9

Pokusme se jesté porozumét rozdilu mezi inverzemi modelovych dat v kapitole 6 a inverzi
readlnych dat v této kapitole. Hlavni rozdil je ten, Ze zatimco modely v kapitole 6.1
jsou vypocteny vyhradné za pouziti aproximace popsané v priloze B, a tedy vSechny
zatéze jsou kompenzovany pouze prithybem elastické litosféry, tak o zatézich na Marsu
nic takového fici nemtizeme. Nevime, do jaké miry jsou jednotlivé zatéze na Marsu
kompenzovany elasticky a do jaké miry néjakym jinym mechanismem (izostéze, plastova
konvekce atd.). Proto nés také u vypoctenych modelt (obr. 7.1 a 7.2) neptekvapi oblasti
s velmi malou tloustkou elastické litosféry (modré plochy, které se v modelech v kapitole
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6 neobjevovaly), které ukazuji, Ze tyto oblasti nebo alespon jejich ¢asti by mohly byt

kompenzovany spise izostaticky.

polomeér R | 3389.5 km
gravitacni zrychleni g 3.7 m-s >

Youngtiv modul E [ 110" Pa

Poissontiv pomér v 0.25

povrchova hustota 0s | 2900 |kg-m3
hustota, plaste om | 3500 |kg-m3
prumérna hustota planety | o 3930 | kg-m™?
hustotni skok v litosfére | Ap 500 kg - m~

tloustka kury T, 50 km

Tabulka 7.1: Hodnoty fyzikélnich veli¢in pouZité pro vypocet modelu tloustky elastické
litosféry na Marsu.

1e+08 1e+08
1e+07 r
& & 1e+07 r
£ £
S 1le+06 r S
= =
> > 1e+06 r
100000 r
10000 o 100000 : R
10 10

j i
Obréazek 7.3: Vykonové spektrum topografie Marsu (vlevo) a jeho detail pro j = 2 — 20
(vpravo).

7.2 Srovnani s literaturou

V této casti porovname nase vysledky s publikovanymi vysledky jinych autort. Ti nepoci-
taji tloustku elastické litosféry na celém povrchu Marsu, ale vybiraji si pouze nékteré
vyznamné oblasti (napf. vulkany v pohoifi Tharsis nebo impaktovou panev Hellas).
Abychom mohli naSe vysledky porovnat s ostatnimi, vybirame také nékolik vyznam-
nych oblasti: vulkany Olympus Mons, Ascraeus Mons, Pavonis Mons, Arsia Mons a
Elysium Mons, impaktové panve Hellas a Isidis, severni planiny Acidalia Planitia, Ama-
zonia Planitia a Arcadia Planitia, planinu Solis Planum pobliz kanonovitého tdoli Valles
Marineris a dalsi vyrazny utvar na planeté Alba Patera (obr. 7.4).

Na obr. 7.5 a 7.6 jsou vykresleny vSechny tii modely pro rizné polosirky filtru a pro
odpovidajici minimalni harmonické stupné (¢ast 7.1) a také jeden model, ktery vznikl
zprumeérovanim hodnot pfedchozich t¥i modeld, s vyznacenymi zadjmovymi oblastmi.
NaSe modely déavaji hodnotu tloustky elastické litosféry v bodech s rozliSenim Af =
Ay = 5°. Vypocteme tedy aritmeticky pramér hodnot 7, z bodu, které patii do kazdé
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Obrazek 7.4: Topografie Marsu (pro j = 2 — 85) s vyznafenymi oblastmi popsanymi
vyse.

vymezené oblasti - takto vypoc¢tena hodnota pak reprezentuje nas odhad tloustky ela-
stické litosféry v dané oblasti. Vypoctené hodnoty pro nase modely jsou v tabulce 7.2
spolu s nékterymi publikovanymi vysledky, pro nazornou piredstavu je urcen obr. 7.7,
kde jsou nase i publikované vysledky vyneseny v zavislosti na obdobi, do kterého patii.

Abychom lépe rozuméli srovnani s jednotlivymi publikovanymi vysledky, je dulezité
alespon priblizné rozumét metodam, kterymi byly ziskany. Pokusme se zde stru¢né po-
psat metody pouzité v ¢lancich, s kterymi srovnavame své vysledky:

e Belleguic et al. [2] modeluji admitanci (pfenosova funkce mezi geoidem a to-
pografii ve spektralni oblasti) velkych vulkdnti na Marsu za predpokladu, Ze povr-
chové i podpovrchové zatizeni je drzeno elastickym prohnutim litosféry. Zkoumaji
nejen vliv tloustky elastické litosféry, ale také vliv tloustky a hustoty kiiry a hustoty
zatéze. Vysledky, s kterymi se srovnavame, jsou ziskdny pro jednodussi model bez
podpovrchové zatéze, ktery 1épe odpovida nasemu pristupu. K filtraci pouzivaji
lokalizacni okno urcené omezenym pasem ve spektru.

e Comer et al. [3] modeluji povrchové tlaky okolo velkych vulkani za pfedpokladu
prohnuti elastické litosféry po zatizeni a tyto tlaky poté interpretuji ve smyslu
radialnich vzdélenosti mezi centry zatizeni a soustfednymi propadlinami v okoli
vulkdnt. Vypoctené vzdalenosti srovnavaji s pozorovanymi. Meze pro tloustku ela-
stické litosféry jsou urceny nejen touto inverzi, ale také dalsimi ddlezitymi casové
zavislymi efekty jako viskoelastickd relaxace, rust vulkani a nartst tloustky ela-
stické litosféry v case.

e Hoogenboom et al. [8] opét modeluji admitanci ovSem pro specidlni ptipad
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severnich niZin2. V tomto ¢lanku je do vypoctu zahrnuto spodni i povrchové za-
tézovani (na rozdil od nasi metody, my pouzivime pouze povrchové zatézovani),
navic je pouzita metoda modelovani syntetické topografie a gravitacniho pole
s podobnym spektrem, jaké maji pozorované velic¢iny (k odstranéni vlivu zhlazeni
pozorované topografie erozi). K filtraci je pouzita metoda zaloZena na Fourieorvé
transformaci (multitaper method).

e McGovern et al. [10, 11] modeluji admitanci za pfedpokladu kompenzace zatiZeni
prohnutim elastické slupky, pocitaji s podpovrchovym i povrchovym zatizenim.
My srovnavame nase vysledky s hodnotami odvozenymi pro nulové podpovrchové
zatizeni. K filtraci je pouzito axisymetrickych filtracnich oken omezenych sitkou ve
spektru.

e Ritzer et al. [13] se zaméfili na modelovani pouze jediné oblasti (Isidis Basin,
jedna z nejvétsich impaktovych panvi na Marsu). Pouzivaji podobny piistup jako
predchozi autori, do vypoctu ale navic zapojili i moznost vyplnéni panve do-
datecnym materidlem a tudiz uvazuji existenci dalsiho hustotniho rozhrani mezi
materidlem povrchu a materidlem vyplné.

Citovani autofi vesmés pouzivaji velmi podobné metody, rozdil je predevSim ve
veli¢inach, pro které je formulovana inverze - jedné se o admitanci [2, 8, 10] nebo o struk-
turu a velikost pozorovanych tektonickych atvari [3, 13]. Nase inverze je formulovana pro
vysku geoidu, srovnavame tedy pozorovanou a predikovanou vysku geoidu. Dalsi rozdil
je pfedevsim ve filtra¢nich metodach - vétsina autort pouziva nejriznéjsi spektralni filtry
(omezené pasy ve spektru), my pouzivame velmi jednoduchy Gaussuv filtr v prostorové
oblasti. Poslednim (ale velmi podstatnym) rozdilem je skute¢nost, Ze citovani autofi se
zaméfuji na nékolik malo topograficky vyznamnych oblasti, zatimco my odhadujeme
tloustku elastické litosféry na celé planeté. K urceni jedné tloustky v dané oblasti pak
pouzivame pouze jednoduché aritmetické priimérovani. Ve vSech citovanych ¢lancich je
k vypoctu tloustky elastické litosféry pouzit predpoklad o jejim prohybani v disledku
zatiZeni (stejné jako v nasi préci), proto je mozné vypoctené tloustky elastické litosféry
povazovat za tloustky v dobé zatiZeni topografii (tato analyza byla tspé$né pouzita
i v piipadé Zemé) [15].

Nase vysledky nejlépe odpovidaji vysledkim z citovanych ¢lankt pro filtr s polosiikou
o = 30°, nicméné i vysledky pro uzsi filtr s polosSitkou ¢ = 20° jsou ve vétsiné pri-
padt blizké publikovanym hodnotam. Vysledkiim pro nejuzsi filtr s polositkou ¢ = 10°
neprikladame prilis velkou vahu predevsim po provedeni test v kapitolach 5 a 6, kde
se projevila prilisna oscilace vysledki jim ziskanych. Co se tyka jednotlivych obdobi,
nejlepsi shodu dostavame pro obdobi mezi Hesperianem a Amazonianem (oblasti Alba
Patera a Elysium Mons). Ve vét$iné ostatnich oblasti nase metoda dava spis vyssi hod-
noty tloustky elastické litosféry nez citovani autofi (coz ale neni pfili§ ve shodé s prove-
denymi testy, kde nase metoda hodnoty tloustky elastické litosféry spiSe podceriovala).
Zietelny je v naSich vysledcich néartst tloustky elastické litosféry s ¢asem, ktery velmi
dobfte odpovida principu zamrzlé litosféry popsanému v kapitole 6.

2NiZiny na severu planety piedstavuji pii snaze uréit tloustku elastické litosféry specidlni piipad
[21], nebot uklddani sedimentarnich vrstev a eroze zhladily topografii do té miry, Ze inverze zalozené
na metodé€ izostatické odezvy davaji Spatné vysledky, pokud se do vypoctu navic nezahrne také eroze a
vliv spodniho zatézovani.
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Hellas
Basin

<13

Isidis
Planitia

100 — 180

12

Planitia

Amazonis

57

81

58

66

Arcadia
Planitia

14

10

13

12

Acidalia
Planitia
A

Acidalia
Planitia
B

Solis
Planum

24 - 37

70

63

46

Alba
Patera

66 £ 20

19 — 85

38 — 65

108

62

72

81

Elysium
Mons

06 £ 20

28 — 110

15 —45

27

75

35

Mons

Olympus

94 + 40

> 150

> 70

124

155

300

193

Mons

Ascraeus

105 £+ 40

8 — 50

2—-280

123

106

237

155

Pavonis
Mons

> 50

10 — 50

< 100

122

164

271

186

Arsia
Mons

< 30

10 — 50

> 20

106

179

280

189

Tabulka 7.2: Srovnani nasich vysledkt (o = 30° (6), o = 20° (7), 0 = 10° (8) a pramérny
model (9)) s vysledky publikovanymi: Belleguic et al. [2] (1), Comer et al. [3] (2), Hoogen-
boom et al. [8] (3), McGovern et al. [11] (4) a Ritzer et al. [13] (5). VSechny tloustky

jsou v km.
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180° 240° 300° 0’ 60° 120° 180°

<10 > 200 km

180° 240° 300° () 60° 120° 180°

180° 240° 300° 0° 60° 120° 180°

<10 > 200 km

Obréazek 7.5: Vypoctené modely tlousték elastické litosféry pro rtizné polositky filtru:
o = 30° (nahofe) a 0 = 20° (dole) s vyznacenymi oblastmi popsanymi vyse.
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180° 240° 300° 0° 60° 120° 180°

180° 240° 300° 0° 60° 120° 180°

<10 > 200 km

Obrazek 7.6: Vypocteny model tloustek elastické litosféry pro filtr o polositce o = 10°
(nahote) a model, ktery vznikl primérovanim predchozich tii modelt (dole) s vy-
znac¢enymi oblastmi popsanymi vyse.
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Obrazek 7.7: Srovnani ndmi vypoctenych tlousték elastické litosféry pro jednotlivé oblasti
s publikovanymi vysledky - Belleguic et al. [2] (zlutd barva), Comer et al. [3] (Cervena
barva), McGovern et al. [11] (modrd barva), Hoogenboom et al. [8] (zelend barva),
Ritzer et al. [13] (tyrkysova barva) a pramérnymi hodnotami tloustky elastické litosféry
pro jednotliva obdobi podle Grott et al. [5] (Sedé obdélniky). Nase vysledky pro ruzné
polosifky filtru ¢ = 30° (trojuhelnik), o = 20° (kolecko), o = 10° (¢tverec) a pro
prumérny model (hvézdicka). Zafazeni do jednotlivych epoch podle [11] - Noachian (N),
Hesperian (H), Amazonian (A).
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Kapitola 8
Zaveér

V této praci jsme se vénovali lokélni analyze gravitacniho pole a topografie Marsu.
Formulovali jsme prostorovou inverzi pro vypocet modelu tloustky elastické litosféry.
Nejprve jsme tuto inverzi rozsahle testovali, abychom urcili nejvhodnéjsi parametry in-
verze. Zjistili jsme, ze na vysledky inverze mé velky vliv predevsim vztah vinovych délek
pouzivané zatéze, filtru a modelu tloustky elastické litosféry. Mame-li dlouhovlnny model,
zatizime-1li ho dostatetné kratkovinnou topografii (vzhledem k modelu) a pouZijeme-li
filtr, ktery je dlouhovIinnéjsi nez topografie a zaroven kratkovinnéjsi nez model tloustky
elastické litosféry, dava nase inverze velmi dobré vysledky. V ptipadé nesplnéni tohoto
vztahu inverze nedava dobré vysledky. Ve skutecnosti ale nevime, jakou vinovou délku
ma nami hledany model tlousték elastické litosféry, proto jsme predpokladali, ze je
dostatecné dlouhovinny vzhledem k pouzivané zatézi, a urcili jsme stupné vhodné pro
inverzi tak, aby byl splnén vztah mezi vinovou délkou filtru a zatéze. Testovali jsme také
fungovani tzv. principu zamrzlé litosféry, ktery se ziejmé uplatiioval pfi vyvoji Marsu
i jinych planet.

Otestovanou inverzi jsme pouzili na realnd data. Uréili jsme nékolik modelt tloustky
elastické litosféry pro razné filtry - tyto se lisi spi§ kvantitativné, kvalitativné jsou
konzistentni. Zamérili jsme se také na nékteré vyznamné oblasti Marsu a pro tyto
jsme prumérovanim uréili tloustku elastické litosféry. Ziskané vysledky jsme porovnali
s vysledky publikovanymi v odborné literature. Nase vysledky se pro nékteré oblasti
(Alba Patera, Olympus Mons) shoduji s publikovanymi vysledky, pro jiné oblasti (Solis
Planum) nedostavame shodu. Vysledky do velké miry zavisi na polositce pouzitého filtru
- nejlepsi vysledky dostavame pro filtr s polositkou o = 30°, ale i vysledky s uzsim filtrem
o polositce o = 20° jsou pro vétsinu oblasti blizko publikovanym hodnotam. Celkem je
z naSich vysledkl zietelny nartst tloustky elastické litosféry s vékem, coz je ve shodé
s principem zamrzlé litosféry.

Nase modely jsou vypocteny pro konstantni tloustku kury (7. = 50 km). Zlepseni
vysledki by jisté napomohlo zahrnuti variaci v tloustce kury do vypoctu. Déle by
bylo vhodné vyzkouset jiné typy filtri a nasledné se zaméfit na vybrané oblasti a
pocitat inverzi pfimo pro né a ne urcovat hodnoty tloustky primérovanim pies body
oblasti. Srovnani s publikovanymi vysledky by jisté velmi pomohlo i uréeni chyby odhadu
tloustky elastické litosféry pro jednotlivé oblasti - tim bychom zfejmé dostali lepsi
prekryv s publikovanymi hodnotami. Nase vysledky povazujeme vzhledem k jednodu-
chosti metody a rychlosti vypoctu za uzitecné, a to predevsim k predbéznym odhadtm
tloustky elastické litosféry v jednotlivych oblastech Marsu.
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Priloha A

Gravitacéni potencial

Uvadime pfehled zékladnich vztahti nezbytnych pro praci s gravita¢nim polem!. Gravi-
tac¢ni potencial v misté 7 lze vyjadiit pomoci Newtonova integralu

/
PO ) ey (A1)

CF=T

V(r,0,¢) =

kde 7, 6 a ¢ jsou sférické souradnice, p je hustota v bodé 7', k je gravitacni konstanta
a ) je objem Zemé. Potencidl (A.1) spliuje Laplace-Poissonovu rovnici

V2V = —drkp (A.2)

Gravitacni zrychleni lze pak vyjadrit jako
g=VV (A.3)
Gravitac¢ni potencial télesa je zpravidla reprezentovan pomoci geoidu, definovaného jako

ekvipotencialni plocha (v pfipadé Zemé odpovidé stiedni hlading ocednti). Jeho vysku
miizeme odhadnout podle Brunsova teorému

(A.4)

kde R je stfedni polomér télesa a gy (R) je stfedni gravita¢ni zrychleni na povrchu.

A.1 Rozvoj potencialu do rad sférickych harmonic-
kych funkci

K popisu gravita¢niho potencidlu pfiblizné sférickych téles se s vyhodou zavadi povrchové
sferické funkce . Pro jednotkovou sféru S v E3 a prostor C'™ nekone¢né diferencovatel-
nych komplexnich funkci na S definujeme kanonickou bézi Yj,, (6,¢) (j = 0,1, ..., 00 je
stuperni dané funkce a m = —j, ..., 7 je jeji 7ad)

Vim0, ) = (~1)" Ny Py (cos ) ¢ (A.5)

IPievzato z bakalaiské prace [9].
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prom >0 a
Y = (~1)"Y, (A.6)

pro m < 0, kde * zna¢i komplexni sdruzeni, Pj,,(cos) ve vztahu (A.5) je pridruZeny
Legendretiv polynom a N, normovaci faktor,

(2) +1) (j—m)!r A7)

Njp = :
! [ dr (j+m)!

Pro m = 0 je sféricka funkce axialné symetricka. Takto definované sférické povrchové
funkce splnuji relace ortonormality ve smyslu Lo normy

21T T
/ / Vi (0, 0)Y o (6, 0) S0 0.0 dip = 65,5, 6m1m, (A.8)
0 0

Libovolnou funkci f(r,0,¢) € Ly(S x E), kterd je spojita alespon do 2. derivace, lze
pak rozvinout do této baze

0.0 =3 3 fulr)Vin(0.0) (A9

Diky spojitosti 2. derivace funkce f konverguje suma na pravé strané rovnice (A.9)
k f stejnomérné. Koeficienty f;,, ziskdme vynasobenim funkce f komplexné sdruzenou
bazovou funkei Y, a preintegrovanim pres celou sféru. S vyuzitim relaci ortonormality
(a prohozenim sumy a integralu, coz je mozné diky stejnomérné konvergenci) dostaneme

2m
fim(r) / / f(r,0,0)Y},,(0,0)sinfdf do (A.10)
pro které plati
lim |f;m| =0 (A.11)
Jj—00

Pro realnou funkci f navic plati symetrie

Jicm = (=0)" fim (A.12)

S vyuzitim vyse uvedenych vztahi upravime vyraz (A.1). Hustotu rozvineme podle (A.9)
a navic pouzijeme adicni teorém, podle kterého

1

Sy ) — () Yo (6, ) Vinl6, ) (A.13)

|7‘ ,rlOn

za predpokladu, ze || > || (po¢itame potencidl vné télesa). Pro gravitacni potencial
tak dostavame

Y'm 87

0 J
Vi(r,0,0) = > > Vin()Yim(0,¢) = (A.14)
7=0
>
7=0

m=—j
N\ J+2
/ pjm () dT,
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Pro koeficienty rozvoje gravitacniho potencialu do sférickych harmonickych funkci tedy

plati
47m7‘ ANAE
Vi, / dr’ A15

Analogicky pro geoid

4tk R R ANAE
ho = o (Z) a Al
m @j+1>%<R>A p”*r)<R> ' (410

Vztahy (A.15), (A.16) lze pouzit, je-li hustota spojitou funkci poloméru r’. Nachézi-li se
nékde ve vzdalenosti a od stfedu télesa skok v hustoté, napt. na rozhrani jadra a plaste
(core-mantle boundary, CMB), mtzeme koeficienty hustoty p;,, aproximovat plosnou
hustotou

pim(r') = Ap tjm 6(r' — a) (A.17)

kde Ap je hustotni skok na rozhrani, ¢;,, jsou koeficienty topografie rozhrani a ¢ (' — a)
je Diracova o-funkce udavajici polohu hustotniho rozhrani. Dosazenim vyrazu (A.17) do
(A.15) dostavame vztah pro koeficienty gravitacniho potencialu generovaného hustotnim
rozhranim A -
TKT a\’
Vin(r) = 2 4 A () A18

(1) = 57 b S (5 (A18)
Stejné pak dosazenim (A.17) do (A.16) dostaneme vztah pro koeficienty geoidu gene-
rovaného hustotnim rozhranim

I Ak R
(25 +1) g0 (R)

Ze vztaht (A.15), (A.16), (A.18) a (A.19) je zfejmé, ze konkrétni koeficient V},,, resp.
hjm, daného stupné a fadu zavisi pravé jen na hodnoté veli¢iny p;,, ((A.15), (A.16)), resp.
tim ((A.18), (A.19)), odpovidajiciho stupné a Fadu a nezavisi na hodnotach koeficient
jinych stupni a radu.

a\Jt+2
Em Ap (R> (A.19)

A.2 Vykonové spektrum

Oznac¢me funkci vzniklou sec¢tenim koeficientd fj,, pro dany stupeii j jako f;,
J
= Z f]my;m(ev §0> (AZO)
m=—j

Vikon (vykonové spektrum) F; funkce f na stupni j definujeme jako kvadrat velikosti
koeficientu f; ve smyslu Ly normy

Bl = [ [ 5 snodode = 3t (A.21)

m=—j

kde posledni rovnost plyne z definice f; a z ortonormality sférickjch harmonickych funkei

(A.8).
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Priloha B

Kompenzace topografie prohnutim
elastické litosféry konstantni
tloustky

V soucasnosti je vSeobecné prijiman nazor, ze planetarni télesa maji vnéjsi tenkou slupku
(litosféru), kterd i na dlouhych ¢asovych $kalach reaguje elasticky!. Mé&jme sférickou
slupku poloméru R a konstantni tloustky 7. Rovnice pro vertikdlni posunuti v (méfeno
smérem dolit) ma tvar

DVSu+4DV%u+ET, R*V*u+2ET, RPu=R' (V*+1-v)p (B.1)
kde
ET?
12(1 —v?)
je pevnost vuci ohybu (flexural rigidity), E Youngiv modul, v Poissoniv pomér a p

tlak ptisobici na slupku (kladny smérem dolit). Laplaceiv operator pisobici na funkci
proménnych 6 a ¢ je definovan vztahem

D= (B.2)

0%  cosf O 1 0?2

2 _ 7 —
V= 00? * sin 6 00 * cos? 6 0p?

(B.3)

kde 6 je doplnék zemépisné sitky a ¢ je zemépisna délka. Zatizime-li slupku topografii
vysky t, bude jeji tize jednim z prispévkt k celkovému tlaku, ktery ptisobi na slupku.
Pokud slupka neni nekonec¢né pevna, pak zatizeni topografii zptisobi jeji prohnuti v a to
zaroven zpusobi deformaci rohrani Moho (toto rozhrani je uréeno hustotnim kontrastem
mezi kiirou (g.) a plastém (o,,), Ao = 01 — 0.). Dusledkem tohoto prohnuti bude vztlak.
Povrchova topografie navic zptisobi i posunuti geoidu h. Celkovy tlak na elastickou
slupku po zatizeni topografii bude

Pro zjednoduseni zavedme novou proménnou

T=t—2"p (B.5)

!Tato kapitola byla pfeodvozena podle [20].
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a bezrozmérné veli¢iny

ET,
= By B0
N £ R —— ) o
C RigAo12(1—12)  12(1—-12) \R '

Parametr 7 je mirou pevnosti sférické slupky pfi zanedbani odporu k ohybani, parametr
o je mirou rezistence slupky k ohybani. Dosazenim veli¢in ¢, 7 a ¢ do vztahu (B.1) pro
vertikalni posunuti v dostavame rovnici

[J(V6+4V4)+T(V2+2)]u:(V2+1—V)(g ngt—u) (B.8)

Chceme ziskat posunuti u jako funkci ¢ - proto rozvineme tyto veli¢iny do fady sférickych
harmonickych funkci podle (A.9)

=3 Y DY (B.9)

o J
U= Z Z Auij;'m (BlO)

Legendreovy pfidruzené polynomy (obsazené ve sférické harmonické funkci Yj,,, viz ¢ast
A.1) spliuji obecnou Legendreovu diferencialni rovnici, tedy

0? m?
1— 2 1 P (&) = B.11
- 26+ (1040 - 12 ) [ Pm@ =0 @)
Vyndasobenim rovnice (B.11) komplexni exponencidlou e dostavame
o? m? ,
1— 1 P (§)e'™? = B.12
- reg+ (16040 - ) Pmtere (B.12)
Substituci & = cos 6 do rovnice (B.3) dostavame jiny tvar Laplaceova operatoru
o? 0 1 o?
Vi=(1-os — 26+ —— (B.13)

0¢? o9&~ (1-¢82) 0

Kombinaci rovnic (B.11) a (B.13) dostavame vysledek ptisobeni Laplaceova operatoru
na sférickou harmonickou funkci

V[P (€)™ = —j (j + 1) Pjm(&)e™? (B.14)
Dosazenim rovnic (B.9), (B.10) a (B.14) do (B.8) dostavame
o=+ +42G+ 1)+ 7= G+ 1) + 2 ujm =

Oc -+

=[G+ D+ A=) | St = tim (B.15)
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pro kazdou dvojici j a m. Pomér koeficient prohnuti slupky w;,, a koeficient zatéze
t;mm ma tvar

Ujm ( 0c )( Jj+1)—(1-v) )
G \om—0) \o PG+ 1P 422G+ 1+ r[G+ 1) -2 +j(G+1) (1)

(B.16)
Gravitacni potencial v radidlni vzdalenosti r od stfedu sféry generovany povrchovou
topografii ¢ a prohnutim u rozhrani Moho ve vzdalenosti R — T, od stfedu sféry (zde
T. je tloustka kiry, tedy hloubka rozhrani Moho) m4 tvar (viz vztah pro koeficienty
potencialu (A.18))

kM & I\ Arwkr R\’*? R —T.\7*?
Vi =S5 3 T fatn (1) = ten e ()] @)

(zdporné znaménko je pred druhym ¢lenem v zévorce diky opacné orientaci topografie ¢
a posunuti u). Rozvineme radialni polohu geoidu do fady harmonickych funkci

oo J

J=0m=—j
Hodnota gravitacniho potencialu na referen¢nim geoidu je

Kk M
Dosadime vztahy (B.18) a (B.19) do rovnice (B.17) a pouZijeme aproximace h/R << 1.
Zvlnéni geoidu je navic vyznamné pouze pro nizké stupné, a proto pii urc¢ovani koe-
ficientii geoidu miizeme piedpokladat, ze (1 — T,/R)’™® = 1. Pro koeficienty rozvoje
geoidu tak dostéavame

Pjm = m[Qctjm — (0m — 0c)Wjm)] (B.20)

kde p je stfedni hustota planety. Dosazenim rovnic (B.5) a (B.20) do (B.16) dostavame

Ujm Oc
= C; B.21
tjm Om — Oc ! ( )
kde
3wz]
C' = |1-— ———— | X
’ [ (2j+ 1)
3/ Py o vy ~1
oG +1)P =420+ 1)+ +HD) =240+ D) -0 -»)  3om
jU+1)—(1-v) 2j+1)o
(B.22)
je kompenzacni koeficient pro stupen j. V ptipadé zanedbani selfgravitace plati
3 Om
=20 B.23
2+ 1)z (523

Visledny tvar kompenzac¢niho koeficientu pfi zanedbani selfgravitace je

PGP 472G+ AT G+) 2 +iG+1) (1 -]
jU+1) - (1-v)
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V limitnim pfipadé litosféry nulové tloustky (7 — 0, ¢ — 0) plati C; — 1 a zatéz je kom-
penzovana izostaticky. V limitnim p¥ipadé nekonecné tuhé litosféry (7 — oo, 0 — o0)
plati C; — 0 - litosféra se neprohne a povrchova topografie ziistdvd nekompenzovana.
Pro nasi inverzi potfebujeme znat koeficienty geoidu generovaného povrchovou topografii
a odpovidajicim prohnutim rozhrani Moho. Dosazenim (B.21) do (B.17) dostédvame pro
koeficienty gravitatniho potencidlu, resp. geoidu (po dosazeni r = R a vydéleni gravi-

taénim zrychlenim g)

Awkr

Vi (1) = ———
J (7") 25 + 1
resp.

A7k R

im

Ocljm
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