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Kapitola 1

Uvodni seznameni

Aktualni prace z oblasti geodynamiky se v drtivé vétsiné zabyvaji pokroci-
Iymi simulacemi déju v zemském nitru. Jelikoz tato kapitola by méla slouzit
jako zakladni obecné shrnuti poznatkt o plastové konvekci, rozhodl jsem
se pojmout ji nikoliv formou resersi z aktualnich c¢lanki, nybrz prevzetim
vhodnych partii z vybranych knih. Zde [5] a [4], konkrétné podkapitoly 1.1,
1.2 a 1.4 jsou prevzaty z |5] str. 189 resp. str. 226 resp. str. 4-5 a podkapitola
1.3 z [4] str. 177-178 vyjma bodu 10, jeZ je ze str. 364-365.

1.1 Co je to termalni konvekce a pro¢ nas za-
Jima?

Kdyz je kapalina ohtata, jeji hustota obecné klesa diky teplotni roztaznosti.
Vrstva kapaliny, ktera je zahtivana zespod nebo zevniti a ochlazovana svrchu
obsahuje hustou chladnou kapalinu blizko horni hranice a horkou lehkou
kapalinu v hloubce. Tato situace je gravitacné nestabilni. Chladna kapalina
se snazi zanofit a horka stoupat. To je termalni konvekce. Déj je ilustrovan
na obr. 1.1.

Fakt, Ze se zemsky plast v jistém ohledu chova jako kapalina, ma za
nasledek deskovou tektoniku a kontinentalni drift; hraje dulezitou roli v
urc¢ovani termélni struktury Zemé. Pochopeni termalni konvekce je nezbytné
k pochopeni fundamentalnich geodynamickych procesi.
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Obrazek 1.1: Termalni konvekce ve vrstvé zahfivané zevnitt a chlazené svrchu

1.2 Historie

Sitent seismickych st¥iznych vin ukazalo, Ze plast je bez jakychkoliv pochyb-
nosti pevny. Zakladni otazka byla, jak muze v pevné horniné nastat horizon-
talni posunuti velikosti tisicii kilometri. "Kapalinové" chovani plasté bylo
ustanoveno pomoci gravitacnich studii, jez byly provedeny v druhé piilce de-
vatenactého stoleti. Méreni ukizala, ze horskd pdsma maji kofeny s nizkou
hustotou. Nizka hustota kofent poskytuje zdpornou relativni hmotu, ktera
se témér rovna kladné hmoté hor. Toto chovani muze byt vysvétleno prin-
cipem hydrostatické rovnovahy pokud by se plast choval jako kapalina. Zda
se, ze horskd pasma se chovaji jako dfevéné bloky plujici na vodé.

"Kapalinové" chovani plasté bylo kvantitativné popsano N. A. Haskellem
(1935). Studie zdvihani pobifeznich teras ve Skandinavii ukazala, ze zemsky
povrch stale stoupal po oprosténi od velkého mnozstvi ledu béhem posledni
doby ledové. Nakladal-li s plastém jako s viskézni kapalinou s viskozitou o
velikosti 10?° Pa-s, Haskell byl schopen vysvétlit sou¢asny zdvih Skandinavie.
Ackoliv je to velkd viskozita (voda ma viskozitu 1073 Pa - s), vedla tato
myslenka k chovani plasté jakozto kapaliny na dlouhych ¢asovych intervalech
odpovidajicich geologickému casu.

V padesatych letech teoretické studie vytvorily nékolik mechanismi pro
velmi pomalé teceni krystalickych materiali. Toto teceni vyustilo v "kapali-
nové" chovani. Robert B. Gordon (1965) ukézal, zZe teceni tykajici se pevnych
latek kvantitativné vysvétluje viskozitu urcenou z postglacidlniho vyzdvihu.



Teceni hornin v plasti nebylo ni¢im prekvapujicim pro védce, kteii stu-
dovali led v ledovcich. Led je také krystalickd pevna latka a gravita¢ni obje-
mové sily v ledovcich nuti led téci, nebot jeho teplota je blizko teploty tani.
Obdobné horniny v plasti jsou blizko svych teplot tani a tecou v dusledku
gravita¢nich objemovych sil.

Sily museji piisobit na litosféru tak, aby byly schopny pohybovat des-
kami. Wegener navrhnul, Ze sily slapové nebo sily spojené s rotaci Zemé
zpusobuji kontinentalni drift. OvSsem ve dvacatych letech minulého stoleti
Harold Jeffreys, jak je shrnuto v jeho knize The Earth (Jeffreys, 1924),
ukazal, ze tyto sily jsou nedostacujici. Bylo tfeba nalézt néjaké jiné me-
chanismy, které by byly schopny pohénét pohyb desek. Jakykoliv rozumny
mechanismus musi mit dostate¢nou energii ke vzniku zemétieseni, chodu
vulkdni a vrasnéni horstev. Arthur Holmes (1931) navrhnul, Ze termalni
konvekce by byla schopna pohanét plastovou konvekce a kontinentélni drift.
Je-li kapalina zahiivana zespodu nebo zevniti a zaroven ochlazovana shora
v gravitacnim poli, stane se gravita¢né nestabilni a termélni konvekce muze
zaCit. Horké plastové horniny jsou v hloubkéch gravita¢né nestabilni s ohle-
dem k chladné&jsim, hustsim horninam v litosféfe. Vysledkem je termélni
konvekce, pfi které chladnéjsi horniny klesaji do plasté a teplejsi stoupaji
smérem k povrchu. Vystup plastovych materidlii na oceéanskych hibetech
a sestup litosféry do plasté v ocednskych piikopech je soucasti tohoto pro-
cesu. Zemsky plast je ohfivan rozpadem radioaktivnich izotopt uranu 235
(#3°U), uranu 238 (**U), thoria 232 (*3?Th) a drasliku (“°K). Objemové
zdroje tepla z téchto izotopu a sekularni chladnuti Zemé pohénéji plastovou
konvekci. Teplo generované radioaktivnimi izotopy klesa s ¢asem, jak do-
chazi k jejich rozpadu. Pfed dvéma miliardami let bylo generované teplo asi
dvakrat vétsi, nez je dnesni hodnota. Protoze mnozstvi generovaného tepla
je dnes mensi, intenzita probihajici konvekce, jez odvadi teplo, je také mensi.
Intenzita plastové konvekce zavisi na plastové viskozité.

Béhem Sedesatych let minulého stoleti se objevila nezévisla paleomagne-
tickd pozorovani podporujici kontinentalni drift. Pfi ochlazovani a tuhnuti
magmatu dochéazi ke zmagnetovani jeho Zeleznych komponent magnetickym
polem Zemé. Tato remanentni magnetizace poskytuje fosilni zaznam orien-
tace magnetického pole v daném cCase. Studie orientace pole mohou byt uzity
ke stanoveni pohybt hornin relativné k zemskému magnetickému poli. Hor-
niny v jednotlivych povrchovych vrstvach, které nebyly lokalné deformovany,
by mély ukazovat stejnou pozici zemskych magnetickych pola. Keith Run-
corn (1956) ukéazal, Ze horniny v Severni Americe a Evropé poskytuji roz-



dilné pozice magnetickych pola. Vyvodil z toho, ze rozdily jsou disledkem
kontinentalniho driftu mezi témito dvéma kontinety.

Paleomagnetické studie také ukéazaly, ze zemské magnetické pole je né-
chylné k obcasnému piepolovani. Pozorovani magnetického pole nad oce-
any ukazala pravidelnou pasovou strukturu pasovych magnetickych anoma-
lii (oblast, kde je velikost magnetického pole nad a pod pramérnou hodno-
tou) lezici symetricky okolo oceanskych hibettu. Frederick Vine a Drummond
Matthews (1963) provedli korelaci polozeni okraji prouzki s ¢asem piepolo-
vani a byli schopni ziskat kvantitativni hodnoty rychlosti rozsitfovani ocean-
ského dna. Tato pozorovani poskytla zaklady pro presné urceni relativnich
rychlosti, jakymi se jednotlivé desky vi¢i sobé pohybuji.

Koncem Sedesatych let minulého stoleti byly polozeny vSechny dilezité
zéklady ke komplexnimu pochopeni geologickych jevii a procest, jejichz zé-
kladnim principem je kontinentalni drift. Koncept vici sobé se pohybujicich
tuhych desek byl pfirozenym disledkem termalni konvekce v plasti. Pod-
statna c¢ast vsech zemétieseni, vulkanti a vrasnéni miize byt pfipsana inter-
akeim mezi litosférickymi deskami na jejich rozhranich (Isacks et al. 1968).
Kontinentélni drift je neodmyslitelnou soucasti deskové tektoniky. Konti-
nenty jsou neseny na pohybujicih se deskach.

1.3 Co vime o plastové konvekci

Shriime nékolika klicovymi body pozorovani, na nichz je idea plastové kon-
vekce postavena:

1. Difuzni chlazeni v hloubkach plasté je nevyznamné, pokud neni tepelna
vodivost plasté mnohem vétsi nez mame davod predpokladat (30 az
100 krat vétsi nez pro oby¢ejné horniny plasté). Bez konvekece by radi-
oaktivita zptisobila vzestup teploty asi o 120 K/10° let a mnohem vice
ve vzdéalené minulosti.

2. Elektricka vodivost spodniho plasté je stale natolik nizka, Ze je schopna
prenaset slozky geomagnetické sekularni variace s roénimi periodami,
coz zamita teploty mnohem vétsi nez teploty odpovidajici svrchnimu
plasti (Dobson and Brodholt, 2000). To je také konsistentni s varia-
cemi ve viskozité diskutovanymi v nasledujicim paragrafu. Patrné tedy
uvnitt plasté neexistuje podstatna tepelnd hrani¢ni vrstva; v plasti
musi probihat celoplastova konvekce, nikoliv konvekce, jakozto separo-



vané cirkulace ve svrchnim a spodnim plasti (viz. podsekce "navrzené
typy plastové konvekee").

. Postglacialni vyzdvih naznacuje obecny vzrist viskozity s hloubkou
pod astenosférou. Ackoliv viskozita je velmi citlivd na teplotu a mu-
sime predpokladat, Ze se lokalné miize pomérné meénit, obecny trend
je konzistentni s poklesem rychlosti konvekce s hloubkou. Extrémni
variace ve viskozité nastévaji v hrani¢nich vrstvach, chladné litosféte,
ktera je pomérné pevna a spodni ¢asti D" vrstvy, ktera ma teplotu
srovnatelnou s teplotou jadra tj. asi o 1000 K teplejsi nez sousedni
plast, s viskozitou nizsi alespon o 4 fady. V nékterych ¢astech miize
dojit k ¢astecnému téani.

. Témeér rigidni povrchové desky se pohybuji rychlosti nékolika centime-
tri za rok. Oceanska kiira vznikd na hibetech a mizi v subdukénich
zonach rychlosti asi 3,4 km?/rok; povrch oceanii je asi 3 x 108 km?
takze prumérné stari subdukujici litosféry je 90 miliont let.

. Kontinenty se pohybuji se svymi deskami, ackoliv vypadaji méné po-
hyblivé nez ¢isté oceanské desky, ale kontinentalni kira neni subduko-
vana, protoZe ma relativné nizkou hustotu (ackoliv eroze uklada nanosy
materiala z kontinentti v ocednech, ze kterych jsou subdukovany). Pev-
ninska ktira se postupné nahromadila v blizkosti starych stita, které
jsou vice nez 20 krat starsi nez nejstarsi ocednské dno.

. Izolované vulkanické horké skvrny, ze kterych je Havaj nejstudované;jsi,
se pohybuji pomaleji nez desky a ocividné nezévisle na nich. Chemické
slozeni lavy, kterou produkuji (¢edi¢e oceanskych ostrovi-OIB), je roz-
dilné od ¢edic¢u stfedooceanskych hibetia (MORB)

. Celkovy povrchovy tok tepla ze Zemé je 44,2 x 102 W, z ¢ehoZ 8 x
10'2 W je piipisovano radioaktivité kiry. Vyfadime-li také tepelnou
slozku od jadra, kterou vysvétlime zvlast, musi byt termalni konvekce
plagté vysvétlena tepelnych tokem rovnym 32 x 102 W.

. Vétsina subdukénich zon je urcena sklonénou rovinou ohnisek zemétie-
seni, v nékterych pfipadech tahnouci se do hloubky 700 km. Seismické
tomografie naznacuje,ze chladné subdukujici desky pronikaji mnohem
dale ale aseismicky. Nicméné jsou evidentné zdrzeny fazovym rozhra-
nim v hloubce 660 km.
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9. Subdukéni zony jsou také urceny liniemi vulkani, koncentrovanych v
mistech, kde subdukujici desky doséhly hloubky okolo 100 km. Jejich
chemické slozeni obsahuje latky pochazejici z motské vody.

10. Fazovy prechod musi spliovat Clausiovu-Clapeyronovu rovnici. Na fa-

zovém rozhrani plati:

dar AV

dp  AS’
kde T je teplota, p tlak, V objem, S entropie. LeChatelieriv princip
pozaduje pro kazdy fazovy prechod zpiisobeny rostoucim tlakem, aby
objemova zména AV byla zaporné, ale zména entropie muze mit jedno
i druhé znaménko a oba pripady jsou u plastovych mineralt pozoro-
vany. Pokud je AS kladné, tj. forma, jez se vyskytuje pfi vétsim tlaku
mé vyssi entropii, potom mineral absorbuje teplo pfi konverzi na tuto
formu. Fazové rozhrani v hloubce 660 km je endotermického charak-
teru. Naopak, pfi kladném AS' je rozhrani exotermické, coz je pripad
fazovych rozhrani v hloubce 220 a 440 km.

Loper (1985) poukazal na fakt, ze konvekce je pohénéna vztlakovymi si-
lami (obojiho znaménka), jeZ jsou generovany na hranicich. Obé hranice
plasté, svrchni i spodni, jsou zdroji vztlaku, avsak pohanéji dva dosti roz-
dilné konvekéni mody, které jsou superponovany a prinejmensim polozavislé.
Deskova tektonika je pohanéna chladnutim litosféry a plumami, které jsou
zodpovédné za vyzvedavani tepla, které je privedeno do D” z jadra kondukd-
nim mechanismem. Podstatna pri¢ina pro dva rozdilné druhy konvekce je,
ze jsou ovladany silnymi ale opac¢nymi viskdéznimi kontrasty. Lehka litosféra
predstavuje vrstvu o tolik viskdznéjsi nez nize lezici plast, ze je prakticky
tuha a je Siroce subdukovana. Naopak, horky material ze spodnich vrstev
D” je ihned deformovan a samoc¢inné upraven tak, aby byl schopen projit
plastém a zpusobit jeho minimalni deformaci. To znamena, ze je zformovéana
piimé, axialné symetricka pluma, do které je tok efektivné omezen. V kaz-
dém pripadé je druh konvekce fizen principem, Ze nastane to, co se realizuje
nejsnadnéji. Deformace je koncentrovana v nejméné viskéznim materialu a
tato situace je posilena teplem, které je tim generovéano.

1.4 Navrzené typy plastové konvekce

Zemetieseni, jejichz ohniska jsou lokalizovana hluboko, poskytuji presvéd-
¢ivy dikaz existence aktivni konvekce v plasti do hloubky 660 km. Jelikoz se
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zdé, Ze spodni plast obsahuje vyznamné koncentrace radioaktivnich izotopi,
ocekavame, Ze plastova konvekce bude nastavat ve spodnim plasti za acelem
transportu tepla. Byly navrzeny tii alternativni modely plastové konvekce:

1. Celoplastova konvekce. Pokud vyznamné mnozstvi subdukujici lito-
sféry muze vstoupit do spodniho plasté pod 660 km, potom zde musi
existovat komplementarni plastovy vyzdvih. V tomto piipadé bude
geoterma pravdépodobné adiabaticka. Primarni argumenty proti celo-
plastové konvekei se zakladaji na chemicko-geodynamickych studiich.

2. Vrstevnatd plastovd konvekce. Dva separované konvekéni systémy pra-
cuji ve svrchnim a spodnim plasti. Tento pripad by nastal, pokud by
hustotni diskontinuita v hloubce 660 km kompletné zablokovala kon-
vekci. Svrchni konvektivni systém spojeny s deskovou tektonikou by
byl omezen na svrchnich 660 km plasté; spodni separovany systém by
operoval mezi hloubkou 660 km a CMB (Core-Mantle-Boundary ne-
boli rozhrani plast-jadro). V tomto piipadé se ocekava, ze by vznikla
tepelna hranice v hloubce 660 km, jako k tomu dochazi v litosfére. Sa-
moziejmé je velmi slozité odhadnout zmény v teploté spojené s touto
hrani¢ni vrstvou. Ackoliv se zemetieseni, jejichZz ohniska jsou lokali-
zovana hluboko, nevyskytuji v hloubkach vétsich nez 660 km, studie
pouzivajici plastovou tomografii naznacuji, ze alespon nékteré subdu-
kované desky pronikaji skrz tuto hranici. To je brano jako priikazné
svédectvi pro vyznamny materialovy transport mezi svrchnim a spod-
nim plastém.

3. Hybridni modely. Navrzené hybridni modely zahrnuji silnou ¢asovou
zavislost a/nebo bariéru pro konvekei v plasti. Pokud se diskontinuita
v 660 km chova jako ¢astecna bariéra pro plastovou konvekce, potom
plastové "laviny" mohou byt spustény, coz by vedlo k silné ¢asové za-
vislé plastové konvekeci. Husta subdukované litosféra se muze nakupit v
oblasti diskontinuity, dokud nestabilita nevytusti v plastové preklopeni
nebo lavinu. Obcasna plastova preklopeni byla navrzena jako vysvét-
leni pro zjevné epizodicity v geologickych zédznamech. Studie uzivajici
seismickou tomografii byly pouzity k argumentaci pro bariéru s velkou
topografii a ¢asovou zévislosti.

Omezeni na teplotu ve spodnich partiich plasté plyne ze seismického
dokladu o kapalnosti vnéjsiho jadra, jez spociva predevsim v neschopnosti
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stfiznych vin $ifit se skrz vnéjsi jadro. Zmétrené rychlosti seismickych kom-
presnich vln ve vnéjsim jadie naznacuji, Ze vné&jsi jadro, ackoliv je priméarné
slozeno ze zeleza, musi také obsahovat vyznamné koncentrace jednoho nebo
vice dalsich komponent, nejpravdépodobnéjsi je sira. Teplota tani eutektické
smési zelezo-sira na CMB je odhadovana na 3200 K. To je priblizna mini-
mélni teplota na CMB.

Ocekava se, ze tak jako termalni hrani¢ni vrstva svrchniho plasté, lito-
sféra, zasahuje mezi povrch a vnitini adiabaticky plast, termalni hrani¢ni
vrstva spodniho plasté existuje tésné nad CMB. Seismické studie potvrdily
existenci hrani¢ni vrstvy, kterd se nazyva D”. D” ma komplexni strukturu a
je tlusta od 150 do 300 km. Laboratorni studie ukazuji, Ze teplota nataveni
materialu tvorfeného perovskitem a magnesioviistitem budou okolo 4300 K.
I vrstva D” muze byt jesté rozvrstvena.
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Kapitola 2

Z.akladni rovnice

Podkapitoly 2.1.1 az 2.1.6 jsou pievzaty a komentovany z [2]. Podkapitoly
2.2 a7 2.5 jsou s drobnymi upravami pievzaty z [3].

2.1 Zakony zachovani

Zakladni rovnice popisujici dynamiku déju v mechanice kontinua vychazeji
ze zékona zachovani (ZZ) hmoty — rovnice kontinuity, ZZ hybnosti — pohy-
bova rovnice, ZZ momentu hybnosti — symetrie Cauchyho tenzoru napéti,
77 energie — (rovnice pfenosu tepla).

Postup pfi jejich dikazu je nésledujici: Méjme objem wv(t) ohranic¢eny
plochou s(t). Uvnit¥ objemu v(t) se nachéazi diskontinuita »(t). ZapiSeme
77 nejprve v integralnim tvaru. Na plosné integraly pouzijeme zobecnény
Gaussuv teorém

/ V-Adv:fﬁ-Ada— /ﬁ-[A]ida, (2.1)
o(t) =S (t) s(t) ()

kde 77 je jednotkova vnéjsi normala, resp. na diskontinuité jednotkovéa nor-
méla mirici do oblasti + a A tenzorova funkce spojité diferencovatelnd v
proménné v.

Na levé strany rovnic, kde vystupuje materidlova casova derivace (viz.
[2]) pouzijeme Reynoldsiv teorém (viz. [2])

117)15 / ddv = / (gﬁfwvw)dw/ﬁ.[w—w)wﬁda
v(t)—S(¢) v 5(t)

(2.2)
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Timto docilime pfevedeni vSech integraci na integrace objemové, resp.
integrace pres diskontinuitu. Pouzijeme diive odvozené ZZ, mame-li n&jaké.
Je-li tfeba, pak jisté matematické identity-viz. dikaz. Na zavér predpokla-
déme, ze plati-li vztahy v integralnim tvaru, musi platit i lokalné tj. v kazdém
bodé, pres ktery se integruje.

Dikazy:

2.1.1 Reynoldstv teorém

Dokazme pro ilustraci Reynoldsiv teorém pro oblast v(t) bez diskontinuity.
Pro skalarni funkci ¢ plati

D D y D
= (/t) v = mv/cp(x,t)Jdvzv/m(@(X,t)J) v,

kde jsme nejprve integraci pres deformovany objem wv(t) v ¢ase t prevedli
na integraci ptes referen¢ni objem V' pomoci vztahu dv = JdV (viz. [2]) a
jelikoz ten je na Case nezavisly, mizeme prohodit derivaci a integrél.

/(J @DJ)W /(+q>v v)JdV

V prvni rovnosti jsme zderivovali soucin, ve druhé vyuzili vztahu £ ﬁ =JV-vu
viz. [2].

(o

0
/<8t+ -Vo+ oV - ) =
o(t) (t)

U dv = ¢
0
-/ (; v (@7)) dv.
v(t)
V Eulerové popisu totiz platl B = O 4.V [2]aV-(¢0) =07-Vo+oV-i
V pripadé vektorové resp. tenzorove funkce plati obdobny vztah, jen clen S

divergenci bude jiny. Napft. pro vektorovou funkci qbV U+U- V(b V- (v®q§)
nebot

9
(%ck

o0v,, 0¢p

Oy,
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2.1.2 Zobecnény Gaussiv teorém
Vime, Ze pro vektor /T, plati
/v-ﬁdvzfﬁﬁda.

Stejny vztah vSsak muzeme psat i pro tenzor A, nebot pro libovolny kon-
stantni vektor ¢ plati

/v.<A-adv:7§ﬁ.(A.5)da,

s

coz je to samé jako

(/V-Adv—fﬁ.Ada) E=0.

S

Jelikoz ¢ je libovolny, musi byt celé zévorka rovna nule, coz dava pozadovany
vztah.

Je-li v objemu v diskontinuita rozdélujici objem na 2 ¢asti, pouzijeme
Gaussuv teorém na kazdou ¢ast zvlast, ¢imz dostaneme

/V~Adv:7{ﬁ-Ada+7{ﬁ+-A+,
V4 pINS

S+
[V Adv=§ii-Ada— fi A
v_ s »
Sec¢teme-li obé rovnice a zavedeme-li znaceni it = —ii~ =: -7, A~ — A" =:

—[A]", dostaneme rovnici (2.1).

2.1.3 Zakon zachovani hmoty

Celkova hmota télesa se pii deformaci neméni tj.
[eo(X)av = [ o t)av,
\4 v(t)

resp.
D
i / p(Z,t)dv =0.
v(t)
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Uzijeme-li Reynoldstuv teorém, dostavame

D D

Ozﬁ/p(f,t)dv: / (D';—I—pVﬁ’)dv—i-/ﬁ-[(ﬁ—?ﬂ)p]fda.
o(t) o(t)=%(t) 2(t)

Jak bylo fe¢eno vyse, budeme predpokladat, Zze integralni zapis implikuje

lokalni tvar. Tj.

D
Ff+pv-vzo ve o(t) — 2(1), (2.3)

it [(T—@)p]" =0 na X(t) .

2.1.4 Zakon zachovani hybnosti

Uvazme, ze na dany objem v(t) pusobi objemové sily JF a plosné sily iz,
kde 77 zna¢i jednotkovou vnéjsi normélu. Pak ma tento zakon zachovani na
zékladé 1. impulzové véty (viz. [1]) tvar

D bd —
Ft/pﬁdv: /,ofdv—l— ?{tﬁda.
u(t) o(t) s(t)

V duchu myslenek citovanych na zacatku sekce upravime levou stranu po-
moci Reynoldsova teorému, plosny integral na pravé strané pomoci zobec-
néného Gaussova teorému. Navic vyuZijeme vztahu: t; = 7 - T, kde T, je
Cauchyho tenzor napéti (viz. [2]). Uprava plogného integralu

%t_)ﬁda:j{ﬁ-'rda: / V~Tdv+/ﬁ-[7']irda.
s(t) s(t) v(t)—X(t) 3(¢)

Dohromady dostavame

D
/ (Dt(pﬁ)—i-(pU)V~17> dv+ [ i (7 @) @ pil* da—
v(t)—X(t) B(t)

— / V-‘rdv—/ﬁ‘[‘r]i’da— / pfdv=0.
o(t)—3(t) %(t) o(t)—3(t)
Slouc¢ime-li objemové a plosné integraly, dostaneme stejné jako v zakonu
zachovani hmoty lokalni tvar

;(pa)ﬂpa)v-a—v.f—pf:o ve o(t) — £(1). (2.4)

n-[(V—w)@pt—7]2=0 na X(t).
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Rovnici (2.4) vSak miZeme jesté upravit. Provedeme-li derivaci £ (p0) =
Lo 4 pPY mizeme uzitim rovnice (2.3) piejit k nasledujicimu tvaru
Dv
pﬁl’—v T—pf=0 veu(t)—X(t),
i [(0—w)@pr—7]T=0 na %(t).
2.1.5 Zakon zachovani momentu hybnosti

Stejné jako v pripadé zakona zachovani hybnosti zapiSme 2. impulsova vétu
(viz.[1]) pro objemové a plosné sily

é)t/(fx,oﬁ)dv:j{( ><_;

7 da+/ xprq)dv (2.7)
v(t) s(t)
Abychom mohli upravit plo$ny integral, budeme potfebovat identitu: o x
(W-A)=—- (A x ), kde A je tenzor. Identitu dokdZeme rozpisem obou
stran

L= v;€e; X (wkek : Amnem ® en) = inkAmnez X en(skm - inkAknejinej )
P = —WgCk (Amnem & €n X Uiei) = _5kmkamnvi6nxez - _kaknvzejnzej

= inkAknGjmej .
Jak vidno identita plati a mtizeme psat

—

T X

3i
’i
2
I

—i- (T x X) .
Uzitim zobecnéného Gaussova teorému dostéavame

j{fxqﬁda:—j{ﬁ'(‘rxf)da:— / V~(T><f)dv—/ ii-[t x 7]F da.
s(t) s(t)

v(t)—3(t) (1)

Prvni ¢len v poslednl rovnosti lze upravit pomoci identity: V - (7 X ¥)
(V- 7) x 7+ 77x V. Vyznam operatoru x vysvitne z dikazu
V. (rx)= a—xkek (tn€m ® €, X 1;6;) = . (trn;) Ogm€n X €; =

A (trnvi) €nij€5 = (V- T),, vi€nij€; + (V) €nijtin€s =
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=V T X T+t (V0 €ni€; =V T X T+ 71" x V7.
Vnaéem pfipadéjeﬁ—faprotov (T X @) —(V T)xf+TT>21 kdtee

vvvvv

levé strané rovnice (2.7) pomoci Reynoldsova teorému, dojdeme k rovnosti

D
— (X pO)+ (X p?) V- T | dv+ / i - [(0— @) @ (F x p?)] ! da
Dt N——

v(t)=3(t) p(Ex7) 5(t)

+ / V T)x T4+ 717 ><I dv+/ 7 x 7]F da— / (fxpf)dvzo.

v(t)—3(t) (t) v(t)—5(t)

)=
), slou¢ime-li obje-
2.3), dostaneme

Provedeme-li derivaci v prvnim ¢élenu (derivace sou¢inu
mové a plosné integraly a vyuzijeme rovnici kontinuity (

-~ . (Dp . D
/Z() (a:xv)(DthpV'v)—i—th(:cxv) (V-7)xZ+ 7 xI—Z X pf | dv

+/ﬁ-[f—(a—w)®pmtxma:o.

V poslednim kroku pouzijeme obé rovnice (2.5), (2.6) plynouci ze zékona
zachovani hybnosti

Dv - .
/ :E'x(Dt—V T—pf)+TTXI dv+

=0 ZZ hybnosti

+/ W) ® pt]t xFda = 0.
=(t)

=0 ZZ hybnosti
Lokalni tvar

TIXT ve v(t) — X(t).
Coz ve slozkach znamena: (TT>'<I) = tzkékiejm = tgiejm = 0 pro Vj.
J
Rozlozime-li T na ¢ast symetrickou 7° a antisymetrickou 7°, dostaneme

ts~+ta- €iin :ta-é'in :0,
ne nt/ -J nt-J
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coZ po vynasobeni €x,, a uziti identity €;in€km = 0ikxOnm — OimOnk dava

mk

neboli
Tenzor 7 je symetricky.

2.1.6 Zakon zachovani energie
Vyjdeme z integralniho tvaru
D 1
m£<pe+zpﬁ-ﬁ>dv:(j€(t - cjﬁdaJr/ R)dv,
v(t s(t

v némz pe znaci objemovou hustotu vnitini energie, ¢ tepelny tok, R je
objemova hustota energie dodavané vnitinimi tepelnymi zdroji a © vnéjsi
normala (proto je tokovy ¢len s minusem). Uprava plogného integralu

% (17U —q)da = / V.(r- U—(Dd?}-i—/ [T - v—(j] da .

s(t) v(t)—X(t) 3(t)

Nyni dokazme identitu V - (7-7) = (V- 7) -0+ 77 : V¥, s jejiz pomoci
okamzité upravime integrand v 1. ¢lenu posledni rovnice.

0 0
V- (TU) = aixé; (tmn€m®€n'ngj) = %(tmnvj>5im5nj =
t
—8”vj+t 0 =(V-7m)-d+7": V7.

ox; g 8

S vyuzitim Reynoldsova teorému muzeme psat

v(t)—S(t)




+ / (V-G—(V-7)- 577 : V- pf ¥~ R) dv—
v(t)—3(t)

— / i-[r-v—q da=0.
=(t)

Slou¢ime plosné a objemové integaly a pouzijeme rovnici kontinuity

1 D/ 1
ﬁ-*) <6+217-17) (VT)

Dp
v7) (43
/v(t) ()(<Dt+p v 6+2U ! +th
=0 rce kontinuity :%Jﬂ—)g%f
—pf - T+V-7—77: VT — R)dv+
+
da=0.

1 — —
—I—/ { <p6+2pv U>+q—7-v
()
Nakonec vyuzijeme pohybovou rovnici (2.5), pfipomeneme si symetrii ten-
= = d + 1* rovnici

zoru T (2.8) a se zavedenym znaenim Vi =1 =1 +1¢

prepiSeme na

. D—’ — DE — T . s
N AR Ao
LN =7d
=0 ZZ hybnosti
] +
+/ [ (ﬂe+2pv ”)*q”—f'ﬁ da =0.
(1) :
Lokaln{ tvar
De o
+V-g—7:d=—R=0 vev(t)—%(t), (2.9)
(2.10)

"Dt
1 +
ﬁ-[(ﬁ—w)<pe+2pﬁ-a>+q’—t-ﬁ — 0 max().

2.1.7 Konkrétni vyjadieni

V minulych sekcich jsme pracovali s obecnymi objemovymi a ploSnymi si-
lami. Za objemové sily budeme nyni chapat silu gravita¢ni, Coriolisovu a
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odstfedivou

fg - g?
fe = —20 % 7,
f, = —Ox(Qx7).
Tim piejde rovnice (2.5) v zakonu zachovani hybnosti do tvaru
ov
V-1+pg—2p2 x v— pfl X (er):pa—i—mﬁVu,

kde jsme vyjadrili materidlovou ¢asovou derivaci D% = % +7-V, viz. |2].

2.2 Rovnice pienosu tepla (RPT)

Uvazujme nyni kontinuum s vlastnostmi klasické viskézni tepelné vodivé
kapaliny. Pak plati

T=—pl +0o(v), ,ll)in}) o(v) =0, (2.11)
kde p je termodynamicky tlak !, a
G——k-VT,

kde k je tenzor tepelné vodivosti a T' je absolutni teplota. Nyni pouzijeme

Gibbsovu relaci
Ds De

"5t ="
kde s je entropie vztazené na jednotku hmoty (detailnéji viz [3] a predevsim
relace (6.34) v [2]). Spolu se zakonem zachovéni energie ve tvaru (2.9), (2.10),
dostavame RPT ve tvaru

png:V-(k-VT)+a:V17+R ve u(t) — (1),

+pV v,

kde o : V7 je disipace tepla,

k-VT)"-i=—[7-7]" -7+ [(pe + ;pﬁ- ) (0 —w)]T -7 na X(t).

'Obecné o neni deviatorickd ¢ast T, tj., p # -3 >, 7.
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Stav klasické viskozni tepelné vodivé kapaliny je urcen 3 stavovymi promeé-
nymi — absolutni teplotou 7', tlakem p a objemem V. V nésledujicim bu-
deme uvazovat kapalinu jednotkové hmoty, tj., V' = 1/p. Tyto 3 proménné
nejsou nezavislé, protoze termodynamické vlastnosti media jsou dany stavo-
vou rovnici, kterou muzeme forméalné psat ve tvaru

[, T, V) =0. (2.12)
Uvazme tlak a teplotu za nezavislé veli¢iny. Potom
Ds os\ DT s
T—=pT—| —+pT |+
P oe =7 <8T>p Dt * <0p>T’

kde ¢, je mérna tepelna kapacita za konstantniho tlaku. VyuZzijeme-li déle

jednu z Maxwellovych relact (g—;)T = — (g—‘T/) , kterou lze s pomoci koefi-
P
cientu teplotni roztaznosti o = % (%) piepsat na (g—:)T = —Va, dosta-
P

vame finaln{ tvar RPT

T ap

pcpa:V-(k-VT)—pch-VT—i—aT(at+17-Vp)+0':V17+R.

2.2.1 RPT v kontinuu s dominantnim hydrostatickym
tlakem

Predpokladejme, Ze existuje stav, ve kterém hmoty nejsou v pohybu (v=0),
charakterizovany referenc¢ni teplotou 7T} a hustotu danou referenénim rozdé-
lenim py. Dle pohybové rovnice (2.5) a reologického vztahu (2.11) plati

Vpo = pogo — poﬁ X (Q X T, (2.13)

kde gy je gravitacni zrychleni zptisobené gravitacnim potencialem referenciho
rozlozeni hustoty pg a odstfedivého potencialu. 2 Budeme predpokladat, Ze
i v pohybujicim se kontinuu je tento hydrostaticky tlak mnohem vétsi nez
rozdil p — pg a tudiZz budeme uvazovat pouze zavislost na hydrostatickém
tlaku.

Dle predpokladu dominance hydrostatického tlaku, mtuzeme nyni polozit
Op/ot + U - Vp = —v,.pg, kde v, znaci radialni slozku rychlosti, a g = |g],

2V obecném piipadé vnéjsi zdroje gravita¢niho pole mohou byt povaZovany za kon-
stantni ¢ast slapového potencialu.
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G=3go— O x (Q x 7), 3 a ziskdme tak obvyklou formu RPT

oT
pcpa:V~(k~VT)—pcp17~VT—pvraTg+0':V17+R.

Clen pv,aTg se nazyva adibatické zahifvani (chlazeni)-viz. [3].

2.3 Boussinesqova aproximace zakladnich rov-
nic

Idea Boussinesqovy aproximace tkvi v linearizaci zakladnich rovnic okolo
referen¢niho hydrostatického stavu, kde v = 0. Mame-li reologii danou vzta-
hem (2.11), je tlak py a hustota py charakterizujici (spole¢né s teplotou Tp)
referencni stav, jsou svazany rovnici (2.13).

Zanedbame-li zmény hustoty zptisobené tlakovymi zménami II = p — py,
miizeme provést linearizaci stavové rovnice vzhledem k teplotnim zménam
T — Ty a psat

p=po(l —a(T —T)). (2.14)

Tato aproximace znamené, Ze vliv hydrostatického tlaku (stejné jako teploty
To) na hustotu je obsazen v prostorové nekonstantnim referen¢nim rozdéle-
nim pg.

Predpokladame, ze referenc¢ni rozdéleni pg je Casové nezavisla funkce.
Uvézime-li pouze nejvétsi ¢len v rovnici kontinuity, tj. zanedbédme-li termélni
roztaznost, dojdeme k zjednodusené rovnici

V- (pot) = 0. (2.15)
Dosadime-li (2.11), (2.13), (2.14) do pohybové rovnice, dostaneme

. L o
—VII+ V0o —poa(T —To)go + po(g — g0) = po <8t+v-W> , (2.16)

kde jsme zanedbali kvadraticky ¢len —poa(T —Tp)(G— go), Coriolisovu silu a
termalni roztaznost na pravé strané. VSimnéme si, Zze zména v gravitacnim
zrychlenim ¢ — ¢g je zpusobena vlastni gravitaci Zemé. Obvykle magnituda
tohoto ¢lenu je okolo jednoho Fadu nizsi nez ¢lenu —poa(T'—Tp)go, proto pod-
statné neovliviuje zakladni fyzikalni principy termalni konvekce. Z tohoto

3Zde jednoduse piedpokladame, Ze radidlni jednotkovy vektor €, = —g/g.
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diivodu ho dale nebudeme uvazovat. Linerizace RPT spociva v nahrazeni p
rozlozenim py, tj.

oT
PoCp g = V- (k-VT)—poc,¥- VT — pov,aTgo+ 0o : Vi+ R. (2.17)

Systém (2.15)—(2.17) je nazyvan stlacitelnou rozsirenou Boussinesqovou apro-
zimaci zékladnich rovnic. Zanedbame-li stlacitelnost, tj. nahradime-li (2.15)
rovnici V - ¥ = 0, dostaneme systém rovnic nazyvany (nestlacitelnd) rozsi-
rend Bousstnesqova aproximace.

Klasickd Boussinesqova aproximace znamené dalsi znacné zjednoduseni
studovaného systému rovnic: Referen¢ni rozdéleni hustoty pg, referenc¢ni gra-
vitacni zrychleni gy, koeficient termalni roztaznosti o, mérna tepelna kapa-
cita pfi konstantnim tlaku c,, tepelnd vodivost £ jsou konstantni; R stejné
jako H jsou prostorové konstantni (mohou byt casové zavislé) a vyse zmi-
nény systém je aplikovan na newtonovskou kapalinu.

o =n(Vi+ (V)T

s konstantni dynamickou viskozitou 7. Navic ani disipace o : V¥ ani adia-
batické zahiivani —pgv,.al'gy nejsou uvazovany. Dostavame systém

V.-7=0, (2.18)

8—)
—VIT+ V%5 — poc(T — Ty) g = po (” +- W) ,

T
or :WQT—ﬁ-VTJri,
ot PoCp

2.4 Referencni teplota

V numerickém modelovani termélni konvekce je vhodné ztotoznit T s reSe-
nim kondukéniho problému

T,
,Oocpaito =V (k-VT))+R, (2.19)

s vhodnymi hrani¢nimi podminkami. Ve vétsiné aplikaci ani tepelné zdroje

ani okrajové podminky pro T, nejsou c¢asové zavislé, Ty tudiz nezavisi na
Case, a leva strana (2.19) je nula.
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2.5 Bezrozmérné veli¢iny

Abychom problém trochu zjednodusili, budeme nyni uvazovat referen¢ni roz-
loZeni hustoty pg, mérnou tepelnou kapacitu pii konstantnim tlaku c,, ter-
malni vodivost k, gravita¢ni zrychleni gy a konstantni tepelné zdroje. Tato
aproximace je vhodna pro modelovani konvekce v plasti vzhledem k tomu, Ze
nejvice ménici se parametry v plasti jsou pravdépodobné viskozita a koefi-
cient termalni roztaznosti.
Zavedme nové bezrozmérné veli¢iny (¢arkované) pomoci relaci

— — d2 / — K_, Nsk

r=dr, t= Kt, U= dv, II= 7
kde 7’ je polohovy vektor, d je charakteristicky rozmér systému—napf. tloustka
plasté pri modelovani plastové konvekce nebo vertikalni rozmér kapalinové
vrstvy v problémech s kartézskou geometrii—a n, je hodnota viskozity na
povrchu. Paklize nemtuze dojit k nedorozuméni, budeme v dalsim textu psat
bezrozmeérné veli¢iny jako ne¢arkované. Systém (2.16), (2.17) a (2.18) v bez-
rozmérnych proménnych

', T=T,+ (T, —T\)T",

V.5=0, (2.20)
o7
—VII+V- (n(VU+ (Vﬁ)T)> —i—Rasg(T—To)a = Pr,! (8: +v- VU) ,
Ns A5
(2.21)
oT Rag, « Ty D, n
— =V*T—4.VT —D,— (T ) N L (Vi+(VD)T) : VT,
5 U-VT+ o o +T2—T1 U+Rasns( U+(Vo)') : Vi
(2.22)
kde jsme zavedli
(povrchové) Prandtlovo ¢islo Pry=1%
(povrchové) Rayleighovo ¢islo Ra, = MTQ%W
(povrchové) Rayleighovo ¢islo pro tepelné zdroje  Raqs = %
(povrchové) disipacni ¢islo D, = s90d

Cp
a v = n/po je kinematické viskozita. Resfme-li plastovou konvekei, je setr-
vacna sila na pravé strané (2.21) zanedbatelna. Jinymi slovy muzeme fesit
systém (2.20)—(2.22) pro nekonec¢né velké Prandtlovo ¢islo; prepiSeme-li sys-
tém uzitim © = T — T misto T, dostaneme

V.-7=0, (2.23)

—VII+V- (”(vm (W)T)) + Rasaﬁ@a =0, (2.24)

MNs
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%?—VQG—U-VTO—U-V@—

« Tl Ds n — ATY . —
Dsas (To + 0 + o Tl) vy + Ra. ns(w + (Vo)") : VU,
kde Ty je kondukéni feseni RPT. Rovnice (2.23), (2.24) popisuji systém v
rovnovazném stavu. Jinak feceno casova zavislost neni explicitni a tento
systém definuje mapovani © — ¢ and © — II. To znamené, Ze muzeme ©
povazovat za jedinou nezavislou proménnou nelinearniho systému

00 2 - « Ty -
G = Vo6 VI - D> (To + Tl) 0 () — #(6) - VO
« DS T’ — — Ty . —
Dsa—s@vT(@) + Rasi(vM@) +(VU(0))") : Vi(O).

Klasickéd Boussinesqova aproximace v bezrozmérnych jednotkach
V.-7=0,
—VI + V%9 + Ra©E, =0,
00

Fr V20 — () - VO — (0) - VT .
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Kapitola 3

Analyza stability

Zabyvejme se nyni stabilitou referen¢niho rozlozeni teploty Tj.

V dalsim textu budeme pracovat v kartézské geometrii, (x,y, z) = (p, 2),
€, sméfuje vzhiru; s rozsifenou Boussinesqovou aproximaci zakladnich rov-
nic v bezrozmérnych veli¢inach, jez zahrnuje adiabatické zahtivani. Navic
tepelna vodivost a zaroven, az do sekce 3.3, i teplotni roztaznost budou
funkce souradnice z, tj. o = a(z), k = k(z). M&me dvé&, na sob& poloZené,
nekonecné vrstvy s konstantni viskozitou. Tloustka obou vrstev dohromady
v bezrozmérnych jednotkich je rovna 1. Na horni resp. dolni plose drzime
teploty T = 0 resp. T = 1. Soustava rovnic je nasledujici

Stokestuv problém

0z
0*u
2 —
o1l 5 W
—az—i—n(VHW—i- 822> = —Raa(2)0

kde Vg - horizontalni nabla, II - odchylka tlaku od hydrostatického a pro
rychlost jsme zavedli ozn.! v = (u(x,vy, 2), W(z,y, 2)).

L7 je implicitng téz funkei ¢asu ¢
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Hrani¢éni podminky na horni, spodni plose jsou
W =0, Ty =0
Podminky na rozhrani jsou

Wlt=0, [@ =0,
1)t =0, [Ta] =0,

kde fH je horizontalni, T, vertikalni slozka trakce.

Linearizovand rovnice prenosu tepla

00 o, d ( dT, B
0 00 T d ( dT;
. 2 v N 0 w 0
= k<z)vH@+8z (k‘(z)az> <8z + Da(T, + To(z))> W+dz (kdz >—|—R,
kde T, = TZT_lTl

Hraniéni podminky na horni, dolni plose jsou

©=0

3.1 Referencni rozdéleni teploty Tj

Abychom mohli provadét analyzu stability referenéniho rozdéleni teploty,
musime ho nejprve urcit. Referenénim rozdélenim rozumime, dle sekce 2.4,
feSeni konduké¢éniho problému.

3.1.1 Analytické reSeni

Zabyvejme se kondukénim problémem ve dvou nekonecénych 2D vrstvach,
jez jsou nad sebou, kazda o jinych vnitinich parametrech. Horni necht pred-
stavuje plast, dolni vrstvu D”. Zavedme nésledujici znaceni: veli¢iny v horni
vrstvé oznacujme indexem 1, v dolni vrstvé indexem 2. Neznamé v horni
vrstvé oznac¢ujme A, B, v dolni vrstvé C, D. Kartézsky systém necht ma po-
¢atek v rozhrani dvou vrstev (viz. dale), horni plocha méa soufadnici z = H,
kde H € (0,1), dolni z = h, kde h € (0, —1). Celkova tloustka obou vrstev
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dohromady je 1. Kondukce je popséna rovnici (2.19). Jak bylo v odstavci
2.4 naznaceno, nebudeme uvazovat ¢asové zavislosti a navic predpokladame
zavislost Tj pouze na souradnici z. Kondukéni rovnice je proto v bezrozmér-
nych jednotkach popsana obycejnou diferencialni rovnici v proménné z

d dTy

— | k(2)— R=0. 3.1

i (M52 + (3.1)
Na horni plose z = H, resp. dolni plose z = h jsou zadany teploty

Na rozhrani pozadujeme spojitost teplot a tepelnych tokiu. Tj.
lim To(z) — lim To(z) = 0,

. dly T,
Jim k() = Hm k(=) 22 = 0.

Kde z, znaéi souradnici rozhrani. Zde pokladam z,. = 0, nebot nejslozitéjsi
se zdala pravé podminka na spojité tepelné toky, jez se touto volbou zjed-
nodussi.

Pro k(z) budeme uvazovat teplotni zavislost tvaru

k=ko+ B(T, + Tp)? , (3.4)

kde prvni ¢len budeme nazyvat fononovym, druhy radia¢nim. Po dosazeni
do rovnice (3.1) a dvojité integraci, dostavame algebraickou rovnici 4. stupné

pro Tj
(T + Tp)* R

koTo + 3 1 :—§f+Az+B. (3.5)
Kde A, B jsou integracni konstanty:.
4
Je-li ¢len B(TS%TO) zanedbatelny, plati
1 R
%-(—z”ﬁb+@. (3.6)
ko 2
Takové feseni nazyvame fononové.
Naopak, je-li zanedbatelny ¢len kyTj
4/ R
Zb:d6<—2%+Az+B>—ﬂ. (3.7)
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Takové feseni nazyvame radiacni.

Mohou v8ak nastat i situace, kdy jeden z diskutovanych ¢lent je do-
minantni, ale druhy nelze zcela opominout. V takovém pripadé mluvime o
dominantnim feSeni s perturbaci. Tedy

1{ Br1 R, ‘' R,
To=—<¢——|— | koTs — = A2+ B)| —— Az+ B .
0 k‘o{ 4[k0<k05 52 tAz+ ﬂ g% T Azt (3.8)

je fononové feseni s radiacnim perturbaci a

Tozi;{—}Q%ZQ—l—AZ—l—B—ko [\‘/; (—}2%22+Az—|—B> —Ts]}—Ts.
(3.9)

radia¢ni feSeni s fononovou perturbaci.

Poznamenejme, ze v piipadé uvazované dvojvrstvy lze zvolit bezrozmérné
jendnotky tak, ze pro spodni vrstvu plati: kg = 1 (za referen¢ni jsme zvolili
koo ve fyzikalnich jednotkéch).

Paklize v horni vrstvé plati fononové feSeni, nastavaji v uvazované dvoj-
vrstvé néasledujici kombinace:

Pldst: fononové resent
D’: fononové reseni

Spojité tepelné toky na rozhrani

A1+%BS:C@+@W). (3.10)
kou
Spojité teploty na rozhrani

5 _p

ko '

Dana To(H) = 0 na horni plose z = H

2

H

Dana Ty(h) = 1 na dolni plose z = h

h2
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Plast: fononové resent
D’: radiacni Tesent

Spojité tepelné toky na rozhrani

A <1 4 5133> - C (1 + (4352)1/4133/4) (4352)’1/4D’3/4 '

Koy
Spojité teploty na rozhrani
1/4
B <4> DYt T, .
ko1 2 ’
Dana Ty(H) = 0 na horni plose z = H

2

AH—l—B:RIg.

Dané Ty(h) = 1 na dolni plose z = h

2
ﬂ4(_M+hC+D)_Ts:1.

o 2

Pldst: fononové resent
D "7 fononové Teseni s radiacni perturbact

Spojité tepelné toky na rozhrani

3
A(1+kﬁ4133) :C{l—l—ﬁz l_ﬁj<D+Ts)4+D] } [1—ﬁ2(D+TS)3} :
01
Spojité teploty na rozhrani
1
—B= —@(TS+D)4+D .
k’()l 4

Dana Ty(H) = 0 na horni plose z = H
2
AH + B = RI——; .

Dana Ty(h) = 1 na dolni plose z = h

h2 Y RR?
—’if (TS—R2+hC’+D> —R2+hC+D:1.
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Plast: fononové resent
D’: radiacni Teseni s fononovou perturbaci

Spojité tepelné toky na rozhrani

3
B s _ 4 o i\
A(H%B)_ Hﬁz{[ﬁz(w ) ﬁ)] Ts}

i (0-m- 2] (- o)

Spojité teploty na rozhrani

B _ 44 (p_ 42t _
l{m_J@(D ,/52D+Ts> T,

Dana To(H) = 0 na horni plose z = H

2

H

Dané Ty(h) = 1 na dolni plose z = h

h? 4 h?
—R—+hC+D— ‘| = —R—+hC+D + T
2 s 2

4 4

—Ts=1.
o

Zbyvéa charakterizovat podminky, za kterych je volba jednotlivych zjed-
nodusujicich forem fteSeni akceptovatelna. Urcujici je pomér ¢lenu ko, Ty a
¢lenu ﬁiw, kde i € {1,2}. Ozna¢me ho P, P = % Stanovme
nasledujici kritéria pro typy resSeni: o

1. Fononové nebo radia¢ni: Clen budeme povazovat za zanedbatelny, bude-
li v dané oblasti témér vsude alespon o rfad mensi, nez ten druhy.

2. Fononové s radia¢ni perturbaci nebo radia¢ni s fononovou perturbact:
Clen nebudeme zanedbavat, ale budeme s nim pracovat jako s pertur-
baci, bude-li v dané oblasti témér vSude alespon 5 krat mensi nez ten
druhy.
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Jinak TfeCeno musi P ve vétsiné bodu dané oblasti pro dany typ reSeni spl-
novat

1. fononové?: P > 10

2. radia¢ni®: P < 0,1

3. fononové s radia¢ni perturbaci: P > 5

4. radia¢ni s fononovou perturbaci: P < 0, 2

Nakonec poznamenejme, Ze podobnym zptsobem bychom mohli postu-
povat také v pripadé vice vrstev na sobé a Ze jsme soucasné vyftesili i pripad
pouze jedné vrstvy. Tvar feSeni zname, je jen tieba splnit podminky na horni
a dolni ploSe (rozhrani neexistuje), jimiz jsou fixované teploty. Polozime-li
nulu souradného systému do spodni plochy, dostavdme 2 rovnice pro A, B.
Napr. pro fononové feSeni
Dana Ty(1) = 0 na horni plose z = 1

R
A+B="1
TPy

Dana T5(0) = 1 na dolni plose z = 0

B=1,
z Cehoz R R

3.1.2 Numerické FeSeni, popis programu (skriptu) v pro-
sttedi MATLAB (Octave)

Déle jsem numericky, v programu MATLAB, fesil jednotlivé soustavy rovnic.
Napsal jsem nasledujici skript.

Idea
Zadame ¢islo parametru, jez budeme ménit (ktery) (ostatni zustévaji na
hodnotach danych vektorem Pr), krok, s jakym se bude ménit (krok), popf.

2Mohli bychom mluvit i o &sté fononovém FeSeni, pro P — oo
3a Cisté radiacnim feSeni, pro P = 0
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pocet bodu (pbodu), z kolika se budou obé ¢asti grafu zvlast vykreslovat.
Déle zaddme pocatecni stav charakterizovany vektorem Pr a, nefunguje-li
standardni nastaveni, odhad FeSeni (x0).

Vstup
ktery.....¢islo parametru, jez se bude v prubéhu vypoctu ménit, viz tabulka 3.1
krok.....krok, s jakym se bude zvoleny parametr ménit

N

parametr | ky | B | B2 | h | R | Ty
¢islo 1121314516

Tabulka 3.1: Zavedené ocislovani parametra

Vystup

Graf sestavajici z péti teplotnich rozlozeni, méni se jenom parametr ktery,
ostatni jsou dany vektorem Pr. Popisy os jsou nastaveny, legenda a nézev
grafu se generuji automaticky. Graf se rovnéz automaticky ulozi do souboru
ktery.ps, tedy napt. 1.ps.

Soubory ktery podml.dat a ktery podm2.dat, tedy napt. 1 _podm.dat.
Soubory obsahuji 5 sloupci s hodnotami poméra P v jednotlivych hloub-
kéch vrchni resp. spodni vrstvy danych velikosti proménné pbodu. Nejsou-li
splnény predpoklady, za jakych je problém feSen (viz. vyse), vypiSe se na
obrazovku hlaseni "Nahore nejsou splneny podminky reseni" nebo "Dole
nejsou splneny podminky reseni". Pro radia¢ni pfenosy se navic kontroluje,
nedochazi-li, pti nevhodné volbé parametri, k odmociovani zaporného cisla.
Pokud by se tak stalo, vypiSe se na obrazovku "Odmocnuje se zaporne cislo".

Soubor ktery tep.dat obsahujici 10 sloupct, obsahujicich stifidavé hod-
noty soutradnice z a piislusné teploty Tj .

Podminky reSeni

Podminky pro spravnost uziti jednotlivych typt reSeni jsou dany hodnotou
P, viz. vyse. Po provedeni vypoc¢tu zname jeho hodnoty v daném inter-
valu pomérné dobfe. I bez numerického vypoctu mizeme provést néasledujici
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avahu. Plati
>0
=
dpP Ako; (Ts — 3Tp)
dTy B Bi(T +T0)5 '
—_——

>0

Derivace je kladné pro Ty € <O, %), pro Ty = % je nulova a pro Ty > %

je zaporna. Pro Ty = % je P maximalni. Predpokladejme, ze Ty = % se
nabyva v horni vrstvé. Predpokladame-li dale, ze teplota roste ve spodni
vrstvé zhruba monoténné a jeji zména neni piilis velka, pak se maximalni P

ve spodni vrstvé nabyva zhruba na rozhrani a minimélni na spodni plose

. ATO) 4T 4 4
e Ba(Ts +To(0))* — BT0(0)*  BoTp(0)3  Bo ’
P B 4 ~ 2.94 - 3

BT +1 B B

Je-li Ty = 0.08, dostavame pro jednotlivé typy feseni podminky
1. Fononové: 35 < 0.3
2. Radiac¢ni: (B, > 40
3. Fononové s radiacni perturbaci: 5y < 0.6

4. Radia¢ni s fononovou perturbaci: Gy > 20

3.1.3 Vysledky-graficky vystup

Fononové tesent

Vykresleny jsou 2 volby parametri.
1. volba
Pocatecni stav: kg =1, 6, =0, o =0, h=—-0.07, R=10, T, = 0.08.
Na jednotlivych obrazcich se méni:
Obr. 3.1: kgy = 1 az 5 s krokem 1.
Obr. 3.2: h = —0.07 az -0.15 s krokem -0.02, nastaveno ky; = 3
Obr. 3.3: R =0 az 4 s krokem 1.
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Parametry:k01=1 az 5 s krokem 1, B1=0, ﬁ2=0, h=-0.07, R=0, TS=O.08
T

1 T T T T T T T T

Souradnice
o
&
T
1

0.4 \ -
N
03 4
0.2 -
01 N i
1 L L 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9
Teplota

Obrazek 3.1: Fononové feSeni, 1. volba pocate¢nich parametrt, méni se kg;

Parametry:h=-0.07 az -0.15 s krokem -0.02, k01=3, B1=O, [32=0, R=0, Ts=0.08

1 T T T T T

—-0.07
-0.09
L —-011] 4
08 -0.13
— -0.15]
08 B
0.7 =
06 -

Souradnice
o
&
T
!

1 ! L 1 1 ! L 1 1

05
Teplota

Obrazek 3.2: Fononové feSeni, 1. volba pocatecnich parametrt, méni se h
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Parametry:R=0 az 4 s krokem 1, k01=1, B1=0, [32=0, h=-0.07, TS=O.08

1 T T T T T

Souradnice
o
&
T
1

0.4 \\ -
L
&
Y
03 \
\
\
Y

0.2
0.1 B

1 1 L L

0 02 04 06 08 1
Teplota

Obrazek 3.3: Fononové reSeni, 1. volba pocateénich parametrt, méni se R

Parametry:k01=3 az 7 s krokem 1, Bw=0'1' [32=041, h=-0.07, R=2, TS=0.08

1 T T

Souradnice
o
&
T
1

0.4 g
03 g
N\
02 \ g
\
\
011 N i
1 1 L 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 06 07 08 0.9 1

05
Teplota

Obrazek 3.4: Fononové feSeni, 2. volba pocatecnich parametrt, méni se kg;
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Parametry:h=-0.07 az -0.15 s krokem -0.02, k01=3, B1=0.1, ﬁ2=041, R=2, TS=O.08
T T

1 T T T T T T T

— -0.07
-0.09
09 —-0.11] |
-0.13
— -0.15]
0.8 4
0.7 =

Souradnice
o
&
T
1

0.4 N -
\\
N\
N
R
03 N 4
02h N\ -
N
\
\
3
0.1 -
1 L L 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1
Teplota

Obrazek 3.5: Fononové feSeni, 2. volba pocatecnich parametrii, méni se h

Parametry:R=2 az 6 s krokem 1, ko1=3' [31=041, B2=0.1, h=-0.07, Ts=0.08

1 T T T T T

—2
3

- =y
0.9 5
—6

Souradnice
o
&
T
1

0.4 -
%
0.3 \ -
%
.

0.2 -
01 -
1 1 L 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 0.4 06 07 08 0.9 1

05
Teplota

Obrazek 3.6: Fononové feSeni, 2. volba pocate¢nich parametrt, méni se R
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2.volba
Pocatecni stav: kg; = 3, 6, = 0.1, B =0.1, h = —-0.07, R =2, T, = 0.08.
Na jednotlivych obrazcich se méni:
Obr. 3.4: kgy = 3 az 7 s krokem 1.
Obr. 3.5: h = —0.07 az -0.15 s krokem -0.02.
Obr. 3.6: R =2 az 6 s krokem 1.

1. volba parametri slouzi zafoven k jisté kontrole chodu programu, ne-
bot zvolenou situaci je mozno Fesit i analyticky. Napf. na obr. 3.3 je zaji-
mavé, ze teplota pro R = 4 (i R = 3) nedosahuje svého maxima na dolni
plose, ale zhruba pro z = 0.25. Provedeme-li analyzu rovnic z odstavce 3.1.1,
dostavame, po prepoc¢tu na jiné umisténi soufadného systému, extrém pro
z = % — %. Dosadime-li R = 4, vychazi z = 0.25, coz se plné shoduje s na-
sim pozorovanim. Obrazek 3.1 rovnéz neni nepochopitelny. Z (3.6) vime, ze
pribéh teploty v jednotlivych vrstvéach je dan linearni zavislosti. Dle (3.10)
plati A = C, je-li kgy > koo, je k% < % Neboli smérnice zéavislosti tep-
loty na souradnici v prvni vrstvé je v absolutni hodnoté mensi nez ve vrstvé
druhé. Poznamenejme, Ze v p¥ipadé obrazku 3.2 bylo tfeba vnést do poca-
te¢niho stavu néjakou nerovnovahu. Pocatecni stav totiz reprezentuje pouze
1 vrstvu, tudiz zmény h by se nijak neprojevily.

2. volba parametri je na feSeni slozitéjsi. R # 0, ale hlavné 3, # 0,
B2 # 0. Na druhou stranu, citlivost na parametry (31, F2 neni velka, jak je
mj. vidét, vykreslime-li si piislusné zavislosti pro 1. volbus g =0 az 0.2 s
krokem 0.05 resp. B2 = 0 az 0.2 s krokem 0.05 a pro 2. volbu s 3 = 0.1 az
0.3 s krokem 0.05 resp. F2 = 0.1 az 0.26 s krokem 0.04. VSimnéme si dale,
ze obrazky 3.1 a 3.4 jsou si dosti podobné. Rozdily jsou vidét, budeme-li
srovnavat kiivky se stejnymi hodnotami kg;. Napf. na rozhrani je v pripadé

2. volby parametrii teplota vetsi.
Fononové resent s radiacni perturbact

Vyftesime-li ilohu ur¢enou 2. volbou parametrii pro fononové feseni, nedosta-
vame prilis odlisné zavislosti. Napt. ve srovnani s obrazkem 3.4 by teploty ve
spodni ¢asti byly o mélo vyssi, kiivky srovnavané vici obrazku 3.6 se zdaji
blize u sebe.

Radiacni reSent

Vykresleny jsou opét 2 volby parametrii.
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Parametry:km=1 az 5s krokem 1, B1=0.1, [52=40, h=-0.07, R=1, TS=O.08
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Obrazek 3.7: Radia¢ni feSeni, 1. volba pocate¢nich parametri, méni se ko1

Parametry:h=-0.07 az -0.15 s krokem -0.02, k01=1, B1=0.1, B2=40, R=1, Ts=0408
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Obrazek 3.8: Radia¢ni feSeni, 1. volba poCate¢nich parametrii, méni se h
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Parametry:R=1 az 5 s krokem 1, km=1, ﬁ1=0.1, ﬁ2=40, h=-0.07, TS=0.08
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Obrazek 3.9: Radia¢ni feSeni, 1. volba pocate¢nich parametri, méni se R

Parametry:k01=80 az 160 s krokem 20, B1=2, |32=40, h=-0.07, R=20, Ts=0.08
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Obrazek 3.10: Radia¢ni feSeni, 2. volba pocatecnich parametrii, méni se kg1
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Parametry:km=80 az 40 s krokem -10, [i1=2, B2=40, h=-0.07, R=20, TS=0.08
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Obrazek 3.11: Radia¢ni feSeni, 2. volba pocatecnich parametri, méni se kg1

Parametry:h=-0.07 az -0.11 s krokem -0.01, k01=80, |31=2, [32=40, R=20, Ts=0.08
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Obrazek 3.12: Radia¢ni feSeni, 2. volba poc¢atecnich parametri, méni se h
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Parametry:h=-0.07 az -0.03 s krokem 0.01, k01=80, [31=2, B2=40, R=20, TS=0,08
T
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Obrazek 3.13: Radia¢ni feSeni, 2. volba pocatecnich parametri, méni se h

Parametry:R=20 az 120 s krokem 25, ko1=80, B1=2, Bz=40, h=-0.07, Ts=0.08
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Obrazek 3.14: Radia¢ni feSeni, 2. volba pocatecnich parametri, méni se R
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1.volba
Pocatecni stav: kg; =1, 6, = 0.1, B =40, h = —0.07, R=1, T, = 0.08.
Na jednotlivych obrazcich se méni:
Obr. 3.7: kgy = 1 az 5 s krokem 1
Obr. 3.8: h = —0.07 az -0.15 s krokem -0.02.
Obr. 3.9: R =1 az 5 s krokem 1.

2. volba
Pocatecni stav: ko1 = 80, 1 = 2, B =40, h = —0.07, R = 20, T, = 0.08.
Na jednotlivych obrazcich se méni:
Obr. 3.10: kg1 = 80 az 160 s krokem 20.
Obr. 3.11: kg; = 80 az 40 s krokem -10.
Obr. 3.12: h = —0.07 az -0.11 s krokem -0.01.
Obr. 3.13: h = —0.07 az -0.03 s krokem 0.01.
Obr. 3.14: R = 20 az 120 s krokem 25.

Obé volby parametriu jsou zfejmé fyzikalné nerealné, slouzi predevsim
jako citlivostni studie.

Pro 1. volbu je charakteritickd prakticky konstantni teplota ve spodni
vrstve.

Zavislosti na obrazcich 3.10 a 3.12 by nemusely spliiovat pozadavky uva-
zované aproximace, nebot P v dolni vrstvé nabyva na vice mistech hodnot
pres 0.1 (az 0.15 resp. az 0.12). Proto jsou pfilozeny i obrazky 3.11, 3.13.

Radiacni Teseni s fononovou perturbaci

Vykreslena je pouze jedna volba parametri, jez je identicka s 2. volbou pro
radia¢ni feSeni. Cilem je srovnani vysledki.

Pocatecni stav: ko1 = 80, 1 = 2, B =40, h = —0.07, R = 20, T, = 0.08.
Na jednotlivych obrazcich se méni:

Obr. 3.15: kg3 = 80 az 160 s krokem 20.

Obr. 3.16: By = 40 az 60 s krokem 5.

Obr. 3.17: h = —0.07 az -0.11 s krokem -0.01.

Obr. 3.18: R = 20 az 36 s krokem 4.

Srovnejme obrazky 3.10 a 3.15. Obrazek 3.15 vyjadiujici perturbované
feSeni ma teploty v globélu nizsi. Ke stejnému zavéru dospéjeme srovnanim

obrazkua 3.12 a 3.17.
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Parametry:ko1=80 az 160 s krokem 20, [31=2, B2=40, h=-0.07, R=20, TS=0.08
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Obrazek 3.15: Radia¢ni feSeni s fononovou perturbaci, méni se kg1

Parametry:ﬁ2=40 az 60 s krokem 5, ko1=80, B1=2, h=-0.07, R=20, TS=0.08
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Obrazek 3.16: Radia¢ni feSeni s fononovou perturbaci, méni se G
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Parametry:h=-0.07 az -0.11 s krokem -0.01, k01=80, B1=2, ﬁ2=40, R=20, TS=O.08
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Obrazek 3.17: Radia¢ni feSeni s fononovou pert

Parametry:R=20 az 36 s krokem 4, k01=80, B1=2, [32=40, h=-0.

urbaci, méni se h

07,T,=0.08
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Obrazek 3.18: Radiac¢ni feSeni s fononovou perturbaci, méni se R
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3.2 Prtevod rovnic do spektralni oblasti

Uvazujme néasledujici Fourierovu transformaci (F.T.)

f(X,z)_;ﬂ/ [ 1. 2) exp(~i% - pydry (3.12)

3.2.1 Stokestiv problém

Regenim Stokesova problému se nyni pokusime nalézt rovnici pro W. Stoke-
stv problém po pouziti F.T (3.12)

z’X-?H—Z = 0, (3.13)
o - 0%
. 23 o
Tl b OPW -
5. +17 (—/\ W+ 5.2 ) = —Raa(2)0 . (3.15)
Kde A2 = X- X. Rovnici (3.14) nynf vynésobime i\ a za iX - @ dosadime z
(3.13), tedy
- 1 0%\ oW
M=n(-1+—-2 )20 1
1 < - A2 37;2) 0z (3.16)

Dosazeni (3.16) do (3.15) dava finalni rovnici

4 2 . 2 2 N
(;;_QSZQJFAQ)W:(i;ﬁ_A) W:Rao‘;z)@. (3.17)

Vertikalni a horizontalni slozky trakce

_ oW 1 9%\ oW
T, = —II+2n——= _—
? + e 0z " (3 A2 822>
— = — 2717
Ty = n @jti)\W = iA-Ty =—n 8W+>\2W ,
0z 022

vertikalni a horizontalni slozky rychlosti

—

W, X = (3.18)



Okrajové podminky pro horni a spodni plochu maji proto tvar

__ O*W
W=0, 522 =0. (3.19)
Podminky na rozhrani jsou
_ 7+
W]t =0, [aaw =0,

3.2.2 RPT
Pokud je profil Ty profilem kondukénim, tj.

d dTy

dostéavame po pouziti F.T. a uvaZzeni ¢asové zavislosti © ~ exp(st)

- ~ 0 00 T, —
2 0
=— — —|—-|—=—+D T, + T,
sO k(2)A\*© + % (k‘(z) 82) <8z + Da(z) (Ts + 0(2))) w
a okrajové podminky na horni, spodni plose
0=0. (3.21)
Podminky na rozhrani jsou
~o+
. 00
tT= E—| =0. 22
el =0, 5] - (322

Dohromady dostavame vlastni problém a je tfeba ur¢it sadu moznych s.

3.3 ReSeni pro vrstvu s konstantni tepelnou
roztaznosti, fononovym T} , k(z) = 1+ 6(Ts+
Tv)? a ©, W ve tvaru fad

Zabyvejme se nejprve stabilitou pouze jedné vrstvy. Situaci zobecnime v
sekei 3.4.
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3.3.1 Reseni s nulovou disipaci

Ozna¢me tepelnou roztaznost a(z) = a = konst.

Stokestiv problém

Resme nejprve Stokesiv problém, jehoz tvar ve spektralni oblasti je dén
rovnici (3.17). Po dosazeni ©, W ve tvaru nekone¢né mocninné rady

0= > ap", (3.23)
n=0
W =Y b,2", (3.24)
dostavame rci
1 o oo n 9
)\—Z n(n—1)(n—2)(n —3)b,2" " =23 n(n — 1)b,2"*+
4 2
A2 b2 = Ra% > a2 (3.25)
0 "o

Po prerovnani indexovani a srovnani koeficientii u piislusnych mocnin, vy-
chazi vztah

)\12(n+4)(n+3)(n+2)(n—|— Dbt — 200+ 2)(n + Dbpys + A2, = Ra™ “a, .
(3.26)
Neboli
bsa = N [K fo(n)an + fi(n)bnsz — X fa(n)bn] (3.27)
kde N ]
A = s S
B 1 N 1
Ja(n) = (n+4)(n+3)(n+2)(n+1)  nt’
K = Ra2 .
n

50



Bez tjmy na obecnosti lze zvolit soufadnici dolni plochy z = 0, horni
z = 1. Hrani¢éni podminky dané rovnicemi (3.19) nabyvaji tvaru:
Pro dolni plochu z = 0

bo = 0 5 (3.28)
by = 0. (3.29)

Pro horni plochu z = 1 (s uzitim pfedchozich podminek (3.28), (3.29))
Shy=b+Y b, = 0, (330
n=0 n=3

S bpa(n 4 D(n+1) =3 bua(n+2)n+1) = 0.  (3.31)

n=0 n=1

Rovnice (3.27) nam umoznuje jednoznacné vypocitat koeficienty {b,}>°,
zname-li koeficienty {a,}22.

1. Sudé koeficienty: Vztah (3.27) je rekurentni vzorec, ktery dava hodnoty
by, bg, bg atd. Uvédomme si, Ze je-li posloupnost koeficientu a,, kone¢na,
muze byt posloupnost koeficientt b, nekone¢na. Nicméné |b,| — 0 s
rostoucim n.

2. Liché koeficienty: Predpis (3.27) budeme opét pouzivat jako reku-
rentni vzorec, k ¢emuz vSak potfebujeme "pocatecni" hodnoty by, bs.
Ozna¢me
b Fegeni (3.27) pro by =0 a b3 =0,
bl0 f¥egeni (3.27) pro by =1 a bz = 0 pro a,=0 ,

2! Feseni (3.27) pro by =0 a by = 1 pro a,—0 .

Po té co ziskdme jednotlivé ¢leny téchto posloupnosti pomoci rekurent-
niho vzorce, miizeme libovolnou posloupnost b, napsat ve tvaru

by, = b + aby’ + 8o + b2

kde b2 znaci posloupnost sudych koeficientu (n sudé, potom bf=b,,
jinak b2 = 0). Koeficienty «, [ pak uré¢ime tim, Ze b, dosadime do
(3.30), (3.31) a dostaneme soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé «, 3

a%:b;0+ﬁ§():bgl == () . (332

0
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0SB, (n 4 2)(n + 1) +ﬁ§:b9f+2(n+2)(n+ )=
0

=—§: (b0 + 0L (n+2)(n+1).  (3.33)
Ozna¢me
Sio= D0 =0"+3b,
0 5
&:zzw:@+zw,

0
00

Sy = an+2n+2 (n+1) an+2n+2 (n+1),
Sy = Y Wla(n+2)(n+1),
0

Pl — Z bOO st +Zb00,

0

Py = 3 (bys+is)(n+2)(n+1) =
0
= an+2n+2 (n+1) +an+2n+2)(n+1),

kde druhé rovnosti pro Py, P jsou odvozeny na zékladé (3.36) plynouci
z podminky na rozhrani pro RPT-viz. dale. Nyni mizeme soustavu
(3.32), (3.33) prepsat do tvaru

aSi+ 8BS, = —Pp,
OZS3+BS4 = _P2 .
7 ¢ehoz jednoduse vidime, Ze FeSeni nabyvé tvaru
PS; — P,Ss
YT S5 -85
PS, — Py S3
b= 55 —58

Vidime, ze Stokestuv problém lze vyfesit analyticky uzitim rekurentni for-
mule (3.27) a vhodného rozpisu fad. Pfejdéme nyni k feseni RPT.
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Rowvnice prenosu tepla

Je-li navic disipa¢ni ¢islo D rovno nule, a méme-li vyfesen kondukéni pro-
blém, nabyvé linearizované rovnice prenosu tepla ve spektralni oblasti né-
sledujiciho tvaru

. 0 00 0Ty —~
_ 2 v YY) Y0
sO = —k(2)\ @+8z (k(z)az> 8zW

Resp. po dosazeni k = 1 + 3 (Ts + Tp)?, kde 8= AT) , pricemz v dalSim
textu vynechavam vinkovani, nevznikne-li nebezpe(n %o se symboly spletou

- , 0T, a@ 5,070 0Ty —
= —(14+8(T,+Tp)*)\*6 TATY) = ——+(1+B(Te+T)?) = ———
Uvazme nyni fononové reseni, tj. Ty = —52 +Az+ B = Cl 22+ Cyz + B.

Pak plati: % = —Rz+ A= Cz+ Cy. Koeficienty R, A, B resp. C1, Cy, B
znédme z kondukéniho feSeni. Dale oznac¢me

1+ 3(Ts + To)® ZFZ

LTy &
36(T, +Tp) J Z

kde koeficienty F,,, G, jsou opét dany feSenim kondukéntho problému a
rovnaji se

Fo = 1+B(B+T,)°

F, = 3AB(B+T,)?

F, =0 (3A2B — 2B2R +3A*T, — 3BRT, — ‘;’RT3> =
3
= —3B(B+T)[-2A4° + R(B+T,)]
Fy = AB[A®—3R(B+T.)

F, = iﬁR[—2A2 + R(B +Ty)]

F, = iAﬁR2

Fo = —30()
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Gy = 3AB(B+T,)?

G, = 6A°BB—3B’BR+6A*3T, — 6BBRT, — 3BRI? =
= —3B(B+1Ts)[—2A° + R(B +T,)]

Gy = 3AB[A* —3R(B+T,)|

Gs = 3BR[-2A®+ R(B+T,)]

1

Gy = fAﬁRQ
3

G5 - _ZﬁRg

Dosadime-li zéavislosti ©, W ve tvaru (3.23), (3.24), dostavame po pii-
sluSném preznaceni sumacnich indext rovnici prenosu tepla ve tvaru

o) 6 e} 5 00
s Z ajzj = — (Z Fizi> A2 Z ajzj + Z G 7t Z aj1(j + 1)27 4
=0 i=0 =0 i=0 3=0

ZFZ Zaﬁggm (j+1)z Zcz szﬂ. (3.34)

=0 7=0

Specialné, miuzeme-li funkce @, W zapsat ve tvaru polynomi k-tého a [-tého
stupné

k 6 5 k-1
sZajzj:—/\2ZZFa] 24NN Giaga (G + 1)+
=0 i=0 j=0 i=0 j=0
6 k-2
+Y > Fiaja(j+2)(j + 1)z ZZCbz : (3.35)
i=0 j=0 1=0 j=0

Hrani¢ni podminky dané rovnici (3.21):
Pro dolni plochu z =0
a =0 (3.36)

Pro horni plochu z = 1 (s uzitim pfedchozi podminky (3.36))

k k
Y a,=> a,=0. (3.37)
n=0 n=1
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Z rovnosti (3.36) v kombinaci s rekurentnim vzorcem (3.27) a podminkami
(3.28), (3.29) plyne
by =0. (3.38)

Ve vztahu (3.35) sice figuruji koeficienty {b,}!_,, ty viak lze, dle vyse
uvedeného, vyjadiit pomoci koeficientt {a,}*_,. Aby vztah (3.35) platil v
kazdém bodé, musime zajistit vynulovani koeficientii u vSech mocnin z. Do-
staneme tak soustavu rovnic pro {a,}*_,, resp. {a,}5_,, nebot ag = 0.

Zajiméame-li se o zacatek konvekce, resp. o podminky jejiho nasténi, je
pro nas dulezity parametr s. Z dil¢ich rovnic vzniklych z linearizované rov-
nice prenosu tepla nas proto budou zajimat pouze ty, které obsahuji s. Bi-
lancujme nyni pocet rovnic a pocet neznamych v nasi tloze: Necht 6] je
polynom k-tého stupné. Z rovnice (3.36) vidime, Ze je popsan k neznamymi.
Vime, Ze koeficienty {b,}!_, ur¢ime jednoznaéné z koeficientt {a,}_,. Je-
dinou dalsi neznamou je tedy s. Vyjadiime-li z rovnice (3.37) koeficient ay
pomoci koeficientu ay az ay_1 zjistime, Ze soustava (3.35) predstavuje vlastni
problém, kde roli vlastniho ¢isla hraje s, vlastni vektor v mé k — 1 slozek
v, = a, pron = 1 az k—1 a matice vlastniho problému je déna pravou stra-
nou (3.35), kde jsme byli nuceni vyfadit posledni rovnici ze soustavy (3.35),
jez obsahovala s. Neznamé s je tedy v podstaté parametr, ktery tika, kdy
existuje nenulovy vlastni vektor. Soustava (3.35) se nam témito tvahami
prevede na

k—1 6 k—1 5 k—1
S Z ajzj =\ Z Z Eaj2i+j + Z Z Giaj1(j + 1)z +
j=1 i=0 j=1 i=0 j=0
6 k—2
+Y > Fiaja(j+2)(j + 1) ZZObz : (3.39)
1=0 57=0 =0 j=1

kde posledni sumace je pro j # 2, j # 4. Resp.
sa; = N (Fpar) + (2Goay + Giay) +
+(2F1a3) + (Cby + Dby)
Sy = )\2<F06L2 + Flal) + (2G1(12 + Ggal) +
+(2F2a2) + (Cb1>

Podle [3], vyskytne-li se pro néjaké \ vlastni ¢islo s kladnou realnou ¢asti,
konvekce mize (lokalng) zacit.
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3.3.2 Popis programu (skriptu) v prostfedi MATLAB
(Octave)

Vime, jak formulovat rovnice fesici danou tlohu. V piipadé vysokého stupné
polynomu O, W by v8ak formulace mohla byt velmi zdlouhava. Proto jsme
tento proces zautomatizovali napsdnim programu P.m.

Idea:

Program probéhne A, v intervalu (Lmin, Lmax) s krokem Lkrok, 22

v inter-

valu (Kmin, Kmax) s krokem Kkrok. Pro kazdou konfiguraci spo¢ita vlastni
¢isla s. Vyskytne-li se vlastni ¢islo s, s kladnou hodnotou reédlné ¢asti, kon-
vekee se miize (lokalné) rozbéhnout (viz. zminovany studijni text nebo uvazo-
vany tvar © v paragrafu "Rovnice pfenosu tepla": © ~ exp(st) . V opacném
piipadé (v8echna s jsou zaporné) je konvekce utlumena.

Vstup:

sta.....stupeil polynomu © (v textu k)
stb.....stupeit polynomu W (v textu 1)
Kmin.....minimélni hodnota % (Pro jednu vrstvu je ekvivalentni s Ra)
Kmax.....maximalni hodnota %

Kkrok.....krok v hodnoté %
Lmin.....minimalni A

Lmax.....maximalni \
Lkrok....krok v \

Vystup:
Hlaseni: Konvekce muze zacit/ Konvekce je utlumena

Prabéh vypoctu:
Program se da rozdélit na 2 ¢asti:

1. Vypocet matice B: V fadcich matice B budou zapsany koeficienty b,
pomoci a,, tj.: b = B - d, kde @ resp. b je vektor slozeny z ag, aq,...,ax
resp. z by, by,..., ;.

2. Vypocet matice M: Matice M je finalni matice, o jejiz vlastni ¢isla se
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zajimame. Splhuje totiz: s-d = M - a.

Vypocet matic B, M byl popsan vyse. Ve zkratce: Spocteme b2, b0, 01 520,
z okrajovych podminek uréime «, ( a tudiz b, resp. matici B. Matici M
vytvoiime srovnanim koeficienti u jednotlivych mocnin z ve vztahu (3.39)

za uziti matice B.

3.3.3 Testovaci priklad

K ovéteni funkénosti programu fesme tlohu pro k£ = 1 (5:0), bez vnitiniho
zahiivani. Z (3] str. 36 vime, Ze uloha ma analytické FeSeni a vlastni ¢isla
nabyvaji hodnot

A Ra

B = =) +

(3.40)

kde n € {1,2,3...}.

Reseni kondukéniho problému mé v tomto ptipadé tvar (viz. (3.11))

T
TO_1—z:»@——1.
0z
A proto
C(0 = _17
FO = 1

Ostatni koeficienty F;, G;, C; jsou nulové. Tim dojde k nésledujicimu zjed-
noduseni RPT (3.39)

k—1
SZCLjZJ_—/\QFoza]ZJ—I—FOzCL]+Qj+2)(]+1 COZb 20
=1

j=1 7=0
Resp.
k-1 k-1 k—2
sy a2t = =N a;2 + > a0 +2)(i+1) zJ+Zb 20
=1 j=1 7=0 7j=1

kde posledni sumace v poslednich dvou rovnicich je opét pro j # 2, j # 4.
Po spusténi program P.m poZzadované spektrum nespocital. Abych se
presvédcil o jeho spravném naprogramovani, napsal jsem ho jesté jednou ve
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zjednodusené verzi nazvané P__test.m. Vysledky opét neodpovidaly. Rozhodl
jsem se proto ovérit alespon Stokesovu tlohu. Je-li © = sin (72) je (z rovnice

(3.17)) W = % sin (7z). Rozlozme © a W do fady. Uzijeme-li vzorce

b=DB-d (viz. sekce 3.3.2), dostaneme koeficienty b, které porovname se
spravnymi. V tomto pfipadé dopadlo vSe dobie. Jsou-li oba rozvoje do stupné
10, je maximalni rozdil asi 0,35 pro oba rozvoje do stupné 100 je maximalni
rozdil jen asi 1,4-10714. Zda se, Ze matice B reprezentujici feSeni Stokesova
problému je spravné. Na druhou stranu ne vSechna nalezena vlastni cisla
jsou Spatné. Pro A = Z= existuji vlastni ¢isla pro n suda, ktera odpovidaji
dokonce velice dobte viz. tabulka 3.2.

Nalezena Spravna n
-42,76829  -42.76829 2
-162,72613 -162,72612 4
-360,20119 -360,21556 6
-360,22993
-636,26407 -636,b8148 8
-636,90090

Tabulka 3.2: Nalezena vlastni ¢isla a odpovidajici spravné hodnoty

3.3.4 Reseni s nenulovou disipaci

Neni-li disipac¢ni ¢islo D = 0, projevi se tato zména pouze v RPT. Vznikne
novy ¢len na pravé strané rce (3.39)

2 1
Z Z HiijH_j s
1=0 j=0

kde

Da(Ts + Ty(2)) = 22: H,2" .

n=0

3.4 Zobecnéni pro 2 vrstvy

Analogicky, ale méné nazorné, muzeme postupovat i pro dvé, na sobé polo-
zené, nekonecné vrstvy s konstantni viskozitou. Drzme se geometrie zavedené
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v uvodu této kapitoly.
V horni vrstvé plati

. o0
_ n
@—E a,z"

n=0

_ o0
W = Z b, 2" .
n=0
V dolni vrstvé plati
o0
O = Z 2",
n=0

W = Z d,z" .
n=0

Stokestiv problém

V kazdé vrstvé dostaneme analogii (3.27)

bn+4 = >‘2 {Kf2(n>an + fl(n>bn+2 - >\2f2(n)bn] )

dnya = N [K fo(n)en + fr(n)dnia — N fa(n)dy] -

Okrajové podminky dané (3.19)
Pro horni plochu z = H

S b, H”
0
> bnpia(n+2)(n+ 1)H"
0
Pro dolni plochu z = h
> d,h"
0

i dpi2(n+2)(n+ 1)A"
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(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Podminky na rozhrani z = 0 dané (3.20)

by = do, (3.51)
bl - d1 5 (352)
1 1
m <3b1 - ﬁGbg) = 772(3d1 — ﬁ6d3) s (353)
771(2b2 + )\Qb()) - 7’]1(2d2 + )\Qdo) . (354)

Protoze nedostaneme ani v jedné vrstvé konkrétni hodnoty nékolika prv-
nich koeficientt jako v pifpadé jediné vrstvy? (viz. (3.28), (3.29)), aplikujeme
analogicky postup jako pro jednu vrstvu pii vypoctu lichych koeficientii.
Rozdélime ¢leny b, na b,=bs 0. Cleny b jsou nenulové pro suda n, bl, pro
licha. Oznac¢me
b9 feSeni (3.45) prob; =0abs3 =0,
1Y feSeni (3.45) pro by = 1 a bz = 0 pro a,=0 ,
b9 fegeni (3.45) pro by = 0 a bz = 1 pro a,=0 .

b:% feSeni (3.45) probp=0a by, =0,

bel0 Fesent (3.45) pro by =1 a by = 0 pro a,=0,

b0 Fegent (3.45) pro by = 0 a by = 1 pro a,=0 .

Po té co ziskdme jednotlivé ¢leny téchto posloupnosti pomoci rekurentniho
vzorce, muzeme libovolnou posloupnost b, napsat ve tvaru

b = ab3!® + B3+ 03 + apbl)” + Bb 4+ b)) (3.55)
Stejné si budeme poc¢inat i ve druhé vrstvé
dy = 75y + O3y + i + " + oy + ) (3.56)

Hledame 8 koeficientu oy, Gs, oy, B, Vs, 0s, Vi, 0;, mame pro né 8 rovnic
(3.47) az (3.54). Po piislusném dosazeni dostaneme linearni soustavu rovnic
pro tyto koeficienty.

Py = a5+ B:5 + Sz + 55y,
Py = ;S5 + BsS6 + auSt + 51Ss
Py = 7,59 + 05510 + 71511 + 01512
Py = 7,513+ 0514 + 515 + 01516

4Museli bychom soufadny systém umistit tak, aby nula byla v jedné z ploch. Pak

vvvvvv
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= QbS04 BB+ bl 4 B —
_,stglo _ 5sd801 _ ,yldélo _ 5ldém ’
= b0 + 5050 + b0 BBt —
10§50 g0 5ot
asS17 + BsS18 + uSig + 31520 + VsS21 + 05522 + 1S3 + 01524
Qs S95 + BsSa6 + Sz + B1S28 + VsS29 + 05530 + V1531 + 01532

Syo= Y bOH",

52 — ZbSOIHn,

Se = beffz(n%—Q)(n—i-l)H”,

o0

St = D bbb +2)(n+ )H"
0

Sy = be?ignm Y(n+1)H™,

P = —bePOH“—beOH”,
0 0
P, = beﬂ?znnLQ (n+1)H" => 0%, (n+2)(n+1)H"
0

Sg — Zdilohn7
0

SlO — del()lh’n?

0
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Sl2

S13

St

S16

io: dlthn
Z OIhn

0

S st (n + 2)(n + DA

0
00

S a2y (n+ 2)(n + A"

0

de}ﬂz n+2)(n+ 1)h"

deiﬁg n+2)(n+1)h"

o0

_ Z d;sLOOhn .

0

dejfz n+2)(n+ 1)h" —
_bSOO . béOO + dSOO + déOO ’
_bSOO blOO + dsOO + dl100 ’

(3b510 _ 76b810

e}

0

)\2

)

bsOl o 6b501>

(e
(3020 = o) |
n

3bl01 o 6b101>

(3d510 o 6d510>

)

)\2

Sds()l . 76d801

Z di?ohn 7
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P7 = - <3(bi00+bl100) _/\16(b500+bl00)> +
+1s (3(di900 +d1100) P6(d500 +leO)) 7

Sps = m (265 + N2'°)

Sos = m (265" + N2B)

Sy = m (leglo+>\2bélo) :

Sos = mu (26" + N2

Sa = —mo (203" + N"°)

S30 =~ <2d801—|—/\2d801>

Sy = —mp (2d5° + N2df°)

Sy = —mp (205" + Ndf")

P, = —n (2 bsoo bloo +)\2(b800+bl00)) +
1z (20657 + 05°) + N2 (di® + di))

Vyfesenim opét dostaneme vyjadient koeficienti {b,} -, pomoci koeficientii

{an}zo:()'

RPT
Okrajové podminky dané (3.21):
Pro horni plochu z = H
W= i by H" . (3.57)
n=0
Pro dolni plochu z = h
W = fj doh" . (3.58)
n=0

V pripadé konecnych rozvoji opét dostdvame v kazdé vrstvé maticovy
problém. Nebudeme uvazovat rce, kde se nevyskytuji vlastni ¢isla s;,¢ €

63



{1,2} a rovnice sjar = ..., S2¢;y = ..., kde k, m je stupenr polynomu © v
prvni resp. druhé vrstve.

Obdobné bychom mohli postupovat i v pfipadé vice vrstev. Regeni by
vSak bylo po strance formulace ptislusnych rovnic komplikované.
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Kapitola 4
Zavér

Seznamili jsme se se zékladnimi rovnicemi, jez popisuji plastovou konvekeci.
Systém téchto rovnic jsme poté pouzili k analyze stability vrstvy v rozsifené
Boussinesqové aproximaci, kde viak k(z) = ko + 8(Ts + Tp)?, nikoliv pouze
k(z) = ko = konst.. Resili jsme kondukéni rovnici ve étyfech riznych apro-
ximacich, jez jsme oznacili za TeSeni fononové, radia¢ni, fononové s radia¢ni
perturbaci a radiacni s fononovou perturbaci. Dil¢i rovnice vzniklé z podmi-
nek na hranicich, resp. na rozhrani jsme fesili numericky, nebot analytické
feSeni by bylo mozné jen ve specidlnich zjednodusenych piipadech. Program
fesici uvedenou tlohu je prilozen na CD. Jeho popis lze nalézt v odstavci
3.1.2. Regenf kondukéni rovnice v aproximaci fononového fesent jsme ztotoz-
nili s referenénim stavem, o jehoz stabilitu jsme se zajimali. Provedli jsme
prechod do spektréalni oblasti a teplotni perturbace spolu s vertikalnimi rych-
lostmi jsme uvazovali ve tvaru Taylorovych fad, resp. ve tvaru polynomu.
Ukazalo se, ze systém mechanickych rovnic (Stokesiv problém) a rovnice
termalni (RPT) se ve spektralni oblasti separuje tak, ze vertikalni rychlost
lze urc¢it na zakladé znalosti pertubaci v teploté. Stokestuv problém ve zmi-
nované polynomialni aproximaci je mozno resit pomoci rekurentnich vzorct
odvozenych odstavci 3.3.1. Cela tloha se nakonec da pfevést na maticovy
problém vlastnich ¢isel. Pro ptripad jedné vrstvy jsme vytvorili program P.m,
ktery automatizuje prevod tlohy na vlastni problém a zaroven ji fesi. Pro-
gram je opét prilozen na CD. Jeho popis nalezneme v odstavci 3.3.2.
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Dodatek A
Obsah prilozeného CD

A.1 Adresar Kondukce

Obsahuje 4 slozky: fon, fon-rad, rad, rad-fon. Kazda odpovida jednomu typu
feSeni kondukéniho problému, tj. feseni fononovému, fononovému s radia¢ni
perturbaci, radia¢nimu a radiacnimu s fononovou perturbaci. V kazdé slozce
je Tidici program pl.m, resp. p2.m atd. Soubory zacinajici pismeny ps, ob-
sahuji prislusnou soustavu rovnic. Zapis je tvaru F (%) = 0 kde vektorem
Z je chapan vektor neznamych A, B, C, D. Soustavu rovnic tvoii 4 rovnice,
proto mé vektorova funkce F ¢tyti slozky. Ostatni soubory jako napft. fon.m,
rad.m obsahuji pfepsané zavislosti (3.6) az (3.9).

A.2 Adresar Konvekce

Obsahuje program P.m a jeho zjednoduSenou variantu pouzitou pii testovani
P test.m. Funkce fakt.m pocita faktorial pfirozeného disla.

A.3 Adresar Obrazky

Obsahuje obrazky ze sekce 3.1.3 véetné nékolika dalsich, které vyjadiuji sla-
bou zavislost zkoumaného parametru a nebyly proto zahrnuty do textu.
Obsazeny jsou rovnéz soubory s teplotami a podminkami.
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