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Abstract: In the presented work we develop and apply a new method for computing free
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spherical harmonic expansions we transform these equations into a system of four second-
order ordinary differential equations for radial coefficients of displacement and incremental
potential expansions. By discretization in the radial direction we get a matrix eigenvalue
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Kapitola 1

Uvod

Tématem predkladané prace je vysokofrekvencni dynamika velkych téles, presnéji
modelovani vlastnich kmitu a slapu ti planet a tif mésicu Slune¢ni soustavy. V zajmu
zjednoduseni vétné stavby budeme pro tyto planety a mésice nadéle pouzivat souhrn-
ny nazev téleso, pripadné model. V praci se omezime na modely sféricky symetrické,
nerotujici, elastické a izotropni, tedy na aproximaci SNREI.

Vlastnimi kmity nebo volnymi oscilacemi oznac¢ujeme pohyb nasledkem procestu
uvolnujicich do systému takové mnozstvi energie, které vyvola vinéni schopné obihat
celé téleso a tak interferovat. Jde v podstaté o stojaté vinéni s nekoneénym poctem
stupnu volnosti a vlastni kmity jsou pak elementy tohoto vinéni. Energie dostatecné
pro méfitelnost vlastnich kmitu se uvoliiuje béhem velkych zemétteseni (pribuzny
zdroj energie zminujeme v tvodni vété ¢asti 6.3.3) nebo pii impaktech.

Vlastni kmity Zemé byly poprvé spolehlivé nalezeny na zdznamech chilského
zemétieseni v roce 1960. Historie modelovani vlastnich kmitii ovsem sahd az k roku
1829, kdy se S. D. Poisson zabyval radialnimi kmity homogenni koule. Separaci
toroidalni a sféroiddlni ¢asti elastickych kmitu koule provedl H. Lamb v roce 1882.
Roku 1911 spocital A. E. H. Love periody nékolika vlastnich kmitu koule o rozmérech
Zemé a predpovédél i periody kolem jedné hodiny. Prvni realisticky model Zemeé
s radialné zavislou hustotou a seismickymi rychlostmi pocital v roce 1950 H. Takeuchi.
Roku 1972 prisel F. A. Dahlen s teorii pro predpjaty model Zemé.

Program pro vlastni kmity realizujici algoritmus piimé numerické integrace dife-
rencialnich rovnic sestavil F. Gilbert v roce 1966. Podrobné odvozeni potiebnych
rovnic a vypocty vlastnim programem publikoval za zZeleznou oponou Z. Martinec
(Martinec, 1984). Metodu v téze dobé reformuloval J. H. Woodhouse zavedenim mi-
noru a odvozenim vztahu pro po¢et modu a upravy implementoval do Gilbertova pro-
gramu. G. Masters program doplnil o moznost vypoctu Stoneleyovych a IC (inner-
core) médu a pod ndzvem Mineos (Masters et al., 2007) uvolnil zdrojovy kdd.

Hlavnim cilem této prace je ukézat, ze problém vlastnich kmitu lze jednoduse
a prirozené formulovat jako maticovy vlastni problém a obejit tak mnohaleté hledani
kotent charakteristické rovnice. Vedlejsim efektem maticové formulace pro vlastni
kmity je moznost jeji snadné modifikace pro vypocet slapovych Loveovych cisel
modelu SNREI, spoc¢ivajici v feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic. Zlatym
hiebem v nasi praci je predpovéd spekter vlastnich kmitii planet a mésici.



Kapitola 2
Matematicky popis

V nésledujici ¢asti zformulujeme parcialni diferencidlni rovnice a podminky na roz-
hrani popisujici elastické kontinuum za pritomnosti gravitacni sily. Budeme se smazit
popsat celkovou deformaci télesa, tzn. urcit ¢asovy prubéh posunuti a prirustkového
potencialu v celém jeho objemu.
Existuji dva ptistupy popisu deformace kontinua. Lagrangeuv popis je vztazen
k pocatecnimu stavu S v ¢ase t = 0, a Euleruv popis je vztazeny k okamzitému
stavu S’ v case t' > 0. Zavedeme-li oznaceni pro polohovy vektor v klidovém stavu
@ a pro polohovy vektor v deformovaném stavu &’ (stejné tak budeme rozlisovat
i ostatni veli¢iny), je jejich vzdjemny vztah vyjadien pomoci tenzoru deformaénich
gradientu F,
dz’ = Fdz, (2.1)

ktery je definovan
F(x,t) = (Va')". (2.2)

Determinant tenzoru F' souvisi 8 objemovou zménou kontinua pii procesu S — S’,
jak popisuje (Martinec, 2003),
dV’ = Jdv, (2.3)

kde V' (resp. V') je objem materidlu ve stavu S (resp. S’) a kde J jsme oznagcili
Jakobidn této transformace, pro ktery z (2.2) plati

o ory\

Budeme uvazovat téleso v hydrostatické rovnovaze, ktera je ddana rovnici
V1o + pofo =0, (2.5)

kde pg je referencni hustota, fo referen¢ni tihové zrychleni a 19 predpéti dané
Cauchyovym tenzorem napéti.

Pro modely s predpétim Lagrangeuv a Euleruv popis nesplyvaji. Nechceme-li
tedy pocitat s pohybujici se oblasti, nezbyva nez prejit k Lagrangeovu popisu i co
se rovnic tyka.



2.1 Pohybova a Poissonova rovnice
v Lagrangeové tvaru

Vyjdeme z pohybové rovnice vyjadiené v S’, tedy v Eulerové tvaru,
VT tpo(f-a)=0, (2.6)

kde 7 je Cauchyuv tenzor napéti, f objemova sila a a zrychleni castic. Tento vztah
nyni potiebujeme vyjadrit vzhledem k S.

Sila pusobici na elementarni plosku da s normalou n v jednom bodé ve stavu S
se rovna sile pusobici na elementarni plosku da’ s normalou n’ ve stavu S’ v bodeé,
na ktery béhem deformace puvodni bod presel. Abychom toto tvrzeni mohli ma-
tematicky zapsat, potfebujeme tenzor, ktery popise deformaci ve stavu S. Takovy
tenzor se nazyva Piola-Kirchhoffuv tenzor prvniho druhu T a plati pro néj

7-n'dd =T -nda. (2.7)
Uveédomime-li si, Ze pro zménu plochy plati vztah (Martinec, 2003),

ox 1
ox),

daj, = J—-day, (2.8)
muzeme z (2.7) vyjadrit vztah mezi Piola-Kirchhoffovym a Cauchyovym tenzorem
napéti,

() =J""(Va)) T (x). (2.9)
Daéle uvazujeme, ze pocatecni napéti bude mnohem vétsi nez dodatecné napéti
zpusobené deformaci. Jednotlivé veliciny pak muzeme rozepsat na pocatecni a pii-
rustkovou cast, se kterou budeme dale pocitat,

r = x+eu(x,t), (2.10)
T (x,t) = 7o(x)+ecT(x,t), (2.11)
T(x',t) = T1o(x)+eT(x,1), (2.12)
kde € — 0. Dosazenim (2.10) do vztahu (2.4) pro J dostaneme

J =det (6 +eupy) =1+eV-u (2.13)
a pouzitim Taylorova rozvoje v prvnim pfiblizeni i jeho prevracenou hodnotu,
J1=1—-¢eV-u. (2.14)

Nyni muzeme rovnici (2.9) popisujici vztah mezi Cauchyovym a Piola-Kirchhoffovym
tenzorem prepsat pro piirustkové ¢asti obou tenzoru,

T=T+(Vu) 70— (V-u)7. (2.15)

Vlivem deformace télesa pti kmitani dochazi ke zménam gravita¢niho pole, coz
pusobi jako zdroj pro ¢asové proménny piirustek sily ve stavu S’,

f(xt)=fo(x) +ef(xt). (2.16)



Stejné jako ostatni veli¢iny i silu chceme mit vyjadienou ve stavu .S. Pouzitim rovnice
(2.10) a Taylorova rozvoje rozepiSeme prvni ¢len. Druhy ¢len rovnice (2.16) vzhledem
k malé veliciné e, které v ni vystupuje, muzeme v prvnim piiblizeni do stavu S
prepsat rovnou,

f(@' t)=f,(x) +eu-Vf,(x)+eflzt). (2.17)

7 pohybové rovnice v Lagrangeové tvaru vyjadiené pomoci T' dostaneme dosazenim
vztahu (2.11), (2.17) a pouzitim podminky hydrostatické rovnovahy (2.5) vyslednou
pohybovou rovnici vyjadienou ve stavu S pro prirustkové veliciny,

V-T+p(F+Vfy-u :poal;". (2.18)
ot

Pro dalsi vypocty je vzhledem k reologii nepraktické pracovat s Piola-Kirchhofovym

~ v/

pro popis reologie Laméovy koeficienty. Tuto rovnici tedy piepiSeme pomoci (2.15).
Nyni je potieba v (2.18) explicitné vyjadrit poc¢atecni a piirustkovou silu. Refe-
rencni sila f, je ddna vztahem

fo=—Vo, (2.19)
kde ¢q je tzv. geopotencial, pro ktery plati

¢0(£E,t) - 900(33’ t) + w(w)v (2'20)

kde v je odstredivy potencial zpusobeny rotaci télesa a (¢, gravitaéni potencial.
Odsttedivy potencial zapiseme jako

U(a) = — (9% — (@), (2.21)

kde €2 je thlova rychlost rotace daného modelu a gravitacni potencial spliiuje Pois-

sonovu rovnici

Pro vyjadieni pifriustku sily f je potieba si uvédomit, ze je zptisoben zménami
hustoty v daném bodé v prubéhu deformace. Ze zdkona zachovani hmoty,

/ pdV = / pav’, (2.23)
1% 144

a pouzitim rovnic (2.3) a (2.14), dostaneme prubéh zmén hustoty v bodé @’ vyjadieny
velicinami v bodé x,

p(@',t) = po(x) (1 — eV - u(x,t)). (2.24)

Druhym zpusobem vyjadieni p(2’,t) je rozepsat hustotu na pocatecni ¢ast a pii-
rustek v bodé ', tak jako v predchozich piipadech,

p(@, 1) = pola’) + epl(a’.t). (2.25)



Nyni 1ze rozepsat po(2’) pouzitim Taylorova rozvoje a (2.10) v okoli bodu @ a pouzit
linearizovany vztah ep(x’,t) = ep(x, t),

p(@',t) = po+ eV -u(x,t)+ep(x,t). (2.26)
Porovnanim rovnic (2.24) a (2.26) ziskdme prirustek hustoty po deformaci,
p=—V - (pou). (2.27)

Formélnim rozkladem geopotencidlu a gravitacniho potencidlu na pocateéni a pri-
rustkovou cast,

o(x,t) = ¢o(x)+eg(, 1), (2.28)
p(x.t) = polx)+ep(x, ), (2.29)
a porovnanim s rovnici (2.20) dostaneme
o(z,t) = p(z,1). (2.30)
Jinymi slovy, prirustek sily je zpusoben pouze zménou gravitac¢niho potencialu,
f=-Vgp, (2.31)
ktery spliiuje Poissonovu rovnici
Ap = 4nGp = —4rGV - (upy) . (2.32)
Vysledna pohybové rovnice v Lagrangeové tvaru vypada
(aQ + 20 x du + Vo + (V(Vey)) - u) =V-T. (2.33)
ot? ot

Jak jiz bylo fec¢eno vyse, Piola-Kirchhofuv tenzor se nehodi pro zapsani reologie,
proto pomoci rovnice (2.15) prejdeme zpét k Cauchyovu tenzoru napéti,

2
(%tz +2Q><88+Vgo+( (ngo))-u) -

=V TV [(Vu)" 7| + VV w7, (2.34)

Budeme uvazovat nerotujici modely, které jsou v pocatecnim stavu v hydrostatic-
ké rovnovaze. Dosadime tedy do (2.34) Q = 0 a podminku hydrostatické rovnovahy
(2.5). Spolu s Poissonovou rovnici pro piirustek gravitaéniho potencidlu a reolo-
gickym vztahem pro elasticky materidl podle (Martinec, 1984) tak dostaneme sou-
stavu parcidlnich diferencidlnich rovnic pro uw a @, ve které preznacime piirustkovy
tenzor napéti T =T,

0%u
f = —pVe+ V- (pow)Veo — V(poVio - u),(2.36)
V- (Vo +4rGppu) = 0, (2.37)
AV -ul + {Vu + (VU)T} = T (2.38)



2.2 Podminky na rozhrani

Na hranici modelu a rozhrani dvou odlisnych materialu k soustavé (2.35)—(2.38)
pribudou jesté hraniéni podminky v Lagrangeové tvaru omezujici posunuti, prirust-
kovy Cauchyuv tenzor napéti a prirustkovy potencidl (Martinec, 1984, Dahlen &
Tromp, 1998).

Pokud obé vrstvy budou z pevného materidlu, pozadujeme pres hranici spojité
posunuti a vSechny slozky prirustkového napéti,

[u]® = 0, (2.39)
[r-n]” =0, (2.40)
kde n je normala k hranici.

Pro rozhrani pevny material — kapalina plati spojitost normélové slozky posunuti
a normalové slozky prirustkového napéti. Tecné napéti je pro tento pripad nulové,

[w-n]T = 0, (2.41)
[r-n-n]t = 0, (2.42)
T—(r-n)n = 0. (2.43)

Na volném povrchu je nulova tecna i normélova slozka prirustkového napéti,
— (2.44)
Ve stfedu modelu pozadujeme nulové posunuti i prirustkovy potencidl,

u(r=0) = 0. (2.45)
p(r=0) = 0, (2.46)

Na vsech typech rozhrani je prirustkovy potencial spojity a plati Poissonova rovnice
na rozhrani,

BT = o, (2.47)

[V -n+47Gpou-n|m = 0. (2.48)

V pripadé slaptu je pusobici silové pole buzeno vné modelu. Slapovy potenciél
spliiuje uvniti modelu Laplaceovu rovnici, a tedy se explicitné neobjevi v pohybové
rovnici (2.35). Do problému vstoupi pouze skrz okrajovou podminku pro potencial
na povrchu modelu (Farrell, 1972). Podminky pro napéti na povrchu a podminky pro
napéti, posunuti a prirustkovy potencial na vSech ostatnich rozhranich jsou stejné
jako v pripadé vlastnich kmitu.

2.3 Sféricka harmonicka dekompozice

Regeni soustavy rovnic (2.35)-(2.38) budeme hledat na kouli, proto je vyhodné
pouziti sférickych soutadnic: polomeér r € (0, R), sitka J € (0, 7) a délka ¢ € (0, 27),



kde R je polomér studovaného télesa. Jednotkovou vektorovou bézi ptislusnou témto
soufadnicim oznacime (e,, ey, €,). Pro jednotlivé veli¢iny zavedeme formalismus sfé-
rickych harmonickych funkci. Kazdou kvadraticky integrabilni funkci lze na jed-
notkové sfére rozlozit do tplné ortonormalni baze sférickych harmonickych funkeci
Yom (9, @) stupné n a fadu m,

(r,9, ) Z Z Sam(r ), (2.49)

n=0m=-—n

kde fnm(r) jsou koeficienty rozvoje, n thlové ¢islo a m azimutélni ¢islo. Skaldrni
sférické harmonické funkce jsou definovany vztahem

Yoo (9, ) = (=1)™ Ny P (cos )9, (2.50)

kde N, je normaliza¢ni faktor v souladu s (Martinec, 1984),

Nom = J (2n4:(711)$1 n;zn)!’ (2.51)

a P (cos) jsou pridruzené Legendrovy funkce. Rozlozime-li jednotlivé slozky vek-
toru posunuti a piirustkovy potencidl podle (2.49) do skaldrnich sférickych harmo-
nickych funkei, dostaneme

o) = wlr)es e +ustrle, (2.52)
up(r) = ZUnm Yom(9, 9), (2.53)
8Y 1 0Y,
= nm = 197 — Wim : i 19, s 2.54
W) = Y Vi) 00) = W) 55 T 0 0), (254)
1 Y Y pm
= Zonm 2.

1) = TVl g G 00) + W) S 0, 0), (255)
p(r) = Zan Yom (9, ). (2.56)

Po zavedeni vektorovych sférickych harmonickych funkci
SCVW, 0) = Yumer, (2.57)

Y, 1 0Y,
SDW,p) = eyt —s— 2.58
m(029) = THgmet o, o (2:38)

1 0Y, Y,

(0) 19 — nm nm 2
Snm( 7(10) sinﬁ 890 €y + 819 e@’ ( 59)
bude mit vektor posunuti nasledujici tvar,

w(r) = [Unm ()85 + Vo (1) S0 + Wom (1) S| (2.60)
S, (© ) tvori toroidalni bazi a S a S ., béazi stéroiddlni. Oznacime-li derivaci podle
radlalnl soutadnice ¢arkou, f' = d—f ak dosazenim (2.60), (2.56) a reologické rovnice

10



(2.38) do pohybové rovnice (2.35) dostaneme

4~ 2N7 4p N _
v ’ = T/ - 7Unm Vnm Trr nm 7Tr nm S( b
T ; [ ( rr,Rm 7“2 + 6 r J, ) nm
2 N N —2 A 3
T7{19 nm lUnm - 1 * ( )#Vnm + Trfr nm + Trﬁ ,nm Sr(Lln)@
7”2 T2 ﬁ
(N B 2):“ 3 0)
+ (Tvicp nm Tan + = r rgo nm S( (261)

4 N 1
f = Zﬂ(pw%%n— m%wm+““%”%ﬂm—QO>$x>
T T T

nm

(pogo U, + an> S,gl,,{], (2.62)

kde 6 = A+2u, v = p(3A+2u) /5, n dhlové éislo, N = n(n+1) a Vg = goe, a kde
je pro zjednoduseni zapisu zavedeno znaceni

Tom = BU. + i (20 — Vi) (2.63)
Tromm = (v;m + U"m;V"m) , (2.64)
Trorm = <W,’Lm _ Vf) , (2.65)

Qnm = F;Lm n - (2.66)

Trrmms Trg.nm & T nm jsou vlastné slozky trakce na sfée o poloméru r pro Cauchytv
prirustkovy tenzor napéti T,

e T =3 [T (1SS + T (1) SE, + T (1) S (2.67)

nm

Dosazenim (2.60), (2.56) do Poissonovy rovnice (2.37) dostaneme

1
V- (Vor +4nGpou) = 3 |Qn + 47TG("+T)’)°UW
N 1
_4n0%vnm _ ”TQW] Yo (2.68)

Podrobny postup, jak predeslé rovnice dostat, ukazali (Hanyk, 1999 a Hanyk et al.,
2002), ktefi soustavu fesi pro postglacialni vyzdvih, kde se oproti ostatnim ¢lenum
v pohybové rovnici (2.35) zanedbdavd setrvacny ¢len na pravé strané. V piipadé
vlastnich kmitt tento ¢len zanedbat nelze a v pripadé slapu by to nebylo vhodné.
Casové derivace se vSak snadno zbavime fourierovskym prechodem z ¢asové do spek-
tralni oblasti, pri kterém plati % — iw. Na pravé strané rovnice (2.35) tak dostaneme
—pow?u, kde w je 1hlova frekvence jednotlivych vlastnich kmiti nebo slapovych vin.
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Kapitola 3

Obycejné diferencialni rovnice a
podminky na rozhrani

V této kapitole popiseme zakladni rozdily mezi jednotlivymi typy vlastnich kmitu
sféricky symetrickych nerotujicich téles a pro kazdy odvodime obycejné diferencialni
rovnice druhého radu, podobné jako pro slapovy problém. V piedchozi kapitole jsme
rozkladem pole posunuti do vektorovych sférickych harmonickych funkei dostali
pro vlastni kmity dvé vzajemné nezavislé tulohy. Jedna cast pole posunuti ugy se
nazyva toroidalni, pro kterou potiebujeme jednu rovnici pro neznamou funkci W,.
Pro sféroidalni ¢ast pole posunuti ug do ulohy vstupuje prirustkovy potencidl. Musi-
me tedy Tesit tTi rovnice pro neznamé funkce U,,, V,, a F},. Jednotlivé toroidalni médy
1ze znacit ,T,,,, a sféroidalni ,S,,,,, kde n je thlové, m azimutalni a p modélni ¢islo. In-
dexy n a m se do ilohy dostaly rozepsanim rovnic do sférickych harmonickych funkei.
Pro sféricky symetrické modely je iloha (2m + 1)krét degenerovand. Pii pevném n
vychazi pro libovolné m stejné frekvence, a proto se omezime jen na zonalni mody
(m = 0) a index m budeme nadéle vynechdvat. Vzhledem k tomu, Ze nase modely
budou mit koneény rozmér, vyhovuje rovnicim celd sada feseni. Cislo p pak udava
poradi feseni v této sérii. Pro toroidalni a radidlni kmity navic vyjadiuje pocet
uzlovych ploch (u = 0), ve sféroiddlnim piipadé je vyznam modélniho ¢isla slozitéjsi
(Woodhouse & Deuss, 2007). VSechny modely budeme pocitat ve vrstevnaté apro-
ximaci, kdy v kazdé vrstvé jsou konstantni hustoty a Laméovy koeficienty, proto
v rovnicich odvozenych v této kapitole polozime derivace podle radialni souradnic
o, 1, A rovny nule.

3.1 Toroidalni kmity

Nejdtive popiseme kmity, které nevyvolavaji zménu objemu, tedy ani zménu gravi-
tacniho pole (tj. p =0 a ® = 0) a pro které plati

V.u=0, u-e. =0. (3.1)
Stérické slozky vektoru posunuti maji tvar

u-(r) = 0, (3.2)
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1 9Y,

uﬁ(r) = _;Wn(T) Sinﬁw(ﬁﬁo)a (33)
Y,
ug(r) = Y Wn(r)aiﬁ(ﬁa ©). (3.4)
Rozpis do vektorovych sférickych funkei pak vypada
u(r) =Y Wa(r)SP (W, ). (3.5)

Posunuti toroidalnich kmiti je popsano jedinou neznamou funkei W,,. Staci tedy
v rovnicich (2.61) a (2.62) porovnat cleny, u kterych vystupuje 8. Tak dostaneme
obyc¢ejnou diferencidlni rovnici druhého tadu pro funkce W,

2W! N
L <W,;’ + ") - TMWH = —pow’W,,. (3.6)
r r
Okrajové podminky (2.39)—(2.48) pro posunuti a piirustkové napéti prejdou roz-

kladem do sférickych harmonickych funkei podle (2.60) a (2.65) pro pfipad rozhrani
mezi dvéma pevnymi latkami na tvar

Wt =0,
[Tron)” = ;L(W,’Z—M:lﬂi = 0. (3.7)

Jak je vidét z rovnice (3.6), v kapalnych vrstvdach (u = 0) se toroidalni kmity
nesiti, proto plati na rozhrani pevnd latka — kapalina podminky pro volnou hranici
stejné jako na povrchu uvazovaného modelu,

Wn
T’/‘Lp,n = U (W;L - ’[“> =0. (38)

Pokud model nebude obsahovat kapalnou vrstvu, budou se toroidalni kmity sitit
v celém jeho objemu. Pro posunuti ve sttedu modelu bude platit podminka

W, (0) = 0. (3.9)

3.2 Sféroidalni kmity

Sféroidalni ¢ést vektoru posunuti spliuje rovnici
(Vxu)- e =0. (3.10)

Narozdil od predchoziho piipadu sféroidalni kmity objemovou zménu zpusobuji,
proto je potieba zapocitat i prirustkovy gravitaéni potencidl. Rozpisem slozek vek-
toru posunuti do sférickych souradnic dostaneme

wlr) = V0T, (3.12)
uy(r) = Zvn(r)sirll 19?;"(19,30) (3.13)
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a dodatecny gravitacni potencidl ma tvar
B(r) =D Fu(r)Ya(d, ¢). (3.14)
Posunuti rozepsané do baze vektorovych sférickych funkci vypada nasledovné:

u(r) = 3 [Ua()SV(W, 0) + Va(r)SD (0, )] - (3.15)

n

Pti odvozovani rovnic budeme postupovat stejné jako v predchozim pripadé,
v rovnicich (4.12) a (4.15) budeme porovnavat koeficienty u SC a SW_ tedy
u sféroidalni ¢dsti pole posunuti. Pfiddanim rovnice (4.22) dostaneme soustavu tif
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu pro neznamé U,, V,, a F},,

ﬁm+?m+(ﬁ%—mwkgﬂwwy%—

r2
N 3 A
SV ( nra pogo) NV, = poF) = —pow?Us,
T r r
(3.16)
2 N A 2
MVAI + ﬁ‘/;: _ ﬁTVn + &U; + (f — '00g0> U, — @Fn = —Powivm
T T T r r r
(3.17)
2 N 2 N
F! + =F, — — F, + 4rGpq (U; + =Un — Vn) = 0. (3.18)
r r r r

Hrani¢ni podminky (2.39)—(2.48) v tomto pfipadé budou mit po pouziti vztahu
(2.60) a (2.63) - (2.65) pro funkce U,, V,, a F, tvar

pevna latka — pevna litka  [U,]7 =0,
Va]T =0,
A +

+

r r)l_
[F.]T =0,

[F! + 4nGpoU,] " =0, (3.19)

pevnd latka — kapalina [U.)" =0,

)\ +
[Trﬁ,n]i— =H (Vri - ‘;” + %) = 07
[F! + 47GpoU,] "t =0, (3.20)
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A
volnd hranice Torn = BU, + = (2U, — NV,,) =0,
r

Tm?,n =u <

1
Q,=F'+ F, + 4nGpoU, = 0. (3.21)

r

3.3 Radialni kmity

Polozime-li ihlové ¢islo n = 0, z vektorovych sférickych harmonickych funkef (2.57)
~ (2.59) ziistane nenulova jen jedind, a to v radidlnim sméru (2.57) Siy" = Nyoe,.
Index n = 0 budeme vynechavat. Posunuti v horizontalnim sméru je tedy identicky
nulové,

u, = UNge™, (3.22)
u, = 0. (3.24)

Rovnice (2.60) popisujici posunuti se tim zredukuje na
u(r) = U(r)Noe™'e,. (3.25)

Toto je specialni typ sféroiddlnich kmitu, pii kterych se deformaci méni pouze
radidlni komponenta posunuti. Pro piirustkovy potencidl pak z (2.56) plati

@(r) = F(r)Nope™", (3.26)

kde F(r) spliiuje rovnici (3.18), kterd ma v tomto specidlnim piipadé tvar
1/ 2 / ! 2
F'+ —F +4nGp, (U + U) = 0. (3.27)
r r
Jednoduchou tpravou piejde rovnice (3.27) na

(r’F"  4rG
2 T

(r’polU) =0, (3.28)
kterou integraci vzhledem k r pfepiseme na tvar
F' + 47GpoU = 0. (3.29)

S touto znalost{ mizeme z rovnic (4.12) a (4.15) porovnanim ¢lent stojicich u SV
(tedy u radialni ¢dsti vektorovych sférickych harmonickych funkei) dostat vyslednou
oby¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu pro neznamou U,

2 4 2
BU" + fU’ + ( podo ﬁ) U = —pow?U. (3.30)

r r2

15



Pro radialni kmity je na hranici mezi ruznymi materidly potfeba fesit jen pod-
minky na normalové slozky trakce a posunuti, ostatni podminky jsou automaticky
splnény, proto se rozhrani pevna latka — pevna latka chova stejné jako pevna latka
— kapalina,

pevnd latka — pevnd latka (kapalina)  [U]f =0,

+ / 2 ’
. : , 02X
volnd hranice T, = U’ + TU = 0. (3.32)

Na rozdil od sféroidalnich kmitu neni v tomto pripadé vypocet posunuti svazan s
vypoctem pirirustkového gravitaéniho potencidlu. Sta¢i fesit jednu rovnici (3.30) pro
jednu nezndmou U a prirustkovy potencidl dopocitdavat z (3.29) samostatné.

3.4 Slapy

Slapova deformace je zpusobena vnéjsim gravitaé¢nim polem. Vektor posunuti ve sfé-
rickych soufadnicich na povrchu modelu (r = a) zapiseme v souladu s (Wahr, 1989),

h .

Urn a’7197 = ivrflde avﬁv ) 333
dadg) = Va0, (33

l, OVHe(q 9 )
9 _ n ) .34
uﬂ,n(a'7 790) go(a) 819 ) (3 3 )

L, oVhde(q 49, )

U@,n(a, /197 gO) - go(a,) Sln(’ﬁ) agp 3 (335)
o1n(a,9,0) = k, V1,0, ), (3.36)

kde V1 je slapovy potencidl pro tthlové éislo n a ¢y, zména potencidlu vyvoland
deformaci modelu pisobenim V%4 Pak h,,, I, a k, jsou bezrozmérnd Loveova ¢isla
vyjadiujici deformovatelnost na povrchu télesa, jinak téz konstanty imeérnosti mezi
deformaci a slapovym potencidlem. Celkovou zménu ptirustkového potencidlu @ na
povrchu vyjadiime jako

P = Prala,9,9) + V0,9, 0) = (ka + DV (a, 9, ). (3.37)

Pole posunuti a prirustkovy potencial rozepsané do baze vektorovych sférickych
funkci vypadaji stejné jako pro sféroidalni kmity,

u(r) = Y [U.(SSVW0,0) + Va(r)SP (W, 0)] (3.38)

B(r) = Y Fu(n)Ya(d, ), (3.39)

tedy i soustava ti{ diferencidlnich rovnic (3.16) - (3.18) bude stejnéd. Na dvou pevnych
materidlovych rozhranich uvnitf modelu pouzijeme hraniéni podminky (3.19). Na roz-
hrani pevna latka — kapalina pak plati soustava rovnic (3.20). Od sféroidalnich kmitu
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se slapy lisi podminkou na volné hranici na povrchu modelu. Pokud do podminky
(3.21) na pravé strané vstoupi slapovy potenciél, podminky na volné hranici budou
mit podle (Fang, 1998) tvar

A
Torn = BU,, + " (2U, — NV,) =0, (3.40)
dv,, Vi U,
Togn = _ ) =, 3.41
v . ( dr r r > ( )
dF, 1
Qn = e + n: F, + 47GpoU,, = —2(n + 1)go. (3.42)

Povrchové (sféroidalni) Loveova ¢isla pro neznamé U,, V,, a F,, vyjadiime podle
(Fang, 1998),

hy = U"é“), (3.43)
I, = V"éa), (3.44)

o _Fn(a)
bkl = = 2T (3.45)
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Kapitola 4

Maticova formulace

V casti 2.3 jsme ukazali, jak se vypotradat s horizontalnimi soufadnicemi ¥ a .
Neznamé U,, V,, F, a W, zaviseji jen na radidlni soutadnici r. Cilem této kapi-
toly je pro vlastni kmity ptfevést celou tlohu na problém hledani vlastnich c¢isel
a vlastnich funkci, kdy pro dané uhlové cislo n ziskame celé spektrum vlastnich
vektoru (radidlni prubéh posunuti a prirustkového potencidlu) a k nim i ptislusna
vlastni éisla (thlové frekvence jednotlivych vlastnich kmiti) najednou. Pro slapy
je tloha znac¢né jednodussi — postaci vytesit pro dané n jednu soustavu linedrnich
algebraickych rovnic.

4.1 Kmity kulové vrstvy

Nejprve ukazeme, jak pro vlastni kmity resit ilohu na jedné vrstvé. Neznamé uspo-
radame do vektoru
T
Yy = (Un7VnaFnaWn) s (41)

kde prvni tii slozky jsou sféroiddlni a posledni je toroidalni ¢ast pole. Rovnice (3.6),
(3.16)—(3.18) popisujici posunuti uvnitf vrstvy prepiseme do jednotného maticového
tvaru,

A(r)-y"+B(r)-y +C(r) -y = —w’D(r) - y, (4.2)

kde matice koeficientu A, B, C, D maji velikost 4x4 a nabudou tvaru

3000
o oo
A=lo o010 (43)
000 pu
%\ —M —po 0
HEA 2p 0 0
B: T r 44
4mGpy 0 20 |’ (44)
0 0 0o
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4pogo __ 47TGp(2) _ 2ﬁ+2Nu ()\4‘23#) _ pogo 0
C r % oog r r _N725 r o 0 \
B SrGpo — 2 7rGpy —T&Q 0 ’ (4.5)
0 0 0 -2
”w
po 0 0 O
[ 0 po 0 O
D = 00 0 0 (4.6)
0 0 0 po

Hustota a Laméovy koeficienty jsou v téchto maticich v kazdé vrstvé konstantni.
Pro diskretizaci kazdé vrstvy modelu v radidlnim sméru podél soutadnice r

pouzijeme sit N bodu r;,7 = 1,.., N, polozenou do extrému Cebysevovych poly-

nomt. Cebysevovy polynomy T,_;(x) maji na intervalu (—1,1) N extrémi v bodech

) — 1
Tj = COS <7T](\?_1)> , j=1,..N. (4.7)
Uvazujeme-li vrstvu jako interval (a,b), extrémy se posunou do bodu
b—a (5 —1) .
Tj:&+ 9 [COS <]V—1> ‘l‘l] , ] :1,..,N. (48)

Hodnoty vektoru y a jeho prvni a druhé derivace v bodé r; vyjadiime vazenym
souctem hodnot y v bodech r;,

<
=

[
hE

ijy; (1), (4.9)

<.
Il
—

@\
=

Il
hE

Bijy (1), (4.10)

.
Il
-

@2
=

I
M=

YiiY;(75), (4.11)

<.
I
—_

kde i = 1,.,N a y; = (Uy, Vi, F,,, W) (rj). Matice vah a;j, B; a 7;; pifslusné
jednotlivym souc¢tum budeme pocitat podle (Fornberg, 1999). V nasem piipadé je
ovSem «y; = 1, jinak «;; = 0. Dosazenim (4.9)—(4.11) do rovnice (4.2) dostaneme,

N N
Z [Avi; + BBij + Cay] - y; = —? Z Daj; - y;. (4.12)
Jj=1

J=1

V rovnici (4.12) je potfeba si vyjasnit, jak budeme chapat soucin A-~;;. Matice A
ma rozmér 4x4, zatimco v;; (1 =1,..,N a j =1,.., N) NxN. Vezmeme kazdy prvek
matice A a vyndsobime hos~;; (¢ =1,..,Naj=1,.., N). Tak dostaneme vyslednou
matici o rozmérech 4 Nx4N.

Rovnici (4.2) budeme fesit jen na vnitinich bodech vrstvy (i = 2,..,N — 1),
na rozhrani budeme zadat splnéni hrani¢nich podminek. Interval (a,b) mame roz-
déleny na N bodua =7r; < ... <ry = b, a v kazdém z nich pocitame 4 rovnice.
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Ve vnitinich bodech dostaneme 4N —8 skaldrnich rovnic (4.12), v krajnich bodech in-
tervalu budeme mit po ¢tyfech rovnicich splnujicich predepsané vlastnosti na rozhrani.

4.2 Podminky na rozhrani

Nejdrive vytesime pripad volného povrchu, kde pro vSechny typy kmitu plati nulovost
slozek trakce a veliciny @,,. Zapsano maticove,

(Trr,ny Trﬁ,na an Trgo,n)T =A. y/ + E - Yy = 07 (413)

kde opét prvni tii slozky zastupuji sféroidalni a posledni slozka toroidalni ¢ast pole.
Matice koeficientu (4.3)—(4.6) urc¢ime z rovnic (3.8) a (3.21). Matice A u prvni
derivace je totozna s matici koeficientu, ktera vystupuje v rovnici (4.2) u druhych
derivaci. Matice E ma tvar

22
U

E=| ylp 0 21 g (4.14)
0 0o 0 -

Dosazenim rovnic (4.9)—(4.11) do (4.13) dostaneme 4 rovnice pro bod a (resp.
4 rovnice pro bod b), které jsou v souladu se soustavou (4.12),

N
>_[AB; + Eayl - y; =0, (4.15)
J=1
kde 7 =1, resp. 1 = N.
V pocatku soustavy soutadné, tedy v bodé r = 0, jsou hranié¢ni podminky
zv1ast jednoduché, plati, ze u(r;) = 0 a p = 0. Zavedeme ¢tyislozkovy vektor

Yy, = (Un1, Vi, Fua, Wn,l)T a podminku ve stredu zapiSeme ve tvaru

kde I je jednotkova matice o velikosti 4x4.
Zavedeme-li matici F o velikosti 4x4 N,

1 0 e
0 . 1 0
F= 0 . 1 0 ’ (4.17)
0 . 1 0
lze (4.16) prepsat do tvaru odpovidajiciho soustavdm rovnic (4.12) a (4.15),

N
> F-y,=0. (4.18)
=1
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Pokud bychom uvazovali model jako jednu vrstvu, méli bychom vse ptipraveno
pro ptevedeni tlohy na vlastni problém. Zapsianim rovnic (4.18), (4.12) a (4.15)
pod sebe dostaneme soustavu

P.-y=—wR-y, (4.19)

kde y = (Un1, ..., Usn,Vit, oo Van, Fua, ..., Fy ) mé velikost 4N a matice P
a R maji dimenze 4Nx4N,

F 0
P= A%g + Bﬂ” + CCkl'j s R = DOéij s (420)
AﬁNj + EOéNj 0

kde i = 2,.., N —1a j = 1,..,N. Rovnice (4.19) vzhledem k nenulové matici R
na pravé strané, kterd zastupuje setrvacny clen, je tzv. zobecnény vlastni problém,
ktery bychom v principu mohli fesit. Z hlediska numeriky je vsak jednodussi prevést
P na druhou stranu rovnice a pocitat "klasicky” vlastni problém. Inverzi lze provést
diky tomu, ze matice P neni singularni,

(P R)-y=2¢y, 5:—;2, (4.21)

kde £ reprezentuje vlastni ¢islo a vektor nezndmych y vlastni funkce.

Nyni je jiz jednoduché rozsitit rovnici pro vétsi pocet vrstev. Zacneme s modely
slozenymi pouze z pevnych vrstev, kapalné vrstvy vytresime pozdéji pro pripad sféroi-
dalnich kmitt. Vektor y v k-té vrstvé oznacime y®. Na rozhrani dvou pevnych litek
s ruznymi fyzikalnimi vlastnostmi plati spojitost posunuti, gravitacniho potenciélu,
trakce a @), ptes hranici, tak jak jsou popsany v rovnicich (3.19) a (3.7). Pro posunuti
dostaneme uzitim rozvoju (4.9) a (4.10)

Z Ia]\lf])ygk Z IozlkJrl () — (4.22)
a pro trakci a @),
ol al (k+1) (k:+1) (k+1)
Z [ABS) + Byl — 3 [ABST + Bali ]y =0, (4.23)
j=1 j=1

kde matice vah jsou po&itdny pro kazdou vrstvu zvlast. Matice koeficienti uvadime
bez indexu, ale samoziejmé pro né plati, ze hodnoty, které obsahuji se méni podle
toho, v které vrstvé vystupuji, a dale uz index k£ nebudeme uvadét ani u matic vah.
Matice E' se rovnd

N
>
2
>

>~ 0.0
Lo koo

U r r

B = drGpy 0 0 0 (4.24)
0 0 0 -
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)

Definujeme-li vektor Y slozeny z neznamych ygk v jednotlivych vrstvach jako

1 1 k k K KN\ T
Y:(y(1)7"'7y§\7)7---7y§)7"'7y§\7)7-~.ayg )7"'7’y§\/)> ) (4'25)

kde K je pocet vrstev, rovnice pro vypocet vlastnich ¢isel vektoru pak bude vypadat
P-Y=-wRY, (4.26)

kde P i R maji rozmér 4N Kx4N K. Stejné jako pro jednu vrstvu i pro pripad
K vrstev muzeme provést inverzi matice P,

(P-R)- Y =¢Y. (4.27)

Problém vlastnich kmittu budeme separovat na sféroidalni a toroidalni ¢ast, v dal-
sich odstavcich znazornime matice P a R pro oba ptipady.

4.3 Toroidalni kmity

Vektor neznamych y obsahuje pouze jednu slozku posunuti y = (Wn)T v jedné
vrstvé. Matice koeficientu jsou tedy tvoreny skalary a to prvky ze ¢tvrtého radku
a ctvrtého sloupce prislusnych matic,

AT = A44a BT = B447

Takové kmity se nesiti kapalnymi vrstvami. Pokud se v modelu néjaka kapalnd vrstva
bude nachéazet, budeme brat jako pocatecéni bod posledni rozhrani kapalina — pevna
latka smérem od stiedu. Na takovém rozhrani budou platit stejné hranié¢ni podminky
jako na volném povrchu (4.15). Pokud by byl model slozen pouze z pevnych vrstev,
plati ve stfedu podminka na nulové posunuti (4.18). Pro model o K vrstvach lze
matici Pp toroiddlnich kmitu o rozmérech NKxNK zapsat ve tvaru

’ Arp1; + Etay; ‘ .

}.AT'Yij +B18i; + Croyj

N —2xN

[ Ay +Brow; [ [FATSy - Bron
X X
PT — ’ AN ‘ 1xN 3 1xN ’ P T ‘ 1xN

’ —Iay;

‘ 1IxN

’AT'Yij +B18i; + Cray;

N—-2xN

’ At1Bnj + Eran; ‘ .

kde jsme explicitné vyznacili velikost nenulovych bloku. Nulové mimodiagondlni
bloky ani nevypisujeme. Po blocich se smérem doprava zvysSuje index vrstev £ a s nim
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se méni i matice koeficienti a vah. Jak je vidét, matice ma blokovou strukturu bez
nulovych fadku a muzeme ji beztrestné invertovat. Matice Rt ma stejny rozmeér

jako P a pro toroidalni kmity ma tvar

-

1xN

Dray;

N—-2xN

1xN

0T
T

i

Rr

1xN

4.4 Sféroidalni kmity

1xN

1xN

1xN

1xN

DTOéz‘j

N—-2xN

0 |

1xN

Pro tento typ kmiti obsahuje vektor neznamych y tii slozky y = (Un,Vn,Fn)T
v jedné vrstve. Matice koeficientu jsou tvoreny levym hornim blokem o velikosti 3x3

prislusnych matic,

AS - A'3X37 BS - B3X3’ s

Sféroidalni kmity existuji i v kapalnych vrstvéach, takze plati obecné, ze pocatecni
bod je ve stfedu modelu. V ném je potieba splnit podminku na nulové posunuti.
Na povrchu modelu plati podminka na volnou hranici. Poskldddnim rovnic (4.18),
(4.12), (4.15), (4.23) a (4.15) do spravného poradi dostaneme pro K vrstev matici Pg
pro sféroidalni kmity, kterd bude mit oproti toroidalnim kmittm velikost SNKx3NK

’ Fs ‘ 3x3N

’AS’Yij +Bgsfij + Csay;

3N —-6x3N

’ Asfnj + Egsan;

‘ 3x3N

IOth ‘
3x3N

Ps=| |

—AsB1; — Esayj N
X

—IOélj 3x3N
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I pro sféroidélni kmity neni tato matice singularni a lze ji invertovat. Matici Rg
vytvorime analogicky k Rt pouzitim matice Dyg,

L0 S

Dsay;;

3N—6x3N

3x3N

33N II|3X3N
L0 Jiun

Dsaij

3N—6x3N

L0 Jpun

V piipadé, ze se v modelu vyskytuje kapalna vrstva (x4 = 0), mame na rozhrani
pevna latka — kapalina pouze pét podminek misto potfebnych Sesti, protoze podminka
nulovosti tecného napéti je v kapaliné splnéna automaticky. Navic slozka posunuti
V,, muze byt na tomto rozhrani libovolna, je povolena i skokova zména pres hranici.
Na rozhrani z kapalné strany si vypomuzeme rovnici (3.17), do které dosadime
za modul torze,

A L0490 2\ NA
r2

AU+ Up+ 2V + 228, = po2V,, (4.28)
T T T

Tim dorovname pocet rovnic v bodech rozhrani a zaroven urc¢ime i V,, z kapalné
strany. Pokud budeme mit rozhrani dvou odlisnych kapalin, bude te¢na slozka napéti
splnéna z obou stran, tim pfijdeme o dalsi podminku a nezbyvé nez rovnici (4.28)
predepsat i z druhé strany. Tento vztah zaclenime na ptislusné misto do matice Pg
stejnym postupem jako u ostatnich rovnic.

4.5 Slapy

Pro slapy je vektor neznamych y stejny jako pro sféroidalni kmity, y = (U, V,, Fn)T.

Plati pro né i stejné rovnice ve vSech bodech kromé krajniho bodu r = a, kde je
nenulovd pravéd strana pro podminku na povrchu (3.42). Tedy i vSechny matice
koeficientu jsou stejné jako v ptipadé sféroidalnich kmit,

Ag = Ag, Bgy=Bg, ...
Maticové rovnice (4.26) bude mit tvar

P-Y=-WwRY+Q, (4.29)
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kde vektor Q ma délku 3N a v poslednim fadku obsahuje nenulovou pravou stranu
podminky na povrchu,

Q=1[0,...,0,—(2n+1)go]" . (4.30)

Rovnice (4.29) se od piipadu vlastnich kmitu nelisi jen vektorem @ na pravé strané,
zakladnim rozdilem je, Ze pro slapy neni frekvence w neznamou, ale je dana vnéjsim
slapovym potencidlem. Soustava 3N rovnic (4.29) tedy neni vlastni problém a mu-
Zeme ji upravit na tvar

(P+wR)-Y = Q. (4.31)

S piihlédnutim k perioddm slapt jsou prvky matice w?R malé v porovnani se ¢leny
matice P. Nabizi se moznost polozit w = 0 a tak z vypoctu frekvenci vylouéit uplné.
Pro vypocet slapovych Loveovych ¢isel pevného modelu je to nejjednodussi zpusob.
Ovsem pro statické slapy v kapaliné (u = 0 a w = 0), neni mozné jednoznaéné urcit
U, a V,. Rovnice (3.16) a (3.17) se stanou zavislymi, zbyde pouze rovnice (3.18) pro
potencial a podminka na parametry modelu. Tento fakt se nazyva Longmanuv para-
dox (Longman, 1963, Chinnery, 1975) a je detailné diskutovan a vysvétlen ve (Fang,
1998). My se tomuto problému vyhneme podrzenim nenulové malé frekvence.

4.6 Numerické reseni

Popsanou metodu jsme naprogramovali ve Fortranu 90 s volanim podprogramu z nu-
merické knihovny IMSL (http://www.vni.com).

Uloha vlastnich kmiti vede na problém vlastnich ¢isel. Pro nedostatecnou pres-
nost fesice DGVCRG pro zobecnény problém vlastnich ¢isel (4.26) invertujeme ma-
tice volanim procedury DLINRG a vysledny standardni maticovy problém (4.27)
reSime procedurou DEVCRG pro vypocet vlastnich ¢éisel a vektoru, pripadné proce-
durou DEVLRG pouze pro vypocet vlastnich ¢isel. Pro slapy fesime nehomogenni
soustavu algebraickych rovnic procedurou DLSLRG.

Procesor s frekvenci 2.0 GHz spotfeboval pro vypocet spektra sféroidalnich kmitu
modelu PREM pro jedno thlové éislo pti 2500 diskretizac¢nich bodech 40 minut, pro
vypocet toroidalnich kmitu, kde vystupuji mensi matice, pouze 6 minut a pro feseni
slapu 1 minutu. Pro modely ostatnich téles, kdy nebylo potieba vystihovat slozity
prubéh parametru a stacily radové stovky diskretiza¢nich bodu, se doba vypoctu
zkratila pod minutu.

Béhem pifpravy pamétového modelu naseho programu jsme zvaZovali pouZiti
aparatu pro dynamické rozdéleni paméti (podprogram OBAL), navrzeného v préci
(Matyska, 1982). Vzhledem k novym moznostem spravy paméti ve Fortranu 90
jsme se vsak pfiklonili k feseni béznymi postupy tohoto jazyka. Pamét potfebna
pro vypocet sféroidalnich kmiti modelu PREM na 2500 diskretizacnich bodech
nepfesahla 700 MB, pro uzité modely ostatnich téles byly pamétové naroky nepod-
statné.
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Kapitola 5

Vysledky pro modely Zemé

V této kapitole otestujeme popsanou metodu a pripraveny program na dvou mode-
lech Zemé. Budeme sledovat periody vlastnich kmitu a tvary vlastnich funkei.

5.1 Trivrstvy model Zemé

Nejprve otestujeme metodu na jednoduchém modelu Zemé slozeném ze tii ho-
mogennich sousttednych sférickych vrstev. Vnéjsi poloméry jednotlivych vrstev a hus-
tot a hodnoty elastickych parametri jsou uvedeny v Tabulce 5.1. Kazdou vrstvu
jsme diskretizovali sto body umisténym v ¢ebysevovskych extrémech. Periody néko-
lika kmitu jsou zapsany do Tabulky 5.2.

Nase vysledky jsme srovnali s vysledky ptibuzného programu pro hledani vlast-
nich ¢isel, ktery je zalozen na soustavé osmi difencidlnich rovnic prvntho fadu pro
osm neznamych,

Yy = (Una Vna Fna Trr,n7 Trﬁ,na an Wn7 T’r’go,n)T .

Tento program byl sestaven autory prace (Hanyk et al., 2002), ve které je odvozena
podobna formulace pro postglacialni vyzdvih. Vysledky ziskané timto programem
jsou uvedeny v Tabulce 5.3. Spoctené periody vlastnich kmitu jsou pro obé metody
prakticky stejné.

polomér [km] | p [g.cm™3] | u [GPa] | A [GPa]

1. vrstva 1221.5 13 200 1000
2. vrstva 3480 11 0 800
3. vrstva 6371 5 90 300

Tabulka 5.1: Pouzité parametry tiivrstvého modelu Zemeée.
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pT2 [s] | pSo [s] | pS2 [8] | pS3 [s] | pSe [8] | pSi5 [8] | pS6o [s]

3916.0 | 1518.5 | 4005.4 | 2770.2 | 1379.9 | 580.7 160.5
11554 | 727.4 | 2070.4 | 1509.1 | 993.4 | 490.1 133.4
650.7 | 423.2 | 1271.4 | 1104.4 | 745.3 | 410.9 127.2
4449 | 3224 | 926.3 | 653.5 | 554.3 | 345.8 123.3
336.7 | 244.1 | 765.6 | 628.9 | 427.3 | 301.3 115.8

= ow N~ o 3

Tabulka 5.2: Vysledné periody spoctené systémem diferencialnich rovnic druhého
radu.

pT2 [s] | pSo [s] | pS2 [s] | pS3 [s] | pSe [s] | pSi5 [8] | pSeo [s]

3916.0 | 1518.3 | 4005.5 | 2770.3 | 1379.8 | 580.7 160.5
1155.4 | 727.6 | 2070.2 | 1509.1 | 993.3 | 490.0 133.4
650.7 | 423.5 | 1271.2 | 1104.2 | 745.3 | 410.9 127.1
4449 | 322.0 | 926.1 | 653.5 | 554.3 | 345.8 123.3
336.7 | 244.3 | 765.5 | 628.8 | 427.3 | 301.3 115.8

=W~ o 3

Tabulka 5.3: Vysledné periody spoctené systémem diferencidlnich rovnic prvniho
radu.

n ol [s] 11 [s] o1 [s]
PREM \ my | PREM \ my | PREM \ my
2] 26394 | 2635.5 | 757.5 | 755.3 - 445.2
3| 1707.6 | 1703.9 | 695.0 | 693.4 - 433.5
4| 1307.6 | 1304.8 - 629.0 | 420.2 | 418.5
5| 1078.8 | 1077.0 - 571.2 - 401.2

Tabulka 5.4: Periody vybranych toroidalnich kmiti udédvané pro model PREM
a spocCtené pro vrstevnatou aproximaci modelu PREM.

n ()Sn [S} 1Sn [S] QSn [S]
PREM | my |PREM | my |PREM| my
1228.1 | 1230.0 | 613.0 | 614.9 | 398.3 | 400.0
3233.5 | 3228.5 | 1471.3 | 1473.5 - 1125.2
2134.4 | 2131.5 | 1064.4 | 1062.8 - 824.5
1545.7 | 1546.2 | 852.8 | 852.3 | 7254 | T723.5

_~w N O

Tabulka 5.5: Periody vybranych sféroidalnich a radialnich kmitu udavané pro model
PREM a spoctené pro vrstevnatou aproximaci modelu PREM.
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5.2 Model PREM

PREM neboli Preliminary Reference Earth Model (Dziewonski & Anderson, 1981)
je sféricky symetricky model hustot a seismickych rychlosti v Zemi. Model byl ziskan
feSenim obracené tlohy uzitim pozorovanych casu prichodu objemovych vin a pe-
riod vlastnich kmiti. Je slozen z nékolika vrstev, ve kterych jsou hustota a seis-
mické rychlosti popsany polynomy nejvyse tretiho stupné. Model PREM jsme apro-
ximovali vrstevnatym modelem s hustotami a Laméovymi koeficienty po castech
konstantnimi. Vrstev jsme volili pét set, pricemz jsme respektovali vnitini hranice
vrstev modelu PREM. Kazdou vrstvu jsme diskretizovali péti body. Celkovy pocet
diskretizacnich bodu tak dosahl 2500.

V Tabulkéch 5.4 a 5.5 jsou uvedeny periody nékolika prvnich toroidalnich a sfé-
roiddlnich kmitu pro nasi aproximaci modelu PREM a porovnany s hodnotami
prevzatymi z (Dziewonski & Anderson, 1981).

0T2 1 T2 10T2

povrch povrch povrch

- ~CMB 4CMB CMB

OTIO 1T10 1OT10

povrch povrch povrch

- ~CMB 4~CMB CMB

Obrazek 5.1: Prubéh tangencidlniho posunuti pro vybrané toroidalni mody mezi
volnym povrchem a rozhranim jadro — plast (CMB) pro model PREM. Svisla cdra
uprostred kazdého panelu znac¢i nulové posunuti.

Spektrum toroidalnich kmitu zacind kmitem 7% s periodou 44 minut. Na Obrazku
5.1 je zobrazen prubéh tangencialniho posunuti v plasti Zemé pro nékolik toroidalnich
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modu ,7;,. Modalni ¢islo p vyjadiuje pocet uzlovych ploch, na kterych je posunuti
nulové. Se zvysujicim se thlovym ¢éislem n se tyto uzlové plochy stejné jako ma-
ximalni amplitudy posunuji k povrchu. Na obrazku neuvadime konkrétni hodnoty

amplitud, protoze bez ptedepsani pocatecniho impulzu nemaji fyzikalni vyznam.

OSO ISO QSO
- - povrch - povrch - povrch
- CMB CMB CMB
= - ICB - ICB - ICB
350 450 1050
- povrch - povrch - povrch

CMB

ICB

CMB

-+ ICB

CMB

+ICB

Obrazek 5.2: Prubéh radidlntho posunuti mezi sttedem a povrchem pro nékolik
radidlnich kmiti modelu PREM. Na obrazcich jsou vyznaéena rozhran{ jadro — plast
(CMB) a vnitini — vnéjsi jadro (ICB).

Obrazek 5.2 ukazuje vlastni funkce radidlnich kmiti. Radidlni mod ¢Sy s peri-
odou 21 minut nema zadnou plochu s nulovym posunutim a odpovidé radidlnimu
smritovani a roztahovani Zemé. Modalnim ¢islo ma podobné jako u toroidélnich
kmitu vyznam poctu uzlovych ploch. Je zajimavé, ze zatimco u toroidalnich kmitu
s vySSim modalnim c¢islem jsou lokdlni maxima amliptud ptiblizné téze velikosti,
pro radidlni kmity lokdlni maxima amplitud rostou smérem ke stredu.

Pro sféroiddln{ kmit (S5, tzv. fotbalovy mdéd!, s nejdelsi periodou fyzikdlnfho
spektra o délce 54 minut a dva dalsi médy s n = 2 jsou na Obrazku 5.3 vykresleny obé
slozky vektoru posunuti. V ptipadé sféroidalnich kmiti neméa modélni ¢islo vyznam

'Dahlen & Tromp, 1998, str. 299, oznacuji za moznou pii¢inu této prezdivky alternace tvaru
télesa mezi citronem a tykvi.
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Obrazek 5.3: Prubéh radidlniho (U) a tangencidlniho (V') posunuti mezi stfedem
a povrchem pro sféroidalni médy ,S2 modelu PREM. Na obrézcich jsou vyznacena
rozhran{ jadro — pldst (CMB) a vnitin{ — vnéjsi jadro (ICB).

my Agnew, 2007
ho | b | kn ho | b | ka
0.603 | 0.084 | 0.298 || 0.617 | 0.083 | 0.300
0.288 | 0.015 | 0.092 || 0.298 | 0.015 | 0.095
4 11 0.175 | 0.010 | 0.041 || 0.179 | 0.009 | 0.043

w N B

Tabulka 5.6: Povrchova Loveova ¢isla pro model PREM.

poctu uzlovych ploch, jak je z obrazku patrné. Pro sféroidalni kmity neni tan-
gencialni posunuti, na rozdil od radidlniho, spojité na kapalném rozhrani. Spoctené
vlastni funkce médu ¢Sy jsou vizualné totozné jako funkce na Fig. 8.18 v (Dahlen &
Tromp, 1998).

Slapova Loveova ¢isla modelu PREM jsme pocitali pro n = 2,3,4. V Tabul-
ce 5.6 porovnavame hodnoty povrchovych Loveovych ¢isel vrstevnaté aproximace
modelu PREM s hodnotami uvedenymi v (Agnew, 2007). Vypocet jsme provedli
pro slapovou periodu jeden den. Loveova ¢isla jsou na periodé slapového potencidlu
zavisla, ovSéem pro dostatecné velké periody se vysledek méni jen zanedbatelné.
Na Obr. 5.4 ukazujeme radidlni prubéh hs, [y a ks pro tii ruzné slapové periody.
Pro hodinovou periodu se vysledek jesté lisi, ale Loveova ¢isla pro periody den
a mésic se uz shoduji na sitku céry.
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Obréazek 5.4: Loveova ¢isla hs, lo a ky v modelu PREM pro slapové periody rovné
mésici, dni a hodiné (m-d-h). Vodorovné ¢ary vyznacuji rozhrani jadro — plast
(CMB) a vnitini — vnéjsi jadro (ICB).
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Kapitola 6

Vysledky pro modely planet
a meésicu

6.1 Mars

Pro vypocty vlastnich kmitti a slapi Marsu jsme vychazeli ze dvou modelu hustot
a seismickych rychlosti podle (Sohl & Spohn, 1997). Prvni model byl optimalizovan
pro geochemicka data z meteoritu, druhy pro splnéni momentu setrva¢nosti Marsu.
Oba modely vykazuji podobnou globalni strukturu s kurou, svrchnim a spodnim
plastém, oddélenym ptrechodovou oblasti olivinu na ~-spinel, a tekutym jadrem.
Chybi vsak vrstva perovskitu a vnittni pevné jadro, pro které nebyly splnény tlakové

polomér [km] | p [grem™] | p [GPa] | A [GPa]
jadro 1468 7.15 0 284
spodni plast 2033 4.25 143 174
prechodové zéna 2360 4.00 116 150
svrchni plast 3280 3.60 83 110
kura 3390 2.80 46 78

Tabulka 6.1: Parametry Marsu pro Model A.

polomér [km] | p [grem™] | p [GPa] | A [GPa]
jadro 1667 7.05 0 280
spodni plast 1974 4.20 141 167
prechodové zéna 2332 4.00 117 155
svrchni plast 3140 3.65 88 111
ktra 3390 2.80 47 78

Tabulka 6.2: Parametry Marsu pro Model B.
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a teplotni podminky. V plasti a kute hustota roste s hloubkou téméf linearné. Na
rozhrani kiira — plast dochdzi ke skokovému zvyseni o 600 kg-m~—3, pii piechodu
olivin — S-spinel byl skok o 250 kg-m~3 a na rozhrani 3-spinel — y-spinel o 100 kg-m 3.
Nejvyznamnéjsi zvyseni hustoty kolem 3000 kg-m™3 je na rozhrani jadro — plast.

n OTn [b] lTn [b} QTn [6] STn [b] n [)Sn [S] 1Sn [S] QSTL [b} 3Sn [S]
2 | 1757.3 | 591.5 | 337.9 | 239.6 2 11968.2 | 977.2 | 633.5 | 415.2
3 | 1126.9 | 505.0 | 320.5 | 233.5 3 |1200.4 | 733.0 | 546.8 | 349.8
4 | 860.7 | 435.8 | 300.4 | 225.8 4 | 864.4 | 596.3 | 481.0 | 315.9
5 | 705.4 | 383.5 | 279.3 | 216.9 5 1 691.4 | 502.9 | 421.4 | 291.9
6 | 601.0 | 344.2 | 259.0 | 207.0 6 | 592.1 | 428.2 | 371.2 | 2728
7 | 525.1 | 3139 | 240.6 | 196.6 7 | 525.6 | 368.5 | 330.6 | 256.3
8 | 466.9 | 289.7 | 224.5 | 186.2 8 | 474.9 | 322.0 | 297.7 | 2414
9 | 420.9 | 269.7 | 210.8 | 176.2 9 | 433.6 | 286.5 | 270.1 | 227.6
10 | 383.4 | 252.7 | 199.1 | 167.0 10 | 398.8 | 259.9 | 246.0 | 214.7
Tabulka 6.3: Periody vybranych vlastnich kmitu pro model A.
n OTn [S] 1Tn [b} 2Tn [S] 3Tn [S] n ()Sn [b] 1Sn [5] an [S} 3Sn [B]
2 | 1812.4 | 572.1 | 319.8 | 227.3 2 122222 | 987.2 | 632.9 | 408.7
3 | 1143.1 | 501.9 | 308.3 | 223.0 3 | 1366.1 | 732.7 | 546.6 | 342.3
4 | 868.6 | 439.7 | 294.4 | 217.6 4 | 965.1 | 599.5 | 483.7 | 307.6
5 | T11.5 | 389.0 | 279.0 | 211.2 5 | 744.3 | 520.5 | 427.3 | 285.0
6 | 607.1 | 348.9 | 262.8 | 204.0 6 | 611.7 | 461.7 | 378.5 | 266.7
7 | 531.6 | 317.4 | 246.7 | 196.3 7 | 527.2 | 409.8 | 338.6 | 251.4
8 | 474.1 | 2924 | 231.5 | 188.3 8 | 469.1 | 363.4 | 306.6 | 238.1
9 | 428.5 | 2719 | 217.6 | 180.1 9 | 425.3 | 323.7 | 280.8 | 226.1
10 | 391.5 | 254.8 | 205.2 | 172.1 10 | 390.1 | 290.5 | 259.6 | 214.9

Tabulka 6.4: Periody vybranych vlastnich kmitu pro model B.

Pro vypocty jsme prevzali tato hlavni rozhrani a hodnoty hustot jsme odec¢tenim
z Fig. 2 préce (Sohl & Spohn, 1997) aproximovali konstantni hustotou pro kazdou
vrstvu. Profil seismickych rychlosti jsme prevzali stejnym zptusobem z Fig. 8. Prubéh
rychlosti P a S vin ma linedrni prubéh v plasti a kute a parabolicky prubéh v jadre.
Zvysovani seismickych rychlosti je pro Mars o poznani mensi nez pro Zemi v dusledku
nizsitho narustu tlaku spojeného s mensim rozmérem planety.

Budeme uvazovat dva modely slozené z péti vrstev: kira, svrchni plast, precho-
dova oblast, spodni plast a jadro. Zakladni rozdil mezi obéma modely je predevsim
velikost jadra a tloustka kury Marsu. Oba modely splituji gravitaéni zrychleni na po-
vrchu Marsu 3.7 m-s~2 a dosahuji podobnych tlaki ve stfedu planety, kolem 40 GPa.

V Tabulkach 6.1 a 6.2 uvadime vnéjsi poloméry jednotlivych vrstev, hustotu
a Laméovy koeficienty prepoctené z hustoty a seismickych rychlosti pro modely A
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Obrazek 6.1: Hustota (vlevo) a seismické rychlosti (vpravo) pro modely Marsu.

a B. Na Obréazku 6.1 znazornujeme hustotu a seismické rychlosti a na Obrazku 6.2
gravitac¢ni zrychleni a hydrostaticky tlak pro oba modely.

V Tabulkach 6.3 a 6.4 uvadime periody toroidalnich a sféroidalnich kmitu pro th-
lova ¢isla n < 10 pro modely A a B. Spektrum vlastnich kmitu zac¢ind na 37
minutach pro model A a na 33 minutach pro model B, v obou ptipadech sféroiddlnim
modem (55. Na Obrazku 6.3 je pro tento mod vykresleno radidlni a tecné posunuti.
Rozdily mezi modely, které se projevuji v periodach, nemaji na prubéh posunuti
zadny patrny vliv. Na Obrazku 6.4 je vykreslena zavislost frekvence toroidalnich
a sféroidalnich kmitu na thlovém cisle pro model A, pro ktery jsme dostali podobné
spektra frekvenci jako (Gudkova & Zharkov, 2002) pro model Marsu M6.

V Tabulce 6.5 shrnujeme povrchova Loveova ¢isla pro n = 2,3,4 pocitand pro
slapovou frekvenci Marsova mésice Phobosu 1104/n hodiny (Sohl & Spohn, 1997).

Model A Model B
hy, \ l, \ ky, hy, \ [, \ ky,
0.172 | 0.036 | 0.093 || 0.212 | 0.038 | 0.113

0.083 | 0.010 | 0.031 || 0.095 | 0.008 | 0.034
0.057 | 0.005 | 0.016 || 0.060 | 0.004 | 0.016

=W N3

Tabulka 6.5: Loveova ¢isla pro modely Marsu.
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Obréazek 6.2: Gravitacéni zrychleni (vlevo) a hydrostaticky tlak (vpravo) pro modely

Marsu.
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Obrazek 6.3: Prubéh radidlntho (U) a tangencidlntho (V') posunuti mezi volnym
povrchem a stfedem Marsu pro nejdelsi sféroidalni mod Sy pro model A vlevo, pro
model B vpravo. Na obrazcich jsou vyznacena rozhrani podle Tabulek 6.1 a 6.2.
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obrazek) kmitu na dhlovém ¢isle pro model Marsu A.
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6.2 Venuse

Venuse je svou velikosti a prumérnou hustotou velmi podobna Zemi, presto vsak jsou
mezi nimi podstatné rozdily. Pfedné, na Venusi neprobiha deskova tektonika, povrch
planety tvori asi 100 km mocna litosféra. Pouzitim gravita¢nich a topografickych
dat byla ur¢ena prumérna sirka kury Venuse na 35 km (Konopliv & Sjogren, 1994).
Dalsim rozdilem je pomala rotace Venuse s periodou 243 dni a nepiitomnost vnitini-
ho magnetického pole (Phillips & Russell, 1987). Relativné pomald rotace ale sama
o sobé neni duvodem, pro¢ Venuse nemad vlastni magnetické pole (Stevenson, 2003).
Moznym vysvétlenim je to, ze v kapalném jadie neprobihd termalni konvekce v du-
sledku spatného ochlazovani vnitiku Venuse kvili neptitomnosti deskové tektoniky.
V jadie Venuse nejsou splnény fazové podminky pro krystalizaci zeleza, v dusledku
nizsich tlaku a vyssich teplot nez v Zemi, takze nedochézi k diferenciaci na vné;jsi ka-
palné a vnitini pevné jadro, a tedy neprobiha ani geochemicka konvekce (Stevenson,
1983).

P14st Venuse rozdélime na tfi vrstvy: svrchni plast, prechodovou oblast a spodni
plast. Hranice téchto vrstev polozime do hloubek podle (Schubert et al., 2001).
7 duvodu nizsich tlaku panujicich v plasti VenuSe polozime endotermni fazovy
prechod olivinu do hloubky 440 km (410 km pro Zemi) a exotermni fazovy prechod
do hloubky 740 km (660 km pro Zemi). Polomér rozhran{ jidro — pldst budeme
uvazovat 3110 km.

Pro urceni hustotni struktury VenuSe budeme vychazet z analogie se Zemi.
Hustotu kury budeme uvaZzovat 2.8 g-cm™3, pro svrchni plast pouZijeme hodnotu
3.8 g-em ™2, po fazovém piechodu olivinu na (3-spinel stoupne hustota v prechodové
oblasti na 4.2 g-cm~2 a ve spodnim plasti budeme pocitat s hodnotou 4.6 g-cm—3.
Koneéné pro kapalné jadro budeme poéitat s hodnotou 10 g-cm 3.

Radialni prubéh hustoty pro uvazovany model Venuse je zakreslen v Obrazku
6.5 vlevo. Na pravé strané obrazku jsou vykresleny pouzité hodnoty seismickych
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Obrazek 6.5: Hustota (vlevo) a seismické rychlosti (vpravo) pro model Venuse.
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Obrazek 6.6: Gravitacni zrychleni (vlevo) a hydrostaticky tlak (vpravo) pro model
Venuse.

rychlosti s hloubkou, které jsme urcili opét z analogie Venuse — Zemé. Na Obrazku
6.6 je zndzornén prubéh gravitaéniho zrychleni a narust tlaku s hloubkou pro model
Venuse. V Tabulce 6.6 jsou shrnuty pouzité parametry pro kazdou vrstvu, kde misto
seismickych rychlosti uvadime elastické Laméovy koeficienty.

Na Obréazku 6.7 jsou vykresleny zavislosti frekvenci toroidédlnich a sféroidalnich
kmitu na dhlovém ¢éisle. Konkrétni hodnoty period jsou uvedeny v Tabulce 6.7 pro
uhlova c¢isla n < 10.

V Tabulce 6.8 uvadime povrchova Loveova ¢isla pro n < 4. Loveovo ¢islo ks bylo
pro Venusi urceno z casovych variaci gravitacnich koeficienti Cys a Soo zptisobenych
slunecni periodou, (Konopliv & Yoder, 1996) urcili jeho hodnotu na ko = 0.295 +
0.066.
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polomér [km] | p [grem™3] | p [GPa] | A [GPa]

jadro 3110 10.0 0 722

spodni plast 5311 4.6 194 220

prechodova zdéna 5611 4.2 136 147

svrchni plast 6016 3.8 95 118

kura 6051 2.8 45 81

Tabulka 6.6: Parametry pro model Venuse.

no| oTn [s] | 1Tn [8] | 2T [s] | 3Ty [9] no| oS [s] | 15n [8] | 250 [8] | 35n [s]
2 | 2682.3 | 766.7 | 454.8 | 315.3 2 | 3159.1 | 1437.0 | 955.1 | 588.0
3 | 1653.5 | 694.2 | 440.2 | 310.2 3 |2042.2 | 1037.3 | 830.5 | 497.3
4 | 1250.3 | 623.1 | 4224 | 303.8 4 | 1469.8 | 840.8 | 731.4 | 442.6
5 | 1021.7 | 559.2 | 402.4 | 296.2 5 [ 1135.1 | 739.4 | 637.1 | 413.4
6 | 871.8 | 504.7 | 381.2 | 287.8 6 | 924.1 | 671.8 | 557.9 | 389.6
7 | 764.9 | 459.1 | 359.7 | 278.6 7 | 783.3 | 613.8 | 496.4 | 368.7
8 | 684.0 | 421.4 | 338.5 | 269.0 8 | 685.0 | 560.1 | 448.4 | 349.7
9 | 620.3 | 389.9 | 318.3 | 259.1 9 | 613.6 | 510.5 | 410.2 | 332.2
10 | 568.7 | 363.3 | 299.5 | 249.1 10 | 559.2 | 466.0 | 379.0 | 315.7

Tabulka 6.7: Periody vybranych vlastnich kmiti pro model Venuse.

hn

L

Ky,

S w Nl 3

0.550
0.261
0.160

0.082
0.014
0.008

0.281
0.089
0.041

Tabulka 6.8: Loveova ¢isla pro model Venuse.
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Obrazek 6.7: Zavislost frekvenci toroidalnich (horni obréazek) a sféroidalnich (dolni
obrézek) kmitu na thlovém ¢isle pro model Venuse.
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6.3 Ledové meésice

V nasledujicich odstavcich se budeme vénovat vlastnim kmittim a slapum ledovych
mésicu velkych planet Sluneéni soustavy. Rozméry ledovych meésicu jsou velmi pro-
meénlivé, od desitek kilometru az po prumeér 5262 km nejvétsiho mésice Slunecni
soustavy, Jupiterova Ganymedu. (Ganymédés byl milencem boha Dia, puvodem
z Tréje.) Slozeni mésicu je charakterizovéano vysokym obsahem vodniho ledu ve vy-
sokotlakych modifikacich. Jejich povrchové teploty se pohybuji hluboko pod bodem
mrazu, presto se u nékterych z ruznych duvodu uvazuje o existenci vrstvy kapalné
vody (podpovrchového ocednu). Zdroj energie je pripisovan disipaci slapové energie
tfenim. Slapova disipace muze byt natolik silna, ze mozna pohani v plasti meésicu
konvekei, kterd ma vliv na to, jestli je dany mésic diferencovany na ledovy plast
a silikatové jadro nebo je led se silikaty promichan. Alternativnim zdrojem energie
muze byt radioaktivni rozpad, ktery ziejmeé hral vyznamnou roli v pocateénich fazich
evoluce mésicu. Znalost vnitini stavby mésicu je velice omezend, proto i parametry
pro vypocty jsou casto voleny na zakladé teoretickych tvah a nejsou podlozeny
primym pozorovanim. Zamétrime se na Jupiteruv mésic Europu a Saturnovy mésice
Titan a Enceladus, jejichz parametry jsou uvedeny v Tabulce 6.9 (Hussmann et al.,

2007).

polomér r | stiedni hustota p | gravitacni zrychleni na povrchu g
[km] [kg.m ™3] [m.s?]
Europa 1565 3010 1.32
Titan 2575 1881 1.35
Enceladus 252 1610 0.113

Tabulka 6.9: Zékladni parametry ledovych mésicu.

6.3.1 Europa

Europa je jednim z nejméneé Sedesati mésicu Jupitera. Nese jméno jedné z nejméné to-
lika milenek boha Dia, jinde Jupitera. Podle momentu setrvac¢nosti Europy lze usou-
dit, ze jeji vnittek je diferencovany na vnitini prevazné zelezné jadro, vnéjsi silikatové
jadro a ledovy plast. Hypotéza existence podpovrchového ocednu oddélujiciho jadro
a plast je podpoiena magnetometrickym méfenim v okoli Europy. Kromé magnetic-
kého pole Jupiteru bylo naméfeno i indukované magnetické pole. Jednim z moznych
vysvétleni je odezva podpovrchového ocednu z vodivého materidlu (Zimmer et al.,
2000). Pro vypocty pouzijeme tii modely podle (Moore & Schubert, 2000). Prvni
model (A) bude slozen ze tii pevnych vrstev — vnitintho zelezného jadra, vnéjsiho
silikdtového jddra a ledového plasté. Ve druhém modelu B budeme uvaZzovat plast
(o mocnosti 119 km) slozeny z vrstvy tekuté vody pod 10 km sirokou vrstvou ledu,
zatimco ve tfetim modelu (C) budeme pocitat se 100 km Sirokou vrstvou ledu.
Vnéjsi poloméry, hustota a moduly torze jednotlivych vrstev podle (Moore & Schu-
bert, 2000) jsou uvedeny v Tabulce 6.10. Hodnota p v plasti plati pouze pro ledovou
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polomér [km] | p [kg.m™®] | u [GPa]

zelezné jadro 704 5150 0
silikatové jadro 1446 3300 100
ledovy plast 1565 1000 1

Tabulka 6.10: Parametry vrstev Europy.

vrstvu, pro kapalinu samoziejmé uvazujeme p = 0. Kvuli nedostatecné znalosti
Laméova koeficientu A pouzijeme v pevnych vrstvach aproximaci tzv. Poissonovym
télesem, A = u, v kapalné vrstvé plasté pouzijeme hodnotu p pro led, A = 1 GPa,
a pro kapalné jadro odhadneme \ = 100 GPa.

Na Obrazku 6.8 je vykreslena zavislost frekvenci toroiddlnich kmiti na thlovém
¢isle pro modely A a C. Pro model C se jedna o kmity pouze ledové slupky. U modelu
A je patrno, ze kmity se zvétSujicim se n ztraceji citlivost na hloubku a ”vidi” také
pouze svrchni ledovou vrstvu. Zélezi tedy na poctu uzlovych ploch kmitu, jak rychle
se citlivost s hloubkou vytraci. Vysledky pro model B na Obrazku 6.8 nezobrazujeme,
protoze frekvence vyssich médu jsou proti zakladnimu modu (7, podstatné veétsi
a padly by mimo panel.

V Tabulkéch 6.11, 6.12 a 6.13 uvadime periody toroidalnich a sféroidalnich kmitu
pro thlova ¢isla n < 5 a modely A, B a C. Spektrum vlastnich kmitu za¢ina na 16
minutach pro model A, na 96 minutach pro model B a pro model C dokonce na 183
minutach, ve vSech piipadech sféroidalnim moédem (S5. Na Obrazku 6.9 je pro tento
mod vykresleno radidlni a tecné posunuti.

Na Obrazku 6.10 je vykreslena zavislost frekvenci sféroidalnich kmitt na tthlovém
¢isle. Pro pevny model A je spektrum tvoreno jednak pozvolna rostoucimi vétvemi
modu, jejichz energie je soustfedéna predev§sim ve svrchni ledové vrstve, jednak
rychle rostoucimi vétvemi, pro které dochazi k deformaci v celém objemu télesa. Pro
model B spektrum v prusecicich vétvi nékdy obsahuje dvojici komplexné sdruzenych
frekvenci. Pro model C nastava dokonce situace, kdy se dvé vétve spojuji a kom-
plexné sdruzené dvojice frekvenci pak zasahuji az pres nékolik desitek ihlovych ¢isel
— tzv. bifurkace (dle soukromé korespondence s vedoucim prace).

Je tedy patrno, ze existuji podstatné rozdily ve spektrech toidalnich i sféroidal-
nich kmitu zvolenych modelu Europy, které by pii pripadném méreni mély byt dobte
rozlisitelné.

V Tabulce 6.14 jsou uvedena slapova Loveova ¢isla hso, I3 a ky pro modely A, B
a C. Modely obsahujici v plasti kapalnou vrstvu se na povrchu deformuji az desetkrat
vice.
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n OTn [S] 1Tn [S] QTn [S] 3Tn [S] n ()Sn [S] 1Sn [S] QSn [S] 3Sn [S}
2| 775.1 | 463.8 | 222.3 | 159.3 21 966.4 | 537.4 | 395.2 | 296.7
3| 568.1 | 393.6 | 198.4 | 158.7 31 589.2 | 503.7 | 316.0 | 264.4
4| 525.7 | 315.9 | 176.8 | 157.0 4 | 488.9 | 414.0 | 287.8 | 239.1
51 5079 | 261.7 | 162.8 | 150.9 51 469.3 | 333.0 | 268.3 | 215.1
Tabulka 6.11: Periody vybranych vlastnich kmitu pro model A Europy.
n|oln[s] | n|oTnl[s] | n| 1T, [ n | oS [s] | 15k [8] | 250 [8] | 35 [s]
215647.1 16 | 1569.3 | 2| 20.0 2 | 5740.8 | 3591.7 | 2640.2 | 1455.3
313265.0 | 7 ]1346.2 | 3| 20.0 3| 4417.0 | 2572.4 | 1807.0 | 1154.8
4123764 8 | 11799 | 4 | 20.0 4 137919 | 2033.5 | 1375.6 | 661.0
5118859 [ 9 | 1050.8 | 5| 20.0 51 3365.6 | 1676.6 | 1114.5 | 488.6
Tabulka 6.12: Periody vybranych vlastnich kmitu pro model B Europy.
n OTn [S] lTn [S] QTn [S] 3Tn [S] n ()Sn [S] 1Sn [S] QSn [S] 3Sn [S]
2 15390.6 | 199.6 | 100.0 66.7 2 1 10956.8 | 3492.1 | 2793.6 | 1455.4
3 13154.2 | 199.4 99.9 66.6 3| 9080.6 | 2498.4 | 1955.4 | 1124.7
4123024 | 199.0 99.9 66.6 4| 7720.6 | 1974.9 | 1442.7 | 667.1
51 1829.4 | 198.6 99.8 66.6 51 6771.8 | 1627.0 | 1158.7 | 500.1

Tabulka 6.13: Periody vybranych vlastnich kmitu pro model C Europy.

Tabulka 6.14:

[ 2|

b | ke |

Model A
Model B
Model C

0.033
0.352
0.340

0.010
0.082
0.064

0.016
0.150
0.141
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Obrazek 6.8: Zavislost frekvenci toroidalnich kmiti na thlovém cisle. Vlevo pro
model A Europy, vpravo pro model C.

092 — model A 092 — model B 092 — model C
\ : 1555 :
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Obrazek 6.9: Prubéh radidlniho (U) a tangencialniho (V') posunuti mezi stfedem

a povrchem modelu Europy pro sféroiddlni méd (S5. Na obrazku jsou vyznaceny
hranice jednotlivych vrstev podle Tabulky 6.10.
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6.3.2 Titan

Titan je nejvétsim meésicem Saturnu. Pojmenovan byl po détech bohu Urana a Gaie
zvanych Titani, z nichz nejmladsim byl Kronos alias Saturnus. Jako jediny z ledovych
meésict ma hustou atmosféru tvorenou hlavné dusikem a metanem. Pro Titan budeme
uvazovat tii rozdilné modely vnitini stavby podle (Sohl et al., 1995). Prvni model
predpokladé, ze uvniti Titanu k diferenciaci materialu nedoslo, budeme tedy uvazovat
homogenni smés ledu a silikatu. V Tabulce 6.15 je tento piipad oznacen jako model
A. Dalsi dva modely (B, C) po¢itaji s vnitini diferenciaci na silikatové jadro a ledovy
plast. Rozdil mezi modely B a C spo¢ivé v existenci kapalného ocednu uvniti plaste.
V Tabulce 6.16 jsou uvedeny hustota a moduly torze pro ruzné materialy, o kterych
predpokladame, ze tvori Titan. Laméuv koeficient A polozime stejné jako diive
v pevnych vrstvach roven modulu torze a kapalné vrstvé modulu torze ledu.

model A model B model C
mocnost mocnost mocnost
slozeni [km] slozeni [km] slozeni [km]|
led + silikaty 2575 led T 100 led I 150
led II 300 NH; - H,O 200
led V 75 led V 325
led VI 200 silikaty 1900
silikaty 1900

Tabulka 6.15: TTi modely Titanu. Model A je homogenni smési materiali, modely B
a C jsou slozeny z vrstvy silikatu a vrstev vysokotlakych modifikaci ledu. V modelu
C je navic kapalné vrstva.

p kem™] | pu [GPa]
Led I 930 3.5
NH; - H,0 950 0

Led 11 1180 3.5
Led V 1280 3.5
Led VI 1430 3.5
Silikéty || 2895B(3085C) |  65.0
Led + silikéty 1881 14.0

Tabulka 6.16: Hustota a moduly torze pro jednotlivé vrstvy modelu Titanu.

Vypoétené periody toroidalnich a sféroidalnich vlastnich kmitu pro modely A, B
a C jsou uvedeny v Tabulkach 6.17 az 6.19. Na Obrazku 6.11 je vykreslena zavislost
frekvenci toroidalnich kmiti na ihlovém ¢isle. Pro model B, stejné jako pro pevny
model A Europy, je patrna klesajici citlivost na hlubsi vrstvy s rostoucim n. Stejné
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jako v modelu C Europy dochézi i pro toroidalni kmity modelu C Titanu k rychlému
tlumeni period, jak ukazuje Obrazek 6.11 vpravo.

Na Obréazku 6.12 je vynesen prubéh radidlniho a tangencidlnitho posunuti pro
stéroidalni mod (.5s.

Na Obréazku 6.13 je vykreslena zavislost frekvence sféroidalnich kmitu na hlovém
¢isle pro jednotlivé modely Titanu. Pro model B a C vychazeji stejné jako pro mo-
dely Europy néktera vlastni ¢isla komplexné sdruzena a rovnéz dochazi k bifurkacim
vetvi, i kdyz méné patrnym.

Periody toroidalnich a sféroidalnich kmitu jsou uvedeny v Tabulce 6.17. Spek-
trum vlastnich kmitu za¢ind na 40 minutdch pro homogenni model A, na 36 minutach
pro peviny model B a na 77 minutach pro model C s kapalnou vrstvou. Je zajimavé,
ze vsechny tyto periody nélezi toroidalnimu kmitu (75.

V Tabulce 6.20 jsou uvedena slapova Loveova ¢isla, pocitand pro slapovou peri-
odu jeden den. Nejmensi deformace povrchu vysla pro pevny diferencovany model B,
v modelu C s kapalnou vrstvou stoupne deformace dvacetkrat. K Tabulce 6.20 pii-
pojujeme hodnoty viskoelastickych Loveovych ¢isel pro stejné modely podle (Sohl
et al., 1995). Pokud do hry nevstoupi nizkoviskézni kapalnd vrstva, jsou vysledky
az prekvapivé podobné.

Povrchova Loveova ¢isla nestlacitelného homogenniho modelu muzeme pocitat
analyticky podle vzorce, ktery je odvozen v (Melchior, 1978),

-1

5 194
ho=—=|(14+ —— 6.1
: 2(+2WR) | (6.1

kde g je gravitacni zrychleni na povrchu a R polomér modelu. Prostym dosazenim
dostaneme pro nestlacitelny nediferencovany model Titanu hy = 0.117. Této hod-
noty jsme schopni dosdhnout na pét platnych mist zvysenim nestlacitelnosti v mo-
delu A, tj. zvySenim Laméova koeficientu A o Sest fadu oproti puvodni hodnoteé.
Pri dalsim navySeni A o nékolik fadu nas program neposkytuje stabilni vysledky.
Explicitni formulace ilohy pro limitu A — oo neni piimocara.
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0Sn [8] | 15 [8] | 25n [s] | 35 [s]

2199.1 | 1235.5 | 713.5 | 609.4
1493.3 | 925.1 | 611.8 | 506.2
11729 | 737.7 | 537.8 | 438.1
976.7 | 615.8 | 480.0 | 390.9

OTn [S] 1Tn [S] QTn [S] 3Tn [S]

2371.1 | 831.1 | 564.0 | 430.6
1534.5 | 702.3 | 499.1 | 390.8
1164.1 | 610.6 | 448.9 | 358.4
964.5 | 541.6 | 408.7 | 331.6

Otk W N 3
T W N 3

Tabulka 6.17: Periody vybranych vlastnich kmitu pro homogenni model A Titanu.

OTn [S] 1Tn [S] QTn [S] 3Tn [S]

2123.4 | 915.0 | 519.1 | 359.0
1697.0 | 684.3 | 490.8 | 325.2
1449.2 | 585.1 | 445.2 | 315.0
1264.1 | 543.3 | 393.6 | 307.1

0Sn [8] | 15 [8] | 25n [s] | 35 [s]

1617.6 | 1203.8 | 731.9 | 593.3
1289.8 | 1015.3 | 598.8 | 520.4
1099.3 | 928.7 | 520.5 | 462.7
1000.5 | 833.3 | 478.2 | 408.9

(SRS GUE oY B
U W N 3

Tabulka 6.18: Periody vybranych toroidalnich a sféroidalnich vlastnich kmita pro
vrstevnaty model B Titanu, neobsahujici kapalinu.

OTn [S] 1Tn [S] QTn [S] 3Tn [S]

4592.5 | 1544 | T77.3 51.5
2684.2 | 154.2 | 77.3 51.5
1958.8 | 154.0 | 77.2 51.5
1556.2 | 153.7 | T7.2 51.5

0Sn [8] | 15 [8] | 25n [s] | 35 [s]

3102.0 | 2218.5 | 1245.9 | 934.2
2190.1 | 1516.8 | 1030.6 | 824.5
1696.8 | 1171.9 | 9554 | 738.1
1348.3 | 994.7 | 876.2 | 664.0

Otk W N 3
T W N 3

Tabulka 6.19: Periody vybranych toroidalnich a sféroidalnich vlastnich kmita pro
vrstevnaty model C Titanu, zahrnujici kapalnou vrstvou.
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my Sohl et al., 1995
hy | ks he | ko
model A || 0.123 | 0.071 || 0.119 | 0.072
model B || 0.061 | 0.028 || 0.059 | 0.026
model C || 1.161 | 0.313 || 1.19 0.359

Tabulka 6.20: Loveova ¢isla pro modely Titanu.
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Obrazek 6.11: Zavislost frekvenci toroidalnich kmitu na hlovém éisle. Vlevo pro
model B Titanu, vpravo pro model C.

059 — model A 0S5 — model B 059 — model C

\ - povrch

P DIV - 2425
7 orms / 9995

\
- . - 2 dl000 T | 11900

Obrazek 6.12: Prub¢h radidlntho (U) a tangencialniho (V') posunuti mezi sttedem
a povrchem modelu Titanu pro sféroidalni méd (S5. Na obrazku jsou vyznaceny

hranice jednotlivych vrstev podle Tabulky 6.15.
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6.3.3 Enceladus

Enceladus je mensim mésicem Saturnu, jednim z Sedesati. Enkelados byl jednim z Gi-
gantt, tedy mladsim bratrem boha Saturna; v Recku je dodnes oznacovan za piicinu
zemeétieseni. Fascinuje svou dichotomii — existenci chladné oblasti kolem severniho
polu pokrytou kratery a existenci vyrazné teplejsi oblasti s hladkym povrchem a
nékolika paralelnimi prasklinami kolem pdlu jizniho. Nad oblasti jizniho pélu byla
dokonce pozorovana atmosféra, pravdépodobné tvorena vodni parou. Tepelny tok
na jizni strané Enceladu je natolik velky, Ze jej neni mozné vysvétlit energii z ra-
dioaktivnich rozpadu v silikatech. Jak ukazuji (Maierovd, 2006) a (Tobie et al.,
2007), zvysuje kapalnd vrstva uvniti Enceladu disipaéni vykon. Budeme uvazovat
tfi modely Enceladu podle (Tobie et al., 2007). Modelem A zachytime diferenciaci
Enceladu na ledovy plast a silikdtové jadro, model B zahrne i 10 km sirokou ka-
palnou vrstvu na rozhrani jadro — plast a v modelu C budeme uvazovat kapalnou
vrstvu Sirokou 40 km. Poloméry jednotlivych vrstev, hustota a moduly torze jsou
uvedeny v Tabulce 6.21. Pro jednoduchost volime hustotu i modul torze ledu a vody
stejné a Laméuv koeficient A pevnych vrstev polozime roven modulu torze.

polomér [km] | p [kg.m™3] | u [GPa]

silikdtové jadro 170 3000 70.0
ledovy plast 252 1000 3.3

Tabulka 6.21: Parametry vrstev Enceladu.

Pro toroidalni kmity modelu Enceladu plati stejné jako pro predchozi mésice, ze
¢im tensi vrstva ledu se na povrchu modelu nachazi, tim rychleji se tlumi vyssi médy
oproti zakladnimu médu (7,,. Zavislost frekvenci toroidalnich kmitti na thlovém ¢isle
pro modely A a B je vykreslena na Obrazku 6.14.

Periody toroidalnich a sféroiddlnich kmitu vSech modelu jsou zapsany do Tabu-
lek 6.22 az 6.24. Spektrum vlastnich kmitu zacind na 4 minutach pro pevny model A
a na 22 minutach pro modely B a C. Pro pevny model je nejdelsi perioda toroidalniho
kmitu 7%, zatimco pro modely B a C s kapalnou vrstvou perioda sféroidalniho médu
052. Na Obrazku 6.15 je pro tento mod vykresleno radidlni a te¢né posunuti.

Zéavislost frekvenci na thlovém éisle pro sferoidalni médy ukazuje Obrazek 6.16.

V Tabulce 6.25 jsou uvedena slapova Loveova ¢isla, pocitand pro slapovou pe-
riodu jeden den. Nejmensi deformace povrchu jsme dostali pro pevny model A,
v modelu B stouply hodnoty hs a ko dvacetkrat a v modelu C dokonce ¢tyticetkrat.
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n OTn [S] 1Tn [S] QTn [S] 3Tn [S] n ()Sn [S] 1Sn [S] QSn [S] 3Sn [S}
2| 236.5 | 86.8 57.9 36.6 2| 178.0 | 121.0 74.3 60.7
3| 1849 | 66.6 51.4 35.7 3| 140.2 | 107.0 57.8 53.4
4| 153.0 | 60.9 43.3 34.7 41 121.8 95.3 52.3 44.7
51 130.2 | 57.9 38.3 32.6 5| 112.0 83.0 48.3 40.6
Tabulka 6.22: Periody vybranych vlastnich kmitti pro model A Enceladu.
n OTn [S] lTn [S] QTn [S] 3Tn [S] n ()Sn [S] 1Sn [S] QSn [S] SSn [S}
2| 4079 | 76.2 39.4 26.5 2| 1336.6 | 242.1 | 242.1 | 126.3
3| 2477 | 737 39.1 26.4 3| 7573 | 1719 | 170.3 | 111.1
4| 1828 | 70.8 38.7 26.2 4| 4758 | 1354 | 1354 | 96.5
5| 146.1 67.5 38.1 26.1 51 326.9 | 116.7 | 110.6 83.3
Tabulka 6.23: Periody vybranych vlastnich kmitu pro model B Enceladu.
n OTn [S] lTn [S] QTn [S] 3Tn [S] n ()Sn [S] 1Sn [S] QSn [S] SSn [S}
2| 4416 | 46.1 23.3 15.8 2| 1312.0 | 263.5 | 234.1 | 132.6
312634 | 45.7 23.3 15.6 3| 859.5 | 186.3 | 162.6 | 115.4
41 193.2 | 45.1 23.2 15.5 4| 6064 | 144.3 | 128.1 99.8
5| 153.8 | 444 23.1 15.5 5| 439.9 | 117.8 | 108.2 86.0

Tabulka 6.24: Periody vybranych vlastnich kmitu pro model C Enceladu.

|

|

ho

|

s

|

ks

|

Model A
Model B
Model C

0.86 . 107°
1.52 . 1072
3.07 .10

0.53.107°
0.27 . 1072
0.60 . 1072

0.27 .10
0.40 . 1072
0.80 . 1072

Tabulka 6.25: Loveova ¢isla pro modely Enceladu.
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Obrazek 6.14: Zavislost frekvenci toroidalnich kmitu na thlovém éisle. Vlevo pro
model A Enceladu, vpravo pro model B.

082 — Model A

DSQ — Model B

povrch

povrch

180

i 170

170

082 — Model C

povrch

- 210

170

Obrazek 6.15: Prub¢h radidlntho (U) a tangencialniho (V') posunuti mezi stfedem
a povrchem modelu Enceladu pro sféroiddlni méd (S5. Na obrazku jsou vyznaceny
hranice jednotlivych vrstev podle Tabulky 6.21.
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Obrazek 6.16: Zavislost frekvenci sféroidalnich kmitti na tthlovém ¢isle pro modely
A, B a C Enceladu.
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Kapitola 7
Zaver

V praci jsme studovali vlastni kmity a slapy nékolika planet a mésicu. Odvodili
jsme pohybovou rovnici v Lagrangeové tvaru, ktera spolecné s Poissonovou rovnici
pro prirustkovy potencidl a reologickym vztahem pro elasticky materidl popisuje
deformaci kontinua. Jako neznamé v této soustavé vystupuji tii slozky vektoru po-
sunuti a prirustkovy potencial. Rozkladem rovnic do sférickych harmonickych funkei
jsme ziskali nezndmé zavislé pouze radidlné a zaroven se tiloha pro vlastni kmity roz-
padla na toroidalni a sféroidalni ¢ast. Pro diskretizaci v radialnim sméru jsme pouzili
Cebysevovy polynomy. Pro vlastni kmity jsme dostali maticové vlastni problémy
zv14st pro toroidalni a zvlast pro sféroidélni ¢ast pole posunuti. V pifpadé slapi,
kde frekvence neni neznamou, ale je dana vnéjsim slapovym potencidlem, pak 1loha
presla na feseni nehomogenni soustavy linedarnich algebraickych rovnic.

Metodu jsme testovali na jednoduchém modelu Zemé slozeného ze tii vrstev proti
pribuzné metodé a programu pro vypocet period vlastnich kmitu a dale na mode-
lu Zemé PREM ve vrstevnaté aproximaci, kde jsme rovnéz dosahli dobré shody
s tabelovanymi hodnotami.

Pocitali jsme periody vlastnich kmiti a slapova Loveova ¢isla pro dva mo-
dely Marsu lisici se velikosti kapalného jadra a tloustkou kury. Nejdelsi perioda
sféroidalniho kmitu ¢S5 prvniho modelu vysla 33 minut a Loveova ¢isla hy = 0.172
a ky = 0.093. Pro druhy model jsme obdrzeli periodu kmitu ¢S, 37 minut a Loveova
¢isla he = 0.212 a ko = 0.113.

Pro nedostatek dostupnych dat jsme sestavili model Venuse na zakladé analogie
se Zemi. Pro tento model jsme nalezli periodu ¢S5 53 minut a Loveova ¢isla hy =
0.550 a ko = 0.281.

Pro modely ledovych mésicu Europy, Titanu a Enceladu jsme diskutovali vliv
kapalné vrstvy v ledovém plasti na spektra vlastnich médu a velikosti Loveovych
cisel.

Dosazené vysledky mohou byt napomocny pro uréeni vnitini struktury jed-
notlivych téles.
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