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4.1 Kmity kulové vrstvy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Title: Free oscillations and tides of moons and planets
Author: Elǐska Zábranová
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Abstract: In the presented work we develop and apply a new method for computing free
oscillations and tidal Love numbers of spherically symmetric pre-stressed elastic bodies
of planetary dimensions. Using Lagrangian description, we build a system of partial dif-
ferential equations for displacement and incremental gravitational potential. By means of
spherical harmonic expansions we transform these equations into a system of four second-
order ordinary differential equations for radial coefficients of displacement and incremental
potential expansions. By discretization in the radial direction we get a matrix eigenvalue
problem for free oscillations and a non-homogeneous system of algebraic equations for
tides. The discretization of second-order differential equations versus first-order equations
brings the advantage of half the size of resulting matrices, whereas the numerical solvers
scale the computing time to the third power of matrix size. We test the method on the
layered approximation of the PREM model and then we use it to compute the spectra
of free oscillations and tidal Love numbers for models of Mars, Venus and ice satellites
Europa, Titan and Encedalus. We discuss the effects in the free oscillations spectrum as-
sociated with the existence of a subsurface liquid layer. The results achieved may help to
determine the inner structure of individual bodies.
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Kapitola 1

Úvod

Tématem předkládané práce je vysokofrekvenčńı dynamika velkých těles, přesněji
modelováńı vlastńıch kmit̊u a slap̊u tř́ı planet a tř́ı měśıc̊u Slunečńı soustavy. V zájmu
zjednodušeńı větné stavby budeme pro tyto planety a měśıce nadále použ́ıvat souhrn-
ný název těleso, př́ıpadně model. V práci se omeźıme na modely sféricky symetrické,
nerotuj́ıćı, elastické a izotropńı, tedy na aproximaci SNREI.

Vlastńımi kmity nebo volnými oscilacemi označujeme pohyb následkem proces̊u
uvolňuj́ıćıch do systému takové množstv́ı energie, které vyvolá vlněńı schopné ob́ıhat
celé těleso a tak interferovat. Jde v podstatě o stojaté vlněńı s nekonečným počtem
stupň̊u volnosti a vlastńı kmity jsou pak elementy tohoto vlněńı. Energie dostatečná
pro měřitelnost vlastńıch kmit̊u se uvolňuje během velkých zemětřeseńı (př́ıbuzný
zdroj energie zmiňujeme v úvodńı větě části 6.3.3) nebo při impaktech.

Vlastńı kmity Země byly poprvé spolehlivě nalezeny na záznamech chilského
zemětřeseńı v roce 1960. Historie modelováńı vlastńıch kmit̊u ovšem sahá až k roku
1829, kdy se S. D. Poisson zabýval radiálńımi kmity homogenńı koule. Separaci
toroidálńı a sféroidálńı části elastických kmit̊u koule provedl H. Lamb v roce 1882.
Roku 1911 spoč́ıtal A. E. H. Love periody několika vlastńıch kmit̊u koule o rozměrech
Země a předpověděl i periody kolem jedné hodiny. Prvńı realistický model Země
s radiálně závislou hustotou a seismickými rychlostmi poč́ıtal v roce 1950 H. Takeuchi.
Roku 1972 přǐsel F. A. Dahlen s teoríı pro předpjatý model Země.

Program pro vlastńı kmity realizuj́ıćı algoritmus př́ımé numerické integrace dife-
renciálńıch rovnic sestavil F. Gilbert v roce 1966. Podrobné odvozeńı potřebných
rovnic a výpočty vlastńım programem publikoval za železnou oponou Z. Martinec
(Martinec, 1984). Metodu v téže době reformuloval J. H. Woodhouse zavedeńım mi-
nor̊u a odvozeńım vztahu pro počet mód̊u a úpravy implementoval do Gilbertova pro-
gramu. G. Masters program doplnil o možnost výpočtu Stoneleyových a IC (inner-
core) mód̊u a pod názvem Mineos (Masters et al., 2007) uvolnil zdrojový kód.

Hlavńım ćılem této práce je ukázat, že problém vlastńıch kmit̊u lze jednoduše
a přirozeně formulovat jako maticový vlastńı problém a obej́ıt tak mnohaleté hledáńı
kořen̊u charakteristické rovnice. Vedleǰśım efektem maticové formulace pro vlastńı
kmity je možnost jej́ı snadné modifikace pro výpočet slapových Loveových č́ısel
model̊u SNREI, spoč́ıvaj́ıćı v řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic. Zlatým
hřebem v naš́ı práci je předpověd’ spekter vlastńıch kmit̊u planet a měśıc̊u.
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Kapitola 2

Matematický popis

V následuj́ıćı části zformulujeme parciálńı diferenciálńı rovnice a podmı́nky na roz-
hrańı popisuj́ıćı elastické kontinuum za př́ıtomnosti gravitačńı śıly. Budeme se smažit
popsat celkovou deformaci tělesa, tzn. určit časový pr̊uběh posunut́ı a př́ır̊ustkového
potenciálu v celém jeho objemu.

Existuj́ı dva př́ıstupy popisu deformace kontinua. Lagrange̊uv popis je vztažen
k počátečńımu stavu S v čase t = 0, a Euler̊uv popis je vztažený k okamžitému
stavu S ′ v čase t′ > 0. Zavedeme-li označeńı pro polohový vektor v klidovém stavu
x a pro polohový vektor v deformovaném stavu x′ (stejně tak budeme rozlǐsovat
i ostatńı veličiny), je jejich vzájemný vztah vyjádřen pomoćı tenzoru deformačńıch
gradient̊u F ,

dx′ = Fdx, (2.1)

který je definován
F (x, t) := (∇x′)T

. (2.2)

Determinant tenzoru F souviśı s objemovou změnou kontinua při procesu S → S ′,
jak popisuje (Martinec, 2003),

dV ′ = JdV, (2.3)

kde V (resp. V ′) je objem materiálu ve stavu S (resp. S ′) a kde J jsme označili
Jakobián této transformace, pro který z (2.2) plat́ı

J := det

(
∂x′k
∂xl

)
= det F . (2.4)

Budeme uvažovat těleso v hydrostatické rovnováze, která je dána rovnićı

∇ · τ0 + ρ0f0 = 0, (2.5)

kde ρ0 je referenčńı hustota, f0 referenčńı t́ıhové zrychleńı a τ0 předpět́ı dané
Cauchyovým tenzorem napět́ı.

Pro modely s předpět́ım Lagrange̊uv a Euler̊uv popis nesplývaj́ı. Nechceme-li
tedy poč́ıtat s pohybuj́ıćı se oblast́ı, nezbývá než přej́ıt k Lagrangeovu popisu i co
se rovnic týká.
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2.1 Pohybová a Poissonova rovnice

v Lagrangeově tvaru

Vyjdeme z pohybové rovnice vyjádřené v S ′, tedy v Eulerově tvaru,

∇ · τ + ρ0 (f − a) = 0, (2.6)

kde τ je Cauchẙuv tenzor napět́ı, f objemová śıla a a zrychleńı částic. Tento vztah
nyńı potřebujeme vyjádřit vzhledem k S.

Śıla p̊usob́ıćı na elementárńı plošku da s normálou n v jednom bodě ve stavu S
se rovná śıle p̊usob́ıćı na elementárńı plošku da′ s normálou n′ ve stavu S ′ v bodě,
na který během deformace p̊uvodńı bod přešel. Abychom toto tvrzeńı mohli ma-
tematicky zapsat, potřebujeme tenzor, který poṕı̌se deformaci ve stavu S. Takový
tenzor se nazývá Piola-Kirchhoff̊uv tenzor prvńıho druhu T a plat́ı pro něj

τ · n′da′ = T · n da. (2.7)

Uvědomı́me-li si, že pro změnu plochy plat́ı vztah (Martinec, 2003),

da′k = J
∂xl

∂x′k
dal, (2.8)

můžeme z (2.7) vyjádřit vztah mezi Piola-Kirchhoffovým a Cauchyovým tenzorem
napět́ı,

τ (x′) = J−1 (∇x′)T
T (x) . (2.9)

Dále uvažujeme, že počátečńı napět́ı bude mnohem větš́ı než dodatečné napět́ı
zp̊usobené deformaćı. Jednotlivé veličiny pak můžeme rozepsat na počátečńı a př́ı-
r̊ustkovou část, se kterou budeme dále poč́ıtat,

x′ .
= x + ε u(x, t), (2.10)

T (x, t)
.
= τ 0 (x) + ε T (x, t), (2.11)

τ (x′, t) .
= τ 0 (x) + ε τ (x, t), (2.12)

kde ε → 0. Dosazeńım (2.10) do vztahu (2.4) pro J dostaneme

J = det (δkl + εuk,l)
.
= 1 + ε∇ · u (2.13)

a použit́ım Taylorova rozvoje v prvńım přibĺıžeńı i jeho převrácenou hodnotu,

J−1 .
= 1− ε∇ · u. (2.14)

Nyńı můžeme rovnici (2.9) popisuj́ıćı vztah mezi Cauchyovým a Piola-Kirchhoffovým
tenzorem přepsat pro př́ır̊ustkové části obou tenzor̊u,

τ = T + (∇u)T · τ0 − (∇ · u) τ0. (2.15)

Vlivem deformace tělesa při kmitáńı docháźı ke změnám gravitačńıho pole, což
p̊usob́ı jako zdroj pro časově proměnný př́ır̊ustek śıly ve stavu S ′,

f (x′, t) .
= f 0 (x′) + ε f(x′, t). (2.16)
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Stejně jako ostatńı veličiny i śılu chceme mı́t vyjádřenou ve stavu S. Použit́ım rovnice
(2.10) a Taylorova rozvoje rozeṕı̌seme prvńı člen. Druhý člen rovnice (2.16) vzhledem
k malé veličině ε, které v ńı vystupuje, můžeme v prvńım přibĺıžeńı do stavu S
přepsat rovnou,

f (x′, t) .
= f 0 (x) + ε u · ∇f 0 (x) + ε f(x, t). (2.17)

Z pohybové rovnice v Lagrangeově tvaru vyjádřené pomoćı T dostaneme dosazeńım
vztah̊u (2.11), (2.17) a použit́ım podmı́nky hydrostatické rovnováhy (2.5) výslednou
pohybovou rovnici vyjádřenou ve stavu S pro př́ır̊ustkové veličiny,

∇ · T + ρ0

(
f +∇f 0 · u

)
= ρ0

∂2u

∂t2
. (2.18)

Pro daľśı výpočty je vzhledem k reologii nepraktické pracovat s Piola-Kirchhofovým
tenzorem, pohodlněǰśı je zachovat př́ır̊ustkový Cauchẙuv tenzor napět́ı a použ́ıvat
pro popis reologie Laméovy koeficienty. Tuto rovnici tedy přeṕı̌seme pomoćı (2.15).

Nyńı je potřeba v (2.18) explicitně vyjádřit počátečńı a př́ır̊ustkovou śılu. Refe-
renčńı śıla f 0 je dána vztahem

f 0 = −∇φ0, (2.19)

kde φ0 je tzv. geopotenciál, pro který plat́ı

φ0(x, t) = ϕ0(x, t) + ψ(x), (2.20)

kde ψ je odstředivý potenciál zp̊usobený rotaćı tělesa a ϕ0 gravitačńı potenciál.
Odstředivý potenciál zaṕı̌seme jako

ψ(x) = −1

2

[
(Ω2x2 − (Ω · x)2

]
, (2.21)

kde Ω je úhlová rychlost rotace daného modelu a gravitačńı potenciál splňuje Pois-
sonovu rovnici

∆ϕ0 = 4πGρ0. (2.22)

Pro vyjádřeńı př́ır̊ustku śıly f je potřeba si uvědomit, že je zp̊usoben změnami
hustoty v daném bodě v pr̊uběhu deformace. Ze zákona zachováńı hmoty,

∫

V

ρdV =
∫

V ′

ρ′dV ′, (2.23)

a použit́ım rovnic (2.3) a (2.14), dostaneme pr̊uběh změn hustoty v bodě x′ vyjádřený
veličinami v bodě x,

ρ(x′, t) = ρ0(x) (1− ε∇ · u(x, t)) . (2.24)

Druhým zp̊usobem vyjádřeńı ρ(x′, t) je rozepsat hustotu na počátečńı část a př́ı-
r̊ustek v bodě x′, tak jako v předchoźıch př́ıpadech,

ρ(x′, t) = ρ0(x
′) + ερ(x′, t). (2.25)
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Nyńı lze rozepsat ρ0(x
′) použit́ım Taylorova rozvoje a (2.10) v okoĺı bodu x a použ́ıt

linearizovaný vztah ερ(x′, t) .
= ερ(x, t),

ρ(x′, t) .
= ρ0 + ε∇ · u(x, t) + ερ(x, t). (2.26)

Porovnáńım rovnic (2.24) a (2.26) źıskáme př́ır̊ustek hustoty po deformaci,

ρ = −∇ · (ρ0u). (2.27)

Formálńım rozkladem geopotenciálu a gravitačńıho potenciálu na počátečńı a př́ı-
r̊ustkovou část,

φ(x, t) = φ0(x) + εφ(x, t), (2.28)

ϕ(x, t) = ϕ0(x) + εϕ(x, t), (2.29)

a porovnáńım s rovnićı (2.20) dostaneme

φ(x, t) = ϕ(x, t). (2.30)

Jinými slovy, př́ır̊ustek śıly je zp̊usoben pouze změnou gravitačńıho potenciálu,

f = −∇ϕ, (2.31)

který splňuje Poissonovu rovnici

∆ϕ = 4πGρ = −4πG∇ · (uρ0) . (2.32)

Výsledná pohybová rovnice v Lagrangeově tvaru vypadá

ρ0

(
∂2u

∂t2
+ 2Ω× ∂u

∂t
+∇ϕ + (∇(∇φ0)) · u

)
= ∇ · T . (2.33)

Jak již bylo řečeno výše, Piola-Kirchhof̊uv tenzor se nehod́ı pro zapsáńı reologie,
proto pomoćı rovnice (2.15) přejdeme zpět k Cauchyovu tenzoru napět́ı,

ρ0

(
∂2u

∂t2
+ 2Ω× ∂u

∂t
+∇ϕ + (∇(∇φ0)) · u

)
=

= ∇ · τ −∇ ·
[
(∇u)T · τ 0

]
+∇∇ · u · τ 0. (2.34)

Budeme uvažovat nerotuj́ıćı modely, které jsou v počátečńım stavu v hydrostatic-
ké rovnováze. Dosad́ıme tedy do (2.34) Ω = 0 a podmı́nku hydrostatické rovnováhy
(2.5). Spolu s Poissonovou rovnićı pro př́ır̊ustek gravitačńıho potenciálu a reolo-
gickým vztahem pro elastický materiál podle (Martinec, 1984) tak dostaneme sou-
stavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic pro u a ϕ, ve které přeznač́ıme př́ır̊ustkový
tenzor napět́ı τ = τ ,

∇ · τ + f = ρ0
∂2u

∂t2
, (2.35)

f = −ρ0∇ϕ +∇ · (ρ0u)∇ϕ0 −∇(ρ0∇ϕ0 · u),(2.36)

∇ · (∇ϕ + 4πGρ0u) = 0, (2.37)

λ∇ · uI + µ
[
∇u + (∇u)T

]
= τ . (2.38)
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2.2 Podmı́nky na rozhrańı

Na hranici modelu a rozhrańı dvou odlǐsných materiál̊u k soustavě (2.35)–(2.38)
přibudou ještě hraničńı podmı́nky v Lagrangeově tvaru omezuj́ıćı posunut́ı, př́ır̊ust-
kový Cauchẙuv tenzor napět́ı a př́ır̊ustkový potenciál (Martinec, 1984, Dahlen &
Tromp, 1998).

Pokud obě vrstvy budou z pevného materiálu, požadujeme přes hranici spojité
posunut́ı a všechny složky př́ır̊ustkového napět́ı,

[u]+− = 0, (2.39)

[τ · n]+− = 0, (2.40)

kde n je normála k hranici.
Pro rozhrańı pevný materiál – kapalina plat́ı spojitost normálové složky posunut́ı

a normálové složky př́ır̊ustkového napět́ı. Tečné napět́ı je pro tento př́ıpad nulové,

[u · n]+− = 0, (2.41)

[τ · n · n]+− = 0, (2.42)

τ − (τ · n) n = 0. (2.43)

Na volném povrchu je nulová tečná i normálová složka př́ır̊ustkového napět́ı,

τ · n = 0. (2.44)

Ve středu modelu požadujeme nulové posunut́ı i př́ır̊ustkový potenciál,

u(r = 0) = 0. (2.45)

ϕ(r = 0) = 0, (2.46)

Na všech typech rozhrańı je př́ır̊ustkový potenciál spojitý a plat́ı Poissonova rovnice
na rozhrańı,

[ϕ]+− = 0, (2.47)

[∇ϕ · n + 4πGρ0u · n]+− = 0. (2.48)

V př́ıpadě slap̊u je p̊usob́ıćı silové pole buzeno vně modelu. Slapový potenciál
splňuje uvnitř modelu Laplaceovu rovnici, a tedy se explicitně neobjev́ı v pohybové
rovnici (2.35). Do problému vstouṕı pouze skrz okrajovou podmı́nku pro potenciál
na povrchu modelu (Farrell, 1972). Podmı́nky pro napět́ı na povrchu a podmı́nky pro
napět́ı, posunut́ı a př́ır̊ustkový potenciál na všech ostatńıch rozhrańıch jsou stejné
jako v př́ıpadě vlastńıch kmit̊u.

2.3 Sférická harmonická dekompozice

Řešeńı soustavy rovnic (2.35)–(2.38) budeme hledat na kouli, proto je výhodné
použit́ı sférických souřadnic: poloměr r ∈ 〈0, R〉, š́ı̌rka ϑ ∈ 〈0, π〉 a délka ϕ ∈ 〈0, 2π〉,
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kde R je poloměr studovaného tělesa. Jednotkovou vektorovou bázi př́ıslušnou těmto
souřadnićım označ́ıme (er, eϑ, eϕ). Pro jednotlivé veličiny zavedeme formalismus sfé-
rických harmonických funkćı. Každou kvadraticky integrabilńı funkci lze na jed-
notkové sféře rozložit do úplné ortonormálńı báze sférických harmonických funkćı
Ynm(ϑ, ϕ) stupně n a řádu m,

f(r, ϑ, ϕ) =
∞∑

n=0

n∑

m=−n

fnm(r)Ynm(ϑ, ϕ), (2.49)

kde fnm(r) jsou koeficienty rozvoje, n úhlové č́ıslo a m azimutálńı č́ıslo. Skalárńı
sférické harmonické funkce jsou definovány vztahem

Ynm(ϑ, ϕ) = (−1)mNnmPm
n (cos ϑ)e(imϕ), (2.50)

kde Nnm je normalizačńı faktor v souladu s (Martinec, 1984),

Nnm =

√√√√(2n + 1)(n−m)!

4π(n + m)!
, (2.51)

a Pm
n (cos ϑ) jsou přidružené Legendrovy funkce. Rozlož́ıme-li jednotlivé složky vek-

toru posunut́ı a př́ır̊ustkový potenciál podle (2.49) do skalárńıch sférických harmo-
nických funkćı, dostaneme

u(r) = ur(r)er + uϑ(r)eϑ + uϕ(r)eϕ, (2.52)

ur(r) =
∑
nm

Unm(r)Ynm(ϑ, ϕ), (2.53)

uϑ(r) =
∑
nm

Vnm(r)
∂Ynm

∂ϑ
(ϑ, ϕ)−Wnm(r)

1

sin ϑ

∂Ynm

∂ϕ
(ϑ, ϕ), (2.54)

uϕ(r) =
∑
nm

Vnm(r)
1

sin ϑ

∂Ynm

∂ϕ
(ϑ, ϕ) + Wnm(r)

∂Ynm

∂ϑ
(ϑ, ϕ), (2.55)

ϕ(r) =
∑
nm

Fnm(r)Ynm(ϑ, ϕ). (2.56)

Po zavedeńı vektorových sférických harmonických funkćı

S(−1)
nm (ϑ, ϕ) = Ynmer, (2.57)

S(1)
nm(ϑ, ϕ) =

∂Ynm

∂ϑ
eϑ +

1

sin ϑ

∂Ynm

∂ϕ
eϕ, (2.58)

S(0)
nm(ϑ, ϕ) = − 1

sin ϑ

∂Ynm

∂ϕ
eϑ +

∂Ynm

∂ϑ
eϕ, (2.59)

bude mı́t vektor posunut́ı následuj́ıćı tvar,

u(r) =
∑
nm

[
Unm(r)S(−1)

nm + Vnm(r)S(1)
nm + Wnm(r)S(0)

nm

]
. (2.60)

S(0)
nm tvoř́ı toroidálńı bázi a S(−1)

nm a S(1)
nm bázi sféroidálńı. Označ́ıme-li derivaci podle

radiálńı souřadnice čárkou, f ′ = df
dr

, pak dosazeńım (2.60), (2.56) a reologické rovnice
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(2.38) do pohybové rovnice (2.35) dostaneme

∇ · τ =
∑
nm

[ (
T ′

rr,nm −
4γ

r2
Unm +

2Nγ

r2
Vnm +

4µ

rβ
Trr,nm − N

r
Trϑ,nm

)
S(−1)

nm

+

(
T ′

rϑ,nm +
2γ

r2
Unm − Nγ + (N − 2)µ

r2
Vnm +

λ

rβ
Trr,nm +

3

r
Trϑ,nm

)
S(1)

nm

+

(
T ′

rϕ,nm −
(N − 2)µ

r2
Wnm +

3

r
Trϕ,nm

)
S(0)

nm

]
, (2.61)

f =
∑
nm

[ (
4ρ0g0

r
Unm − Nρ0g0

r
Vnm +

(n + 1)ρ0

r
Fnm − ρ0Qnm

)
S(−1)

nm

−
(

ρ0g0

r
Unm +

ρ0

r
Fnm

)
S(1)

nm

]
, (2.62)

kde β = λ+2µ, γ = µ(3λ+2µ)/β, n úhlové č́ıslo, N = n(n+1) a ∇ϕ0 = g0er a kde
je pro zjednodušeńı zápisu zavedeno značeńı

Trr,nm = βU ′
nm +

λ

r
(2Unm −NVnm) , (2.63)

Trϑ,nm = µ
(
V ′

nm +
Unm − Vnm

r

)
, (2.64)

Trϕ,nm = µ
(
W ′

nm −
W

r

)
, (2.65)

Qnm = F ′
nm +

n + 1

r
Fnm + 4πGρ0Unm. (2.66)

Trr,nm, Trϑ,nm a Trϕ,nm jsou vlastně složky trakce na sféře o poloměru r pro Cauchẙuv
př́ır̊ustkový tenzor napět́ı τ ,

er · τ =
∑
nm

[
Trr,nm(r)S(−1)

nm + Trϑ,nm(r)S(1)
nm + Trϕ,nm(r)S(0)

nm

]
. (2.67)

Dosazeńım (2.60), (2.56) do Poissonovy rovnice (2.37) dostaneme

∇ · (∇ϕ1 + 4πGρ0u) =
∑
nm

[
Q′

nm + 4πG
(n + 1)ρ0

r
Unm

−4πG
Nρ0

r
Vnm − n− 1

r
Qnm

]
Ynm. (2.68)

Podrobný postup, jak předešlé rovnice dostat, ukázali (Hanyk, 1999 a Hanyk et al.,
2002), kteř́ı soustavu řeš́ı pro postglaciálńı výzdvih, kde se oproti ostatńım člen̊um
v pohybové rovnici (2.35) zanedbává setrvačný člen na pravé straně. V př́ıpadě
vlastńıch kmit̊u tento člen zanedbat nelze a v př́ıpadě slap̊u by to nebylo vhodné.
Časové derivace se však snadno zbav́ıme fourierovským přechodem z časové do spek-
trálńı oblasti, při kterém plat́ı ∂

∂t
→ iω. Na pravé straně rovnice (2.35) tak dostaneme

−ρ0ω
2u, kde ω je úhlová frekvence jednotlivých vlastńıch kmit̊u nebo slapových vln.
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Kapitola 3

Obyčejné diferenciálńı rovnice a
podmı́nky na rozhrańı

V této kapitole poṕı̌seme základńı rozd́ıly mezi jednotlivými typy vlastńıch kmit̊u
sféricky symetrických nerotuj́ıćıch těles a pro každý odvod́ıme obyčejné diferenciálńı
rovnice druhého řádu, podobné jako pro slapový problém. V předchoźı kapitole jsme
rozkladem pole posunut́ı do vektorových sférických harmonických funkćı dostali
pro vlastńı kmity dvě vzájemně nezávislé úlohy. Jedna část pole posunut́ı uT se
nazývá toroidálńı, pro kterou potřebujeme jednu rovnici pro neznámou funkci Wn.
Pro sféroidálńı část pole posunut́ı uS do úlohy vstupuje př́ır̊ustkový potenciál. Muśı-
me tedy řešit tři rovnice pro neznámé funkce Un, Vn a Fn. Jednotlivé toroidálńı módy
lze značit pTnm a sféroidálńı pSnm, kde n je úhlové, m azimutálńı a p modálńı č́ıslo. In-
dexy n a m se do úlohy dostaly rozepsáńım rovnic do sférických harmonických funkćı.
Pro sféricky symetrické modely je úloha (2m + 1)krát degenerovaná. Při pevném n
vycháźı pro libovolné m stejné frekvence, a proto se omeźıme jen na zonálńı módy
(m = 0) a index m budeme nadále vynechávat. Vzhledem k tomu, že naše modely
budou mı́t konečný rozměr, vyhovuje rovnićım celá sada řešeńı. Č́ıslo p pak udává
pořad́ı řešeńı v této sérii. Pro toroidálńı a radiálńı kmity nav́ıc vyjadřuje počet
uzlových ploch (u = 0), ve sféroidálńım př́ıpadě je význam modálńıho č́ısla složitěǰśı
(Woodhouse & Deuss, 2007). Všechny modely budeme poč́ıtat ve vrstevnaté apro-
ximaci, kdy v každé vrstvě jsou konstantńı hustoty a Laméovy koeficienty, proto
v rovnićıch odvozených v této kapitole polož́ıme derivace podle radiálńı souřadnic
ρ′, µ′, λ′ rovny nule.

3.1 Toroidálńı kmity

Nejdř́ıve poṕı̌seme kmity, které nevyvolávaj́ı změnu objemu, tedy ani změnu gravi-
tačńıho pole (tj. ρ = 0 a ϕ = 0) a pro které plat́ı

∇ · u = 0, u · er = 0. (3.1)

Sférické složky vektoru posunut́ı maj́ı tvar

ur(r) = 0, (3.2)
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uϑ(r) = −∑
n

Wn(r)
1

sin ϑ

∂Yn

∂ϕ
(ϑ, ϕ), (3.3)

uϕ(r) =
∑
n

Wn(r)
∂Yn

∂ϑ
(ϑ, ϕ). (3.4)

Rozpis do vektorových sférických funkćı pak vypadá

u(r) =
∑
n

Wn(r)S(0)
n (ϑ, ϕ). (3.5)

Posunut́ı toroidálńıch kmit̊u je popsáno jedinou neznámou funkćı Wn. Stač́ı tedy
v rovnićıch (2.61) a (2.62) porovnat členy, u kterých vystupuje S(0)

n . Tak dostaneme
obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu pro funkce Wn,

µ

(
W ′′

n +
2W ′

n

r

)
− Nµ

r2
Wn = −ρ0ω

2
nWn. (3.6)

Okrajové podmı́nky (2.39)–(2.48) pro posunut́ı a př́ır̊ustkové napět́ı přejdou roz-
kladem do sférických harmonických funkćı podle (2.60) a (2.65) pro př́ıpad rozhrańı
mezi dvěma pevnými látkami na tvar

[Wn]+− = 0,

[Trϕ,n]+− ≡
[
µ

(
W ′

n −
Wn

r

)]+

−
= 0. (3.7)

Jak je vidět z rovnice (3.6), v kapalných vrstvách (µ = 0) se toroidálńı kmity
neš́ı̌ŕı, proto plat́ı na rozhrańı pevná látka – kapalina podmı́nky pro volnou hranici
stejné jako na povrchu uvažovaného modelu,

Trϕ,n ≡ µ
(
W ′

n −
Wn

r

)
= 0. (3.8)

Pokud model nebude obsahovat kapalnou vrstvu, budou se toroidálńı kmity š́ı̌rit
v celém jeho objemu. Pro posunut́ı ve středu modelu bude platit podmı́nka

Wn(0) = 0. (3.9)

3.2 Sféroidálńı kmity

Sféroidálńı část vektoru posunut́ı splňuje rovnici

(∇× u) · er = 0. (3.10)

Narozd́ıl od předchoźıho př́ıpadu sféroidálńı kmity objemovou změnu zp̊usobuj́ı,
proto je potřeba započ́ıtat i př́ır̊ustkový gravitačńı potenciál. Rozpisem složek vek-
toru posunut́ı do sférických souřadnic dostaneme

ur(r) =
∑
n

Un(r)Yn(ϑ, ϕ), (3.11)

uϑ(r) =
∑
n

Vn(r)
∂Yn

∂ϑ
(ϑ, ϕ), (3.12)

uϕ(r) =
∑
n

Vn(r)
1

sin ϑ

∂Yn

∂ϕ
(ϑ, ϕ) (3.13)
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a dodatečný gravitačńı potenciál má tvar

ϕ(r) =
∑
n

Fn(r)Yn(ϑ, ϕ). (3.14)

Posunut́ı rozepsané do báze vektorových sférických funkćı vypadá následovně:

u(r) =
∑
n

[
Un(r)S(−1)

n (ϑ, ϕ) + Vn(r)S(1)
n (ϑ, ϕ)

]
. (3.15)

Při odvozováńı rovnic budeme postupovat stejně jako v předchoźım př́ıpadě,
v rovnićıch (4.12) a (4.15) budeme porovnávat koeficienty u S(−1)

n a S(1)
n , tedy

u sféroidálńı části pole posunut́ı. Přidáńım rovnice (4.22) dostaneme soustavu tř́ı
obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu pro neznámé Un, Vn a Fn,

βU ′′
n +

2β

r
U ′

n +

(
4ρ0g0

r
− 4πGρ2 − 2β + µN

r2

)
Un −

−N

r
(λ + µ) V ′

n +

(
3µ + λ

r2
− ρ0g0

r

)
NVn − ρ0F

′
n = −ρ0ω

2
nUn,

(3.16)

µV ′′
n +

2µ

r
V ′

n −
βN

r2
Vn +

µ + λ

r
U ′

n +

(
2β

r2
− ρ0g0

r

)
Un − ρ0

r
Fn = −ρ0ω

2
nVn,

(3.17)

F ′′
n +

2

r
F ′

n −
N

r2
Fn + 4πGρ0

(
U ′

n +
2

r
Un − N

r
Vn

)
= 0. (3.18)

Hraničńı podmı́nky (2.39)–(2.48) v tomto př́ıpadě budou mı́t po použit́ı vztah̊u
(2.60) a (2.63) - (2.65) pro funkce Un, Vn a Fn tvar

pevná látka – pevná látka [Un]+− = 0,

[Vn]+− = 0,

[Trr,n]+− ≡
[
βU ′

n +
λ

r
(2Un −NVn)

]+

−
= 0,

[Trϑ,n]+− =
[
µ

(
V ′

n −
Vn

r
+

Un

r

)]+

−
= 0,

[Fn]+− = 0,

[F ′
n + 4πGρ0Un]

+
− = 0, (3.19)

pevná látka – kapalina [Un]+− = 0,

[Trr,n]+− ≡
[
βU ′

n +
λ

r
(2Un −NVn)

]+

−
= 0,

[Trϑ,n]+− ≡ µ
(
V ′

n −
Vn

r
+

Un

r

)
= 0,

[Fn]+− = 0,

[F ′
n + 4πGρ0Un]

+
− = 0, (3.20)
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volná hranice Trr,n ≡ βU ′
n +

λ

r
(2Un −NVn) = 0,

Trϑ,n ≡ µ

(
dVn

dr
− Vn

r
+

Un

r

)
= 0

Qn ≡ F ′ +
n + 1

r
Fn + 4πGρ0Un = 0. (3.21)

3.3 Radiálńı kmity

Polož́ıme-li úhlové č́ıslo n = 0, z vektorových sférických harmonických funkćı (2.57)

– (2.59) z̊ustane nenulová jen jediná, a to v radiálńım směru (2.57) S
(−1)
00 = N00er.

Index n = 0 budeme vynechávat. Posunut́ı v horizontálńım směru je tedy identicky
nulové,

ur = UN00e
iωt, (3.22)

uϑ = 0, (3.23)

uϕ = 0. (3.24)

Rovnice (2.60) popisuj́ıćı posunut́ı se t́ım zredukuje na

u(r) = U(r)N00e
iωter. (3.25)

Toto je speciálńı typ sféroidálńıch kmit̊u, při kterých se deformaćı měńı pouze
radiálńı komponenta posunut́ı. Pro př́ır̊ustkový potenciál pak z (2.56) plat́ı

ϕ(r) = F (r)N00e
iωt, (3.26)

kde F (r) splňuje rovnici (3.18), která má v tomto speciálńım př́ıpadě tvar

F ′′ +
2

r
F ′ + 4πGρ0

(
U ′ +

2

r
U

)
= 0. (3.27)

Jednoduchou úpravou přejde rovnice (3.27) na

(r2F ′)′

r2
+

4πG

r2
(r2ρ0U)′ = 0, (3.28)

kterou integraćı vzhledem k r přeṕı̌seme na tvar

F ′ + 4πGρ0U = 0. (3.29)

S touto znalost́ı můžeme z rovnic (4.12) a (4.15) porovnáńım člen̊u stoj́ıćıch u S(−1)
nm

(tedy u radiálńı části vektorových sférických harmonických funkćı) dostat výslednou
obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu pro neznámou U ,

βU ′′ +
2β

r
U ′ +

(
4ρ0g0

r
− 2β

r2

)
U = −ρ0ω

2U. (3.30)
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Pro radiálńı kmity je na hranici mezi r̊uznými materiály potřeba řešit jen pod-
mı́nky na normálové složky trakce a posunut́ı, ostatńı podmı́nky jsou automaticky
splněny, proto se rozhrańı pevná látka – pevná látka chová stejně jako pevná látka
– kapalina,

pevná látka – pevná látka (kapalina) [U ]+− = 0,

[Trr]
+
− ≡

[
βU ′ +

2λ

r
U

]+

−
= 0, (3.31)

volná hranice Trr ≡ βU ′ +
2λ

r
U = 0. (3.32)

Na rozd́ıl od sféroidálńıch kmit̊u neńı v tomto př́ıpadě výpočet posunut́ı svázán s
výpočtem př́ır̊ustkového gravitačńıho potenciálu. Stač́ı řešit jednu rovnici (3.30) pro
jednu neznámou U a př́ır̊ustkový potenciál dopoč́ıtávat z (3.29) samostatně.

3.4 Slapy

Slapová deformace je zp̊usobena vněǰśım gravitačńım polem. Vektor posunut́ı ve sfé-
rických souřadnićıch na povrchu modelu (r = a) zaṕı̌seme v souladu s (Wahr, 1989),

ur,n(a, ϑ, ϕ) =
hn

g0(a)
V tide

n (a, ϑ, ϕ), (3.33)

uϑ,n(a, ϑ, ϕ) =
ln

g0(a)

∂V tide
n (a, ϑ, ϕ)

∂ϑ
, (3.34)

uϕ,n(a, ϑ, ϕ) =
ln

g0(a) sin(ϑ)

∂V tide
n (a, ϑ, ϕ)

∂ϕ
, (3.35)

ϕ1,n(a, ϑ, ϕ) = knV
tide
n (a, ϑ, ϕ), (3.36)

kde V tide
n je slapový potenciál pro úhlové č́ıslo n a ϕ1,n změna potenciálu vyvolaná

deformaćı modelu p̊usobeńım V tide
n . Pak hn, ln a kn jsou bezrozměrná Loveova č́ısla

vyjadřuj́ıćı deformovatelnost na povrchu tělesa, jinak též konstanty úměrnosti mezi
deformaćı a slapovým potenciálem. Celkovou změnu př́ır̊ustkového potenciálu ϕ na
povrchu vyjádř́ıme jako

ϕn = ϕ1,n(a, ϑ, ϕ) + V tide
n (a, ϑ, ϕ) = (kn + 1)V tide

n (a, ϑ, ϕ). (3.37)

Pole posunut́ı a př́ır̊ustkový potenciál rozepsané do báze vektorových sférických
funkćı vypadaj́ı stejně jako pro sféroidálńı kmity,

u(r) =
∑
n

[
Un(r)S(−1)

n (ϑ, ϕ) + Vn(r)S(1)
n (ϑ, ϕ)

]
, (3.38)

ϕ(r) =
∑
n

Fn(r)Yn(ϑ, ϕ), (3.39)

tedy i soustava tř́ı diferenciálńıch rovnic (3.16) - (3.18) bude stejná. Na dvou pevných
materiálových rozhrańıch uvnitř modelu použijeme hraničńı podmı́nky (3.19). Na roz-
hrańı pevná látka – kapalina pak plat́ı soustava rovnic (3.20). Od sféroidálńıch kmit̊u
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se slapy lǐśı podmı́nkou na volné hranici na povrchu modelu. Pokud do podmı́nky
(3.21) na pravé straně vstouṕı slapový potenciál, podmı́nky na volné hranici budou
mı́t podle (Fang, 1998) tvar

Trr,n ≡ βU ′
n +

λ

r
(2Un −NVn) = 0, (3.40)

Trϑ,n ≡ µ

(
dVn

dr
− Vn

r
+

Un

r

)
= 0, (3.41)

Qn ≡ dFn

dr
+

n + 1

r
Fn + 4πGρ0Un = −2(n + 1)g0. (3.42)

Povrchová (sféroidálńı) Loveova č́ısla pro neznámé Un, Vn a Fn vyjádř́ıme podle
(Fang, 1998),

hn =
Un(a)

a
, (3.43)

ln =
Vn(a)

a
, (3.44)

kn + 1 = − Fn(a)

ag0(a)
. (3.45)
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Kapitola 4

Maticová formulace

V části 2.3 jsme ukázali, jak se vypořádat s horizontálńımi souřadnicemi ϑ a ϕ.
Neznámé Un, Vn, Fn a Wn závisej́ı jen na radiálńı souřadnici r. Ćılem této kapi-
toly je pro vlastńı kmity převést celou úlohu na problém hledáńı vlastńıch č́ısel
a vlastńıch funkćı, kdy pro dané úhlové č́ıslo n źıskáme celé spektrum vlastńıch
vektor̊u (radiálńı pr̊uběh posunut́ı a př́ır̊ustkového potenciálu) a k nim i př́ıslušná
vlastńı č́ısla (úhlové frekvence jednotlivých vlastńıch kmit̊u) najednou. Pro slapy
je úloha značně jednodušš́ı – postač́ı vyřešit pro dané n jednu soustavu lineárńıch
algebraických rovnic.

4.1 Kmity kulové vrstvy

Nejprve ukážeme, jak pro vlastńı kmity řešit úlohu na jedné vrstvě. Neznámé uspo-
řádáme do vektoru

y = (Un, Vn, Fn,Wn)T , (4.1)

kde prvńı tři složky jsou sféroidálńı a posledńı je toroidálńı část pole. Rovnice (3.6),
(3.16)–(3.18) popisuj́ıćı posunut́ı uvnitř vrstvy přeṕı̌seme do jednotného maticového
tvaru,

A(r) · y′′ + B(r) · y′ + C(r) · y = −ω2D(r) · y, (4.2)

kde matice koeficient̊u A,B,C,D maj́ı velikost 4x4 a nabudou tvaru

A =




β 0 0 0
0 µ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 µ


 , (4.3)

B =




2β
r

−N(λ+µ)
r

−ρ0 0
µ+λ

r
2µ
r

0 0
4πGρ0 0 2

r
0

0 0 0 2µ
r




, (4.4)
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C =




4ρ0g0

r
− 4πGρ2

0 − 2β+Nµ
r2

(λ+3µ)
r2 − ρ0g0

r
0 0

2β
r2 − ρ0g0

r
−Nβ

r2 −ρ0

r
0

8
r
πGρ0 −4N

r
πGρ0 −N

r2 0
0 0 0 −N

µ
r2




, (4.5)

D =




ρ0 0 0 0
0 ρ0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ρ0


 . (4.6)

Hustota a Laméovy koeficienty jsou v těchto matićıch v každé vrstvě konstantńı.
Pro diskretizaci každé vrstvy modelu v radiálńım směru podél souřadnice r

použijeme śıt’ N bod̊u rj, j = 1, .., N , položenou do extrémů Čebyševových poly-
nomů. Čebyševovy polynomy Tn−1(x) maj́ı na intervalu 〈−1, 1〉 N extrémů v bodech

xj = cos

(
π(j − 1)

N − 1

)
, j = 1, .., N. (4.7)

Uvažujeme-li vrstvu jako interval 〈a, b〉, extrémy se posunou do bod̊u

rj = a +
b− a

2

[
cos

(
π(j − 1)

N − 1

)
+ 1

]
, j = 1, .., N. (4.8)

Hodnoty vektoru y a jeho prvńı a druhé derivace v bodě ri vyjádř́ıme váženým
součtem hodnot y v bodech rj,

y(ri) =
N∑

j=1

αijyj(rj), (4.9)

y′(ri) =
N∑

j=1

βijyj(rj), (4.10)

y′′(ri) =
N∑

j=1

γijyj(rj), (4.11)

kde i = 1, .., N a yj = (Un, Vn, Fn,Wn) (rj). Matice vah αij, βij a γij př́ıslušné
jednotlivým součt̊um budeme poč́ıtat podle (Fornberg, 1999). V našem př́ıpadě je
ovšem αii = 1, jinak αij = 0. Dosazeńım (4.9)–(4.11) do rovnice (4.2) dostaneme,

N∑

j=1

[Aγij + Bβij + Cαij] · yj = −ω2
N∑

j=1

Dαij · yj. (4.12)

V rovnici (4.12) je potřeba si vyjasnit, jak budeme chápat součin Aγij. Matice A
má rozměr 4x4, zat́ımco γij (i = 1, .., N a j = 1, .., N) NxN . Vezmeme každý prvek
matice A a vynásob́ıme ho s γij (i = 1, .., N a j = 1, .., N). Tak dostaneme výslednou
matici o rozměrech 4Nx4N .

Rovnici (4.2) budeme řešit jen na vnitřńıch bodech vrstvy (i = 2, .., N − 1),
na rozhrańı budeme žádat splněńı hraničńıch podmı́nek. Interval 〈a, b〉 máme roz-
dělený na N bod̊u a = r1 < . . . < rN = b, a v každém z nich poč́ıtáme 4 rovnice.
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Ve vnitřńıch bodech dostaneme 4N−8 skalárńıch rovnic (4.12), v krajńıch bodech in-
tervalu budeme mı́t po čtyřech rovnićıch splňuj́ıćıch předepsané vlastnosti na rozhrańı.

4.2 Podmı́nky na rozhrańı

Nejdř́ıve vyřeš́ıme př́ıpad volného povrchu, kde pro všechny typy kmit̊u plat́ı nulovost
složek trakce a veličiny Qn. Zapsáno maticově,

(Trr,n, Trϑ,n, Qn, Trϕ,n)T = A · y′ + E · y = 0, (4.13)

kde opět prvńı tři složky zastupuj́ı sféroidálńı a posledńı složka toroidálńı část pole.
Matice koeficient̊u (4.3)–(4.6) urč́ıme z rovnic (3.8) a (3.21). Matice A u prvńı
derivace je totožná s matićı koeficient̊u, která vystupuje v rovnici (4.2) u druhých
derivaćı. Matice E má tvar

E =




2λ
r

−Nλ
r

0 0
µ
r

−µ
r

0 0
4πGρ0 0 n+1

r
0

0 0 0 −µ
r


 . (4.14)

Dosazeńım rovnic (4.9)–(4.11) do (4.13) dostaneme 4 rovnice pro bod a (resp.
4 rovnice pro bod b), které jsou v souladu se soustavou (4.12),

N∑

j=1

[Aβij + Eαij] · yj = 0, (4.15)

kde i = 1, resp. i = N .
V počátku soustavy souřadné, tedy v bodě r = 0, jsou hraničńı podmı́nky

zvlášt’ jednoduché, plat́ı, že u(r1) = 0 a ϕ = 0. Zavedeme čtyřsložkový vektor
y1 = (Un,1, Vn,1, Fn,1,Wn,1)

T a podmı́nku ve středu zaṕı̌seme ve tvaru

I · y1 = 0, (4.16)

kde I je jednotková matice o velikosti 4x4.
Zavedeme-li matici F o velikosti 4x4N ,

F =




1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . . 1 0 . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0 . . .


 , (4.17)

lze (4.16) přepsat do tvaru odpov́ıdaj́ıćıho soustavám rovnic (4.12) a (4.15),

N∑

j=1

F · yj = 0. (4.18)
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Pokud bychom uvažovali model jako jednu vrstvu, měli bychom vše připraveno
pro převedeńı úlohy na vlastńı problém. Zapsáńım rovnic (4.18), (4.12) a (4.15)
pod sebe dostaneme soustavu

P · y = −ω2R · y, (4.19)

kde y = (Un,1, . . . , Un,N , Vn,1, . . . , Vn,N , Fn,1, . . . , Fn,N) má velikost 4N a matice P
a R maj́ı dimenze 4Nx4N ,

P =




F

Aγij + Bβij + Cαij

AβNj + EαNj




, R =




0

Dαij

0




, (4.20)

kde i = 2, .., N − 1 a j = 1, .., N . Rovnice (4.19) vzhledem k nenulové matici R
na pravé straně, která zastupuje setrvačný člen, je tzv. zobecněný vlastńı problém,
který bychom v principu mohli řešit. Z hlediska numeriky je však jednodušš́ı převést
P na druhou stranu rovnice a poč́ıtat ”klasický” vlastńı problém. Inverzi lze provést
d́ıky tomu, že matice P neńı singulárńı,

(
P−1 ·R

)
· y = ξ y, ξ = − 1

ω2
, (4.21)

kde ξ reprezentuje vlastńı č́ıslo a vektor neznámých y vlastńı funkce.
Nyńı je již jednoduché rozš́ı̌rit rovnici pro větš́ı počet vrstev. Začneme s modely

složenými pouze z pevných vrstev, kapalné vrstvy vyřeš́ıme později pro př́ıpad sféroi-
dálńıch kmit̊u. Vektor y v k-té vrstvě označ́ıme y(k). Na rozhrańı dvou pevných látek
s r̊uznými fyzikálńımi vlastnostmi plat́ı spojitost posunut́ı, gravitačńıho potenciálu,
trakce a Qn přes hranici, tak jak jsou popsány v rovnićıch (3.19) a (3.7). Pro posunut́ı
dostaneme užit́ım rozvoj̊u (4.9) a (4.10)

N∑

j=1

Iα
(k)
Njy

(k)
j −

N∑

j=1

Iα
(k+1)
1j y

(k+1)
j = 0 (4.22)

a pro trakci a Qn

N∑

j=1

[
Aβ

(k)
Nj + E′α(k)

Nj

]
y

(k)
j −

N∑

j=1

[
Aβ

(k+1)
1j + E′α(k+1)

1j

]
y

(k+1)
j = 0, (4.23)

kde matice vah jsou poč́ıtány pro každou vrstvu zvlášt’. Matice koeficient̊u uvád́ıme
bez index̊u, ale samozřejmě pro ně plat́ı, že hodnoty, které obsahuj́ı se měńı podle
toho, v které vrstvě vystupuj́ı, a dále už index k nebudeme uvádět ani u matic vah.
Matice E′ se rovná

E′ =




2λ
r

−Nλ
r

0 0
µ
r

−µ
r

0 0
4πGρ0 0 0 0

0 0 0 −µ
r


 . (4.24)
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Definujeme-li vektor Y složený z neznámých y
(k)
j v jednotlivých vrstvách jako

Y =
(
y

(1)
1 , . . . , y

(1)
N , . . . , y

(k)
1 , . . . , y

(k)
N , . . . , y

(K)
1 , . . . , y

(K)
N

)T
, (4.25)

kde K je počet vrstev, rovnice pro výpočet vlastńıch č́ısel vektor̊u pak bude vypadat

P · Y = −ω2R · Y , (4.26)

kde P i R maj́ı rozměr 4NKx4NK. Stejně jako pro jednu vrstvu i pro př́ıpad
K vrstev můžeme provést inverzi matice P,

(
P−1 ·R

)
· Y = ξY . (4.27)

Problém vlastńıch kmit̊u budeme separovat na sféroidálńı a toroidálńı část, v dal-
š́ıch odstavćıch znázorńıme matice P a R pro oba př́ıpady.

4.3 Toroidálńı kmity

Vektor neznámých y obsahuje pouze jednu složku posunut́ı y = (Wn)T v jedné
vrstvě. Matice koeficient̊u jsou tedy tvořeny skaláry a to prvky ze čtvrtého řádku
a čtvrtého sloupce př́ıslušných matic,

AT = A44, BT = B44, . . . .

Takové kmity se neš́ı̌ŕı kapalnými vrstvami. Pokud se v modelu nějaká kapalná vrstva
bude nacházet, budeme brát jako počátečńı bod posledńı rozhrańı kapalina – pevná
látka směrem od středu. Na takovém rozhrańı budou platit stejné hraničńı podmı́nky
jako na volném povrchu (4.15). Pokud by byl model složen pouze z pevných vrstev,
plat́ı ve středu podmı́nka na nulové posunut́ı (4.18). Pro model o K vrstvách lze
matici PT toroidálńıch kmit̊u o rozměrech NKxNK zapsat ve tvaru

PT =




ATβ1j + ETα1j
1xN

ATγij + BTβij + CTαij
N−2xN

ATβNj + ETαNj
1xN

−ATβ1j −ETα1j
1xN

. . .

IαNj
1xN

−Iα1j
1xN

−ATβ1j −ETα1j
1xN

. . .

−Iα1j
1xN

. . .

ATγij + BTβij + CTαij
N−2xN

ATβNj + ETαNj
1xN




,

kde jsme explicitně vyznačili velikost nenulových blok̊u. Nulové mimodiagonálńı
bloky ani nevypisujeme. Po bloćıch se směrem doprava zvyšuje index vrstev k a s ńım
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se měńı i matice koeficient̊u a vah. Jak je vidět, matice má blokovou strukturu bez
nulových řádk̊u a můžeme ji beztrestně invertovat. Matice RT má stejný rozměr
jako PT a pro toroidálńı kmity má tvar

RT =




0 1xN

DTαij
N−2xN

0 1xN 0 1xN

0 1xN 0 1xN

. . . 0 1xN

. . . 0 1xN

. . . DTαij
N−2xN

0 1xN




.

4.4 Sféroidálńı kmity

Pro tento typ kmit̊u obsahuje vektor neznámých y tři složky y = (Un, Vn, Fn)T

v jedné vrstvě. Matice koeficient̊u jsou tvořeny levým horńım blokem o velikosti 3x3
př́ıslušných matic,

AS = A3x3, BS = B3x3, . . . .

Sféroidálńı kmity existuj́ı i v kapalných vrstvách, takže plat́ı obecně, že počátečńı
bod je ve středu modelu. V něm je potřeba splnit podmı́nku na nulové posunut́ı.
Na povrchu modelu plat́ı podmı́nka na volnou hranici. Poskládáńım rovnic (4.18),
(4.12), (4.15), (4.23) a (4.15) do správného pořad́ı dostaneme pro K vrstev matici PS

pro sféroidálńı kmity, která bude mı́t oproti toroidálńım kmit̊um velikost 3NKx3NK,

PS =




FS
3x3N

ASγij + BSβij + CSαij
3N−6x3N

ASβNj + ESαNj
3x3N

−ASβ1j −ESα1j
3x3N

. . .

IαNj
3x3N

−Iα1j
3x3N

−ASβ1j −ESα1j
3x3N

. . .

−Iα1j
3x3N

. . .

ASγij + BSβij + CSαij
3N−6x3N

ASβNj + ESαNj
3x3N




.
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I pro sféroidálńı kmity neńı tato matice singulárńı a lze ji invertovat. Matici RS

vytvoř́ıme analogicky k RT použit́ım matice DS,

RS =




0 3x3N

DSαij
3N−6x3N

0 3x3N 0 3x3N

0 3x3N 0 3x3N

. . . 0 3x3N

. . . 0 3x3N

. . . DSαij
3N−6x3N

0 3x3N




.

V př́ıpadě, že se v modelu vyskytuje kapalná vrstva (µ = 0), máme na rozhrańı
pevná látka – kapalina pouze pět podmı́nek mı́sto potřebných šesti, protože podmı́nka
nulovosti tečného napět́ı je v kapalině splněna automaticky. Nav́ıc složka posunut́ı
Vn může být na tomto rozhrańı libovolná, je povolena i skoková změna přes hranici.
Na rozhrańı z kapalné strany si vypomůžeme rovnićı (3.17), do které dosad́ıme
za modul torze,

−λ

r
U ′

n +

(
ρ0g0

r
− 2λ

r2

)
Un +

Nλ

r2
Vn +

ρ0

r
Fn = ρ0ω

2
nVn (4.28)

T́ım dorovnáme počet rovnic v bodech rozhrańı a zároveň urč́ıme i Vn z kapalné
strany. Pokud budeme mı́t rozhrańı dvou odlǐsných kapalin, bude tečná složka napět́ı
splněna z obou stran, t́ım přijdeme o daľśı podmı́nku a nezbývá než rovnici (4.28)
předepsat i z druhé strany. Tento vztah začleńıme na př́ıslušné mı́sto do matice PS

stejným postupem jako u ostatńıch rovnic.

4.5 Slapy

Pro slapy je vektor neznámých y stejný jako pro sféroidálńı kmity, y = (Un, Vn, Fn)T.
Plat́ı pro ně i stejné rovnice ve všech bodech kromě krajńıho bodu r = a, kde je
nenulová pravá strana pro podmı́nku na povrchu (3.42). Tedy i všechny matice
koeficient̊u jsou stejné jako v př́ıpadě sféroidálńıch kmit̊u,

ASl = AS, BSl = BS, . . . .

Maticová rovnice (4.26) bude mı́t tvar

P · Y = −ω2R · Y + Q, (4.29)
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kde vektor Q má délku 3N a v posledńım řádku obsahuje nenulovou pravou stranu
podmı́nky na povrchu,

Q = [0, . . . , 0,−(2n + 1)g0]
T . (4.30)

Rovnice (4.29) se od př́ıpadu vlastńıch kmit̊u nelǐśı jen vektorem Q na pravé straně,
základńım rozd́ılem je, že pro slapy neńı frekvence ω neznámou, ale je dána vněǰśım
slapovým potenciálem. Soustava 3N rovnic (4.29) tedy neńı vlastńı problém a mů-
žeme ji upravit na tvar (

P + ω2R
)
· Y = Q. (4.31)

S přihlédnut́ım k periodám slap̊u jsou prvky matice ω2R malé v porovnáńı se členy
matice P. Nab́ıźı se možnost položit ω = 0 a tak z výpočt̊u frekvenci vyloučit úplně.
Pro výpočet slapových Loveových č́ısel pevného modelu je to nejjednodušš́ı zp̊usob.
Ovšem pro statické slapy v kapalině (µ = 0 a ω = 0), neńı možné jednoznačně určit
Un a Vn. Rovnice (3.16) a (3.17) se stanou závislými, zbyde pouze rovnice (3.18) pro
potenciál a podmı́nka na parametry modelu. Tento fakt se nazývá Longman̊uv para-
dox (Longman, 1963, Chinnery, 1975) a je detailně diskutován a vysvětlen ve (Fang,
1998). My se tomuto problému vyhneme podržeńım nenulové malé frekvence.

4.6 Numerické řešeńı

Popsanou metodu jsme naprogramovali ve Fortranu 90 s voláńım podprogramů z nu-
merické knihovny IMSL (http://www.vni.com).

Úloha vlastńıch kmit̊u vede na problém vlastńıch č́ısel. Pro nedostatečnou přes-
nost řešiče DGVCRG pro zobecněný problém vlastńıch č́ısel (4.26) invertujeme ma-
tice voláńım procedury DLINRG a výsledný standardńı maticový problém (4.27)
řeš́ıme procedurou DEVCRG pro výpočet vlastńıch č́ısel a vektor̊u, př́ıpadně proce-
durou DEVLRG pouze pro výpočet vlastńıch č́ısel. Pro slapy řeš́ıme nehomogenńı
soustavu algebraických rovnic procedurou DLSLRG.

Procesor s frekvenćı 2.0 GHz spotřeboval pro výpočet spektra sféroidálńıch kmit̊u
modelu PREM pro jedno úhlové č́ıslo při 2500 diskretizačńıch bodech 40 minut, pro
výpočet toroidálńıch kmit̊u, kde vystupuj́ı menš́ı matice, pouze 6 minut a pro řešeńı
slap̊u 1 minutu. Pro modely ostatńıch těles, kdy nebylo potřeba vystihovat složitý
pr̊uběh parametr̊u a stačily řádově stovky diskretizačńıch bod̊u, se doba výpočtu
zkrátila pod minutu.

Během př́ıpravy pamět’ového modelu našeho programu jsme zvažovali použit́ı
aparátu pro dynamické rozděleńı paměti (podprogram OBAL), navrženého v práci
(Matyska, 1982). Vzhledem k novým možnostem správy paměti ve Fortranu 90
jsme se však přiklonili k řešeńı běžnými postupy tohoto jazyka. Pamět’ potřebná
pro výpočet sféroidálńıch kmit̊u modelu PREM na 2500 diskretizačńıch bodech
nepřesáhla 700 MB, pro užité modely ostatńıch těles byly pamět’ové nároky nepod-
statné.
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Kapitola 5

Výsledky pro modely Země

V této kapitole otestujeme popsanou metodu a připravený program na dvou mode-
lech Země. Budeme sledovat periody vlastńıch kmit̊u a tvary vlastńıch funkćı.

5.1 Tř́ıvrstvý model Země

Nejprve otestujeme metodu na jednoduchém modelu Země složeném ze tř́ı ho-
mogenńıch soustředných sférických vrstev. Vněǰśı poloměry jednotlivých vrstev a hus-
tot a hodnoty elastických parametr̊u jsou uvedeny v Tabulce 5.1. Každou vrstvu
jsme diskretizovali sto body umı́stěným v čebyševovských extrémech. Periody něko-
lika kmit̊u jsou zapsány do Tabulky 5.2.

Naše výsledky jsme srovnali s výsledky př́ıbuzného programu pro hledáńı vlast-
ńıch č́ısel, který je založen na soustavě osmi difenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro
osm neznámých,

y = (Un, Vn, Fn, Trr,n, Trϑ,n, Qn,Wn, Trϕ,n)T .

Tento program byl sestaven autory práce (Hanyk et al., 2002), ve které je odvozena
podobná formulace pro postglaciálńı výzdvih. Výsledky źıskané t́ımto programem
jsou uvedeny v Tabulce 5.3. Spočtené periody vlastńıch kmit̊u jsou pro obě metody
prakticky stejné.

poloměr [km] ρ [g.cm−3] µ [GPa] λ [GPa]

1. vrstva 1221.5 13 200 1000
2. vrstva 3480 11 0 800
3. vrstva 6371 5 90 300

Tabulka 5.1: Použité parametry tř́ıvrstvého modelu Země.

26



p pT2 [s] pS0 [s] pS2 [s] pS3 [s] pS6 [s] pS15 [s] pS60 [s]

0 3916.0 1518.5 4005.4 2770.2 1379.9 580.7 160.5
1 1155.4 727.4 2070.4 1509.1 993.4 490.1 133.4
2 650.7 423.2 1271.4 1104.4 745.3 410.9 127.2
3 444.9 322.4 926.3 653.5 554.3 345.8 123.3
4 336.7 244.1 765.6 628.9 427.3 301.3 115.8

Tabulka 5.2: Výsledné periody spočtené systémem diferenciálńıch rovnic druhého
řádu.

p pT2 [s] pS0 [s] pS2 [s] pS3 [s] pS6 [s] pS15 [s] pS60 [s]

0 3916.0 1518.3 4005.5 2770.3 1379.8 580.7 160.5
1 1155.4 727.6 2070.2 1509.1 993.3 490.0 133.4
2 650.7 423.5 1271.2 1104.2 745.3 410.9 127.1
3 444.9 322.0 926.1 653.5 554.3 345.8 123.3
4 336.7 244.3 765.5 628.8 427.3 301.3 115.8

Tabulka 5.3: Výsledné periody spočtené systémem diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s]

PREM my PREM my PREM my

2 2639.4 2635.5 757.5 755.3 - 445.2
3 1707.6 1703.9 695.0 693.4 - 433.5
4 1307.6 1304.8 - 629.0 420.2 418.5
5 1078.8 1077.0 - 571.2 - 401.2

Tabulka 5.4: Periody vybraných toroidálńıch kmit̊u udávané pro model PREM
a spočtené pro vrstevnatou aproximaci modelu PREM.

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s]

PREM my PREM my PREM my

0 1228.1 1230.0 613.0 614.9 398.3 400.0
2 3233.5 3228.5 1471.3 1473.5 - 1125.2
3 2134.4 2131.5 1064.4 1062.8 - 824.5
4 1545.7 1546.2 852.8 852.3 725.4 723.5

Tabulka 5.5: Periody vybraných sféroidálńıch a radiálńıch kmit̊u udávané pro model
PREM a spočtené pro vrstevnatou aproximaci modelu PREM.
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5.2 Model PREM

PREM neboli Preliminary Reference Earth Model (Dziewonski & Anderson, 1981)
je sféricky symetrický model hustot a seismických rychlost́ı v Zemi. Model byl źıskán
řešeńım obrácené úlohy užit́ım pozorovaných čas̊u př́ıchod̊u objemových vln a pe-
riod vlastńıch kmit̊u. Je složen z několika vrstev, ve kterých jsou hustota a seis-
mické rychlosti popsány polynomy nejvýše třet́ıho stupně. Model PREM jsme apro-
ximovali vrstevnatým modelem s hustotami a Laméovými koeficienty po částech
konstantńımi. Vrstev jsme volili pět set, přičemž jsme respektovali vnitřńı hranice
vrstev modelu PREM. Každou vrstvu jsme diskretizovali pěti body. Celkový počet
diskretizačńıch bod̊u tak dosáhl 2500.

V Tabulkách 5.4 a 5.5 jsou uvedeny periody několika prvńıch toroidálńıch a sfé-
roidálńıch kmit̊u pro naši aproximaci modelu PREM a porovnány s hodnotami
převzatými z (Dziewonski & Anderson, 1981).
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Obrázek 5.1: Pr̊uběh tangenciálńıho posunut́ı pro vybrané toroidálńı módy mezi
volným povrchem a rozhrańım jádro – plášt’ (CMB) pro model PREM. Svislá čára
uprostřed každého panelu znač́ı nulové posunut́ı.

Spektrum toroidálńıch kmit̊u zač́ıná kmitem 0T2 s periodou 44 minut. Na Obrázku
5.1 je zobrazen pr̊uběh tangenciálńıho posunut́ı v plášti Země pro několik toroidálńıch
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mód̊u pTn. Modálńı č́ıslo p vyjadřuje počet uzlových ploch, na kterých je posunut́ı
nulové. Se zvyšuj́ıćım se úhlovým č́ıslem n se tyto uzlové plochy stejně jako ma-
ximálńı amplitudy posunuj́ı k povrchu. Na obrázku neuvád́ıme konkrétńı hodnoty
amplitud, protože bez předepsáńı počátečńıho impulzu nemaj́ı fyzikálńı význam.
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Obrázek 5.2: Pr̊uběh radiálńıho posunut́ı mezi středem a povrchem pro několik
radiálńıch kmit̊u modelu PREM. Na obrázćıch jsou vyznačena rozhrańı jádro – plášt’

(CMB) a vnitřńı – vněǰśı jádro (ICB).

Obrázek 5.2 ukazuje vlastńı funkce radiálńıch kmit̊u. Radiálńı mód 0S0 s peri-
odou 21 minut nemá žádnou plochu s nulovým posunut́ım a odpov́ıdá radiálńımu
smršt’ováńı a roztahováńı Země. Modálńım č́ıslo má podobně jako u toroidálńıch
kmit̊u význam počtu uzlových ploch. Je zaj́ımavé, že zat́ımco u toroidálńıch kmit̊u
s vyšš́ım modálńım č́ıslem jsou lokálńı maxima amliptud přibližně téže velikosti,
pro radiálńı kmity lokálńı maxima amplitud rostou směrem ke středu.

Pro sféroidálńı kmit 0S2, tzv. fotbalový mód1, s nejdeľśı periodou fyzikálńıho
spektra o délce 54 minut a dva daľśı módy s n = 2 jsou na Obrázku 5.3 vykresleny obě
složky vektoru posunut́ı. V př́ıpadě sféroidálńıch kmit̊u nemá modálńı č́ıslo význam

1Dahlen & Tromp, 1998, str. 299, označuj́ı za možnou př́ıčinu této přezd́ıvky alternace tvaru
tělesa mezi citronem a tykv́ı.
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Obrázek 5.3: Pr̊uběh radiálńıho (U) a tangenciálńıho (V ) posunut́ı mezi středem
a povrchem pro sféroidálńı módy pS2 modelu PREM. Na obrázćıch jsou vyznačena
rozhrańı jádro – plášt’ (CMB) a vnitřńı – vněǰśı jádro (ICB).

my Agnew, 2007
n hn ln kn hn ln kn

2 0.603 0.084 0.298 0.617 0.083 0.300
3 0.288 0.015 0.092 0.298 0.015 0.095
4 0.175 0.010 0.041 0.179 0.009 0.043

Tabulka 5.6: Povrchová Loveova č́ısla pro model PREM.

počtu uzlových ploch, jak je z obrázku patrné. Pro sféroidálńı kmity neńı tan-
genciálńı posunut́ı, na rozd́ıl od radiálńıho, spojité na kapalném rozhrańı. Spočtené
vlastńı funkce módu 0S2 jsou vizuálně totožné jako funkce na Fig. 8.18 v (Dahlen &
Tromp, 1998).

Slapová Loveova č́ısla modelu PREM jsme poč́ıtali pro n = 2, 3, 4. V Tabul-
ce 5.6 porovnáváme hodnoty povrchových Loveových č́ısel vrstevnaté aproximace
modelu PREM s hodnotami uvedenými v (Agnew, 2007). Výpočet jsme provedli
pro slapovou periodu jeden den. Loveova č́ısla jsou na periodě slapového potenciálu
závislá, ovšem pro dostatečně velké periody se výsledek měńı jen zanedbatelně.
Na Obr. 5.4 ukazujeme radiálńı pr̊uběh h2, l2 a k2 pro tři r̊uzné slapové periody.
Pro hodinovou periodu se výsledek ještě lǐśı, ale Loveova č́ısla pro periody den
a měśıc se už shoduj́ı na š́ı̌rku čáry.
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Obrázek 5.4: Loveova č́ısla h2, l2 a k2 v modelu PREM pro slapové periody rovné
měśıci, dni a hodině (m-d-h). Vodorovné čáry vyznačuj́ı rozhrańı jádro – plášt’

(CMB) a vnitřńı – vněǰśı jádro (ICB).
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Kapitola 6

Výsledky pro modely planet
a měśıc̊u

6.1 Mars

Pro výpočty vlastńıch kmit̊u a slap̊u Marsu jsme vycházeli ze dvou model̊u hustot
a seismických rychlost́ı podle (Sohl & Spohn, 1997). Prvńı model byl optimalizován
pro geochemická data z meteorit̊u, druhý pro splněńı momentu setrvačnosti Marsu.
Oba modely vykazuj́ı podobnou globálńı strukturu s k̊urou, svrchńım a spodńım
pláštěm, odděleným přechodovou oblast́ı oliv́ınu na γ-spinel, a tekutým jádrem.
Chyb́ı však vrstva perovskitu a vnitřńı pevné jádro, pro které nebyly splněny tlakové

poloměr [km] ρ [g·cm−3] µ [GPa] λ [GPa]

jádro 1468 7.15 0 284
spodńı plášt’ 2033 4.25 143 174

přechodová zóna 2360 4.00 116 150
svrchńı plášt’ 3280 3.60 83 110

k̊ura 3390 2.80 46 78

Tabulka 6.1: Parametry Marsu pro Model A.

poloměr [km] ρ [g·cm−3] µ [GPa] λ [GPa]

jádro 1667 7.05 0 280
spodńı plášt’ 1974 4.20 141 167

přechodová zóna 2332 4.00 117 155
svrchńı plášt’ 3140 3.65 88 111

k̊ura 3390 2.80 47 78

Tabulka 6.2: Parametry Marsu pro Model B.
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a teplotńı podmı́nky. V plášti a k̊uře hustota roste s hloubkou téměř lineárně. Na
rozhrańı k̊ura – plášt’ docháźı ke skokovému zvýšeńı o 600 kg·m−3, při přechodu
oliv́ın− β-spinel byl skok o 250 kg·m−3 a na rozhrańı β-spinel− γ-spinel o 100 kg·m−3.
Nejvýznamněǰśı zvýšeńı hustoty kolem 3000 kg·m−3 je na rozhrańı jádro – plášt’.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 1757.3 591.5 337.9 239.6
3 1126.9 505.0 320.5 233.5
4 860.7 435.8 300.4 225.8
5 705.4 383.5 279.3 216.9
6 601.0 344.2 259.0 207.0
7 525.1 313.9 240.6 196.6
8 466.9 289.7 224.5 186.2
9 420.9 269.7 210.8 176.2
10 383.4 252.7 199.1 167.0

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 1968.2 977.2 633.5 415.2
3 1200.4 733.0 546.8 349.8
4 864.4 596.3 481.0 315.9
5 691.4 502.9 421.4 291.9
6 592.1 428.2 371.2 272.8
7 525.6 368.5 330.6 256.3
8 474.9 322.0 297.7 241.4
9 433.6 286.5 270.1 227.6
10 398.8 259.9 246.0 214.7

Tabulka 6.3: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model A.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 1812.4 572.1 319.8 227.3
3 1143.1 501.9 308.3 223.0
4 868.6 439.7 294.4 217.6
5 711.5 389.0 279.0 211.2
6 607.1 348.9 262.8 204.0
7 531.6 317.4 246.7 196.3
8 474.1 292.4 231.5 188.3
9 428.5 271.9 217.6 180.1
10 391.5 254.8 205.2 172.1

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 2222.2 987.2 632.9 408.7
3 1366.1 732.7 546.6 342.3
4 965.1 599.5 483.7 307.6
5 744.3 520.5 427.3 285.0
6 611.7 461.7 378.5 266.7
7 527.2 409.8 338.6 251.4
8 469.1 363.4 306.6 238.1
9 425.3 323.7 280.8 226.1
10 390.1 290.5 259.6 214.9

Tabulka 6.4: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model B.

Pro výpočty jsme převzali tato hlavńı rozhrańı a hodnoty hustot jsme odečteńım
z Fig. 2 práce (Sohl & Spohn, 1997) aproximovali konstantńı hustotou pro každou
vrstvu. Profil seismických rychlost́ı jsme převzali stejným zp̊usobem z Fig. 8. Pr̊uběh
rychlost́ı P a S vln má lineárńı pr̊uběh v plášti a k̊uře a parabolický pr̊uběh v jádře.
Zvyšováńı seismických rychlost́ı je pro Mars o poznáńı menš́ı než pro Zemi v d̊usledku
nižš́ıho nár̊ustu tlaku spojeného s menš́ım rozměrem planety.

Budeme uvažovat dva modely složené z pěti vrstev: k̊ura, svrchńı plášt’, přecho-
dová oblast, spodńı plášt’ a jádro. Základńı rozd́ıl mezi oběma modely je předevš́ım
velikost jádra a tloušt’ka k̊ury Marsu. Oba modely splňuj́ı gravitačńı zrychleńı na po-
vrchu Marsu 3.7 m·s−2 a dosahuj́ı podobných tlak̊u ve středu planety, kolem 40 GPa.

V Tabulkách 6.1 a 6.2 uvád́ıme vněǰśı poloměry jednotlivých vrstev, hustotu
a Laméovy koeficienty přepočtené z hustoty a seismických rychlost́ı pro modely A
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Obrázek 6.1: Hustota (vlevo) a seismické rychlosti (vpravo) pro modely Marsu.

a B. Na Obrázku 6.1 znázorňujeme hustotu a seismické rychlosti a na Obrázku 6.2
gravitačńı zrychleńı a hydrostatický tlak pro oba modely.

V Tabulkách 6.3 a 6.4 uvád́ıme periody toroidálńıch a sféroidálńıch kmit̊u pro úh-
lová č́ısla n ≤ 10 pro modely A a B. Spektrum vlastńıch kmit̊u zač́ıná na 37
minutách pro model A a na 33 minutách pro model B, v obou př́ıpadech sféroidálńım
módem 0S2. Na Obrázku 6.3 je pro tento mód vykresleno radiálńı a tečné posunut́ı.
Rozd́ıly mezi modely, které se projevuj́ı v periodách, nemaj́ı na pr̊uběh posunut́ı
žádný patrný vliv. Na Obrázku 6.4 je vykreslena závislost frekvence toroidálńıch
a sféroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle pro model A, pro který jsme dostali podobná
spektra frekvenćı jako (Gudkova & Zharkov, 2002) pro model Marsu M6.

V Tabulce 6.5 shrnujeme povrchová Loveova č́ısla pro n = 2, 3, 4 poč́ıtaná pro
slapovou frekvenci Marsova měśıce Phobosu 1104/n hodiny (Sohl & Spohn, 1997).

Model A Model B

n hn ln kn hn ln kn

2 0.172 0.036 0.093 0.212 0.038 0.113
3 0.083 0.010 0.031 0.095 0.008 0.034
4 0.057 0.005 0.016 0.060 0.004 0.016

Tabulka 6.5: Loveova č́ısla pro modely Marsu.
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Obrázek 6.3: Pr̊uběh radiálńıho (U) a tangenciálńıho (V ) posunut́ı mezi volným
povrchem a středem Marsu pro nejdeľśı sféroidálńı mód 0S2 pro model A vlevo, pro
model B vpravo. Na obrázćıch jsou vyznačena rozhrańı podle Tabulek 6.1 a 6.2.
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6.2 Venuše

Venuše je svou velikost́ı a pr̊uměrnou hustotou velmi podobná Zemi, přesto však jsou
mezi nimi podstatné rozd́ıly. Předně, na Venuši neprob́ıhá desková tektonika, povrch
planety tvoř́ı asi 100 km mocná litosféra. Použit́ım gravitačńıch a topografických
dat byla určena pr̊uměrná š́ı̌rka k̊ury Venuše na 35 km (Konopliv & Sjogren, 1994).
Daľśım rozd́ılem je pomalá rotace Venuše s periodou 243 dńı a nepř́ıtomnost vnitřńı-
ho magnetického pole (Phillips & Russell, 1987). Relativně pomalá rotace ale sama
o sobě neńı d̊uvodem, proč Venuše nemá vlastńı magnetické pole (Stevenson, 2003).
Možným vysvětleńım je to, že v kapalném jádře neprob́ıhá termálńı konvekce v d̊u-
sledku špatného ochlazováńı vnitřku Venuše kv̊uli nepř́ıtomnosti deskové tektoniky.
V jádře Venuše nejsou splněny fázové podmı́nky pro krystalizaci železa, v d̊usledku
nižš́ıch tlak̊u a vyšš́ıch teplot než v Zemi, takže nedocháźı k diferenciaci na vněǰśı ka-
palné a vnitřńı pevné jádro, a tedy neprob́ıhá ani geochemická konvekce (Stevenson,
1983).

Plášt’ Venuše rozděĺıme na tři vrstvy: svrchńı plášt’, přechodovou oblast a spodńı
plášt’. Hranice těchto vrstev polož́ıme do hloubek podle (Schubert et al., 2001).
Z d̊uvod̊u nižš́ıch tlak̊u panuj́ıćıch v plášti Venuše polož́ıme endotermńı fázový
přechod oliv́ınu do hloubky 440 km (410 km pro Zemi) a exotermńı fázový přechod
do hloubky 740 km (660 km pro Zemi). Poloměr rozhrańı jádro – plášt’ budeme
uvažovat 3110 km.

Pro určeńı hustotńı struktury Venuše budeme vycházet z analogie se Zemı́.
Hustotu k̊ury budeme uvažovat 2.8 g·cm−3, pro svrchńı plášt’ použijeme hodnotu
3.8 g·cm−3, po fázovém přechodu oliv́ınu na β-spinel stoupne hustota v přechodové
oblasti na 4.2 g·cm−3 a ve spodńım plášti budeme poč́ıtat s hodnotou 4.6 g·cm−3.
Konečně pro kapalné jádro budeme poč́ıtat s hodnotou 10 g·cm−3.

Radiálńı pr̊uběh hustoty pro uvažovaný model Venuše je zakreslen v Obrázku
6.5 vlevo. Na pravé straně obrázku jsou vykresleny použité hodnoty seismických
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Obrázek 6.5: Hustota (vlevo) a seismické rychlosti (vpravo) pro model Venuše.
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Obrázek 6.6: Gravitačńı zrychleńı (vlevo) a hydrostatický tlak (vpravo) pro model
Venuše.

rychlost́ı s hloubkou, které jsme určili opět z analogie Venuše – Země. Na Obrázku
6.6 je znázorněn pr̊uběh gravitačńıho zrychleńı a nár̊ust tlaku s hloubkou pro model
Venuše. V Tabulce 6.6 jsou shrnuty použité parametry pro každou vrstvu, kde mı́sto
seismických rychlost́ı uvád́ıme elastické Laméovy koeficienty.

Na Obrázku 6.7 jsou vykresleny závislosti frekvenćı toroidálńıch a sféroidálńıch
kmit̊u na úhlovém č́ısle. Konkrétńı hodnoty period jsou uvedeny v Tabulce 6.7 pro
úhlová č́ısla n ≤ 10.

V Tabulce 6.8 uvád́ıme povrchová Loveova č́ısla pro n ≤ 4. Loveovo č́ıslo k2 bylo
pro Venuši určeno z časových variaćı gravitačńıch koeficient̊u C22 a S22 zp̊usobených
slunečńı periodou, (Konopliv & Yoder, 1996) určili jeho hodnotu na k2 = 0.295 ±
0.066.

38



poloměr [km] ρ [g·cm−3] µ [GPa] λ [GPa]

jádro 3110 10.0 0 722
spodńı plášt’ 5311 4.6 194 220

přechodová zóna 5611 4.2 136 147
svrchńı plášt’ 6016 3.8 95 118

k̊ura 6051 2.8 45 81

Tabulka 6.6: Parametry pro model Venuše.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 2682.3 766.7 454.8 315.3
3 1653.5 694.2 440.2 310.2
4 1250.3 623.1 422.4 303.8
5 1021.7 559.2 402.4 296.2
6 871.8 504.7 381.2 287.8
7 764.9 459.1 359.7 278.6
8 684.0 421.4 338.5 269.0
9 620.3 389.9 318.3 259.1
10 568.7 363.3 299.5 249.1

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 3159.1 1437.0 955.1 588.0
3 2042.2 1037.3 830.5 497.3
4 1469.8 840.8 731.4 442.6
5 1135.1 739.4 637.1 413.4
6 924.1 671.8 557.9 389.6
7 783.3 613.8 496.4 368.7
8 685.0 560.1 448.4 349.7
9 613.6 510.5 410.2 332.2
10 559.2 466.0 379.0 315.7

Tabulka 6.7: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model Venuše.

n hn ln kn

2 0.550 0.082 0.281
3 0.261 0.014 0.089
4 0.160 0.008 0.041

Tabulka 6.8: Loveova č́ısla pro model Venuše.
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6.3 Ledové měśıce

V následuj́ıćıch odstavćıch se budeme věnovat vlastńım kmit̊um a slap̊um ledových
měśıc̊u velkých planet Slunečńı soustavy. Rozměry ledových měśıc̊u jsou velmi pro-
měnlivé, od deśıtek kilometr̊u až po pr̊uměr 5262 km největš́ıho měśıce Slunečńı
soustavy, Jupiterova Ganymedu. (Ganymédés byl milencem boha Dia, p̊uvodem
z Tróje.) Složeńı měśıc̊u je charakterizováno vysokým obsahem vodńıho ledu ve vy-
sokotlakých modifikaćıch. Jejich povrchové teploty se pohybuj́ı hluboko pod bodem
mrazu, přesto se u některých z r̊uzných d̊uvod̊u uvažuje o existenci vrstvy kapalné
vody (podpovrchového oceánu). Zdroj energie je připisován disipaci slapové energie
třeńım. Slapová disipace může být natolik silná, že možná poháńı v plášti měśıc̊u
konvekci, která má vliv na to, jestli je daný měśıc diferencovaný na ledový plášt’

a silikátové jádro nebo je led se silikáty promı́chán. Alternativńım zdrojem energie
může být radioaktivńı rozpad, který zřejmě hrál významnou roli v počátečńıch fáźıch
evoluce měśıc̊u. Znalost vnitřńı stavby měśıc̊u je velice omezená, proto i parametry
pro výpočty jsou často voleny na základě teoretických úvah a nejsou podloženy
př́ımým pozorováńım. Zaměř́ıme se na Jupiter̊uv měśıc Europu a Saturnovy měśıce
Titan a Enceladus, jejichž parametry jsou uvedeny v Tabulce 6.9 (Hussmann et al.,
2007).

poloměr r středńı hustota ρ gravitačńı zrychleńı na povrchu g
[km] [kg.m−3] [m.s−2]

Europa 1565 3010 1.32
Titan 2575 1881 1.35

Enceladus 252 1610 0.113

Tabulka 6.9: Základńı parametry ledových měśıc̊u.

6.3.1 Europa

Europa je jedńım z nejméně šedesáti měśıc̊u Jupitera. Nese jméno jedné z nejméně to-
lika milenek boha Dia, jinde Jupitera. Podle momentu setrvačnosti Europy lze usou-
dit, že jej́ı vnitřek je diferencovaný na vnitřńı převážně železné jádro, vněǰśı silikátové
jádro a ledový plášt’. Hypotéza existence podpovrchového oceánu odděluj́ıćıho jádro
a plášt’ je podpořena magnetometrickým měřeńım v okoĺı Europy. Kromě magnetic-
kého pole Jupiteru bylo naměřeno i indukované magnetické pole. Jedńım z možných
vysvětleńı je odezva podpovrchového oceánu z vodivého materiálu (Zimmer et al.,
2000). Pro výpočty použijeme tři modely podle (Moore & Schubert, 2000). Prvńı
model (A) bude složen ze tř́ı pevných vrstev – vnitřńıho železného jádra, vněǰśıho
silikátového jádra a ledového pláště. Ve druhém modelu B budeme uvažovat plášt’

(o mocnosti 119 km) složený z vrstvy tekuté vody pod 10 km širokou vrstvou ledu,
zat́ımco ve třet́ım modelu (C) budeme poč́ıtat se 100 km širokou vrstvou ledu.
Vněǰśı poloměry, hustota a moduly torze jednotlivých vrstev podle (Moore & Schu-
bert, 2000) jsou uvedeny v Tabulce 6.10. Hodnota µ v plášti plat́ı pouze pro ledovou
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poloměr [km] ρ [kg.m−3] µ [GPa]

železné jádro 704 5150 0
silikátové jádro 1446 3300 100

ledový plášt’ 1565 1000 1

Tabulka 6.10: Parametry vrstev Europy.

vrstvu, pro kapalinu samozřejmě uvažujeme µ = 0. Kv̊uli nedostatečné znalosti
Laméova koeficientu λ použijeme v pevných vrstvách aproximaci tzv. Poissonovým
tělesem, λ = µ, v kapalné vrstvě pláště použijeme hodnotu µ pro led, λ = 1 GPa,
a pro kapalné jádro odhadneme λ = 100 GPa.

Na Obrázku 6.8 je vykreslena závislost frekvenćı toroidálńıch kmit̊u na úhlovém
č́ısle pro modely A a C. Pro model C se jedná o kmity pouze ledové slupky. U modelu
A je patrno, že kmity se zvětšuj́ıćım se n ztrácej́ı citlivost na hloubku a ”vid́ı” také
pouze svrchńı ledovou vrstvu. Zálež́ı tedy na počtu uzlových ploch kmitu, jak rychle
se citlivost s hloubkou vytráćı. Výsledky pro model B na Obrázku 6.8 nezobrazujeme,
protože frekvence vyšš́ıch mód̊u jsou proti základńımu módu 0Tn podstatně větš́ı
a padly by mimo panel.

V Tabulkách 6.11, 6.12 a 6.13 uvád́ıme periody toroidálńıch a sféroidálńıch kmit̊u
pro úhlová č́ısla n ≤ 5 a modely A, B a C. Spektrum vlastńıch kmit̊u zač́ıná na 16
minutách pro model A, na 96 minutách pro model B a pro model C dokonce na 183
minutách, ve všech př́ıpadech sféroidálńım módem 0S2. Na Obrázku 6.9 je pro tento
mód vykresleno radiálńı a tečné posunut́ı.

Na Obrázku 6.10 je vykreslena závislost frekvenćı sféroidálńıch kmit̊u na úhlovém
č́ısle. Pro pevný model A je spektrum tvořeno jednak pozvolna rostoućımi větvemi
mód̊u, jejichž energie je soustředěna předevš́ım ve svrchńı ledové vrstvě, jednak
rychle rostoućımi větvemi, pro které docháźı k deformaci v celém objemu tělesa. Pro
model B spektrum v pr̊useč́ıćıch větv́ı někdy obsahuje dvojici komplexně sdružených
frekvenćı. Pro model C nastává dokonce situace, kdy se dvě větve spojuj́ı a kom-
plexně sdružené dvojice frekvenćı pak zasahuj́ı až přes několik deśıtek úhlových č́ısel
– tzv. bifurkace (dle soukromé korespondence s vedoućım práce).

Je tedy patrno, že existuj́ı podstatné rozd́ıly ve spektrech toidálńıch i sféroidál-
ńıch kmit̊u zvolených model̊u Europy, které by při př́ıpadném měřeńı měly být dobře
rozlǐsitelné.

V Tabulce 6.14 jsou uvedena slapová Loveova č́ısla h2, l2 a k2 pro modely A, B
a C. Modely obsahuj́ıćı v plášti kapalnou vrstvu se na povrchu deformuj́ı až desetkrát
v́ıce.
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n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 775.1 463.8 222.3 159.3
3 568.1 393.6 198.4 158.7
4 525.7 315.9 176.8 157.0
5 507.9 261.7 162.8 150.9

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 966.4 537.4 395.2 296.7
3 589.2 503.7 316.0 264.4
4 488.9 414.0 287.8 239.1
5 469.3 333.0 268.3 215.1

Tabulka 6.11: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model A Europy.

n 0Tn [s] n 0Tn [s] n 1Tn [s]

2 5647.1 6 1569.3 2 20.0
3 3265.0 7 1346.2 3 20.0
4 2376.4 8 1179.9 4 20.0
5 1885.9 9 1050.8 5 20.0

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 5740.8 3591.7 2640.2 1455.3
3 4417.0 2572.4 1807.0 1154.8
4 3791.9 2033.5 1375.6 661.0
5 3365.6 1676.6 1114.5 488.6

Tabulka 6.12: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model B Europy.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 5390.6 199.6 100.0 66.7
3 3154.2 199.4 99.9 66.6
4 2302.4 199.0 99.9 66.6
5 1829.4 198.6 99.8 66.6

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 10956.8 3492.1 2793.6 1455.4
3 9080.6 2498.4 1955.4 1124.7
4 7720.6 1974.9 1442.7 667.1
5 6771.8 1627.0 1158.7 500.1

Tabulka 6.13: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model C Europy.

h2 l2 k2

Model A 0.033 0.010 0.016
Model B 0.352 0.082 0.150
Model C 0.340 0.064 0.141

Tabulka 6.14: Povrchová Loveova č́ısla pro modely Europy.
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Obrázek 6.8: Závislost frekvenćı toroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle. Vlevo pro
model A Europy, vpravo pro model C.
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Obrázek 6.10: Závislost frekvenćı sféroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle pro modely
A, B a C Europy.
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6.3.2 Titan

Titan je největš́ım měśıcem Saturnu. Pojmenován byl po dětech boh̊u Úrana a Gaie
zvaných T́ıtáni, z nichž nejmladš́ım byl Kronos alias Saturnus. Jako jediný z ledových
měśıc̊u má hustou atmosféru tvořenou hlavně duśıkem a metanem. Pro Titan budeme
uvažovat tři rozd́ılné modely vnitřńı stavby podle (Sohl et al., 1995). Prvńı model
předpokládá, že uvnitř Titanu k diferenciaci materiálu nedošlo, budeme tedy uvažovat
homogenńı směs ledu a silikát̊u. V Tabulce 6.15 je tento př́ıpad označen jako model
A. Daľśı dva modely (B, C) poč́ıtaj́ı s vnitřńı diferenciaćı na silikátové jádro a ledový
plášt’. Rozd́ıl mezi modely B a C spoč́ıvá v existenci kapalného oceánu uvnitř pláště.
V Tabulce 6.16 jsou uvedeny hustota a moduly torze pro r̊uzné materiály, o kterých
předpokládáme, že tvoř́ı Titan. Lamé̊uv koeficient λ polož́ıme stejně jako dř́ıve
v pevných vrstvách roven modulu torze a kapalné vrstvě modulu torze ledu.

model A model B model C

mocnost mocnost mocnost
složeńı [km] složeńı [km] složeńı [km]

led + silikáty 2575 led I 100 led I 150
led II 300 NH3 - H2O 200
led V 75 led V 325
led VI 200 silikáty 1900
silikáty 1900

Tabulka 6.15: Tři modely Titanu. Model A je homogenńı směśı materiál̊u, modely B
a C jsou složeny z vrstvy silikát̊u a vrstev vysokotlakých modifikaćı ledu. V modelu
C je nav́ıc kapalná vrstva.

ρ [kg.m−3] µ [GPa]

Led I 930 3.5
NH3 - H2O 950 0

Led II 1180 3.5
Led V 1280 3.5
Led VI 1430 3.5
Silikáty 2895B(3085C) 65.0

Led + silikáty 1881 14.0

Tabulka 6.16: Hustota a moduly torze pro jednotlivé vrstvy model̊u Titanu.

Vypočtené periody toroidálńıch a sféroidálńıch vlastńıch kmit̊u pro modely A, B
a C jsou uvedeny v Tabulkách 6.17 až 6.19. Na Obrázku 6.11 je vykreslena závislost
frekvenćı toroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle. Pro model B, stejně jako pro pevný
model A Europy, je patrná klesaj́ıćı citlivost na hlubš́ı vrstvy s rostoućım n. Stejně
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jako v modelu C Europy docháźı i pro toroidálńı kmity modelu C Titanu k rychlému
tlumeńı period, jak ukazuje Obrázek 6.11 vpravo.

Na Obrázku 6.12 je vynesen pr̊uběh radiálńıho a tangenciálńıho posunut́ı pro
sféroidálńı mód 0S2.

Na Obrázku 6.13 je vykreslena závislost frekvence sféroidálńıch kmit̊u na úhlovém
č́ısle pro jednotlivé modely Titanu. Pro model B a C vycházej́ı stejně jako pro mo-
dely Europy některá vlastńı č́ısla komplexně sdružená a rovněž docháźı k bifurkaćım
větv́ı, i když méně patrným.

Periody toroidálńıch a sféroidálńıch kmit̊u jsou uvedeny v Tabulce 6.17. Spek-
trum vlastńıch kmit̊u zač́ıná na 40 minutách pro homogenńı model A, na 36 minutách
pro pevný model B a na 77 minutách pro model C s kapalnou vrstvou. Je zaj́ımavé,
že všechny tyto periody nálež́ı toroidálńımu kmitu 0T2.

V Tabulce 6.20 jsou uvedena slapová Loveova č́ısla, poč́ıtaná pro slapovou peri-
odu jeden den. Nejmenš́ı deformace povrchu vyšla pro pevný diferencovaný model B,
v modelu C s kapalnou vrstvou stoupne deformace dvacetkrát. K Tabulce 6.20 při-
pojujeme hodnoty viskoelastických Loveových č́ısel pro stejné modely podle (Sohl
et al., 1995). Pokud do hry nevstouṕı ńızkoviskózńı kapalná vrstva, jsou výsledky
až překvapivě podobné.

Povrchová Loveova č́ısla nestlačitelného homogenńıho modelu můžeme poč́ıtat
analyticky podle vzorce, který je odvozen v (Melchior, 1978),

h2 =
5

2

(
1 +

19µ

2gρR

)−1

, (6.1)

kde g je gravitačńı zrychleńı na povrchu a R poloměr modelu. Prostým dosazeńım
dostaneme pro nestlačitelný nediferencovaný model Titanu h2 = 0.117. Této hod-
noty jsme schopni dosáhnout na pět platných mı́st zvýšeńım nestlačitelnosti v mo-
delu A, tj. zvýšeńım Laméova koeficientu λ o šest řád̊u oproti p̊uvodńı hodnotě.
Při daľśım navýšeńı λ o několik řád̊u náš program neposkytuje stabilńı výsledky.
Explicitńı formulace úlohy pro limitu λ →∞ neńı př́ımočará.
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n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 2371.1 831.1 564.0 430.6
3 1534.5 702.3 499.1 390.8
4 1164.1 610.6 448.9 358.4
5 964.5 541.6 408.7 331.6

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 2199.1 1235.5 713.5 609.4
3 1493.3 925.1 611.8 506.2
4 1172.9 737.7 537.8 438.1
5 976.7 615.8 480.0 390.9

Tabulka 6.17: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro homogenńı model A Titanu.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 2123.4 915.0 519.1 359.0
3 1697.0 684.3 490.8 325.2
4 1449.2 585.1 445.2 315.0
5 1264.1 543.3 393.6 307.1

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 1617.6 1203.8 731.9 593.3
3 1289.8 1015.3 598.8 520.4
4 1099.3 928.7 520.5 462.7
5 1000.5 833.3 478.2 408.9

Tabulka 6.18: Periody vybraných toroidálńıch a sféroidálńıch vlastńıch kmit̊u pro
vrstevnatý model B Titanu, neobsahuj́ıćı kapalinu.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 4592.5 154.4 77.3 51.5
3 2684.2 154.2 77.3 51.5
4 1958.8 154.0 77.2 51.5
5 1556.2 153.7 77.2 51.5

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 3102.0 2218.5 1245.9 934.2
3 2190.1 1516.8 1030.6 824.5
4 1696.8 1171.9 955.4 738.1
5 1348.3 994.7 876.2 664.0

Tabulka 6.19: Periody vybraných toroidálńıch a sféroidálńıch vlastńıch kmit̊u pro
vrstevnatý model C Titanu, zahrnuj́ıćı kapalnou vrstvou.
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my Sohl et al., 1995
h2 k2 h2 k2

model A 0.123 0.071 0.119 0.072
model B 0.061 0.028 0.059 0.026
model C 1.161 0.313 1.19 0.359

Tabulka 6.20: Loveova č́ısla pro modely Titanu.
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Obrázek 6.11: Závislost frekvenćı toroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle. Vlevo pro
model B Titanu, vpravo pro model C.
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Obrázek 6.12: Pr̊uběh radiálńıho (U) a tangenciálńıho (V ) posunut́ı mezi středem
a povrchem modelu Titanu pro sféroidálńı mód 0S2. Na obrázku jsou vyznačeny
hranice jednotlivých vrstev podle Tabulky 6.15.
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Obrázek 6.13: Závislost frekvenćı sféroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle pro modely
A, B a C Titanu.
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6.3.3 Enceladus

Enceladus je menš́ım měśıcem Saturnu, jedńım z šedesáti. Enkelados byl jedńım z Gi-
gant̊u, tedy mladš́ım bratrem boha Saturna; v Řecku je dodnes označován za př́ıčinu
zemětřeseńı. Fascinuje svou dichotomíı – existenćı chladné oblasti kolem severńıho
pólu pokrytou krátery a existenćı výrazně tepleǰśı oblasti s hladkým povrchem a
několika paralelńımi prasklinami kolem pólu jižńıho. Nad oblast́ı jižńıho pólu byla
dokonce pozorována atmosféra, pravděpodobně tvořená vodńı párou. Tepelný tok
na jižńı straně Enceladu je natolik velký, že jej neńı možné vysvětlit energíı z ra-
dioaktivńıch rozpad̊u v silikátech. Jak ukazuj́ı (Maierová, 2006) a (Tobie et al.,
2007), zvyšuje kapalná vrstva uvnitř Enceladu disipačńı výkon. Budeme uvažovat
tři modely Enceladu podle (Tobie et al., 2007). Modelem A zachyt́ıme diferenciaci
Enceladu na ledový plášt’ a silikátové jádro, model B zahrne i 10 km širokou ka-
palnou vrstvu na rozhrańı jádro – plášt’ a v modelu C budeme uvažovat kapalnou
vrstvu širokou 40 km. Poloměry jednotlivých vrstev, hustota a moduly torze jsou
uvedeny v Tabulce 6.21. Pro jednoduchost voĺıme hustotu i modul torze ledu a vody
stejné a Lamé̊uv koeficient λ pevných vrstev polož́ıme roven modulu torze.

poloměr [km] ρ [kg.m−3] µ [GPa]

silikátové jádro 170 3000 70.0
ledový plášt’ 252 1000 3.3

Tabulka 6.21: Parametry vrstev Enceladu.

Pro toroidálńı kmity model̊u Enceladu plat́ı stejně jako pro předchoźı měśıce, že
č́ım tenš́ı vrstva ledu se na povrchu modelu nacháźı, t́ım rychleji se tlumı́ vyšš́ı módy
oproti základńımu módu 0Tn. Závislost frekvenćı toroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle
pro modely A a B je vykreslena na Obrázku 6.14.

Periody toroidálńıch a sféroidálńıch kmit̊u všech model̊u jsou zapsány do Tabu-
lek 6.22 až 6.24. Spektrum vlastńıch kmit̊u zač́ıná na 4 minutách pro pevný model A
a na 22 minutách pro modely B a C. Pro pevný model je nejdeľśı perioda toroidálńıho
kmitu 0T2, zat́ımco pro modely B a C s kapalnou vrstvou perioda sféroidálńıho módu

0S2. Na Obrázku 6.15 je pro tento mód vykresleno radiálńı a tečné posunut́ı.
Závislost frekvenćı na úhlovém č́ısle pro sferoidálńı módy ukazuje Obrázek 6.16.
V Tabulce 6.25 jsou uvedena slapová Loveova č́ısla, poč́ıtaná pro slapovou pe-

riodu jeden den. Nejmenš́ı deformace povrchu jsme dostali pro pevný model A,
v modelu B stouply hodnoty h2 a k2 dvacetkrát a v modelu C dokonce čtyřicetkrát.
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n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 236.5 86.8 57.9 36.6
3 184.9 66.6 51.4 35.7
4 153.0 60.9 43.3 34.7
5 130.2 57.9 38.3 32.6

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 178.0 121.0 74.3 60.7
3 140.2 107.0 57.8 53.4
4 121.8 95.3 52.3 44.7
5 112.0 83.0 48.3 40.6

Tabulka 6.22: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model A Enceladu.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 407.9 76.2 39.4 26.5
3 247.7 73.7 39.1 26.4
4 182.8 70.8 38.7 26.2
5 146.1 67.5 38.1 26.1

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 1336.6 242.1 242.1 126.3
3 757.3 171.9 170.3 111.1
4 475.8 135.4 135.4 96.5
5 326.9 116.7 110.6 83.3

Tabulka 6.23: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model B Enceladu.

n 0Tn [s] 1Tn [s] 2Tn [s] 3Tn [s]

2 441.6 46.1 23.3 15.8
3 263.4 45.7 23.3 15.6
4 193.2 45.1 23.2 15.5
5 153.8 44.4 23.1 15.5

n 0Sn [s] 1Sn [s] 2Sn [s] 3Sn [s]

2 1312.0 263.5 234.1 132.6
3 859.5 186.3 162.6 115.4
4 606.4 144.3 128.1 99.8
5 439.9 117.8 108.2 86.0

Tabulka 6.24: Periody vybraných vlastńıch kmit̊u pro model C Enceladu.

h2 l2 k2

Model A 0.86 . 10−3 0.53 . 10−3 0.27 . 10−3

Model B 1.52 . 10−2 0.27 . 10−2 0.40 . 10−2

Model C 3.07 . 10−2 0.60 . 10−2 0.80 . 10−2

Tabulka 6.25: Loveova č́ısla pro modely Enceladu.
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Obrázek 6.14: Závislost frekvenćı toroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle. Vlevo pro
model A Enceladu, vpravo pro model B.
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Obrázek 6.15: Pr̊uběh radiálńıho (U) a tangenciálńıho (V ) posunut́ı mezi středem
a povrchem modelu Enceladu pro sféroidálńı mód 0S2. Na obrázku jsou vyznačeny
hranice jednotlivých vrstev podle Tabulky 6.21.
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Obrázek 6.16: Závislost frekvenćı sféroidálńıch kmit̊u na úhlovém č́ısle pro modely
A, B a C Enceladu.
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Kapitola 7

Závěr

V práci jsme studovali vlastńı kmity a slapy několika planet a měśıc̊u. Odvodili
jsme pohybovou rovnici v Lagrangeově tvaru, která společně s Poissonovou rovnićı
pro př́ır̊ustkový potenciál a reologickým vztahem pro elastický materiál popisuje
deformaci kontinua. Jako neznámé v této soustavě vystupuj́ı tři složky vektoru po-
sunut́ı a př́ır̊ustkový potenciál. Rozkladem rovnic do sférických harmonických funkćı
jsme źıskali neznámé závislé pouze radiálně a zároveň se úloha pro vlastńı kmity roz-
padla na toroidálńı a sféroidálńı část. Pro diskretizaci v radiálńım směru jsme použili
Čebyševovy polynomy. Pro vlastńı kmity jsme dostali maticové vlastńı problémy
zvlášt’ pro toroidálńı a zvlášt’ pro sféroidálńı část pole posunut́ı. V př́ıpadě slap̊u,
kde frekvence neńı neznámou, ale je dána vněǰśım slapovým potenciálem, pak úloha
přešla na řešeńı nehomogenńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic.

Metodu jsme testovali na jednoduchém modelu Země složeného ze tř́ı vrstev proti
př́ıbuzné metodě a programu pro výpočet period vlastńıch kmit̊u a dále na mode-
lu Země PREM ve vrstevnaté aproximaci, kde jsme rovněž dosáhli dobré shody
s tabelovanými hodnotami.

Poč́ıtali jsme periody vlastńıch kmit̊u a slapová Loveova č́ısla pro dva mo-
dely Marsu lǐśıćı se velikost́ı kapalného jádra a tloušt’kou k̊ury. Nejdeľśı perioda
sféroidálńıho kmitu 0S2 prvńıho modelu vyšla 33 minut a Loveova č́ısla h2 = 0.172
a k2 = 0.093. Pro druhý model jsme obdrželi periodu kmitu 0S2 37 minut a Loveova
č́ısla h2 = 0.212 a k2 = 0.113.

Pro nedostatek dostupných dat jsme sestavili model Venuše na základě analogie
se Zemı́. Pro tento model jsme nalezli periodu 0S2 53 minut a Loveova č́ısla h2 =
0.550 a k2 = 0.281.

Pro modely ledových měśıc̊u Europy, Titanu a Enceladu jsme diskutovali vliv
kapalné vrstvy v ledovém plášti na spektra vlastńıch mód̊u a velikosti Loveových
č́ısel.

Dosažené výsledky mohou být nápomocny pro určeńı vnitřńı struktury jed-
notlivých těles.
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