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sférické geometrii
Autor: Miroslav Kuchta
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Supervisor’s e-mail address: oc@karel.troja.mff.cuni.cz

Abstract: This work shows the applicability of modified staggered-grid method in solv-
ing the governing equations of mantle flow in spherical geometry. In the thesis we
formulate the governing equations in spherical domain and show their restiction into
axisymmetrical spherical domain. We propose the way to treat the pole singularities
and boundary conditions on the axis of symmetry. Further we modify staggered-grid
method in two dimensional Cartesian domain for the purposes of axisymmetrical spher-
ical domain. We implement the method into code in Matlab R© programming language.
We use problems with constant viscosity to test the program.

Keywords: staggered-grid method, Stokes problem, axisymmetrical spherical geometry

5



Kapitola 1

Úvod

Poč́ıtačové modely nám umožňujú źıskat’ predstavu o geologických procesoch v zemskom
vnútri, ktoré nemožno priamo pozorovat’. Modely sú založené na numerickom riešeńı
parciálnych diferenciálnych rovńıc, ktoré popisujú deje zahŕňajúce tečenie magmy, lávy
a rôznych druhov horńın. Rádovo meniaca sa viskozita týchto látok predstavuje problém,
s ktorým sa v technickej praxi využ́ıvané nástroje riešenia rovńıc, napr. metóda konečných
prvkov, často nedokážu úspešne vysporiadat’. Vhodným nástrojom sa ukazuje byt’ metóda
posunutých siet́ı [2] a [3]. Metóda umožňuje efekt́ıvne a detailné štúdium deformácíı
zemského plášt’a v kartézskej geometrii. Pre celý rad dejov, v ktorých je nutné uvažovat’

sférický tvar Zeme (javy s globálnou povahou, napr. zanorovanie oceánskych dosiek do
zemského plášt’a), však kartézska geometria predstavuje obmedzenie.

Ciel’om tejto práce je navrhnút’ analógiu metódy posunutých siet́ı v sférickej ge-
ometrii a implementovat’ ju do poč́ıtačového programu.
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Kapitola 2

Rovnice tečenia v invariantnom
tvare

2.1 Zákony zachovania

Tečenie v zemskom plášti popisujeme ako tečenie nestlačitel’nej kvapaliny s vel’kou
viskozitou. Dej sa riadi systémom rovńıc:

∇.~v = 0, (2.1.1)

−∇π +∇.σσσ + ∆ρ~g = 0, (2.1.2)

kde ~v je vektor rýchlosti, π je tlak, σσσ je deviatorická čast’ tenzora napätia, ∆ρ je odchýlka
od strednej hodnoty hustoty objemových śıl a ~g je vektor gravitačného zrýchlenia.
Rovnica (2.1.1) je rovnica kontinuity nestlačitel’nej kvapaliny a vyjadruje zákon za-
chovania hmotnosti. Rovnice (2.1.2) sú pohybovými rovnicami nestlačitel’nej kvapaliny
a vyjadrujú zákon zachovania hybnosti. Neznámymi v systéme rovńıc (2.1.1), (2.1.2) sú:
skalárne pole tlaku π predstavuje jednu neznámu, vektorové pole rýchlosti ~v predstavuje
tri neznáme a tenzorové pole napät́ı σσσ predstavuje šest’ neznámych, ked’že na základe
zákonu zachovania momentu hybnosti plat́ı σσσ = σσσT . Pre celkovo desat’ neznámych máme
v systéme iba štyri rovnice.

2.2 Reológia

Aby bolo možné systém rovńıc (2.1.1) a (2.1.2) riešit’, je nutné doplnit’ šest’ skalárnych
rovńıc. Tieto predstavujú reologické vlastnosti tečúcej kvapaliny. V našom modeli uvažujeme
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vzt’ah medzi deviatorickou čast’ou tenzora napätia σσσ a tenzorom rýchlosti deformácie ε̇εε
v tvare

σσσ = 2ηε̇εε = η
(
∇~v +∇T~v

)
, (2.2.1)

kde η je viskozita. Viskozita môže byt’ funkciou druhého invariantu tenzora rýchlosti
deformácie [2], ale v rámci našeho modelu považujeme viskozitu za konštantu.

2.3 Okrajové podmienky

Rovnice (2.1.1), (2.1.2) a (2.2.1) tvoria systém parciálnych diferenciálnych rovńıc, ktorý
možno riešit’, ak urč́ıme okrajové podmienky. Charakter úlohy dáva tušit’, že tieto
budeme špecifikovat’ na sférických plochách. Okrajové podmienky zadávame v rýchlostiach

~v = ~vBC , r = R (2.3.1)

alebo v silách
(−πIII + σσσ) .~n = ~τBC , r = R, (2.3.2)

kde R je polomer hraničnej sférickej plochy, III je identický tenzor, ~n je vonkaǰsia normála
plochy a ~τBC je vonkaǰsia plošná sila.
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Kapitola 3

Rovnice tečenia v sférických
súradniciach

3.1 Rovnice 3D

Rovnice (2.1.1), (2.1.2) a (2.2.1) sú zaṕısané v invariantnom tvare. Rozpisom operátora
∇ do sférických súradńıc (podrobneǰsie vid’. Dodatek A) dostávame rovnicu kontinuity
v tvare

∂vr

∂r
+

1

r

∂vθ

∂θ
+

2vr

r
+

1

r sin θ

∂vϕ

∂ϕ
+

vθ

r
cot θ = 0 (3.1.1)

a pohybové rovnice v tvare

~er : −∂π

∂r
+

∂σrr

∂r
+

1

r

∂σrθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σrϕ

∂ϕ
+

+
1

r
(2σrr − σθθ − σϕϕ + σrθ cot θ) + ∆ρgr = 0, (3.1.2)

~eθ : −1

r

∂π

∂θ
+

∂σrθ

∂r
+

1

r

∂σθθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σθϕ

∂ϕ
+

+
1

r
(3σrθ + (σθθ − σϕϕ) cot θ) + ∆ρgθ = 0, (3.1.3)

~eϕ : − 1

r sin θ

∂π

∂ϕ
+

∂σrϕ

∂r
+

1

r

∂σθϕ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σϕϕ

∂ϕ
+

+
1

r
(3σrϕ + 2σθϕ cot θ) + ∆ρgϕ = 0. (3.1.4)
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V reologickom vzt’ahu (2.2.1) dosad́ıme za tvar tenzora ∇~v

∇~v =


∂vr

∂r
1
r

(
∂vr

∂θ
− vθ

)
+ ∂vθ

∂r
1

r sin θ

(
∂vr

∂ϕ
− vϕ sin θ

)
+ ∂vϕ

∂r

0 1
r

(
∂vθ

∂θ
+ vr

)
1

r sin θ

(
∂vθ

∂vϕ
− vϕ cos θ

)
+ 1

r

∂vϕ

∂θ

0 0 1
r sin θ

∂vϕ

∂ϕ
+ vr

r
+ vθ

r
cot θ

 .

3.2 Rovnice 2D

V našej úlohe budeme rovnice systému (2.1.1), (2.1.2) a (2.2.1) riešit’ v axisymetrickom
pribĺıžeńı. Axisymetrické pribĺıženie predstavuje z hl’adiska geometrie riešit’ úlohu v
rovine určenej osou symetrie, tj. zemskou osou a l’ubovolným bodom plášt’a. Rovnice
popisujúce priestorové tečenie teda muśıme zúžit’ do roviny.

Ked’že je rovina l’ubovolná, riešenie muśı byt’ nezávislé na otočeńı o uhol ϕ. Preto
musia byt’ v 3D sférických rovniciach všetky členy obsahujúce deriváciu podl’a ϕ nulové.
Uvažujeme tiež, že v smere ~eϕ nepôsob́ı na kvapalinu žiadna sila. Následne je teda nulová
aj ~eϕ komponenta pohybovej rovnice. Konečne polož́ıme vϕ ≡ 0.

Pri úprave zúžených rovńıc využ́ıvame poznatok, že stopa deviatorickej časti tenzora

napätia je nulová, (2.1.1) ⇔ tr(∇~v) = 0
(2.2.1)⇔ tr( σσσ

2η
) = 0 ⇒ σrr + σθθ + σϕϕ = 0.

Pohybové rovnice a rovnicu kontinuity d’alej prenásob́ıme výrazom r3 sin θ, aby sme
sa vyhli singularitám na póloch, ktoré by spôsoboval výraz 1

sin θ
. Ďalej pri úprave ~eθ

komponenty pohybovej rovnice využijeme konkrétne vyjadrenie vektora gravitačného
zrýchlenia ~g = gr~er + 0~eθ. Rovnice, s ktorými budeme pracovat’ v ostatnej časti práce,
majú napokon tvar:
Rovnica kontinuity

r3 sin θ
∂vr

∂r
+ r2 sin θ

∂vθ

∂θ
+ 2r2 sin θvr + r2vθ cos θ = 0. (3.2.1)

Komponenta pohybovej rovnice v smere ~er

−r3 sin θ
∂π

∂r
+

∂(r3 sin θσrr)

∂r
+

∂(r2 sin θσrθ)

∂θ
+ ρgrr

3 sin θ = 0. (3.2.2)

Komponenta pohybovej rovnice v smere ~eθ

−r2 sin θ
∂π

∂θ
+

∂(r3 sin θσrθ)

∂r
+

∂(r2 sin θσθθ)

∂θ
+

+σθθr
2 cos θ + σθθr

2 cos θ = 0. (3.2.3)
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Reologický vzt’ah

σ = η

 2∂vr

∂r
1
r

(
∂vr

∂θ
− vθ

)
+ ∂vθ

∂r
0

1
r

(
∂vr

∂θ
− vθ

)
+ ∂vθ

∂r
2
r

(
∂vθ

∂θ
+ vr

)
0

0 0 2vr

r
+ 2vθ

r
cot θ

 .

3.3 Okrajové podmienky axisymetrickej úlohy

Okrajové podmienky potrebné na riešenie systému rovńıc (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3)
špecifikujeme na dvoch typoch hrańıc.

Prvým typom hrańıc sú hranice v smere poludńıkov. Jedná sa o kružnice, ktoré
vznikli zúžeńım sférických hraničných plôch. V tomto pŕıpade zadávame v analógii s
rovnicami (2.3.1) a (2.3.2) okrajové podmienky v rýchlostich

vr = vBC
r , r ∈ {rin, rout} , (3.3.1)

vθ = vBC
θ , r ∈ {rin, rout} , (3.3.2)

alebo v napätiach
σrr = σBC

rr , r ∈ {rin, rout} , (3.3.3)

σrθ = σBC
rθ , r ∈ {rin, rout} , (3.3.4)

kde rin, rout označujeme polomer vnútornej a vonkaǰsej kružnice.
Druhým typom hranice je zemská os. Na rozdiel od prvého typu zemská os nie je

fyzická hranica. Okrajové podmienky, ktoré na nej špecifikujeme, sú dané symetriou
úlohy. V našej úlohe požadujeme, aby bolo riešenie zrkadlovo symetrické voči zemskej
osi. Pre jednotlivé veličiny táto požiadavka predstavuje podmienky v tlaku

∂π

∂θ
= 0, (3.3.5)

v rýchlostiach
∂vr

∂θ
= 0, (3.3.6)

vθ = 0, (3.3.7)

a v silách
∂σrr

∂θ
= 0, (3.3.8)

∂σθθ

∂θ
= 0, (3.3.9)

σrθ = 0. (3.3.10)
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Kapitola 4

Metóda posunutých siet́ı

Systém rovńıc (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) a reologický vzt’ah na strane 11 riešime pomo-
cou metódy posunutých siet́ı [2]. V kartézskej geometrii je prednost’ou metódy sta-
bilita pri v priestore dramaticky meniacej sa viskozite. Metódu aplikujeme do zúženej
sférickej geometrie. Diskretizačná siet’ je zobrazená na obr. 4.1. Posunuté siete tvoŕı
dvojica siet́ı, hlavná siet’ na obrázku označená plnými čiarami vzdialenými o ∆r a
prerušovanými čiarami vzdialenými o ∆θ označená posunutá siet’. V uzloch hlavnej si-
ete, plných štvorcoch, predpisujeme viskozitu η(ri,θj), hustotu objemových śıl ρ(ri,θj) a
rθ-komponentu deviatorickej časti tenzora napätia σrθ(ri,θj). V uzloch posunutej
siete, prázdnych štvorcoch, predpisujeme hodnoty tlaku π(ri+1,θj+1), rr-komponenty devi-
atorickej časti tenzora napätia σrr(ri+1,θj+1) a θθ-komponenty deviatorickej časti tenzora
napätia σθθ(ri+1,θj+1). V priesečńıkoch hlavnej a posunutej siete, prázdnych kruhoch a
prázdnych trojuholńıkoch predpisujeme r-komponentu vektora rýchlosti vr(ri,θj+1), resp.
θ-komponentu vektora rýchlosti vθ(ri+1,θj).

4.1 Derivovanie na posunutých sietiach

Rovnice (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3) budeme diskretizovat’ v posunutých sietiach. Muśıme
teda formulovat’ výrazy pre derivácie jednotlivých velič́ın. Derivácie r-komponenty rýchlosti
vr podl’a r a θ poč́ıtame v bodoch ri+1, θj+1 (prázdne štvorce), resp. ri, θj (plné štvorce).
Plat́ı: (

∂vr

∂r

)
(ri+1,θj+1)

=
vr(ri,θj+1) − vr(ri+2,θj+1)

2∆r
, (4.1.1)(

∂vr

∂θ

)
(ri,θj)

=
vr(ri,θj+1) − vr(ri,θj−1)

2∆θ
. (4.1.2)
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r∆

∆θ

i+4

i+3

i+2

i+1

i−1

i−2

i

j

j−1

j−2

j−3

j−4

j+1

j+2

j+3

j+4

θ

r

Obrázek 4.1: Posunuté siete v sférickej geometrii.

Derivácie θ-komponenty rýchlosti vθ podl’a r a θ poč́ıtame v bodoch ri, θj (plné štvorce),
resp. ri+1, θj+1 (prázdne štvorce). Plati:(

∂vθ

∂r

)
(ri,θj)

=
vθ(ri−1,θj) − vθ(ri+1,θj)

2∆r
, (4.1.3)

(
∂vθ

∂θ

)
(ri+1,θj+1)

=
vθ(ri+1,θj+2) − vθ(ri+1,θj)

2∆θ
. (4.1.4)

Derivácie tlaku π podl’a r a θ poč́ıtame v bodoch ri, θj+1 (prázdne kruhy), resp. ri+1, θj

(prázdne trojuholńıky). Plat́ı(
∂π

∂r

)
(ri,θj+1)

=
π(ri−1,θj+1) − π(ri+1,θj+1)

2∆r
, (4.1.5)

(
∂π

∂θ

)
(ri+1,θj)

=
π(ri+1,θj+1) − π(ri+1,θj−1)

2∆θ
. (4.1.6)

Komponenty rr, θθ-deviatorickej časti tenzora napätia vyjadŕıme v bodoch ri+1, θj+1,
(prázdne štvorce). Komponentu rθ potom v bodoch ri, θj, (plné štvorce). S použit́ım
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reologického vzt’ahu dostávame

(σrr)(ri+1,θj+1) = 2ηA
(ri+1,θj+1)

vr(ri,θj+1) − vr(ri+2,θj+1)

2∆r
, (4.1.7)

(σθθ)(ri+1,θj+1) =

ηA
(ri+1,θj+1)

[
2

ri+1

(
vθ(ri+1,θj+2) − vθ(ri+1,θj)

2∆θ
+

vr(ri,θj+1) + vr(ri+2,θj+1)

2

)]
, (4.1.8)

(σrθ)(ri,θj)
= η(ri,θj)

vθ(ri−1,θj) − vθ(ri+1,θj)

2∆r
+

+η(ri,θj)
1

ri

(
vr(ri,θj+1) − vr(ri,θj−1)

2∆θ
−

vθ(ri−1,θj) + vθ(ri+1,θj)

2

)
. (4.1.9)

Symbolom ηA
(ri+1,θj+1

) označujeme priemernú viskozitu v danom bode. Plat́ı teda

ηA
(ri+1,θj+1) = 1

4

(
η(ri+2,θj) + η(ri+2,θj+1) + η(ri,θj) + η(ri,θj+2)

)
.

Derivácie rr-komponenty deviatorickej časti tenzora napätia podl’a r a θ poč́ıtame
v bodoch ri, θj+1 (prázdne kruhy), resp. ri+1, θj (prázdne trojuholńıky). Analogicky sa
vyč́ıslujú aj derivácie θθ-komponenty deviatorickej časti tenzora napätia podl’a r a θ.
Plat́ı (

∂σrr

∂r

)
(ri,θj+1)

=
σrr(ri−1,θj+1) − σrr(ri+1,θj+1)

2∆r
, (4.1.10)(

∂σrr

∂θ

)
(ri+1,θj)

=
σrr(ri+1,θj+1) − σrr(ri+1,θj−1)

2∆θ
. (4.1.11)

Derivácie rθ-komponenty deviatorickej časti tenzora napätia podl’a r a θ poč́ıtame v
bodoch ri+1, θj (prázdne trojuholńıky), resp. ri, θj+1 (prázdne kruhy). Plat́ı(

∂σrθ

∂r

)
(ri+1,θj)

=
σrθ(ri,θj) − σrθ(ri+2,θj)

2∆r
, (4.1.12)

(
∂σrθ

∂θ

)
(ri,θj+1)

=
σrθ(ri,θj+2) − σrθ(ri,θj)

2∆θ
. (4.1.13)
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4.2 Rovnica kontinuity na posunutých sietiach

Rovnicu kontinuity (3.2.1) predpisujeme v bodoch ri+1, θj+1, prázdnych štvorcoch,
s pomocou vzt’ahov z podkapitoly 4.1. Plat́ı

α1
(ri+1,θj+1)vr(ri,θj+1) + α2

(ri+1,θj+1)vr(ri+2,θj+1) +

+α3
(ri+1,θj+1)vθ(ri+1,θj+2) + α4

(ri+1,θj+1)vθ(ri+1,θj) = 0, (4.2.1)

kde

α1
(ri+1,θj+1) =

[
r3
i+1 sin θi+1

2∆r
+ r2

i+1 sin θi+1

]
, (4.2.2)

α2
(ri+1,θj+1) =

[
r2
i+1 sin θi+1 −

r3
i+1 sin θi+1

2∆r

]
, (4.2.3)

α3
(ri+1,θj+1) =

[
r2
i+1 sin θi+1

2∆θ
+

r2
i+1 cos θi+1

2

]
, (4.2.4)

α4
(ri+1,θj+1) =

[
r2
i+1 cos θi+1

2
−

r2
i+1 sin θi+1

2∆θ

]
. (4.2.5)

Diskretizovaná rovnica kontinuity je zobrazená na obr. 4.2.
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Obrázek 4.2: Diskretizácia rovnice kontinuity.
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4.3 Pohybová rovnica v smere ~er na posunutých

sietiach

r∆

∆θ
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i
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j+4

θ

r

Obrázek 4.3: Diskretizácia ~er komponenty pohybovej rovnice.

Rovnicu (3.2.2) pre komponentu pohybovej rovnice v smere ~er predpisujeme v
bodoch ri, θj+1, prázdnych kruhoch, s pomocou vzt’ahov z podkapitoly 4.1. Plat́ı

β1
(ri,θj+1)π(ri−1,θj+1) + β2

(ri,θj+1)π(ri+1,θj+1) +

+β3
(ri,θj+1)vr(ri,θj+1) + β4

(ri,θj+1)vr(ri−2,θj+1) +

+β5
(ri,θj+1)vr(ri+2,θj+1) + β6

(ri,θj+1)vr(ri,θj+3) +

+β7
(ri,θj+1)vθ(ri−1,θj+2) + β8

(ri,θj+1)vθ(ri+1,θj+2) +

+β9
(ri,θj+1)vr(ri,θj−1) + β10

(ri,θj+1)vθ(ri+1,θj) +

+β11
(ri,θj+1)vr(ri−1,θj) = −grr

3
i sin θj+1

ρ(ri,θj+2) − ρ(ri,θj)

2
, (4.3.1)

kde

β1
(ri,θj+1) = −r3

i sin θj+1

2∆r
, (4.3.2)
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β2
(ri,θj+1) =

r3
i sin θj+1

2∆r
, (4.3.3)

β3
(ri,θj+1) = −2ηA

(ri−1,θj+1)

r3
i−1 sin θj+1

2∆r2∆r
− 2ηA

(ri+1,θj+1)

r3
i+1 sin θj+1

2∆r2∆r
−

−η(ri,θj+2)
ri sin θj+2

2∆θ2∆θ
− η(ri,θj)

ri sin θj

2∆θ2∆θ
, (4.3.4)

β4
(ri,θj+1) = 2ηA

(ri−1,θj−1)

r3
i−1 sin θj+1

2∆r2∆r
, (4.3.5)

β5
(ri,θj+1) = 2ηA

(ri−1,θj−1)

r3
i−1 sin θj+1

2∆r2∆r
, (4.3.6)

β6
(ri,θj+1) = η(ri,θj+2)

ri sin θj+2

2∆θ2∆θ
, (4.3.7)

β7
(ri,θj+1) = −η(ri,θj+2)

ri sin θj+2

2∆θ2
+ η(ri,θj+2)

r2
i sin θj+2

2∆θ2∆r
, (4.3.8)

β8
(ri,θj+1) = −η(ri,θj+2)

ri sin θj+2

2∆θ2
− η(ri,θj+2)

r2
i sin θj+2

2∆θ2∆r
, (4.3.9)

β9
(ri,θj+1) = η(ri,θj)

ri sin θj

2∆θ2∆θ
, (4.3.10)

β10
(ri,θj+1) = η(ri,θj)

ri sin θj

2∆θ2
+ η(ri,θj)

r2
i sin θj

2∆θ2∆r
, (4.3.11)

β11
(ri,θj+1) = η(ri,θj)

ri sin θj

2∆θ2
− η(ri,θj)

r2
i sin θj

2∆θ2∆r
. (4.3.12)

Diskretizovanú ~er komponentu pohybovej rovnice ukazuje obr. 4.3.
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4.4 Pohybová rovnica v smere ~eθ na posunutých

sietiach

Rovnicu (3.2.3) pre komponentu pohybovej rovnice v smere ~eθ predpisujeme v bodoch
ri+1, θj, prázdnych trojuholńıkoch, s pomocou vzt’ahov z podkapitoly 4.1. Plat́ı

γ1
(ri+1,θj)

π(ri+1,θj+1) + γ2
(ri+1,θj)

π(ri+1,θj−1) +

+γ3
(ri+1,θj)

vr(ri+2,θj+1) + γ4
(ri+1,θj)

vr(ri+2,θj−1) +

+γ5
(ri+1,θj)

vθ(ri+3,θj) + γ6
(ri+1,θj)

vθ(ri+1,θj) +

+γ7
(ri+1,θj)

vr(ri,θj+1) + γ8
(ri+1,θj)

vr(ri,θj−1) +

+γ9
(ri+1,θj)

vθ(ri−1,θj) + γ10
(ri+1,θj)

vθ(ri+1,θj+2) +

+γ11
(ri+1,θj)

vθ(ri−1,θj+2) = 0, (4.4.1)

kde

γ1
(ri+1,θj)

= −
r2
i+1 sin θj

2∆θ
, (4.4.2)
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Obrázek 4.4: Diskretizácia ~eθ komponenty pohybovej rovnice.
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γ2
(ri+1,θj)

=
r2
i+1 sin θj

2∆θ
, (4.4.3)

γ3
(ri+1,θj)

= −η(ri+2,θj)

r2
i+2 sin θj

2∆r2∆θ
− ηA

(ri+1,θj+1)

r2
i+1 cos θj

2∆r
+

+ηA
(ri+1,θj+1)

ri+1 cos θj

2
+ ηA

(ri+1,θj+1)

ri+1 sin θj+1

2∆θ
, (4.4.4)

γ4
(ri+1,θj)

= η(ri+2,θj)

r2
i+2 sin θj

2∆r2∆θ
− ηA

(ri+1,θj−1)

r2
i+1 cos θj

2∆r
+

+ηA
(ri+1,θj−1)

ri+1 cos θj

2
− ηA

(ri+1,θj−1)

ri+1 sin θj−1

2∆θ
, (4.4.5)

γ5
(ri+1,θj)

= η(ri+2,θj)

r2
i+2 sin θj

2∆r2
+ η(ri+2,θj)

r3
i+2 sin θj

2∆r2∆r
, (4.4.6)

γ6
(ri+1,θj)

=

= −η(ri, θj)
r2
i sin θj

2∆r2
− η(ri,θj)

r3
i sin θj

2∆r2∆r
+ η(ri+2,θj)

r2
i+2 sin θj

2∆r2
−

−η(ri+2,θj)

r3
i+2 sin θj

2∆r2∆r
− ηA

(ri+1,θj+1)

ri+1 cos θj

2∆θ
+ ηA

(ri+1,θj−1)

ri+1 cos θj

2∆θ
−

−ηA
(ri+1,θj+1)

ri+1 sin θj+1

2∆θ∆θ
− ηA

(ri+1,θj−1)

ri+1 sin θj−1

2∆θ∆θ
, (4.4.7)

γ7
(ri+1,θj)

= η(ri, θj)
r2
i sin θj

2∆r2∆θ
+ ηA

(ri+1,θj+1)

r2
i+1 cos θj

2∆r
+

+ηA
(ri+1,θj+1)

ri+1 cos θj

2
+ ηA

(ri+1,θj+1)

ri+1 sin θj+1

2∆θ
, (4.4.8)

γ8
(ri+1,θj)

= −η(ri, θj)
r2
i sin θj

2∆r2∆θ
+ ηA

(ri+1,θj−1)

r2
i+1 cos θj

2∆r
+

+ηA
(ri+1,θj−1)

ri+1 cos θj

2
− ηA

(ri+1,θj−1)

ri+1 sin θj−1

2∆θ
, (4.4.9)
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γ9
(ri+1,θj)

= −η(ri, θj)
r2
i sin θj

2∆r2
+ η(ri, θj)

r3
i sin θj

2∆r2∆r
, (4.4.10)

γ10
(ri+1,θj)

= ηA
(ri+1,θj+1)

ri+1 cos θj

2∆θ
+ ηA

(ri+1,θj+1)

ri+1 sin θj+1

2∆θ∆θ
, (4.4.11)

γ11
(ri+1,θj)

= −ηA
(ri+1,θj−1)

ri+1 cos θj

2∆θ
+ ηA

(ri+1,θj−1)

ri+1 sin θj−1

2∆θ∆θ
. (4.4.12)

Diskretizovanú ~eθ komponentu pohybovej rovnice ukazuje obr. 4.4.

4.5 Okrajové podmienky na posunutých sietiach

Z obrázkov obr. 4.2 až obr. 4.4 je vidno, že predṕısanie rovńıc kontinuity a pohy-
bových rovńıc v krajných bodoch siete na obr. 4.1 si vyžaduje dodefinovanie virtuálnych
bodov, ktoré by ležali mimo skúmanú oblast’. Pomocou virtuálnych bodov je tiež možné
diskretizovat’ rovnice okrajových podmienok z kapitoly 3.3. Počet okrajových pod-
mienok záviśı od toho, v ktorých reálnych vnútorných bodoch siete budeme požadovat’

splnenie rovńıc (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3). Okrajové podmienky budeme podrobneǰsie
diskutovat’ v d’aľsej kapitole.
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Kapitola 5

Program v jazyku Matlab R©

5.1 Bunky

Siet’ reálnych bodov je tvorená m × n uzlami. Reálnu siet’ je potrebné rozš́ırit’ o uzly
nutné k diskretizácii rovńıc (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3) v krajných uzloch reálnej siete.
Počet virtuálnych uzlov a tvar rozš́ırenej siete je daný tým, v ktorých vnútorných
bodoch reálnej siete tieto rovnice predṕı̌seme. Konkrétny tvar rozš́ırenej siete použitej
v programe ukazuje obr. 5.1

Rozš́ırenú siet’ si rozčleńıme na bunky. Bunka so súradnicami ib, jb obsahuje 4 uzly,
ktoré sa v rámci bunky ĺı̌sia vnútorným indexom k: r2ib−1, θ2jb

(prázdne kruhy) majú
k = 1, r2ib , θ2jb

(prázdne štvorce) majú k = 2, r2ib , θ2jb−1 (prázdne trojuholńıky) majú
k = 3 a r2ib−1, θ2jb−1 (plné štvorce) s k = 4. Tvar siete vyžaduje zavedenie štyroch typov
buniek podl’a počtu neznámych, ktoré sa v nich poč́ıtajú (obr. 5.1):

1. Typ 1 Bunky tvoria horný okraj rozš́ırenej siete. Poč́ıta sa v nich θ-komponenta
vektora rýchlosti vθ(r2ib

,θ2jb−1).

2. Typ 2 Bunky vyṕlňajú vnútro siete. Poč́ıta sa v nich θ-komponenta vektora
rýchlosti vθ(r2ib

,θ2jb−1) , tlak π predṕısaný v uzle π(r2ib
,θ2jb

) a r-komponenta vektora
rýchlosti vr,(r2ib−1,θ2jb

).

3. Typ 3 Bunka je súčast’ou severného dolného rohu siete. Poč́ıta sa v nej r-
komponenta vektora rýchlosti vr(r2ib−1,θ2jb

).

4. Typ 4 Bunka je súčast’ou južného horného rohu siete. Poč́ıtajú sa v nej
θ komponenta vektora rýchlosti vθ(r2ib

,θ2jb−1) a r-komponenta vektora rýchlosti
vr(r2ib−1,θ2jb

).
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Označme mb počet buniek rozš́ırenej site v smere ~er a nb počet buniek rozš́ırenej
siete v smere ~eθ. Rozš́ırená siet’ má potom celkom 2mb × 2nb uzlov. Neznáme veličiny
sa poč́ıtajú v 3 [(mb − 2)nb + (nb − 1)] uzloch. Ukážeme, že v odpovedajúcich uzloch
vieme predṕısat’ 3 [(mb − 2)nb + (nb − 1)] rovńıc a tým problém riešenia rovńıc (3.2.1),

(3.2.2) a (3.2.3) na sietiach prevedieme na sústavu typu AAA~x = ~b.
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Obrázek 5.1: Rozš́ırená diskretizačná siet’ s bunkami pre 5× 9 reálnych bodov.

5.2 Diskretizácia okrajových podmienok

V programe použ́ıvame okrajové podmienky dané rovnicami (3.3.1), (3.3.2) a (3.3.5) až
(3.3.7). Pre jednoduchost’ sa pri diskretizácii obmedźıme na severný a vonkaǰśı okraj
hranice.

Okrajovú podmienku v normálovej zložke vektora rýchlosti danú rovnicou (3.3.1)
predpisujeme v bodoch r3, θj+1

vr(r3,θj+1) = vBC
r(r3,θj+1). (5.2.1)

Diskretizačná schéma podmienky je na obr. 5.2a. Okrajovú podmienku v dotyčnicovej
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komponente vektora rýchlosti danú rovnicou (3.3.2) predpisujeme v bodoch r2, θj

1

2

(
vθ(r2,θj) + vθ(r4,θj)

)
= vBC

θ(r3,θj)
. (5.2.2)

Diskretizačná schéma podmienky je na obr. 5.2b.
Okrajovú podmienku v tlaku plynúcu zo symetrie danú rovnicou (3.3.5) predpisu-

jeme v bodoch ri+1, θ2
π(ri+1,θ4) − π(ri+1,θ2)

2∆θ
= 0. (5.2.3)

Diskretizačná schéma podmienky je na obr. 5.3a. Okrajovú podmienku v normálovej
zložke vektora rýchlosti plynúcu zo symetrie danú rovnicou (3.3.6) predpisujeme v
bodoch ri, θ2

vr(ri,θ4) − vr(ri,θ2)

2∆θ
= 0. (5.2.4)

Diskretizačná schéma podmienky je na obr. 5.3b. Okrajovú podmienku v dotyčnicovej
zložke vektora rýchlosti plynúcu zo symetrie danú rovnicou (3.3.7) predpisujeme v
bodoch ri+1, θ3

vθ(ri+1,θ3) = 0. (5.2.5)

Diskretizačná schéma podmienky je na obr. 5.3c. V bodoch ri+1, θ1 predpisujeme rovnicu

vθ(ri+1,θ1) = 0. (5.2.6)

Táto podmienka neodzrkadluje fyzikálnu realitu. Predpisujeme ju namiesto zložiteǰśıch
podmienok (napr. (3.3.10)), aby sme dosiahli potrebného počtu rovńıc. Nakol’ko je
ciel’om tejto práce ukázat’ schodnost’ metódy posunutých siet́ı v sférickej geometrii,
je táto vol’ba dostačujúca.

5.3 Plnenie matice

Poradie uzlov siete a teda aj poradie neznámych velič́ın vo vektore neznámych ~x určuje
indexačná funkcia. Jej vstupnými parametrami sú typ a súradnice bunky, v ktorých sa
uzol nachádza a vnútorný index. Existuje aj inverzná funkcia, ktorá z poradia veličiny
vo vektore riešenia urč́ı typ veličiny a súradnice uzla, v ktorom bola predṕısaná. Poradie
bodu, v ktorom rovnicu predpisujeme, určuje riadok v matici AAA a aj poradie hodnoty
pravej strany rovnice vo vektore ~b. Poradie neznámej použitej v danej rovnici určuje
st́lpec v matici AAA. Na takto jednoznačne určenú poźıciu v matici je potom zaṕısaná
hodnota koeficientu stojaceho v rovnici pred neznámou. Vnútro siete je z hl’adiska plne-
nia matice nezauj́ımavé, nakol’ko vo vnútorných bodoch cyklicky predpisujeme rovnice
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Obrázek 5.2: Schéma diskretizácie hraničných podmienok na vonkaǰsej hranici, a)
normálová komponenta ~v v r3, θj+1, b) dotyčnicová komponenta ~v v r3, θj.

(4.2.1), (4.3.1) a (4.4.1). V programe je táto oblast’ ošetrená funkciami Intro a DIntro.
Celkovo tak predṕı̌seme 3(nb − 3)(mb − 3) rovńıc. Okraje a rohy rozš́ırenej siete musia
byt’ ošetrené samostatne:

• V severnom hornom rohu v programe ošetrenou funkciou SU predpisujeme rovnice
v troch bunkách. V bunke so súradnicami [1, 2] predṕı̌seme podmienku danú rovni-
cou (5.2.5). V bunke so súradnicami [2, 1] predṕı̌seme podmienky dané rovnicami
(5.2.4), (5.2.3) a (5.2.6). V bunke so súradnicami [2, 2] predṕı̌seme podmienky
dané rovnicami (5.2.1), (5.2.5) a rovnicu kontinuity (4.2.1). Predṕısali sme teda
sedem rovńıc.

• Vonkaǰśı okraj ošetruje funkcia HornyLem. V bunke so súradnicami [1, j] predṕı̌se
podmienku (5.2.5), v bunke so súradnicami [2, j] potom podmienku (5.2.1), rovnicu
kontinuity (4.2.1) a pohybovú rovnicu (4.4.1). Výsledkom je 4(nb−3) predṕısaných
rovńıc.

• Južný dolný roh a južný okraj sú ošetrené funkciou JD, resp. PravyLem, ktoré v
bunkách so súradnicami [2, nb], resp. [i, nb] predṕı̌su podmienky (5.2.3), (5.2.4) a
(5.2.5). Celkovo je predṕısaných 3 + 3(mb − 3) rovńıc.

• Funkcia SD ošetŕı južný horný okraj tak, že v bunke so súradnicami [mb, nb]
predṕı̌se 2 podmienky dané rovnicami (5.2.4), (5.2.5).
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Obrázek 5.3: Schéma diskretizácie hraničných podmienok na zemskej osi, a) v tlaku π
v ri+1, θ3, b) normálová komponenta ~v v ri, θ3, c) dotyčnicová komponenta ~v v ri+1, θ3.

• Vnútorný okraj je ošetrený funkciou DolnyLem, ktorá v bunkách so súradnicami
[mb, j] predṕı̌se podmienky (5.2.1) a (5.2.2), čo predstavuje 2(mb − 3) rovńıc.

• V severnom dolnom rohu funkcia SD predṕı̌se v bunke so súradnicami [mb, 1]
podmienku (5.2.4) a v bunke so súradnicami [mb, 2] podmienky (5.2.1) a (5.2.5).

• Severný okraj je ošetrený funkciou LavyLem. Táto predṕı̌se celkom 6(mb − 3)
rovńıc. V bunke so súradnicami [i, 1] predṕı̌se podmienky (5.2.4), (5.2.3) a (5.2.6).
V bunke so súradnicami [i, 2] predṕı̌se podmienku (5.2.5), pohybovú rovnicu
(4.3.1) a rovnicu kontinuity (4.2.1).
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Čast’ programu, ktorá plńı maticu sústavy, je zobrazená v list. 5.1. L’ahko sa presvedč́ıme,
že program predṕısal 3 [(mb − 2)nb + (nb − 1)] rovńıc.

Listing 5.1: Plnenie matice.

%severny horny roh
SU;
%lavy oka j
for i b =3:(m b−1)

LavyLem( i b , 1 ) ;
end
%severny dolny roh
JU ;
%horny okra j
for j b =3:( n b−1)

HornyLem(1 , j b ) ;
end
%vnutro
for i b =3:(m b−2)

for j b =3:( n b−1)
In t ro ( i b , j b ) ;

end
end
%vnutro na spodnym okrajom
for j b =3:( n b−1)

DIntro (m b−1, j b )
end
%dolny okra j
for j b =3:( n b−1)

DolnyLem(m b , j b ) ;
end
%juzny dolny roh
JD;
%pravy okra j
for i b =3:(m b−1)

PravyLem( i b , n b ) ;
end
%juzny horny roh
SD;
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5.4 Inverzia

Ukázali sme, že pre 3 [(mb − 2)nb + (nb − 1)] neznámych vieme predṕısat’ v odpovedajúcich
uzloch 3 [(mb − 2)nb + (nb − 1)] rovńıc. Problém riešenia rovńıc (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3)

na sietiach vedie na sústavu typu AAA~x = ~b. Matica sústavy AAA je pri vol’be poradia
neznámych vr(ri,θj+1), π(ri+1,θj+1), vθ(ri+1,θj) a poradia rovńıc ~er komponenta pohybovej
rovnice, rovnica kontinuity, ~eθ komponenta pohybovej rovnice pásová (obr. 5.4, kde sú
červenou farbou označené poźıcie v matici, ktorých hodnota sa zmenila oproti iniciali-
zovanej).

Sústavu riešime pomocou funkcie linsolve, ktorá je zabudovanou funkciou programu
Matlab R©. Funkcia linsolve využ́ıva LULULU dekompoźıciu s čiastočným pivotovańım.

Obrázek 5.4: Pásová matica siete s 5× 9 reálnymi bodmi.
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Kapitola 6

Testy programu

6.1 Podmienenost’ matice

Podmienenost’ matice AAA je kl’́učová vlastnost’ pre správnost’ a stabilitu riešenia sústavy
AAA~x = ~b. Pri prvých testoch, kde sme uvažovali hraničnú podmienku iba v rýchlostiach
na celej hranici, bola podmienenost’ matice cond(AAA) ≈ 5.1017. Označme ˜AAA−1 pro-
gramom spoč́ıtanú inverznú maticu k AAA. Zlá podmienenost’ matice sa prajav́ı v tom,
že nie je splnená vlastnost’ ˜AAA−1AAA = III. V našom pŕıpade sa dokonca ukázalo, že
maxij |( ˜AAA−1AAA )ij − III ij| ≈ 1.101. V snahe nájst’ možné lineárne závislé riadky sme maticu
testovali skriptom zobrazenom v list. 6.1. Skript využ́ıva metódu Singular Value De-
composition (d’alej SVD). Metóda SVD rozlož́ı maticu MMM na súčin mat́ıc USVUSVUSV , kde UUU a
VVV sú unitárne matice a SSS má na diagonále nezáporné č́ısla tak, aby platilo M = USVM = USVM = USV .
Funkcia svd v programe Matlab R© navyše elementy SSS usporiada zostupne. Počet č́ısel v
SSS, ktoré sa rádovo výrazne ĺı̌sia od ostatných, ukazuje na rovnaký počet riadkov matice
MMM , ktoré môžu byt’ vytvorené ako lineárne kombinácie ostatných riadkov. Testom celej
matice AAA funkciou svd sme zistili, že taký riadok je práve jeden. Úlohou skriptu je tento
riadok nájst’.

V danom pŕıpade sa ukázal byt’ problematickým riadok odpovedajúci rovnici kon-
tinuity. Podmienenost’ matice sa dramaticky zlepšila, ak sme v rovnici predṕısali 1 na
diagonálu. Prakticky sme miesto rovnice kontinuity (2.1.1) pre nestlačitelnú kvapalinu
predṕısali rovnicu kontinuity v tvare

∇.~v + π = 0. (6.1.1)

Ako ukazuje nasledujúci pŕıklad z mechaniky kontinua, je vol’ba rovnice kontinuity v
tomto tvare rozumná.
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Rovnica kontinuity a reologický vzt’ah pre nestlačitel’né elastické látky majú tvar

∇.~u = 0, (6.1.2)

σσσ = 2ηεεε, (6.1.3)

kde ~u je vektor posunutia, εεε je tenzor malých deformácíı, σσσ je deviatorická čast tenzora
napätia a η je Lamého koeficient. Rovnica kontinuity pre stlačitel’né elastické látky má
tvar

∇.~u +
π

K
= 0, (6.1.4)

kde K = λ + 2η/3. Reologické vlastnosti stlačitel’ných elastických látok popisuje vzt’ah

σσσ = η

(
∇~u +∇T~u +

2

3

π

K

)
. (6.1.5)

Rovnica kontinuity nestlačitel’ných elastických látok (6.1.2) je analogická rovnici konti-
nuity nestlačitel’nej viskóznej kvapaliny (2.1.1). Podobne reologický vzt’ah nestlačitel’ných
elastických látok (6.1.3) je analógiou reologického vzt’ahu nestlačitel’nej viskóznej kva-
paliny (2.2.1). Tvrd́ıme, že predṕısańım rovnice kontinuity v tvare

∇.~v +
π

K
= 0, (6.1.6)

kde K = λ + 2η/3 a λ, η sú koeficienty viskozity, je možné v duchu analógie formálne
zaviest’ stlačitel’nost’ do modelu tečenia viskóznej kvapaliny. Nestlačitel’nej kvapaline sa
bude model bĺıžit’ pre dostatočne vel’ké hodnoty K. Korekciu v reologickom vzt’ahu ana-
logickú (6.1.5) neuvažujeme, nakol’ko jej implementácia do programu je časovo náročná.
Ukážeme, že pri vol’be rovnice kontinuity (6.1.6) a pri zanedbańı korekcie je pre dostatočne
vel’ké hodnoty K spoč́ıtané riešenie správne, stabilné a dostatočne presné.

Diskretizovná rovnica (6.1.6) má tvar

α1
(ri+1,θj+1)vr(ri,θj+1) + α2

(ri+1,θj+1)vr(ri+2,θj+1) +

+α3
(ri+1,θj+1)vθ(ri+1,θj+2) + α4

(ri+1,θj+1)vθ(ri+1,θj) +
π(ri+1,θj+1)

K
= 0, (6.1.7)

kde koeficienty α1
(ri+1,θj+1) až α4

(ri+1,θj+1) sú dané rovnicami (4.2.2) až (4.2.5). Predṕısańım

rovnice (6.1.7) v bodoch ri+1, θj+1, prázdnych štvorcoch, sa podmienenost’ matice AAA

zlepšila (tab. 6.1), maxij |( ˜AAA−1AAA )ij − III ij| ≈ 1.10−8. Pre 1.10−1 > 1
K

> 1.10−3 sa hod-
noty riešeńı pri rôznych K ĺı̌sia o 1.10−4, pre 1

K
< 1.10−3 sa hodnoty riešeńı ĺı̌sia

zanedbatel’ne.
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Listing 6.1: Test matice metódou SVD.

function [M,N]=NAlyze
global Matrix c on t r o l
for i =1: pocet neznamych

for j =1: pocet neznamych
i f i<j

[A,B,C]=svd ( Matrix ( i : j , i : j ) ) ;
[ a , b]= s ize (B) ;
M( i , j )=B(a , b ) ;

end
end

end

1/K cond(AAA)
0.1 9.105

0.01 9.106

0.001 9.107

0.0001 9.108

0.00001 9.109

0.000001 9.1010

Tabulka 6.1: Podmienenost’ matice v závislosti od hodnôt 1/K pre reálnu siet’ s 5 × 7
uzlami.

Problém s podmienenost’ou matice bol spôsobený nevhodnou vol’bou okrajových pod-
mienok. Jeden typ okrajovej podmienky na celej hranici nedáva riešeniu vol’nost’, riešenie
neexistuje, čo sa prejav́ı v zlej podmienenosti matice sústavy. Kombinácia okrajových
podmienok rôznych typov vedie k dobre podmienenej matici.

6.2 Časová náročnost’

Doba výpočtu rastie exponenciálne s počtom uzlov reálnej siete. Závislost’ ukazuje tab.
6.2, kde m×n označuje počet bodov reálnej siete, p označuje počet neznámych a t dobu
výpočtu.
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m× n p t[s]
5× 7 42 0.7

17× 19 294 0.9
33× 33 915 9.7
55× 75 3273 362

Tabulka 6.2: Časová náročnost’ výpočtu.

6.3 Riešenie pri bodovom rozložeńı hustoty

objemových śıl

V tomto pŕıklade zadávame na vnútornom okraji s polomerom rin = 4 a vonkaǰsom
okraji s polomerom rout = 6 podmienky vol’ného preklzu a vol’ného toku v smere
normály. Na oboch hraniciach sú normálová a dotyčnicová zložka vektora rýchlosti
~v nulové. Hustotu objemových śıl predpisujeme nulovú vo všetkých bodoch siete okrem
bodu r = 5, θ = π/2, kde plat́ı ρ = 50. Ďalej uvažujeme zložku vektora gravitačného
zrýchlenia gr = −1, viskozitu η = 1 v celej oblasti a takmer nestlačitel’nú kvapalinu
s 1/K = 1.10−6. Úlohu riešime na sieti s 55× 75 uzlami.

Bod nenulovej hustoty lež́ı na osy symetrie oblasti. Vzhl’adom na okrajové pod-
mienky očakávame, že sa v oblasti nenulovej hustoty budú tvorit’ v́ıry, resp. že riešenie
bude mat’ zrkadlovú symetriu voči osi θ = π/2. Táto vlastnost’ riešenia sa prejav́ı tým,
že na kružnici s r = 5 bude mat’ závislost’ vr od θ symetrický charakter a závislost’

vθ od θ antisymetrický charakter. Priebeh oboch funkcíı je zobrazený na obr. 6.1.
Tlakové a rýchlostné polia sú zobrazené na obr. 6.2. Grafické výstupy programu ukazujú
očakávaný tvar riešenia.

6.4 Riešenie pri harmonickom rozložeńı hustoty

objemových śıl

V druhom pŕıklade zadávame na vnútornom okraji s polomerom rin = 4 a vonkaǰsom
okraji s polomerom rout = 6 podmienky vol’ného preklzu a vol’ného toku v smere
normály. Na oboch hraniciach sú normálová a dotyčnicová zložka vektora rýchlosti
~v nulové. Hustotu objemových śıl prepisujeme nulovú vo všetkých bodoch siete okrem
kružnice s polomerom r = 5, kde plat́ı ρ = 20 sin θ. Ďalej uvažujeme zložku vektora
gravitačného zrýchlenia gr = −1, viskozitu η = 1 v celej oblasti a takmer nestlačitel’nú
kvapalinu s 1/K = 1.10−6. Úlohu riešime na sieti s 55× 75 uzlami.

Hustota objemových śıl má na kružnici s polomerom r = 5 harmonický priebeh.
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Obrázek 6.1: Priebeh komponent rýchlosti pri symetrickom bodovom rozložeńı ρ, a)
závislost’ vr od θ v h́lbke 5,073, b) závislost’ vθ od θ v h́lbke 5,074.

Vzhl’adom na okrajové podmienky očakávame harmonický priebeh aj od funkcíı vy-
jadrujúcich závislost’ vr od θ a vθ od θ. Rozloženie hustoty objemových śıl je d’alej
symetrické voč́ı osi θ = π/2. Preto platia požiadavky na symetrie závislost́ı vr od θ a vθ

od θ formulované v predchádzajúcej podkapitole. Priebeh oboch funkcíı je zobrazený na
obr. 6.3. Tlakové a rýchlostné polia sú zobrazené na obr. 6.4. Grafické výstupy programu
ukazujú očakávaný tvar riešenia.
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Obrázek 6.2: Tlakové a rýchlostné pole pri symetrickom bodovom rozložeńı ρ, výrez v
oblasti osi θ = π/2.

6.5 Porovnanie s metódou spektrálneho rozkladu

V tomto pŕıklade zadávame na vnútornom okraji s polomerom rin = 4 a vonkaǰsom
okraji s polomerom rout = 6 podmienky vol’ného preklzu a vol’ného toku v smere
normály. Na oboch hraniciach sú normálová a dotyčnicová zložka vektora rýchlosti ~v
nulové. Hustota objemových śıl má na každom poludńıku priebeh ρ = 3 cos2 θ− 1. Ro-
zloženie hustoty objemových śıl je spojité. Ďalej uvažujeme zložku vektora gravitačného
zrýchlenia gr = −1, viskozitu η = 1 v celej oblasti a takmer nestlačitel’nú kvapalinu
s 1/K = 1.10−6. Úlohu riešime na sieti s 33× 33 uzlami.

Riešenie spoč́ıtané naš́ım programom porovnávame so spektrálnym riešeńım [1],
ktoré pripravil Doc. RNDr. Ondřej Čadek, CSc. Riešenia sa vzájomne ĺı̌sia približne
o 1%. Grafické porovnanie závislost́ı vr od θ źıskaných naš́ım programom a programom
Doc. Čadeka ukazuje obr. 6.5. Tlakové a rýchlostné polia sú zobrazené na obr. 6.6.
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Obrázek 6.3: Priebeh komponent rýchlosti pri sinusovom rozložeńı ρ, a) závislost’ vr od
θ v h́lbke 5,073, b) závislost’ vθ od θ v h́lbke 5,074.

Obrázek 6.4: Tlakové a rýchlostné pole pri sinusovom rozložeńı ρ.
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Obrázek 6.5: Porovnanie so spektrálnym riešeńım, a) závislosti vr od θ z metódy po-
sunutých siet́ı a z metódy spektrálneho rozkladu v h́lbke 4,625 a 5,25, b) priebeh
rozdielu riešeńı ∆vr v h́lbke 4,625 a 5,25.

Obrázek 6.6: Tlakové a rýchlostné pole pri spojitom rozložeńı ρ, siet’ s 55× 75 bodmi.
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Kapitola 7

Záver

Rovnice tečenia v zemskom plášti sme vyjadrili v sférických súradniciach. Rovnice sme
zúžili pre pŕıpad axisymetrickej sférickej geometrie. Navrhli sme spôsob, akým ob́ıst’ sin-
gularity na póloch a formulovali sme hraničné podmienky na osi symetrie. Metódu po-
sunutých siet́ı sme z kartézskej geometrie preniesli do geometrie sférickej. Vytvorili sme
program v jazyku Matlab R©, ktorý pŕıslušné rovnice tečenia rieši metódou posunutých
siet́ı v sférickej geometrii. Program sme testovali na pŕıkladoch s konštantnou viskozi-
tou. Pre pŕıpad spojitého rozloženia hustoty objemových śıl sme riešenie porovnali so
spektrálnym riešeńım, pričom obe riešenia boli vo vel’mi dobrej zhode. Pre d’aľsie
overenie správnosti fungovania programu je potrebné program testovat’ na pŕıkladoch s
kombinovanou hraničnou podmienkou a nekonštantnou viskozitou. Tieto testy vyžadujú
úpravy programu. Na základe vykonaných testov sa však zdá, že vylepšená verzia pro-
gramu by sa mohla stat’ platným nástrojom modelovania tečenia v zemskom plášti.
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Dodatek A

Operátor ∇ v sférických
súradniciach

Apendix je spracovaný podl’a [4].

A.1 Sférické súradnice
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Obrázek A.1: Zavedenie sférických súradńıc.

Polohový vektor ~r bodu P môžeme naṕısat’ v tvare

~r = r~er, (A.1.1)
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kde r je vel’kost’ vektora ~r. Potom plat́ı

d~r = (dr)~er + r(d~er). (A.1.2)

Z obrázku A.1b je zrejmé, že

~er = cos θ~ez + sin θ~er′ (A.1.3)

a
~eθ = − sin θ~ez + cos θ~er′ , (A.1.4)

kde ~er′ je jednotkový vektor v smere ~r′

~er′ = cos θ~eθ + sin θ~er. (A.1.5)

Následne máme pre deriváciu ~er rovnicu

d~er = − sin θ~ez + cos θ(dθ)~er′ + sin θ~er′ =

= (dθ) (− sin θ~ez + cos θ~er′) + sin θ (d~er′) =

= (dθ)~eθ + sin θ(d~er′) = (dθ)~eθ + (dϕ)~eϕ. (A.1.6)

V poslednom kroku sme využili vlastnost’, že d~er′ = (dϕ)~eϕ. Obdobným postupom sa
dá ukázat’ platnost’ nasledujúcich vzt’ahov

d~eθ = −(dθ)~er + cos θ(dϕ)~eϕ, (A.1.7)

d~eϕ = − sin θ(dϕ)~er − cos θ(dϕ)~eθ (A.1.8)

Dosadeńım rovnice (A.1.6) do (A.1.2) dostávame vzt’ah pre deriváciu polohového vek-
tora

d~r = (dr)~er + r(dθ)~eθ + r sin θ(dϕ)~eϕ. (A.1.9)

A.2 Komponenty ∇f , ∇~v,∇.~v,∇.TTT v sférických

súradniciach

1. ∇f
Uvažujme skalárne pole f = f(r, θ, ϕ). Potom priamo z defińıcie plynie, že

df = (∇f).d~r =

[(∇f)r~er + (∇f)θ~eθ + (∇f)ϕ~eϕ] . [(dr)~er + r(dθ)~eθ + r sin θ(dϕ] . (A.2.1)
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S využit́ım ortonormality báze môžeme ṕısat’

df = (∇f).d~r = (∇f)rdr + (∇f)θrdθ + (∇f)ϕr sin θdϕ. (A.2.2)

Rozpisom totálneho diferenciálu df na l’avej strane máme

df =
∂f

∂r
dr +

∂f

∂θ
dθ +

∂f

∂ϕ
dϕ. (A.2.3)

Porovnańım rovńıc (A.2.1) a (A.2.3) dostávame pre jednotlivé komponenty vek-
tora ∇f vzt’ahy

(∇f)r =
∂f

∂r
, (A.2.4)

(∇f)θ =
1

r

∂f

∂θ
, (A.2.5)

(∇f)ϕ =
1

r sin θ

∂f

∂ϕ
. (A.2.6)

2. ∇~v
Uvažujme rozklad vektora ~v

~v = vr(r, θ, ϕ)~er + vθ(r, θ, ϕ)~eθ + vϕ(r, θ, ϕ)~eϕ. (A.2.7)

Nech tenzor TTT má vo sférických súradniciach tvar

TTT =

 Trr Trθ Trϕ

Tθr Tθθ Tθϕ

Tϕr Tϕθ Tϕϕ


a je definovaný vzt’ahom TTT := ∇~v. Potom plat́ı

d~v = TTTd~r = (dr)TTT~er + r(dθ)TTT~eθ + r sin θ(dϕ)TTT~eϕ, (A.2.8)

resp. po rozṕısańı pôsobenia tenzora

d~v = ~er (Trrdr + Trθrdθ + Trϕr sin θdϕ) +

+~eθ (Tθrdr + Tθθrdθ + Tθϕr sin θdϕ) +

+~eϕ (Tϕrdr + Tϕθrdθ + Tϕϕr sin θdϕ) . (A.2.9)
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Z druhej strany máme pre deriváciu vektora ~v s použit́ım rovńıc (A.1.3) a (A.1.4)
vzt’ah

d~v = (dvr)~er + vr ((dθ)~eθ + sin θ(dϕ)~eϕ) +

+ (dvθ)~eθ + vθ (−(dθ)~er + cos θ(dϕ)~eϕ) + (dvϕ)~eϕ +

+vϕ (− sin θ(dϕ)~er − cos θ(dϕ)~eθ) , (A.2.10)

ktorý rozṕısańım totálnych diferenciálov dvr, dvθ, dvϕ a preusporiadańım členov
prejde na tvar

d~v = ~er

[
∂vr

∂r
dr +

(
∂vr

∂θ
− vθ

)
dθ +

(
∂vr

∂ϕ
− vϕ sin θ

)
dϕ

]
+

+~eθ

[
∂vθ

∂r
dr +

(
∂vθ

∂θ
+ vr)dθ +

(
∂vθ

∂ϕ
− vϕ cos θ

)
dϕ

]
+

+~eϕ

[
∂vϕ

∂r
dr +

∂vϕ

∂θ
dθ +

(
∂vϕ

∂ϕ
+ vr sin θ + vθ cos θ

)
dϕ

]
. (A.2.11)

Porovnańım rovńıc (A.2.9) a (A.2.11) urč́ıme jednotlivé komponenty tenzora TTT

∇~v =


∂vr

∂r
1
r

(
∂vr

∂θ
− vθ

)
1

r sin θ

(
∂vr

∂ϕ
− vϕ sin θ

)
∂vθ

∂r
1
r

(
∂vθ

∂θ
+ vr

)
1

r sin θ

(
∂vθ

∂ϕ
− vϕ cos θ

)
∂vϕ

∂r
1
r

∂vϕ

∂θ
1

r sin θ

∂vϕ

∂ϕ
+ vr

r
+ vθ

r
cot θ

 .

3. ∇.~v
Skalár ∇.~v urč́ıme s pomocou znalosti komponent ∇~v

∇.~v = tr (∇~v) =
∂vr

∂r
+

1

r

vθ

θ
+ 2

vr

r
+

1

r sin θ

∂vϕ

∂ϕ
+

vθ

r
cot θ. (A.2.12)

Prerovnańım derivácíı môžeme rovnicu (A.2.12) ṕısat’ v tvare

∇.~v =
1

r2

∂r2vr

∂r
+

1

r sin θ

∂vθ sin θ

∂θ
+

1

r sin θ

∂vϕ

∂ϕ
. (A.2.13)

4. ∇.TTT
Pre stanovenie komponent vektora ∇.TTT využijeme vzt’ah

(∇.TTT ) .~er = ∇.
(
TTT T~er

)︸ ︷︷ ︸
I

− tr
(
(∇~er)TTT T

)︸ ︷︷ ︸
II

(A.2.14)
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Výraz označaný ako I je divergencia vektora TTT T~er. Podl’a bodu 2. teda plat́ı

I =
1

r2

∂(r2Trr)

∂r
+

1

r sin θ

∂(Trθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Trϕ

∂ϕ
. (A.2.15)

Výraz II obsahuje tenzor ∇~er, ktorý vyhodnot́ıme podl’a bodu 1.

∇~er =

 0 0 0
0 1

r
0

0 0 1
r

 .

Pre komponentu vektora ∇.TTT v smere ~er teda plat́ı

(∇.TTT ) .~er =
1

r2

∂(r2Trr)

∂r
+

1

r sin θ

∂(Trθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Trϕ

∂ϕ
− Tϕϕ + Tθθ

r
. (A.2.17)

Obdobným postupom, kde uvažujeme konkrétne tvary jednotlivých bázových vektorov
~eθ, ~eϕ dostaneme aj ostatné dve komponenty vektora ∇.TTT .

(∇.TTT ) .~eθ = ∇.
(
TTT T~eθ

)︸ ︷︷ ︸
I

− tr
(
(∇~eθ)TTT T

)︸ ︷︷ ︸
II

. (A.2.18)

I =
1

r2

∂(r2Tθr)

∂r
+

1

r sin θ

∂(Tθθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Tθϕ

∂ϕ
. (A.2.19)

∇~eθ =

 0 −1
r

0
0 0 0
0 0 cot θ

r

 .

Komponenta vektora ∇.TTT v smere ~eθ je

(∇.TTT ) .~eθ =
1

r2

∂(r2Tθr)

∂r
+

1

r sin θ

∂(Tθθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Tθϕ

∂ϕ
+

Trθ − Tϕϕ cot θ

r
. (A.2.20)

(∇.TTT ) .~eϕ = ∇.
(
TTT T~eϕ

)︸ ︷︷ ︸
I

− tr
(
(∇~eϕ)TTT T

)︸ ︷︷ ︸
II

. (A.2.21)

I =
1

r2

∂(r2Tϕr)

∂r
+

1

r sin θ

∂(Tϕθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Tϕϕ

∂ϕ
. (A.2.22)
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∇~eϕ =

 0 0 −1
r

0 0 −1
r
cot θ

0 0 0

 .

Komponenta vektora ∇.TTT v smere ~eϕ je

(∇.T ) .~eϕ =
1

r2

∂(r2Tϕr)

∂r
+

1

r sin θ

∂(Tϕθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Tϕϕ

∂ϕ
+

Trθ − Tϕr + Tθr cot θ

r
.

(A.2.23)
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Dodatek B

Obsah priloženého CD

Na priloženom CD sa nachádzajú úplné zdrojové kódy v jazyku Matlab R© našeho pro-
gramu na riešenie rovńıc tečenia v zemskom plášti metódou posunutých siet́ı v sférickej
geometrii. Obsah priloženého CD zobrazuje tab.B.1:

Adresár Význam funkcíı
BC Okrajové podmienky

Index Indexačné funkcie
LemyRohy Ošetrenie okrajov
Pomocne Pomocné funkcie

RHO Zadanie rozloženia ρ
RKM1M2 Pohybové rovnice, rovnica kontinuity

Run Spúšt’aćı skript
Zobrazovanie Triedenia a vizualizácia výsledkov

Tabulka B.1: Obsah priloženého CD.
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