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rovnic popisujucich tec¢enie v zemskom plasti v sférickej geometrii. V praci formulujeme
rovnice v sférickej geometrii a ukazujeme ich zizenie pre pripad axisymetrickej sféricke;
geometrie. Navrhujeme sposob osetrenia singularit na poéloch a hraniénych podmienok
na osi symetrie. Dalej upravujeme metédu posunutych sieti v dvojrozmernej kartézske;
geometrii pre potreby axisymetrickej sférickej geometrie. Metédu implementujeme do
programu v jazyku Matlab®. Program testujeme na prikladoch s kongtantnou viskozi-
tou.
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Kapitola 1

Uvod

Pocitacové modely ndm umoziuju ziskat predstavu o geologickych procesoch v zemskom
vnutri, ktoré nemozno priamo pozorovat. Modely st zaloZené na numerickom rieseni
parcialnych diferencialnych rovnic, ktoré popisuji deje zahfnajice tecenie magmy, lavy
a roznych druhov hornin. Radovo meniaca sa viskozita tychto latok predstavuje problém,
s ktorym sa v technickej praxi vyuzivané nastroje rieSenia rovnic, napr. metéda konecnych
prvkov, ¢asto nedokézu ispesne vysporiadat. Vhodnym ndstrojom sa ukazuje byt metéda
posunutych sieti [2] a [3]. Metéda umoziuje efektivne a detailné stidium deformécii
zemského plasta v kartézskej geometrii. Pre cely rad dejov, v ktorych je nutné uvazovat
sféricky tvar Zeme (javy s globalnou povahou, napr. zanorovanie oceanskych dosiek do
zemského pldsta), viak kartézska geometria predstavuje obmedzenie.

Cielom tejto prace je navrhnit analégiu metédy posunutych sieti v sférickej ge-
ometrii a implementovat ju do poé¢itacového programu.



Kapitola 2

Rovnice tecenia v invariantnom
tvare

2.1 Zakony zachovania

Tecenie v zemskom plasti popisujeme ako tecenie nestlacitelnej kvapaliny s velkou
viskozitou. Dej sa riadi systémom rovnic:

V.7 =0, (2.1.1)

—Vrn+V.o+ Apg =0, (2.1.2)

kde ¥ je vektor rychlosti, 7 je tlak, o je deviatorickd ¢ast tenzora napétia, Ap je odchylka
od strednej hodnoty hustoty objemovych sil a g je vektor gravitacného zrychlenia.
Rovnica (2.1.1) je rovnica kontinuity nestlacitelnej kvapaliny a vyjadruje zdkon za-
chovania hmotnosti. Rovnice (2.1.2) sti pohybovymi rovnicami nestlacitelnej kvapaliny
a vyjadruju zédkon zachovania hybnosti. Nezndmymi v systéme rovnic (2.1.1), (2.1.2) st
skalarne pole tlaku 7 predstavuje jednu neznamu, vektorové pole rychlosti ¢ predstavuje
tri nezndme a tenzorové pole napati o predstavuje Sest nezndmych, kedze na zdklade
zékonu zachovania momentu hybnosti plati ¢ = . Pre celkovo desaf nezndmych mame
v systéme iba styri rovnice.

2.2 Reolédgia

Aby bolo mozné systém rovnic (2.1.1) a (2.1.2) riesit, je nutné doplnit Sest skaldrnych
rovnic. Tieto predstavuju reologické vlastnosti tecticej kvapaliny. V nasom modeli uvazujeme



vztah medzi deviatorickou ¢astou tenzora napétia o a tenzorom rychlosti deformdcie €
v tvare

o =2n¢ =n(Vi+ V'), (2.2.1)

kde 7 je viskozita. Viskozita moze byt funkciou druhého invariantu tenzora rychlosti
deformécie [2], ale v rdmci naseho modelu povazujeme viskozitu za konstantu.

2.3 Okrajové podmienky

Rovnice (2.1.1), (2.1.2) a (2.2.1) tvoria systém parcidlnych diferencidlnych rovnic, ktory
mozno riesit, ak uréime okrajové podmienky. Charakter dlohy ddva tusit, Ze tieto
budeme §pecifikovat na sférickych plochdch. Okrajové podmienky zaddvame v rychlostiach

7= r=R (2.3.1)

alebo v silach
(=7l +o).ii=7P° r =R, (2.3.2)

kde R je polomer hranicnej sférickej plochy, I je identicky tenzor, 7 je vonkajsia normala
plochy a 7€ je vonkajsia plogn4 sila.



Kapitola 3

Rovnice tecenia v sférickych
suradniciach

3.1 Rovnice 3D

Rovnice (2.1.1), (2.1.2) a (2.2.1) st zapisané v invariantnom tvare. Rozpisom operatora
V do sférickych stradnic (podrobnejsie vid. Dodatek A) dostdvame rovnicu kontinuity
v tvare 9 L9 5 1 9
U vg 20, Uy | Vg
- — 4+ —cotf =0 3.1.1
8T+T80+T+T‘Sin08g0+’l“co ( )

a pohybové rovnice v tvare

g._@+30rr+130r9+ 1 0oy,
" 9r  or r 00 rsinf Oy

1
+— (20, — 099 — 0y + 0rgcot ) + Apg, = 0, (3.1.2)
,

L 10m  Jo,g 100y 1 Odog,
o r89+ or r 00 +7“s.in<9 %)

1
—i—; (30,0 + (099 — 0yyp) cOt 0) + Apgy = 0, (3.1.3)

1 0r  Ooyy | 100p, 1 Ooyuy
rsinf Oy or r 00 rsinf Oy

€y -
1

+— (3074 + 204, cot 8) + Apg, = 0. (3.1.4)
,

9



V reologickom vztahu (2.2.1) dosadime za tvar tenzora Vo

v, 1 (0w o1 (v v,
or r (69 UG) + or rsin <8¢ Uy S111 9) + or
Vi = 1 (Ove 1 (ovg 100,
0 r ( 00 + UT) rsinf \ dvy, Yy cost | + r 00
1 Ove | v 4 v
0 0 rsinf ¢ + r + r cot 6

3.2 Rovnice 2D

V nasej tlohe budeme rovnice systému (2.1.1), (2.1.2) a (2.2.1) riesit v axisymetrickom
pribliZzeni. Axisymetrické pribliZzenie predstavuje z hladiska geometrie riesit 1lohu v
rovine uréenej osou symetrie, tj. zemskou osou a Iubovolnym bodom plésta. Rovnice
popisujiice priestorové tecenie teda musime zizit do roviny.

Ked'ze je rovina lubovolnd, riesenie musi byt nezdvislé na otoceni o uhol ¢. Preto
musia byt v 3D sférickych rovniciach véetky ¢leny obsahujice derivéciu podla ¢ nulové.
Uvazujeme tiez, ze v smere €, neposobi na kvapalinu ziadna sila. Nésledne je teda nulova
aj €, komponenta pohybovej rovnice. Kone¢ne polozime v, = 0.

Pri uprave ztzenych rovnic vyuzivame poznatok, ze stopa deviatorickej ¢asti tenzora
napétia je nulova, (2.1.1) < tr(Vd) = 0 CAY tr(z-) = 0 = 0w + 0eg + 0pp = 0.
Pohybové rovnice a rovnicu kontinuity d’alej prendsobime vyrazom r3sin @, aby sme
sa vyhli singularitdim na poéloch, ktoré by sposoboval vyraz ﬁ. Dalej pri tprave &
komponenty pohybovej rovnice vyuzijeme konkrétne vyjadrenie vektora gravitacného
zrychlenia § = g€, + 0€p. Rovnice, s ktorymi budeme pracovat v ostatnej casti prace,
maju napokon tvar:

Rovnica kontinuity

v, . 0 :
r3sin Hal + r?sin 9% + 272 sin Qu, + r*vg cos § = 0. (3.2.1)
r

Komponenta pohybovej rovnice v smere ¢,

B 9% d(r*sinfo,,) N A(r*sinfo,y)

or or 00

+ pg,r®sinf = 0. (3.2.2)

Komponenta pohybovej rovnice v smere ¢

—r?sin 08—7T O(r’sinba,y)  O(r’sinfog)

00 or 00
+0pe1 cos O + ogr? cosf = 0. (3.2.3)

10



Reologicky vzfah

1 (Ov, 2% Ovg %(29138:91}9)—*—% 0
o=n| (% —ve) + 5 (55 +w) 0
0 0 2%+2”7900t9

3.3 Okrajové podmienky axisymetrickej tlohy

Okrajové podmienky potrebné na rieSenie systému rovnic (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3)
specifikujeme na dvoch typoch hranic.

Prvym typom hranic st hranice v smere poludnikov. Jedna sa o kruznice, ktoré
vznikli zizenim sférickych hrani¢nych ploch. V tomto pripade zaddvame v analdgii s
rovnicami (2.3.1) a (2.3.2) okrajové podmienky v rychlostich

vy = 8% € {rin, o} (3.3.1)

o = 05,7 € {Tins Tout} + (3.3.2)
alebo v napétiach

Orr = 05 1 € {in, Tou} (3.3.3)

0rg = 05 1 € {Tiny Tow } (3.3.4)

kde 7;,, rout 0Oznacujeme polomer vnutornej a vonkajsej kruznice.

Druhym typom hranice je zemska os. Na rozdiel od prvého typu zemska os nie je
fyzicka hranica. Okrajové podmienky, ktoré na nej Specifikujeme, si dané symetriou
ulohy. V nasej ulohe pozadujeme, aby bolo riesenie zrkadlovo symetrické voci zemskej
osi. Pre jednotlivé veliciny tato poziadavka predstavuje podmienky v tlaku

o
— =0 3.3.5
ae ) ( )
v rychlostiach
ov,
=0 3.3.6
89 ) ( )
Vg = 0, (337)
a v silach 5
Orr
=0 3.3.8
89 ) ( )
doge
— =0 3.3.9
80 b ( )
o9 = 0. (3.3.10)

11



Kapitola 4

Metdda posunutych sieti

Systém rovnic (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) a reologicky vztah na strane 11 rieSime pomo-
cou metdédy posunutych sieti [2]. V kartézskej geometrii je prednostou metédy sta-
bilita pri v priestore dramaticky meniacej sa viskozite. Metodu aplikujeme do zuzenej
sférickej geometrie. Diskretiza¢nd siet je zobrazend na obr. 4.1. Posunuté siete tvorf
dvojica sieti, hlavné sief na obrizku oznacend plnymi ¢iarami vzdialenymi o Ar a
prerusovanymi ¢iarami vzdialenymi o Af oznacend posunutd siet. V uzloch hlavnej si-
ete, plnych stvorcoch, predpisujeme viskozitu 7, 9,), hustotu objemovych sil p(., 9.y a
r6-komponentu deviatorickej casti tenzora napatia o,4(r,0,)- V uzloch posunute;

siete, prazdnych stvorcoch, predpisujeme hodnoty tlaku 7(,,,, g,,,), 7r-komponenty devi-
atorickej casti tenzora napatia o p(r,,,,9,,,) & 00-komponenty deviatorickej casti tenzora
napatia ogg(r,,6,.,)- V priesetnikoch hlavnej a posunutej siete, prazdnych kruhoch a
prazdnych trojuholnikoch predpisujeme r-komponentu vektora rychlosti v,(, ;,,), resp.

0-komponentu vektora rychlosti vy, , 9,)-

4.1 Derivovanie na posunutych sietiach

Rovnice (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3) budeme diskretizovat v posunutych sietiach. Musime
teda formulovat vyrazy pre derivdcie jednotlivych veli¢in. Derivécie r-komponenty rychlosti
v, podla r a @ poéitame v bodoch 7,41, 6,41 (prazdne stvorce), resp. r;, 0; (plné stvorce).

Plati: P

U Ur(ri,0j+1) — Ur(riy2,041)
_ 4.1.1
< or ) .y 2Ar 7 | )

(7'1+119J+1)
avr Ur(ri,05+1) — Ur(ri,0-1)

_ i b . 4.1.2
( o >(Ti79j) 240 ( )

12



Obrazek 4.1: Posunuté siete v sférickej geometrii.

Derivécie 6-komponenty rychlosti vy podla r a 6 pocitame v bodoch r;, 6; (plné stvorce),
resp. 7i+1, 0,41 (prazdne stvorce). Plati:

3v9) Vg(ri_1,0,) — Vo(ris1,6,)
= = A 18, (4.1.3)
( O/ (ot 241
vy VO(riy1,0542) — VO(rit1,6;)
— = o CLLEAAY 4.1.4
( B ) o 270 (4.1.4)
(rit1,85+1)

Derivécie tlaku 7 podla r a 6 pocitame v bodoch ry, 01 (prazdne kruhy), resp. r;y1, 0,
(prézdne trojuholniky). Plati

or T(ri_1,0;41) — T(rig1,0511)
— = — T 4.1.5
<8r) o 2Ar ’ ( )
(ri0j+1)
o T(riv1,0i+1) ~ T(riv1,0j-1)
— = 0= an . 4.1.6
<89) o, 2A0 ( )
(”'z+1191)

Komponenty rr, 66-deviatorickej casti tenzora napatia vyjadrime v bodoch r;;1, 0,41,
(préazdne Stvorce). Komponentu rf potom v bodoch r;,6;, (plné stvorce). S pouzitim

13



reologického vztahu dostdvame

A Ur(ri,0541) — Ur(rize,0j41)
(Urr)(riHﬁjH) = QTI(TM,@].H) - N e (4.1.7)

(069)(7"i+179j+1)

2 (Vi1 ,0,40) — VO(ris1,0;)  Ur(rifi41) T Ur(rige,0,41)
A 1+1,V5+2 1+1,Y35 Y541 1+2,V541
Nrizr.0j41) |:ri+1 ( A0 + 5 , (4.1.8)
. Vo(r;_1,0;) — Vo(riy1,0;)
(O-r9>(7‘i,9j) - T](ri70j) ZAT +
L ([ Vr(ry0; — Ur(ri 0, Vo(ri_1,0;) T V8(ris1,6;
T ( ( 9J+1>2M (risby-1)  VO(rio16;) ! b(riss 0J>> . (4.1.9)
Symbolom n(ﬁ‘,,ﬂ ,.. ) Oznacujeme priemernu viskozitu v danom bode. Plati teda
41,0541

n8i+179j+1) = All (n(ri+2,9j) + N(rit2,041) + N(r:,05) + n(ri,0j+2)) .

Derivécie rr-komponenty deviatorickej ¢asti tenzora napatia podla r a 6 pocéitame
v bodoch r;, 0,1 (prazdne kruhy), resp. 7,41, 6; (prazdne trojuholniky). Analogicky sa
vyéisluji aj derivdcie #0-komponenty deviatorickej ¢asti tenzora napatia podla r a 6.

Plati 5
Orr Orr(ri—1,0j+1) — Trr(riz1,041)
_ , 4.1.10
( or ) 0 2Ar ( |
(ri05+1)
8aw Orr(riz1,0541) — Orr(rig1,0j-1)
_ i+1, K . 4.1.11
<39) " 240 | |
(T1+1’9j)

Derivécie rf-komponenty deviatorickej ¢asti tenzora napatia podla r a 6 pocitame v
bodoch 741, 60; (prazdne trojuholniky), resp. 7, 6,41 (prazdne kruhy). Plati

80-7‘9 UT@(T‘ 0]') - 0-7‘0(7“‘+2 Hj)
= = = 4.1.12
( or ) L 2Ar ’ ( )
(Tit1,05)
60-7‘6 0-7‘9(7" 9j+2) - 0-7‘9(7" 93')
= - s 4.1.13
( 09 ) o 200 (4.1.13)
(T7«70J+1)

14



4.2 Rovnica kontinuity na posunutych sietiach

Rovnicu kontinuity (3.2.1) predpisujeme v bodoch r;11,6;41, prazdnych Stvorcoch,
s pomocou vztahov z podkapitoly 4.1. Plat{

1 2
Oé(f’i+1,9j+1)v7"(riv6j+l) + a(m‘+179j+1)v7"(7“i+279j+1)

3 4
+a(ri+l79j+1)ve(ri+170j+2) + Oé(Ti+1,0j+1)U9(Ti+179j) - 07 (421)
kde .
1 T4 S U441 9 .
Alri1,0541) = [ IAr + iy s 9i+1:| ) (4‘2‘2>
3 .
2 . 2 . T’H—l S1n 9i+1
Qlrig1,041) = {riﬂ sinf; 1 — T} , (4.2.3)
2 : 2
3 _|riasin®igy | riy cos iy
Arit10541) = { N + 9 5 (4.2.4)
2 2 .
4 _ | Tiy1 €08 Oig1 7isindi
Oé(n-q—1,0j+1) - |: 2 - 2A0 (425)

Diskretizovana rovnica kontinuity je zobrazena na obr. 4.2.

Obrazek 4.2: Diskretizacia rovnice kontinuity.

15



4.3 Pohybova rovnica v smere ¢, na posunutych
sietiach

Obrazek 4.3: Diskretizacia €, komponenty pohybovej rovnice.

Rovnicu (3.2.2) pre komponentu pohybovej rovnice v smere €, predpisujeme v
bodoch 74,641, prazdnych kruhoch, s pomocou vztahov z podkapitoly 4.1. Plat{

@(lr,.,ejﬂ)ﬂ(ri_l,ejﬂ) + 5(2n,9j+1)7T(ri+179j+1) +
+ﬁ?ﬁﬁj+1)vr(”ﬂj+1) + 5€ri,9j+1)vr(n_2,0j+1) +
+ﬁ?m,9j+1)w(m+2v9j+1) + ﬁ(67"i79j+1)vT(ri70j+3) +

Jrﬁ(?ﬁﬂﬂl)va(ﬁ—lﬂjw) + ﬁ?mﬂﬁl)v@(nﬂﬁﬁz) +

9 10
+ﬁ(7'i79j+1)v7’(ri79j*1) + /8(7'2'70'+1)U9(Ti+170j) +

J

+6(1r1i79j+1)vr(ri,1,9j) _ _grr? sin Qj-t,-l p(ri,9j+2)2_ P(ri,05) ’ (431>
kde 5 0
ﬁ(lﬁﬁjﬂ) - _TT]’ (4.32)

16



A

3
5(mﬁj+1) -

4
ﬁ(riﬁj-&-l) -

5 _
ﬁ(?‘iﬁjﬂ) -

7 _
5(Ti,9j+1) -

8 _
ﬁ(?‘i»(’jﬂ) -

610 —
(r3,05+1)

511 —
(ri,0j+1)

Diskretizovanu €, komponentu pohybovej rovnice ukazuje obr. 4.3.

2ri10340 "3 Ar2AT

3 .

32 _ rysin 011
(ri,0j+1) IAr
3 .

Ty 1 sinfjiq oA

T 000 "o A2 AT

7;8in 049

9 A 7’2371 sin ‘9j+1
T80 "9 A2 AT
9 A 7’?71 sin ‘9j+1
T80 "9 A2 AT
6 o T sin 8j+2
Bty = Mot SAgaAg

7isinf; o r2sin b0

TNt "o age T M) GRgIA,

risinfj o

r2sin o
ot 3G SRGIAT

SN DI

T sin Hj

9 —
Pirsyin) = 000 3N oA

r; sin 6; n r?sin 6,
TN RPNV

rising; rZsin 6,
Tt N0~ 19 AG A

17

3 .
T sinbj

7;sin 0;
Tt ongang ~ "D 2AG200°

(4.3.3)

(4.3.4)

(4.3.5)
(4.3.6)

(4.3.7)

(4.3.8)

(4.3.9)

(4.3.10)

(4.3.11)

(4.3.12)



4.4 Pohybova rovnica v smere ¢y na posunutych
sietiach

Rovnicu (3.2.3) pre komponentu pohybovej rovnice v smere €y predpisujeme v bodoch
Ti+1,0;, prazdnych trojuholnikoch, s pomocou vztahov z podkapitoly 4.1. Plat{

")/(1rl+1,9 V(i1 0541) T V(Qrm,e Y (ris18;-1) T
+7(m+1, D Ur(riyaf41) T ’Y(rm 0,)Ur(riz2,0,—1) +
+7?n+1,9) 0(ri+3,05) +7(n+1, 0;)V0(riy1,05) +
Yo 0.00) Vr(ridyin) T V0,0, Vr(re0y—1) +
FVri41,0,)00rs-1,05) T Vrrar 0,)V00ris1 0542) +

+767}i+1,9j) O(Ti71,9j+2) = 07 (441)
kde 2 n
1 _ _Tipa S

,y(Ti+1,9j) - 2A9 ) (442)

Obrazek 4.4: Diskretizacia €3 komponenty pohybovej rovnice.
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2 .
75y Sin g,

2 —
7(7"2‘4—1,93') = W, (443)

5 B ri,sing; 774 cos b
Vrig,05) = " M(riva.0;) IATIND Nriga,0541) 2AF

A ;41 COS ‘9]‘ A Ti+1 sin Hj-l-l
+1){ i

riendivl) 9 + Nriv1,6,41) N ) (4.4.4)

4 rigsing; rip1 €08 b;
Vriva,05) = Mrig2,0;) IAT2AD T Mrig1,05-1) 2AF
;41 COS Gj A Ti11 sin 9]-_1

2 “ Mrig1,05-1) IA0 ) (4.4.5)

A
+77(r,-+1,9j,1)

2 dinf. 3 dinf.
5 o Sin b, 7519 Sin 0;

5
7(Ti+1,9j) = 77(7“¢+2,9j) 2A7’2 + 77(r¢+2,9j) 2A7“2AT’ 5 (446)

6 _
Vris1,05) =
r?sin 6, 73 sin 6, 2 ,sinb;
282 M 3aAy T ) oA
s 73 5 sinb; o Tit1 €08 0; " rit1cost;
(ri+2.09) 5 ArO Ay (rivn05+1) " 9AQ (riv10i-1) 9 AQ
A Tit1 sin 0j+1 A Tit1 sin t9j_1

I YN N AR YN

= —77(7%‘: ej)

(4.4.7)

2 2
7 B i sin 0, A i cost;
Voirao) = M 058 oRg T et ™ g,

A ;41 COS 9]' A Tit1 sin 9j+1

+n(7“i+1,6]'+1) 2 ,’7(7‘1-+179]-+1) 2A0 5 (448)

5 . 2
o B r;sin 6, A T cos b,
’y(mﬂﬁj) - _77(7"2‘, 03) AIATr2A0 T n(”“’ejfl) 2Ar
Tit1COS 0; A Tit15in6;_

92 B n(Ti+1a‘9j—1) IAD ) (449)

A
—H](m—l 05-1)
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2 3 g
7isin 0, 77 sin 0,

Vw0 = =13 03) 5% +0(ri, 0;) 5 52 (4.4.10)

10 A rigrcost; Tip18in 6044
7(7"2-_;,_1,0]-) - n(Ti_'.l,@j_'_l)W + n(ri+1’9j+1)m, (4411)
11 A Tit1€0s 0; A Tiv18in6;_q T
Vi1 05) = _77(”#1’9171)% + n(ri+1,9171)m ( - )

Diskretizovani €y komponentu pohybovej rovnice ukazuje obr. 4.4.

4.5 QOkrajové podmienky na posunutych sietiach

7, obrazkov obr. 4.2 az obr. 4.4 je vidno, ze predpisanie rovnic kontinuity a pohy-
bovych rovnic v krajnych bodoch siete na obr. 4.1 si vyzaduje dodefinovanie virtudlnych
bodov, ktoré by lezali mimo skiimanti oblast. Pomocou virtudlnych bodov je tiez mozné
diskretizovat rovnice okrajovych podmienok z kapitoly 3.3. Pocet okrajovych pod-
mienok zavisi od toho, v ktorych redlnych vnitornych bodoch siete budeme pozadovat
splnenie rovnic (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3). Okrajové podmienky budeme podrobnejsie
diskutovat v d'alsej kapitole.

20



Kapitola 5

Program v jazyku Matlab®

5.1 Bunky

Siet redlnych bodov je tvorend m x n uzlami. Redlnu siet je potrebné rozsirit o uzly
nutné k diskretizacii rovnic (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3) v krajnych uzloch reélnej siete.
Pocet virtualnych uzlov a tvar rozsirenej siete je dany tym, v ktorych vnitornych
bodoch realnej siete tieto rovnice predpiSeme. Konkrétny tvar rozsirenej siete pouzitej
v programe ukazuje obr. 5.1

Rozsirent siet si rozélenime na bunky. Bunka so siradnicami 4y, j, obsahuje 4 uzly,
ktoré sa v rdmci bunky lisia vnitornym indexom k: ro;, 1,62, (prazdne kruhy) maja
k =1, ry;,,09; (prazdne stvorce) maju k = 2, ry;,,0s;,—1 (prazdne trojuholniky) maja
k =3 ary,_1,02,-1 (plné stvorce) s k = 4. Tvar siete vyzaduje zavedenie styroch typov
buniek podla po¢tu nezndmych, ktoré sa v nich pocitaju (obr. 5.1):

1. Typ1

vektora rychlosti vy

2. Typ 2
rychlosti vy
rychlosti v,

3. Typ 3
komponenta vektora rychlosti Ur(ra;,

4. Typ 4
¢ komponenta vektora rychlosti vy

Bunky tvoria horny okraj rozsirenej siete. Poc¢ita sa v nich #-komponenta

24y, 025, 1) *

Bunky Vypiﬁajli vnutro siete. Pocita sa v nich #-komponenta vektora

raig 025y 1) tlak 7 predpisany v uzle T (o, 025,) & r-komponenta vektora

T2y 1,024, ) *
Bunka je sticastou severného dolného rohu siete. Pocita sa v nej r-
—1,025, )

Bunka je stcastou juzného horného rohu siete. Pocitaji sa v nej

raig 025, 1) & r-komponenta vektora rychlosti

Ur(rai, —1,02j,) -
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Oznaéme my, pocet buniek rozsirenej site v smere €, a n, pocet buniek rozsirene;j
siete v smere €y. Rozsirend sief ma potom celkom 2m; x 2n; uzlov. Nezndme veliciny
sa pocitaju v 3 [(my — 2)ny + (ny — 1)] uzloch. Ukézeme, ze v odpovedajicich uzloch
vieme predpisat 3 [(my — 2)ny + (ny — 1)] rovnic a tym problém riesenia rovnic (3.2.1),
(3.2.2) a (3.2.3) na sietiach prevedieme na ststavu typu AT = b.

Obrazek 5.1: Rozsirend diskretizacnd sief s bunkami pre 5 x 9 redlnych bodov.

5.2 Diskretizacia okrajovych podmienok

V programe pouzivame okrajové podmienky dané rovnicami (3.3.1), (3.3.2) a (3.3.5) az
(3.3.7). Pre jednoduchost sa pri diskretizdcii obmedzime na severny a vonkajsi okraj

hranice.
Okrajovi podmienku v normélovej zlozke vektora rychlosti dant rovnicou (3.3.1)

predpisujeme v bodoch r3, 0,41

(5.2.1)

_ ..B
Ur(rs,0j41) = UT(T3,9j+1)'

Diskretiza¢na schéma podmienky je na obr. 5.2a. Okrajovi podmienku v dotycnicovej
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komponente vektora rychlosti dand rovnicou (3.3.2) predpisujeme v bodoch ry, 6;

1
B ( 0(r2,0,) + Vo(ra ;) = Uég(fg,@j). (5.2.2)
Diskretiza¢na schéma podmienky je na obr. 5.2b.

Okrajovii podmienku v tlaku plynicu zo symetrie dant rovnicou (3.3.5) predpisu-
jeme v bodoch ;11,6

T(riy1,02) — T(riz1,62)
I =0. (5.2.3)
Diskretiza¢na schéma podmienky je na obr. 5.3a. Okrajovi podmienku v normélovej
zlozke vektora rychlosti plynicu zo symetrie dand rovnicou (3.3.6) predpisujeme v
bodoch r;, 0y

Ur(ri,94) - Ur(riﬂz)
_0 5.2.4
2A0 ( )

Diskretiza¢na schéma podmienky je na obr. 5.3b. Okrajovi podmienku v doty¢nicovej
zlozke vektora rychlosti plynicu zo symetrie dand rovnicou (3.3.7) predpisujeme v
bodoch 7,1, 03

VO(rit1,03) = 0. (5.2.5)

Diskretiza¢na schéma podmienky je na obr. 5.3c. V bodoch r; 1, 6, predpisujeme rovnicu

U@(T‘Z'_'.l,el) = 0 (526)

Tato podmienka neodzrkadluje fyzikalnu realitu. Predpisujeme ju namiesto zlozitejsich
podmienok (napr. (3.3.10)), aby sme dosiahli potrebného poctu rovnic. Nakolko je
cielom tejto prace ukézat schodnost metéddy posunutych sieti v sférickej geometrii,
je této volba dostacujica.

5.3 Plnenie matice

Poradie uzlov siete a teda aj poradie neznamych veli¢in vo vektore neznamych & urcuje
indexacnd funkcia. Jej vstupnymi parametrami su typ a siradnice bunky, v ktorych sa
uzol nachadza a vnutorny index. Existuje aj inverzna funkcia, ktora z poradia veli¢iny
vo vektore riesenia urci typ velic¢iny a suradnice uzla, v ktorom bola predpisana. Poradie
bodu, v ktorom rovnicu predpisujeme, urcuje riadok v matici A a aj poradie hodnoty
pravej strany rovnice vo vektore b. Poradie neznamej pouzitej v danej rovnici urcuje
stipec v matici A. Na takto jednoznacéne uréend poziciu v matici je potom zapisana
hodnota koeficientu stojaceho v rovnici pred nezndmou. Vniitro siete je z hladiska plne-
nia matice nezaujimavé, nakolko vo vnitornych bodoch cyklicky predpisujeme rovnice
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Obrézek 5.2: Schéma diskretizacie hrani¢nych podmienok na vonkajsej hranici, a)
normélova komponenta v v r3, 6,41, b) doty¢nicova komponenta ¢’ v rs, 0;.

(4.2.1), (4.3.1) a (4.4.1). V programe je tato oblast oSetrend funkciami Intro a DIntro.
Celkovo tak predpiseme 3(n, — 3)(mp — 3) rovnic. Okraje a rohy rozsirenej siete musia
byt osetrené samostatne:

e V severnom hornom rohu v programe osetrenou funkciou SU predpisujeme rovnice
v troch bunkéch. V bunke so stradnicami [1, 2] predpiSseme podmienku dani rovni-
cou (5.2.5). V bunke so suradnicami [2, 1] predpiseme podmienky dané rovnicami
(5.2.4), (5.2.3) a (5.2.6). V bunke so stradnicami [2,2] predpiseme podmienky
dané rovnicami (5.2.1), (5.2.5) a rovnicu kontinuity (4.2.1). Predpisali sme teda
sedem rovnic.

e Vonkajsi okraj osetruje funkcia HornyLem. V bunke so siradnicami [1, j] predpiSe
podmienku (5.2.5), v bunke so stradnicami [2, j|] potom podmienku (5.2.1), rovnicu
kontinuity (4.2.1) a pohybovi rovnicu (4.4.1). Vysledkom je 4(n,—3) predpisanych
rovnic.

e Juzny dolny roh a juzny okraj su oSetrené funkciou JD, resp. PravyLem, ktoré v
bunkéch so stiradnicami [2, ny), resp. [i, np] predpiSsu podmienky (5.2.3), (5.2.4) a
(5.2.5). Celkovo je predpisanych 3 + 3(m; — 3) rovnic.

e Funkcia SD oSetri juzny horny okraj tak, ze v bunke so siradnicami [my, 1]
predpise 2 podmienky dané rovnicami (5.2.4), (5.2.5).
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Obrézek 5.3: Schéma diskretizacie hraniénych podmienok na zemskej osi, a) v tlaku 7
V 741, 03, b) normalova komponenta U v 4, 63, ¢) dotyénicova komponenta ¥ v r;; 1, 65.

e Vnutorny okraj je oSetreny funkciou DolnyLem, ktora v bunkach so suradnicami
[ms, j] predpise podmienky (5.2.1) a (5.2.2), ¢o predstavuje 2(my, — 3) rovnic.

e V severnom dolnom rohu funkcia SD predpise v bunke so siradnicami [my, 1]
podmienku (5.2.4) a v bunke so stradnicami [my, 2] podmienky (5.2.1) a (5.2.5).

e Severny okraj je oSetreny funkciou LavyLem. Této predpise celkom 6(m; — 3)
rovnic. V bunke so siradnicami [i, 1] predpise podmienky (5.2.4), (5.2.3) a (5.2.6).
V bunke so suradnicami [i,2] predpise podmienku (5.2.5), pohybovi rovnicu
(4.3.1) a rovnicu kontinuity (4.2.1).
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Cast programu, ktora plnf maticu stistavy, je zobrazena v list. 5.1. Lahko sa presvedéime,
ze program predpisal 3 [(my, — 2)n, + (ny — 1)] rovnic.

Listing 5.1: Plnenie matice.

%severny horny roh

SU;

%lavy okaj

for i_b=3:(m_b—1)
LavyLem(i_-b ,1);

end

%severny dolny roh

JU;

%horny okraj

for j_.b=3:(n_-b—-1)
HornyLem (1,j_b );

end

Zvnutro

for i_b=3:(m_-b-2)
for j_.b=3:(n_-b—-1)

Intro(i-b,j-b);

end

end

%vnutro na spodnym okrajom

for j_-b=3:(n_-b—-1)
DIntro(m-b—1,j_b)

end

%dolny okraj

for j_.b=3:(n_-b—-1)
DolnyLem (m-b, j_b);

end

%juzny dolny roh

JD;

%pravy okraj

for i_b=3:(m_b—1)
PravyLem (i-b ,n_b);

end

%juzny horny roh

SD;
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5.4 Inverzia

Ukézali sme, ze pre 3 [(my, — 2)ny, + (ny — 1)] nezndmych vieme predpisat v odpovedajicich
uzloch 3 [(my, — 2)ny + (np — 1)] rovnic. Problém riesenia rovnic (3.2.1), (3.2.2) a (3.2.3)
na sietiach vedie na sustavu typu AZ = b. Matica ststavy A je pri volbe poradia
neznadmych v, (,.0,,1), T(ri11,0,,1), Vo(ris1,6;) @ poradia rovnic €. komponenta pohybove;
rovnice, rovnica kontinuity, €5 komponenta pohybovej rovnice pasova (obr. 5.4, kde su
cervenou farbou oznacené pozicie v matici, ktorych hodnota sa zmenila oproti iniciali-
zovanej).

Sustavu riesime pomocou funkcie linsolve, ktora je zabudovanou funkciou programu
Matlab®. Funkcia linsolve vyuziva LU dekompoziciu s éiastoénym pivotovanim.

Obrézek 5.4: Pasova matica siete s 5 x 9 redlnymi bodmi.
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Kapitola 6

Testy programu

6.1 Podmienenost matice

Podmienenost matice A je klicova vlastnost pre spravnost a stabilitu rieSenia ststavy
A7 = b. Pri prvych testoch, kde sme uvazovali hrani¢cni podmienku iba v rychlostiach
na celej hranici, bola podmienenost matice cond(A) ~ 5.10*". Oznaéme A~! pro-
gramom spocitanti inverzni maticu k A. Z14 podmienenost matice sa prajavi v tom,
ze nie je splnend vlastnost A='!A = I. V nasom pripade sa dokonca ukdzalo, ze
max;; [(A~1A);; — I;;| = 1.10. V snahe ndjst mozné linedrne zavislé riadky sme maticu
testovali skriptom zobrazenom v list. 6.1. Skript vyuziva metédu Singular Value De-
composition (dalej SVD). Metéda SVD rozlozi maticu M na stcin matic USV, kde U a
V st unitarne matice a S méa na diagonale nezéaporné ¢isla tak, aby platilo M = USV.
Funkcia svd v programe Matlab® navyse elementy S usporiada zostupne. Pocet ¢isel v
S, ktoré sa rddovo vyrazne lisia od ostatnych, ukazuje na rovnaky pocet riadkov matice
M, ktoré mozu byt vytvorené ako linedrne kombinécie ostatnych riadkov. Testom celej
matice A funkciou svd sme zistili, ze taky riadok je prave jeden. Ulohou skriptu je tento
riadok néjst.

V danom pripade sa ukézal byt problematickym riadok odpovedajtici rovnici kon-
tinuity. Podmienenost matice sa dramaticky zlepgila, ak sme v rovnici predpisali 1 na
diagonalu. Prakticky sme miesto rovnice kontinuity (2.1.1) pre nestlacitelni kvapalinu
predpisali rovnicu kontinuity v tvare

Vio+7m=0. (6.1.1)
Ako ukazuje nasledujici priklad z mechaniky kontinua, je volba rovnice kontinuity v

tomto tvare rozumnaé.
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Rovnica kontinuity a reologicky vztah pre nestlacitelné elastické latky maji tvar
V. =0, (6.1.2)

o = 21, (6.1.3)

kde 1 je vektor posunutia, € je tenzor malych deformacii, o je deviatoricka ¢ast tenzora
napitia a 7 je Lamého koeficient. Rovnica kontinuity pre stlacitelné elastické latky md
tvar

s
A+ = = 14
Vu—i—K 0, (6.1.4)

kde K = X + 2n/3. Reologické vlastnosti stlacitelnych elastickych ldtok popisuje vztah

2
o =1 (vm VT“g%)- (6.1.5)

Rovnica kontinuity nestlacitelnych elastickych ldtok (6.1.2) je analogickd rovnici konti-
nuity nestlacitelnej viskéznej kvapaliny (2.1.1). Podobne reologicky vztah nestlacitelnych
elastickych latok (6.1.3) je analégiou reologického vztahu nestlacitelnej viskdznej kva-
paliny (2.2.1). Tvrdime, ze predpisanim rovnice kontinuity v tvare

Lo

V.o+ "= 0, (6.1.6)
kde K = A+ 2n/3 a A, n st koeficienty viskozity, je mozné v duchu analégie formélne
zaviest stlacitelnost do modelu tecenia viskéznej kvapaliny. Nestlacitenej kvapaline sa
bude model bliZit pre dostatoéne velké hodnoty K. Korekciu v reologickom vztahu ana-
logicku (6.1.5) neuvazujeme, nakolko jej implementdcia do programu je ¢asovo naro¢nd.
Ukézeme, Ze pri volbe rovnice kontinuity (6.1.6) a pri zanedbani korekcie je pre dostatoéne
velké hodnoty K spoéitané riesenie spravne, stabilné a dostatoéne presné.

Diskretizovna rovnica (6.1.6) mé tvar

1 2
a(ri+170j+1)vr(ri7ej+1) + a(n'+179j+1)v7"(7“i+279j+1) +

3 4 W(Ti ,0; ) .
+a(r¢+1,0j+1)vﬁ(ri+1,9j+2) + Oé(ri+1,9j+1)ve(ri+1,6]-) + —+]1( It — O, (6.1.7)
kde koeficienty o, 4.y aZ (. o ) stdanérovnicami (4.2.2) az (4.2.5). Predpisanim

rovnice (6.1.7) v bodoch 7;11, 6041, prdzdnych stvorcoch, sa podmienenost matice A
zlepsila (tab. 6.1), max;; |(A=1A )y — I;j| ~ 1.1078. Pre .10~ > L > 1.10~? sa hod-
noty rieseni pri roznych K ligia o 1.107%, pre % < 1.107? sa hodnoty rieSeni lisia
zanedbatelne.
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Listing 6.1: Test matice metédou SVD.

function [M,N]=NAlyze
global Matrix control
for i=1:pocet_neznamych
for j=1:pocet_neznamych
if i<j
[A,B,C]=svd(Matrix(i:j,i:j));
[a,b]=size(B);
M(i,j)=B(a,b);
end
end
end

1/K | cond(A)

0.1 9.10°
0.01 9.106
0.001 9.107

0.0001 9.108
0.00001 9.10°
0.000001 | 9.10%

Tabulka 6.1: Podmienenost matice v zdvislosti od hodnot 1/K pre redlnu siet s 5 x 7
uzlami.

Problém s podmienenostou matice bol sposobeny nevhodnou volbou okrajovych pod-
mienok. Jeden typ okrajovej podmienky na celej hranici nedéva rieseniu volnost, riesenie
neexistuje, ¢o sa prejavi v zlej podmienenosti matice sustavy. Kombindcia okrajovych
podmienok roznych typov vedie k dobre podmienenej matici.

6.2 Casova naroc¢énost

Doba vypoctu rastie exponencidlne s po¢tom uzlov redlnej siete. Zavislost ukazuje tab.
6.2, kde m X n oznacuje pocet bodov realnej siete, p oznacuje pocet neznamych a ¢ dobu
vypoctu.
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mxn | p |t
5X T 42 1 0.7
17x191{ 294 | 0.9
33 x33 | 915 | 9.7
D5 x 75 | 3273 | 362

Tabulka 6.2: Casova narocnost vypoctu.

6.3 RieSenie pri bodovom rozlozeni hustoty
objemovych sil

V tomto priklade zaddvame na vnitornom okraji s polomerom r;, = 4 a vonkajSom
okraji s polomerom 7., = 6 podmienky volného preklzu a volného toku v smere
normaly. Na oboch hraniciach si normalova a dotyc¢nicova zlozka vektora rychlosti
v nulové. Hustotu objemovych sil predpisujeme nulovi vo vsetkych bodoch siete okrem
bodu r = 5,0 = /2, kde plati p = 50. Dalej uvazujeme zlozku vektora gravitaéného
zrychlenia g, = —1, viskozitu = 1 v celej oblasti a takmer nestlacitelnt kvapalinu

s 1/K =1.107%. Ulohu riesime na sieti s 55 X 75 uzlami.

Bod nenulovej hustoty leZi na osy symetrie oblasti. Vzhladom na okrajové pod-
mienky ocakdvame, Ze sa v oblasti nenulovej hustoty budu tvorit viry, resp. Ze rieSenie
bude mat zrkadlovii symetriu voci osi § = /2. Tato vlastnost riesenia sa prejavi tym,
7e na kruznici s r = 5 bude mat zavislost v, od # symetricky charakter a zdvislost
vg od 6 antisymetricky charakter. Priebeh oboch funkcii je zobrazeny na obr. 6.1.
Tlakové a rychlostné polia st zobrazené na obr. 6.2. Grafické vystupy programu ukazuju
ocakavany tvar rieSenia.

6.4 RieSenie pri harmonickom rozlozeni hustoty
objemovych sil

V druhom priklade zaddvame na vnutornom okraji s polomerom r;, = 4 a vonkajSom
okraji s polomerom r,,; = 6 podmienky volného preklzu a volného toku v smere
normaly. Na oboch hraniciach st normaélova a dotycnicova zlozka vektora rychlosti
v nulové. Hustotu objemovych sil prepisujeme nulovii vo vSetkych bodoch siete okrem
kruznice s polomerom r = 5, kde plati p = 20sin 6. Dalej uvazujeme zlozku vektora
gravitacného zrychlenia g, = —1, viskozitu 7 = 1 v celej oblasti a takmer nestlacitelni
kvapalinu s 1/K = 1.107°. Ulohu riesime na sieti s 55 x 75 uzlami.

Hustota objemovych sil ma na kruznici s polomerom r = 5 harmonicky priebeh.
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Obrazek 6.1: Priebeh komponent rychlosti pri symetrickom bodovom rozlozeni p, a)
zavislost v, od 0 v hlbke 5,073, b) zavislost vy od 6 v hlbke 5,074.

Vzhladom na okrajové podmienky oc¢akdvame harmonicky priebeh aj od funkeii vy-
jadrujicich zavislost v, od 6 a vy od 6. RozloZenie hustoty objemovych sil je dalej
symetrické voci osi @ = /2. Preto platia poziadavky na symetrie zavislosti v, od 0 a vy
od 6 formulované v predchadzajicej podkapitole. Priebeh oboch funkcii je zobrazeny na

obr. 6.3. Tlakové a rychlostné polia st zobrazené na obr. 6.4. Grafické vystupy programu
ukazuju ocakavany tvar rieSenia.
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Obrazek 6.2: Tlakové a rychlostné pole pri symetrickom bodovom rozlozeni p, vyrez v
oblasti osi 6 = /2.

6.5 Porovnanie s metédou spektralneho rozkladu

V tomto priklade zaddvame na vnatornom okraji s polomerom r;, = 4 a vonkajSom
okraji s polomerom 7,,; = 6 podmienky volného preklzu a volného toku v smere
normaly. Na oboch hraniciach si normalova a dotycnicova zlozka vektora rychlosti v/
nulové. Hustota objemovych sil mé na kazdom poludniku priebeh p = 3 cos? 6 — 1. Ro-
zlozenie hustoty objemovych sil je spojité. Dalej uvazujeme zlozku vektora gravitaéného
zrychlenia g, = —1, viskozitu n = 1 v celej oblasti a takmer nestlacitelni kvapalinu

s 1/K = 1.1075. Ulohu rieime na sieti s 33 x 33 uzlami.

RieSenie spoc¢itané nasim programom porovndavame so spektralnym riesenim [1],
ktoré pripravil Doc. RNDr. Ondfej Cadek, CSc. Riesenia sa vzdjomne lisia priblizne
o 1%. Grafické porovnanie zavislosti v, od 8 ziskanych nasim programom a programom
Doc. Cadeka ukazuje obr. 6.5. Tlakové a rychlostné polia st zobrazené na obr. 6.6.
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Obrézek 6.3: Priebeh komponent rychlosti pri sinusovom rozlozeni p, a) zdvislost v, od

0 v hibke 5,073, b) zavislost vy od 6 v hibke 5,074.
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Obrazek 6.4: Tlakové a rychlostné pole pri sinusovom rozlozeni p.
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Obrazek 6.5: Porovnanie so spektralnym riesenim, a) zg’nvislosti v, od 0 7z metédy po-
sunutych sieti a z metddy spektralneho rozkladu v hlbke 4,625 a 5,25, b) priebeh
rozdielu rieseni Awv, v hlbke 4,625 a 5,25.

Obrazek 6.6: Tlakové a rychlostné pole pri spojitom rozlozeni p, sief s 55 x 75 bodmi.
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Kapitola 7

Zaver

Rovnice tec¢enia v zemskom plasti sme vyjadrili v sférickych stiradniciach. Rovnice sme
z07ili pre pripad axisymetrickej sférickej geometrie. Navrhli sme spdsob, akym obist sin-
gularity na poéloch a formulovali sme hraniéné podmienky na osi symetrie. Metédu po-
sunutych sieti sme z kartézskej geometrie preniesli do geometrie sférickej. Vytvorili sme
program v jazyku Matlab®, ktory prislusné rovnice tecenia riesi metédou posunutych
sieti v sférickej geometrii. Program sme testovali na prikladoch s konstantnou viskozi-
tou. Pre pripad spojitého rozlozenia hustoty objemovych sil sme riesenie porovnali so
spektrdlnym rieSenim, pricom obe rieSenia boli vo velmi dobrej zhode. Pre d'alsie
overenie spravnosti fungovania programu je potrebné program testovat na prikladoch s
kombinovanou hrani¢nou podmienkou a nekonstantnou viskozitou. Tieto testy vyzaduju
upravy programu. Na zdklade vykonanych testov sa vsak zda, ze vylepSend verzia pro-
gramu by sa mohla stat platnym ndstrojom modelovania te¢enia v zemskom plasti.
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Dodatek A

Operator V v sférickych
suradniciach

Apendix je spracovany podla [4].
A.1 Sférické suradnice

a) ) b) z

Obrazek A.1: Zavedenie sférickych suradnic.

Polohovy vektor 7 bodu P moZeme napisat v tvare

T = ré,, (A.1.1)
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kde r je velkost vektora 7. Potom plati
dr' = (dr)é, + r(de,).
7 obrazku A.1b je zrejmé, ze

€, = cos 0¢e, + sin fe,.

ey = — sin fe, + cos 0é,,
kde €, je jednotkovy vektor v smere 1’
€, = cos Bép + sin O¢,..

Nésledne mame pre derivaciu €, rovnicu

de, = —sinbe, + cos(db)e,s + sinfe, =
= (df) (—sin &, + coshe,/) + sin b (de, ) =

= (d@)é'g + sin Q(dé}/) = (d@)gg + (ng)é;O.

(A.1.2)

(A.1.3)

(A.1.4)

(A.15)

(A.1.6)

V poslednom kroku sme vyuzili vlastnost, ze dé,» = (dy)é,. Obdobnym postupom sa

d4 ukdzat platnost nasledujicich vztahov
dép = —(df)é, + cosO(dyp)é,,

de, = —sinf(dy)e, — cosf(dy)ep

(A.1.7)
(A.1.8)

Dosadenim rovnice (A.1.6) do (A.1.2) dostdvame vztah pre derivdciu polohového vek-

tora
dr' = (dr)é, + r(df)éy + rsin§(dp)él,.

A.2 Komponenty Vf, ViU, V.o, V.T v sférickych

suradniciach

1. Vf

(A.1.9)

Uvazujme skaldrne pole f = f(r,0, ). Potom priamo z definicie plynie, Ze

df = (Vf).di =
(V)rer + (Voo + (V)€ . [(dr)é. + r(df)éy + rsinf(dy)] .
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S vyuzitim ortonormality baze moZeme pisat
df = (Vf).dir = (Vf).dr + (Vf)erdd + (V f),rsinOde. (A.2.2)

Rozpisom totalneho diferencidlu df na lavej strane mame

fd LWy 9y, (A.2.3)

af = 00 Op

Porovnanim rovnic (A.2.1) a (A.2.3) dostavame pre jednotlivé komponenty vek-
tora V f vztahy

of
A24
v, =1, (A24)

10f

A2
(V= (A25)
1 of
(Ve = rsind 9 (A.2.6)
. Vv
Uvazujme rozklad vektora v

U =wv,(r,0,p)e +v9(r,0,0)es + v,(r,0, @)e,. (A.2.7)

Nech tenzor T' mé vo sférickych siradniciach tvar

Tr'r T’r@ Trnp
T=| Ty Tho Thy
Tw T¢9 TSOSO

a je definovany vztahom T := V#. Potom plati
dv =Tdr = (dr)Te, + r(df)Tép + rsin0(d,)Te,, (A.2.8)

resp. po rozpisani posobenia tenzora

—»

dv = €, (T,,dr + Tgrdf + T, ,r sin 0dy) +
+ép (Tp dr + Tpgrdf + Ty,rsin fdy) +
_|_

€ (Tprdr + Toprdf + T,pr sin Odyp) . (A.2.9)
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Z druhej strany mame pre derivaciu vektora o' s pouzitim rovnic (A.1.3) a (A.1.4)
vztah

dv = (dv,) €, + v, ((d)ep + sinO(dp)e,) +
+ (dvg) €9 + vg (—(dB)e, + cos O(dyp)ey,) + (dv,) €, +
+v, (—sinf(dp)e,. — cosO(dp)ep), (A.2.10)

ktory rozpisanim totdlnych diferencidlov dv,,dvy, dv, a preusporiadanim ¢lenov
prejde na tvar

L | Ou, ov, ov,
dv—er{ardr—F(W )d6+<aw—v@sm9>d4

5 81)9 8 8 0
+ép [_87" dr + (80 + v,)df + <890 — Uy COSG) d‘P} -
o | Ov, v, ov
+é, [Wd + =2 50 —2do + (% + v, sin 6 + vy cos 9) dgo} ) (A.2.11)

Porovnanim rovnic (A.2.9) a (A.2.11) uré¢ime jednotlivé komponenty tenzora T

Ov, 1 Uy 1 vy :
or v ( 0 —1)9) rsin 6 % _USOSIHQ
Vi = % (e +ov) %—’:;’—vwcose
aﬁv_f %%‘92 rsin@%v: + UT + '09 cot 0
. V.o
Skalar V.v uré¢ime s pomocou znalosti komponent Vv
ov, 1w Uy 1 ov
V.0 =tr (Vi) = — + ——" +2-C T L 2 ot . (A.2.12)
or r  rsinf dp 1

Prerovnanim derivécii mozeme rovnicu (A.2.12) pisat v tvare

1 or3v, 1 Ovysinb 1 Ov,

U= ) A.2.13
Vi r? Or +Tsin9 00 +Tsin0 Op ( )
. v.T
Pre stanovenie komponent vektora V.T' vyuZijeme vztah
(V.T).& =V.(T"¢) —tr ((Ve,)T") (A.2.14)
b I
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Vyraz oznacany ako I je divergencia vektora T é,. Podla bodu 2. teda plati

i@(rQTrr)+ 1 O(T,esinb) 1 0T,

I = : A.2.15
r2  Or rsin 6 00 rsinf Oy ( )
Vyraz II obsahuje tenzor Veé,, ktory vyhodnotime podla bodu 1.
0 00
Ve, =10 % 0
0 0 %
Pre komponentu vektora V.T' v smere €, teda plati
1 T, 1 T,9sin 1 T, T, T:
©.1) .o — LI Tn) Trosinf) Mg _TootTon (5 917

r2  Or rsin 6 00 * rsinf Oy r

Obdobnym postupom, kde uvazujeme konkrétne tvary jednotlivych bazovych vektorov
€y, €, dostaneme aj ostatné dve komponenty vektora V.T.

(VT) .6_’:9 =V. (Tng) —tr ((Vge)TT) . (A.2.18)
T 11

1 8(7"2T97n) 1 6(T99 sin 0) 1 8T9¢,

I=— : A21
r2  Or * rsin 6 00 * rsinf Oy ( %)
0 -1 0
Veg=10 0 0
0 0 cot 6
Komponenta vektora V.T' v smere €y je
1 8(r2T9 ) 1 8(T99 sin 0) 1 aTg T, 0 — T,,cotf
T).ep = — . Ld . Lad . (A2.2
(V.T) & r2  Or + rsin 0 06 + rsinf Oy + r ( 0)
(V.T).e,=V.(T"e,) —tr (VE,)T"). (A.2.21)
b 7
1 9(r*T,,) 1 O0(T,gsinb) 1 0T
= — er # e A.2.22
r2  Or * rsin 6 00 * rsinf Oy ( )
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Komponenta vektora V.T' v smere €, je

1 9(r*T,,) N 1 9(T,esinb) N 1 9T,, N Tro — Typr + Tp, cot 0
r2  Or rsin @ 00 rsinf Op r '

(V.T)., =
(A.2.23)
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Dodatek B
Obsah prilozeného CD

Na prilozenom CD sa nachédzaji tiplné zdrojové kédy v jazyku Matlab® naseho pro-
gramu na rieSenie rovnic tecenia v zemskom plasti metodou posunutych sieti v sféricke;j
geometrii. Obsah prilozeného CD zobrazuje tab.B.1:

Adresar Vyznam funkecii
BC Okrajové podmienky
Index Indexacné funkcie
LemyRohy Osetrenie okrajov
Pomocne Pomocné funkcie
RHO Zadanie rozlozenia p
RKM1M2 | Pohybové rovnice, rovnica kontinuity
Run Spustaci skript
Zobrazovanie | Triedenia a vizualizacia vysledkov

Tabulka B.1: Obsah prilozeného CD.
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