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Maxwellovych rovnic diftzne rovnice elektromagnetickej indukcie v kvazistatic-
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linedrnych rovnic, pomocou ktorej uréime odozvu systému. V dalSej casti je po-
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Abstract: In the present work we study the control source electromagnetic induc-
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rents in the layered model. After formulating the problem in the frame of the
quasi-static Maxwell electromagnetic equations in frequency domain we derive
the Helmholtz equation and its solution using the apparatus of cylindrical har-
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Kapitola 1

Uvod

Elektromagnetickd indukcia s umelym zdrojom (controlled source electromagnetic
induction, CSEM) je nedestruktivna metéda geofyzikélneho prieskumu so Siro-
kym spektrom aplikécii v detekcii a klasifikacii podpovrchovych objektov. Casovo
premenny prud v horizontalnej smycke generuje magnetické pole, ktoré prenika
pod povrch a vo vodivom materiali indukuje sekundarne prady. Odozva prostre-
dia je snimana detekénymi smyckami. Detailne je tato metoda popisana napriklad
v [1].

Ak pozname uplny popis fyzikalneho systému, potom sme schopni pomocou
fyzikadlnych tedrii predpovedat vysledky merani niektorych veli¢in. Toto pred-
povedanie sa nazyva simulacia alebo tiez priama wloha. Opacny problém, kedy
sa z vysledov merania niektorych veli¢in pokitSame zostavit obraz fyzikdlneho
systému, sa nazyva obrdtend uloha [2]. Priama tloha ma za predpokladu deter-
minic¢nosti fyzikalnej tedrie na rozdiel od obratenej tlohy zarucené jednoznacné
rieSenie.

V praktickom pouziti CSEM-u sa zvicsa z nameranych udajov pokusame re-
konstruovat rozlozenie vodivosti prostredia. Jedna sa teda o obratent ulohu. Na
vyvoj a testovanie komplexnych algoritmov, ktoré ju riesia, je klicové mat spo-
lTahlivé data, nad ktorymi moézZeme tieto algoritmy testovat. Preto mé aj prakticky
vyznam zaoberaf sa priamou tlohou.

Riesenie priamej tlohy CSEM v 1-D vrstevnatom prostredi je uz zname a
popisané v geofyzikalnej literattre , napriklad v [1]. Cielom tejto prace je predov-
setkym zoznamenie sa s ilohou z matematického, fyzikalneho i programatorského
hladiska a pripravit sa k formulécii a rieSeni tlohy v zlozitom 3-D prostredi.

Fyzikélne velmi blizkou CSEM-u je magnetotelluricka metéda, kde vsak expe-
rimentator nema vplyv na magnetické pole indukujiice pridy v médiu. Vyuzivaju
sa prirodné vysokoenergetické magnetické polia generované prudmi v ionosfére a
magnetosfére [3].



Vzhladom ku geometrii zdroja je prirodzenou volbou riesit priamu tlohu v
cylindrickych stradniciach (r, ®, z). Pre 1-D vrstevnaté rozloZenie vodivosti o si
n-tou vrstvou oznac¢ime oblast vymedzent stradnicou z: z, < z < z,41, pricom
n = (0,1,2,...,N)). Vodivost o, je v kazdej oblasti konstantna. Nulta vrstva
predstavuje vzduch, ktory idealizujeme vékuom s oy = 0 S/m. Posledna (N + 1)-
vé vrstva je zdola neohrani¢end. Oblast pokladdme za horizontélne neobmedzent
(0 < r < o0); numericka realizicia spojitej Hankelovej transformécie zavedenej v
nasledujucich kapitolach je aproximovana na kone¢nom intervale (0, R). Zdroje
primarneho pola sa obecne moézu vyskytovat v polpriestore z < 0. V pripadé
vertikdlneho magnetického dipdla je tento umiesteny v pociatku suradnic. Prave
popisany model zobrazuje Obr 1.1.

Obr. 1.1: Jednoduchy model
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Kapitola 2

Formulacia ulohy

2.1 Maxwellove rovnice
Ak predpokladdme platnost Ohmovho zakona
j=0FE, (2.1)

nemagnetické prostredie (B = poH ), mozeme kvazistatické Maxwellove rovnice
spolu s rovnicou kontinuity elektrického praudu pisat v tvare:

V.B =0 (2.2)
0B

VxB = pj=uck (2.4)

Vj =0 (2.5)

Rovnice budeme riesit vo frekvencnej oblasti pre komplexné Fourierove koeficienty
B(w), E(w) a harmonicky ¢asovy priebeh:

B(r,t) = 2 Re[B(w)exp(iwt)] (2.6)

E(r,t) = 2 Re|E(w)exp(iwt)] (2.7)

Dalej, pre jednoduchost, tildu nad funkciami vynechavame.

2.2 Hrani¢né podmienky

Vektorové polia B a E st ako rieSenia rovnic (2.2 az 2.5) v jednotlivych vrstvach
spojité. Na hraniciach dvoch prostredi z = z, s vodivostami o, a 0, spliaju B
a E hranicné podmienky:

n-BJf = 0, (2.8)
[nx B|f = 0, (2.9)
n-41f = 0, (2.10)
nx E|* = 0, (2.11)



kde prva rovnica (2.8) plati obecne a vyplyva z neexistencie magnetickych mono-
pdlov (2.2), druhé hraniénd podmienka (2.9) plati za predpokladu, Ze uvazujeme
linearnu zavislost pgH = B a naopak neuvazujeme Ziadne volné povrchové prudy,
tretia podmienka (2.10) vyplyva priamo z rovnice kontinuity pradu (2.5) a Stvrta
(2.11) plati obecne a je dosledkom Faradayovho zakona (2.3).

Normaéla k rozhraniu m je v nasom modeli totozna s jednotkovym vektorom
e..

2.3 Odvodenie Helmholtzovej rovnice

Po rotécii rovnice (2.4) a dosadeni elektrickej intenzity z Ohmovho zakona (2.1)
dostavame:

1
Na rozpisanie uzijeme zname vzorce z vektorovej analyzy:
Vx(fA) = fVXA4+VfxA (2.13)
Vx(VxA) = VV.A-AA (2.14)
Potom Tava strana:
1 1 1 1
VXx(=VxB)=V=x(VxB)+-Vx(VxB)=—-——AB
o o o o

Prvy ¢len vypadol vdaka tomu, Ze v n-tej vrstve uvazujeme o, =konst. Pri up-
rave druhého Clena na —AB sme vyuzili vzorec (2.14) a nulovost divergencie
magnetického pola (2.2).

Prava stranu pévodnej rovnice (2.12) mozeme B upravit podla Faradayovho

zékona (2.3) a po vykonani ¢asovej derivacie dostavame pre Fourierov koeficient
B:

AB = pyyoiwB
Ked si ozna¢ime k? = —pugo,iw mozeme predchidzajicu rovnicu prepisat do
kone¢ného tvaru:

AB+k:B =0 (2.15)

Ak rovnicu (2.4) zderivujeme podla ¢asu, z Faradayovho zakona (2.3) dosa-
dime za 0B/0t, pouzijeme rovnicu kontinuity (2.5) a na pravej strane vykoname
¢asovu derivaciu dostaneme pre Fourierov koeficient E rovnicu rovnakého tvaru:

AE +kE =0 (2.16)

2.4 Helmholtzova rovnica

Rovnica (2.15) resp. (2.16) sa nazyva Helmholtzova rovnica. Podla zadania tlohy
ju budeme riesit v cylindrickych suradniciach (7, ¢, z). V nich mé vektorovy Lap-
lacian tvar [5]:

62Br+ 188r+8B2,n+1aBr 2 0By B,
8z

r282 r or 2 o 12

AB = or? + r2 O¢? + 8 + 5 r “or + 2 8¢ 2 (217)
9°B, 1 0B, BZ 10B,
Or2 + 2 0¢2? + 022 + 7 r Or

8



Rovnicu (2.15) budeme riesif separdciou premennych. To je mozné priamociaro
urobif len pre zlozku B,.

2.5 Vertikalne zlozky B a FE

RieSime rovnicu
0*B, N 10°B, N 0°B, N 10B.
or?2  r2 0¢? 0z2 r or
Dosadenim B, (r,¢,z) = R(r)®(¢)Z(z) do Helmholtzovej rovnice (2.18) dosta-

vame:

+ k2B, =0, (2.18)

1R 1126 1827 110R
Lo 102 110K e 2.1
Rorr " r2aogr T 702 Trmar T (2.19)

Separujeme funkciu zavisla len na sturadnici z a polozime ju rovnd separacnej
konstante :

102
T 2ok =2 2.20
7 022 a n q, ( )
s riesenim:
Z(2) = 1279, (1.2 st konstanty) (2.21)

2

Po vynésobeni r* a zapisanim separa¢nej konstanty nadobtda (2.19) tvar:

19°R 110R 1 %@
2( -7 7" Il 2 2 -7 -
r ( + ~+a +kn>+¢a¢2 0 (2.22)

Znova mozeme separovat funkciu tentokrat zavisla len na stradnici ¢:

1 0%®

rieSenie ktorej mozeme pisat v tvare:
®(¢) = c34€T™?, (3,4 st konstanty) (2.24)

Na to aby ® bola funkciou uhla, musi byt periodicka, tj. ®(¢) = ®(¢ + 2m).
Predchédzajica rovnost plati pri m € N.
Rovnicu (2.22) mdzeme po zavedeni novej konstanty a? = k2 +¢* pisaf v tvare:

Nakoniec zavedieme novi premennud p = ra:

O*R OR
2 2 _ 2 = 2.2
p8p2+p8p+(p m)R 0, (2.25)

tak sme dostali zndmu Besselovu rovnicu, ktorej riesenie je popisané v Dodatku
A:
R(r) = c5Jm(ra) (2.26)

9



Dosadenim R(r), ®(¢), Z(z) spitf do (2.18) dostavame

B.(r,¢,2) = Z Z /Ooo B™(a)J,, (ar)e™tVa* Rz g (2.27)

m=0d=-1,1
Rovnako napiseme riesenie aj pre elektrick intenzitu:

E.(r,¢,2) = Z/ E™a) T (ar)e™metdVa* Rz gg (2.28)
m,d 0

RieSenie v n-tej vrstve je teda mozné popisat koeficientami v zévislosti na vlno-
vych ¢islach m, a. Uhlové vinové ¢islo m je prirodzené. Radidlne vinové cislo a
je pre horizontalnu neobmedzent oblast spojité, redlne a nezdporné. Obmedze-
nie oblasti na r < R < oo a predpisanie hrani¢nych podmienok v » = R, napr.
B, =0, E, =0, by viedlo na diskretiziciu radidlneho vlnového ¢isla {a;}2;.

2.6 Horizontalne zlozky B a E

Z prave vypo¢itanych z-tovych zloziek rieSenia (2.27), (2.28) dopocitame pomocou
Maxwellovych rovnic zvysné zlozky B a E.
Zapiseme Faradayov (2.3) a Ampérov (2.4) zédkon v n-tej vrstve:

VXxE=—wBaV xB=uyo,E (2.29)
Rotacia ma v cylindrickych stradniciach tvar:

vxu:(lauz Juy Ou, 3%% %_(9%)

v 06 0202 or'r T or e

(2.30)

Kedze E. a B, obsahuji exponencidlne funkcie zavislé od z, divergenc¢né rov-
nice (2.2), (2.5) mézu byt splnené len ak zvy$né komponenty E,, E,, B,, By
obsahuji rovnaké funkcie z:

B, =Y Bi(a,d,r,¢)e™V" 5 By =" Bj(a,d,r,¢)eVE TR (2.31)
d d

E, = ZE:(G, d,r,¢)eV a?=kiz E, = ZE;(Q, d,r,¢)eV =k (2.32)
d d

(13

pricom znak , °“ v predchadzajucich styroch rovniciach sltzi na zavedenie novej
funkcie, nezavislej na stradnici z. Derivacie A={ E,, Ey, B,, By } podla z-tovej
zlozky maja tvar:

% = Y Aa,d,r,¢)e™V IR A0 — k2 (2.33)

d=—1,1

Derivacie B, a E, (2.27), (2.28) *:

!’

I¢iarka ,,'“ pri Besselovej funkcii oznac¢uje derivaciu podla r

10



a,m?m
d=-1,1 m

Z szB

d=-1,1 m

=22

d=-1,1 m

Z szE”d

d=—1,1 m

8E

a,m=-m

Zlozky rovnice V x E = —iwB:

10F
—iwB, = ——=
w r 0¢
oF,
—iwB., =
WDy 92
Zlozky rovnice V x B = ugo, E:
10B,
nET - - -
Hoo r 0¢
0B,
:U’OO-nEd) - 0z -

Z Z BndJl CL’I“ zmqﬁ—&-d\/m

imo+dy/a?—k2z
ar)e

EndJ/ CZ?” zm¢+d\/a27k,21z

imo+dy/a?—k2z
ar)e

0By

0z

0B,
or

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Je vidie, Ze rovnice musia platif aj pre kazdé pevné d (tj. mézeme ist do
vnutra sumy). Ostdva nam iba suma cez m. Dosadenim (2.33 az 2.37) do (2.38

az 2.41) vznika linedrna sustava 4 rovnic:

1 .
—iwB°® = = En’dJm . meo
wBy = - Em e T (ar)ime

Eidy/a? — k2

—iwBy = Eyd\/a? — k2 — ZE"‘U’ ar)e™’

nEO —— Bn,dJm ; meo
toon E; . ; s (ar)ime

MOO—nE(b

Bgd\/a* — k2

Bdy/a® — k2 — ZB"dJ’ ar)e™?

(2.38a)

(2.39a)

(2.40a)

(2.41a)

ktorej rieSenie dosadime do (2.31),(2.32) a dostavame vyjadrenie zloziek E,., Ey,
B, a B, pomocou E,?{d a B?n’d z rozvojov B,, E,. Vysledkom je:

HoOn
ra?

B. — eimqbed\/aQ—k%z
= E

m,d

=R Er g (ar)im A+

d\/ CL2 - k%Bn,dJl

a?

HoOn

m(ar)

B¢ _ Z eimd)ed\/a2—k%z

m,d

2
WK pa)

ra?

11

r)im —

n,d
2 B (ar)

(2.42)

(2.43)



ra a?

, ; do/a? — 12
E, = Z eimeedy a®—kiz [—Z—%Bszm(ar)z’m + #E;‘{dj;n(ar)] (2.44)
m,d

ra?

, — [d /a2 = k2 ~
Ey = Z eiméedV @ —knz [#Efgdbfm(ar)im + Z—u;Bﬁ;dJ,'n(ar)] (2.45)
m,d

2.7 Vypocet spektralnych koeficientov

B a E musia spliiat na hraniciach podmienky (2.8 az 2.11). Vodivost sa meni
skokovo na hraniciach z = z,. V nasom pripade je z normalova zlozka k hranici,
kym ¢ a r su zlozky rovnobezné s hranicou. Kedze v r Ziadne nespojitosti o a
teda ani B, E nie s, z ¢lena J,,(ar) vyplyva, Zze a musi byt rovnaké pre vsetky
vrstvy a dané m.

Podla podmienky (2.8) ma byt normalova zlozka B pri prechode rozhranim
spojita, teda z vyjadrenia B, (2.27) dostavame prvi podmienku:

D Bt etV = Ry B etV (2.46)
d d

Spojitost o £, na hranici (2.10) dava:

[a2—k2 [a2 _ L2
On E E’r’f;:id €d a?—kZzn _ Oni1 2 :E:un—f—l,d ed a?—ky  1zn (247)
d

d

Hrani¢nd podmienka pre B, (2.42) a By (2.43) dava podla (2.9) a s vyuzitim
(2.47) vztah:

> dy/a2 — k2 Bt eV R =N "y a2 — k2, Bt eV R (2.48)
d d

Podobne aj podmienka spojitosti E, a Ey na hranici (2.11) s vyuzitim (2.46)
vedie na:

> dy/a2 — RZER VI RE =N "y fa2 — k2 B eV R (2.49)
d d

Predchédzajice podmienky musia byt splnené na vsetkych vnttornych hraniciach
Zn, kden € {1,... N}

Co sa tyka hrani¢nych podmienok 0—tej vrstvy (idealizovany vzduch) tam
treba byt mierne opatrnejsi. Rovnice (2.46) a (2.48) mozeme bez problémov roz-
§irit na nultd hranicu z:

Z B gdazo — Z B;;d et/ a?—kizo (2.50)

d d

> da Byt et = " dy[a? — k3 Bl etV iR (2.51)
d d

12



Vo vzduchu je o9 = 0 S/m a pridova hustota je nulova. To implikuje cez
hrani¢na podmienku (2.10) vynulovanie F, na hranici:

0=0; ) EntetVerhim (2.52)

d

Rozsirit na nultd vrstvu mozeme aj (2.49). Spojitost E, a E, na nultej hranici
dava:

Z daES;dedazo = Z dr/a? — k:%E}n’dedV a?—kiz0 (2.53)
d d

Dalej budeme pozadovat regularitu B a E. Regularita v r dava vylacenie
Besselovych funkcii druhého druhu z riesenia Helmholtzovej rovnice.
Poslednym bodom je podmienka plynica z regularity v stradnici z, ktora

sa vyskytuje v ¢lene e?V s eES Komplexnii odmocninu ziskame vyjadrenim
v exponencialnom tvare? \/a? + iwpgon+1 = VRe¥/?2. Kedze a? je ¢isto redlne a
WO N1 je Cisto imaginarne, ¢ lezi v prvom kvadrante komplexnej roviny, teda
¢ € (0,7). Je vidiet, Ze realna ¢ast ® z odmocniny je vZdy nezdporna. Regularita

dlena etV Fi41% pre 2 — 0o tak ukladd dve jednoduché podmienky:

BN+L+l = (2.54)

ENtLHL = (2.55)

Nech a, m st dané. Spolu so vzduchom méame (N + 2) vrstiev - viz.(Obr. 1.1).
V kazdej tejto vrstve mame 4 nezndme koeficienty (B¢, E™%), pomocou ktorjch
st vyjadrené vSetky zlozky B a E; celkovo 4(N+2) neznamych. Podmienky (2.46)
az (2.49) davaju na tieto koeficienty 4N linedrnych rovnic. Podmienky (2.50) az
(2.53) z 0—tej vrstvy davaju Styri rovnice. Regularita (2.54,2.55) dava dalsie dve.
Ostévaju ndm dva stupne volnosti, aby ststava mala jednoznac¢né rieSenie. Tieto
vyplnime z rozvoja budiaceho zdroja do Besselovych funkcii.

Dolezité je pozorovanie, ze jednotlivé hrani¢né podmienky nam nezvizuju ko-
eficienty B™¢ a E™?. Tym sa nam riefenie rozpada na dva pripady - mdédy. TM
(Toroidal Magnetic) méd je charakterizovany priadovymi smyckami v -z rovinach
a toroidnym magnetickym polom (solenoidalne pole, ktoré nemé z-tovii kompo-
nentu). PM (Poloidal Magnetic) méd je tvoreny pradovymi smyckami leziacimi
v rovinach kolmych na sturadnicu z, ktoré generuji poloidalne magnetické pole
(solenoidélne pole, ktorého rotécia nemd z-tovi zlozku). Podrobnejsie viz. [1].
KedZe nas zaujima hlavne pripad, kedy st prady v zemi budené magnetickym
dipdlom, dalej sa budeme zaoberat len PM mdédom a poloZzime

Ert =0  Vn (2.56)

Rovnicu (2.27) moézeme vo vzduchu volbou pevného d = +1 alebo d = —1
prepisat na sumu dvoch casti:

B, =B + B (2.57)

2Druh4 moznost, ktori neuvazujeme je /a2 + iwpgon4+1 = vV Re'(#/2+7),
3imaginarna ¢ast neovplyviiuje regularitu, e je ombedzena pre vietky = € R
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Cast B s rastticou stiradnicou z klesa a odpoveda budiacemu polu. Naopak B
odpovedéa polu odozvy.

Systém linedrnych rovnic (2.46 az 2.55) moZeme napisat pomocou maticového
formalizmu

Ax=b, (2.58)

kde ¢ = (B%~1, B%t pL=1 gLl BN+L-1 pN+LOT p — (B%=10,...,0)T a
A je matica v tvare:

1 0 0 0
e—40%0 4020 —e—91%0 _eta120
—qoe 0720  gyed0Z0 qre 9170 —qre91%0
e—q121 ed171 _e—4271 _eta2z1
A —qre— 9171 qredist e 9271 _goed271

(2.59)
Matica A je pasova s dvoma pasmi nenulovych prvkov nad i pod diagonélou.
Prvky matice st zavislé na a, w a samozrejme aj na zvolenom vodivostnom mo-
deli, teda z, a 0,. VSimnime si, Ze matica nezavisi od vinového ¢isla m. Naopak
vektor pravej strany obsahujuci len jeden nenulovy prvok, znamy rozvoj budia-
ceho zdroja, obecne na m zavisi.

2.8 Pole dipolu vo vakuu

Pole budiacej smycky s plochou S, ktorou preteka priud I je mozné aproximovat
polom magnetického dipdlu umiestneného v pociatku, ktoré ma tvar:

B(r) =1 (3(’”‘%)% _ ) (2.60)

47

Kde m je vektor magnetického momentu velkosti |m| = IS. V naSom pripade
mame horizontalne umiestneni smycku so stredom v pociatku a m = I5z. Pole
budiacej cievky mozeme pisat po zlozkach:*

By aip(r) = %q(rzfz% (2.61)

By aip(r) = 0 (2.62)
2_,,,2

B. dip(r) = %(rgizw (2.63)

.....

0, rs velkost polohového vektora a r. velkost prislusného cylindrického polomeru (priemetu | 7|
do roviny xy), tak jednotkovy polohovy vektor # mozeme prepisat ako

7 = sin(0)cos(p)x + sin(0)sin(p)y + cos(0)z = sin(0)7c + cos(6)z,

kde 7. je jednotkovy vektor v smere polomeru cylindrickych sauradnic (r, ¢, z). Po rozpisani
sin(f) = 15 acos(f) = = dostévame z (2.60) po doplneni kosinu vysledky (2.61), (2.62), (2.63).

[l
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B. 4ip mdzeme v nultej vrstve zjavne stotoznif s ¢lenom B} (r,z) vo vzorci
(2.57). Vzhladom k osovej symetrii dipélového pola mozeme pisat:

B (r,2) = B.aip = / By N(a)Jo(ar)e ®da, B%'=0 Vm#0 (2.64)
0

Hankelova transforméacia nultého radu ma tvar (B.1):
A(r) —/ aA(a)Jo(ar)da, kde A(a) —/ rA(r)Jo(ar)dr (2.65)
0 0

It Bg’fl(a)e_“Z

V. 0,1 . :
Porovnanim vidime, ze A = a pre By (a) musi platit:

By '(a) = ae“’z/ rB; (r, z)Jo(ar)dr, (2.66)
0

Vztah (2.66) musi platit pre [ubovolné z. Polozime teda napriklad hodnotu z =
2o > 0 a dosadime B, 4;, za B (r):

0,—1 az OO /L()IS 22’3—7’2
By~ (a) = ae 0/0 " (T2+Zg)5/2jo(ar)dr (2.67)

Integral Hankelovej transformécie je mozné analyticky vyjadrit

R ~al 0|
o | 2+ 22) Jo(ar)dr = ae™ ™,z # 0 (2.68)
a dostavame: Is
B (a) = a*H> (2.69)

47

Vidime, 7e By~ ' (a) podla predpokladu nezavisi na zvolenom z.
By (a) sme mohli ziskat analogickym spésobom zo vzorcov pre B, (2.42) a

B.aip (2.61). E™? v (2.42) vdaka m = 0 vypadne, J{(ar) je rovné podla (A.5)

—aJy(ar) a po aplikcii Hankelovej transformécie prvého radu® by sme dostali uz

znamy vysledok (2.69), ¢o sluzi ako urcita kontrola spravnosti tohto vysledku.

2.9 Analytické vzorce pre vertikalny dipol nad
homogénnym polpriestorom

V pripade osovo symetrického zdroja mézeme zjednodusit vzorce (2.42), (2.27),
(2.45) a pre polia v n-tej vrstve pisat®:

B.(r,¢,2) = / % [Bg’_l(a)e_qnz — By (a)e™] aJi(ar) da (2.70)
0

B.(r,¢,z) = / = [By ' (a)e ™ + By (a)e™] ado(ar)da  (2.71)
0 a

Ey(r,¢,2) = —/ Za—b; [Bg’_l(a)e_qnz+Bg’+(a)eq"z] aJi(ar)da (2.72)
0

Sintegraéné jadro obsahuje Besselovu funkciu prvého ridu
bak zdroj nie je osovo symetricky suma cez m vo vzorcoch ostéva
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Zvysné zlozky B, E st v pripade PM médu nulové. Koeficient By ' (a) je dany
velkostou momentu dipélu podla (2.69).

Pre tplnost napiSeme aj analytické vyjadrenie koeficientov Bg’+1 a Bé’_l pre
pripad dipdlu nad polpriestorom:

IS5 a— q
B0,+1 — 2”0 2azo 273
O (2.73)
I 2 —azo ,q120
Bl (a) = q2lol52ae ¢ (2.74)

47 a—+q

Dosadime (2.69) a(2.73) do (2.70), (2.71) a (2.72) a ziskame analytické vzorce
pre pole dipdlu vo vzduchu nad homogénnym polpriestorom.

BT(T,gZﬁ, Z) _ MZ;_S/O a |:€—az . ea(z—ZZO)ZTZj aJl(aT) da (2.75)

B.(r,¢,z) = Hol 5 /00 a [6_‘” + @a(z—%o)w} aJo(ar) da (2.76)
4 Jo a+q

Ey(r,¢,2z) = —iwﬂO[S /00 [6_“2 + ea(z_zzo)u} aJi(ar)da (2.77)
A Jo a+q

Dosadenim (2.74) do (2.70), (2.71) a (2.72) dostavame analytické vyjadrenia
poli v polpriestore:

IS o qe 430 pd1%0
B.(r,¢,2) = 'MZW /O ¢ [%e‘qlz] aJi(ar)da  (2.78)
IS S 2ae 3?0 4120
B.(r,¢,z) = 'MZ?T / a l%e_‘“z] aJo(ar)da (2.79)
0
IS [ [2ae= %0t %0
Ey(r,0,2) = —Z'WMZW / {%e_q”] aJi(ar)da (2.80)
0
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Kapitola 3

Program

Program, teda balicek funkcii, bol napisany a odladeny v prostredi MATLAB
7. Jazyk MATLAB! bol zvoleny preto, %e obsahuje velké mnoZstvo vstavanjych
funkcii a poskytuje tiez solidne moznosti v zobrazovani spocitanych vysledkov.
Rychlost vypoctu v pripade 1-D rozloZenia vodivosti nie je kritickym faktorom.

Celkovy program je rozdeleny do viacerych funkcii. Je koncipovany tak, aby
uzivatel mohol jednoducho modelovat vlastny 1-D rozmerny problém budeny di-
polom.

Pasovii maticu A (2.59) zostavi a vektor z (BY™' ... By T vrati pre dany
model funkcia Bb.m. Na jej vyrieSenie sa pre maly pocet vrstiev (priblizne do 10)
moze pouzit vstavand metéda MATLABU, ktord vyuziva Gaussovej elimincie.

Kluacova funkcia, ktort MATLAB nemal zabudovani, bola Hankelova trans-
formécia (dalej HT). Tt vzhladom na chovanie sa Besselovej funkcie nie je mozné
pocitat niektorou zo Standartnych metéd na pocitanie integralov. Ako prvy sme
pouzili preto balicek programov hankel.zip od B. Borchersa?, zaloZeny na im-
plementéacii algoritmu adaptivnej digitalnej filtracie popisaného Andersonom [7],
dalej HTA. V balicku je okrem funkcie hankel01.m, ktora vracia HT nultého aj
prvého radu aj program test.m. Ten slizi na prevedenie HT na niekolko vybranych
funkcii a vysledok porovnava so znamym analytickym riesenim. Tak si mozeme
Tahko spravit priblizny obrazok o presnosti pouzitej implementécie.

Andersonov algoritmus je podla tychto testovacich funkcii presny, od analy-
tického riesenie sa nelisi o viac nez 1072%. Jeho jedinou nevyhodou je, Ze po-
trebuje transformovanti funkciu definovanii na velkom rozsahu $kal 10~14-102%,
V pripade komplikovanejSieho modelu ako polpriestor sme pouzili iny balicek a
to Hankel_transform.m® od M. Guizara (dalen HTG), ktorého algoritmus je za-
lozeny na kvazidiskrétnej HT [8]. Na tomto kéde je tiez zalozend naSa funkcia
modelG.m, ktord pre model uréeny parametrami (o, z,, z, f) vracia graf 2D
polpriestoru.

Presnost HTG sa nastavuje dvoma parametrami, po¢tom bodov N, a R (de-
finiény obor vysledku transformaécie je (0,R)). Ak nastavime R prilis malé, umelo
pokladdme vyslednt funkciu nule v » = R. Ak nastavime R prili§ velké, pomer

lkompatibilita programov bola vyskiSand aj v jeho volne &iritelnej alter-
native GNU Octave ver. 3, rozdiely medzi Octave a MATLABom napriklad:
http://wiki.octave.org/wiki.pl?MatlabOctaveCompatibility

2B. Borchers, 2001, http://infohost.nmt.edu/~borchers /hankel.html

3M. Guizar-Sicairos, 2004, http://www.optics.rochester.edu/ mguizar
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Obr. 3.1: Porovnanie HTA a HT'G pre polpriestor s homogénnou vodivostou o

S/m, v hladine z = 1m
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R/N bude velky a klesa citlivost. Spravne nastavenie R je zavislé od chovania sa

transformovanej funkcie.

Testovanie HT'G sme robili predovsetkym oproti HTA na odozvu polpriestoru.
Porovnanie je spracované programom porov.m, ktory vytvori graf amplitady a
fazy odozvy B} vo vzduchu v hladine z = Om pre model polpriestoru s paramet-
rami 29 = bm, 0 = 1 S/m, f = 1 Hz, IS = 1A.m?. Pre dve dvojice zobrazuje
problém volby N, a R Obr. 3.1. Vidime tak pripadné uskalia v odstraneni prilis
velkej Casti priestorovych frekvencii.
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Kapitola 4
Vysledky

4.1 Homogénny polpriestor

Prvi sériu vypoctov sme previedli pre pripad vertikdlneho magnetického dipélu
s momentom |m| = 1Am? vo vyske 5m nad povrchom (teda 29 = 5m) s har-
monickym signalom vo frekvenénom rozsahu 1Hz az 10 Mhz. K vypoctu zloziek
elektrického a magnetického pola Ey, B,, B, nad povrchom (z < zg) a pod povr-
chom (z > zp) sme pouzili analytické vzorce (2.74-6), resp. (2.77-9). Hankelovu
transforméciu sme pocitali presnejsim algoritmom HTA pre tthlové vinové ¢isla a
v rozsahu 107*-10%!. Vysledky zobrazujeme do horizontalnej vzdialenosti 50 m
a hibbky 70 m s diskretizaciou 0.5 m, resp. 0.7 m v stradniciach r, resp. z. Pre
frekvencie 10 kHz a jeden MHz je hibkovy rozsah zniZzeny na 20 m a diskretizacia
zahustena na 0.2 m.

Obr. 4.1 zobrazuje amplittidu a fazu elektrického pola Ey, ktoré vzhladom k
jednotkovej vodivosti ¢iselne odpoveda aj velkosti toroidalneho elektrického pradu
ve vodivom polpriestore. Frekvencii 1 Hz odpoveda v kartézskej geometrii hibka
prieniku 2 km, pre 1 MHz st to uZ len 2m [3]. Pre rasttice frekvencie sa teda
energia zaostruje do mensich hibok a zaroveii dochadza k rychlejsiej oscilacii fazy
v zavislosti od hibky z. Na rozdiel od magnetotellurickej metédy, ktora pracuje
s predpokladom nekonecnej rovinnej vilny, vedie pouzitie kone¢ného zdroja tiez
na pokles amplitid s rastticou horizontalnou vzdialenostou od dipdlu. Rovnaké
zavery platia aj pre zlozky magnetického pola B, a B., ktoré st zobrazené na
Obr. 4.2 a 4.3.

4.2 Vodiva doska

Druhym modelom, ktory sme pre jeho nazorny fyzikalny vyznam sktmali bol
pripad vodivej dosky. Model aj zdroj st rovnaké ako v predchadzajtcej kapitole
homogénneho priestoru, az na to, ze do modelu teraz umiestnime jednu vodivia
vrstvu s vysokou vodivostou o, = 10°S/m, ktort postupne umiestiiujeme do
hibky 0.1, 5, 45 m pod povrch (horny okraj dosky sa teda nachadza na stradnici
21=5.110 a 50m). Pri vypoc¢toch pouzivame, na rozdiel od homogénneho polpries-
toru, HTG. Pre extrémne malé alebo extrémne velké radidlne vinové ¢isla a,ktoré
vyzaduje metéda HTA, je ststava (2.58), rieSend numericky v jednoduchej pres-
nosti, singularna.
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Obr. 4.4 ukazuje pripad takejto vysoko vodivej dosky vlozenej 10 cm pod
povrchom. S narastom frekvencie klesé intenzita elektrického pola za doskou;
vodiva doska signal silno odtieni. MéZeme si vS§imnut zvlastny priebeh fazy pre
f = 1Hz. Toto spravanie vSak nema fyzikalny obsah a je len numerickou chybou
vypoctom). S rastiicou fazou narastaju aj oscilacie fazy v zéavislosti na z.

Ked posunieme dosku hlbsie, do 5 m pod povrch (Obr. 4.5), pozorujeme po-
dobny priebeh. V pripade vrstvy v hibke 45 m moZeme vidiet, Ze pre vyssie
frekvencie uz je vrsva prakticky neviditelnd ako ukazuje pripad pre f=100 Hz.
Dobre je to taktieZ vidiet na fazovom grafe.
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Obr. 4.1: Amplitada (vlavo) a faza (vpravo) E, s rasttcou frekvenciou budiaceho

pola f v polpriestore s 01 = 1 S/m
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Obr. 4.1:

A, f=10000 Hz, Iog(|Ew|) [V/im]
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Obr. 4.2: Amplitada a faza B, s rasticou frekvenciou budiaceho pola f (do 1kHz)

v polpriestore s 07 =1 S/m
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Obr. 4.3: Amplituda a faza B, s rastiicou frekvenciou budiaceho pola f v polp-
riestore s 03 = 1 S/m
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Obr. 4.4: Amplitada a faza E, s rasticou frekvenciou budiaceho pola f v polo-
priestore s 0; = 03 = 1 S/m a vlozenou silno vodivou doskou (o5 = 10°S/m)

hribky 1m s hornym okrajom v hibke 0.1 m.
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Obr. 4.4: Pokracovanie
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Obr. 4.5: Amplitada a faza E, s rastiicou frekvenciou budiaceho pola f v polo-

priestore s 01 = 03 = 1 S/m a vloZenou silno vodivou doskou (g = 10°S/m)
hriibky 1m s hornym okrajom v hibke 5 m.
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Obr. 4.6: Amplitada a faza E, s rastiicou frekvenciou budiaceho pola f v polo-
priestore s 01 = 03 = 1 S/m a vloZenou silno vodivou doskou (g = 10°S/m)
hribky 1m s hornym okrajom v hibke 45 m.
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Obr. 4.7: Amplitady a fazy B, a B, v polopriestore s 01 = 03 = 1 S/m a vlozenou
silno vodivou doskou (05 = 10°S/m) hritbky 1m s hornym okrajom v hibke 5 m.
a frekvenciou f = 100H z

=100 Hz, log(1B ) [T] f=100 Hz, arg(B ) [rad]
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Kapitola 5

Z.aver

Z kvézistatickych Maxwellovych rovnic sme previedli odvodenie Helmholtzovej
rovnice a rovnice vyriesili. Pomocou hrani¢nych podmienok a rozvojom zdroja -
vertikalneho dipdlu do Besselovych funkcii sme odvodili obecné numerické riesenie
pre vrstevnaty model a analytické pre pripad homogénneho polpriestoru. Vyski-
sali sme a aplikovali dve metédy vypoctu Hankelovej transforméacie. Na konci sme
diskutovali pripad homogénneho polpriestoru a pripad vodivej dosky v homogén-
nom polpriestore. 1-D pripad ktory sme rozoberali v tejto praci je pripravou na
2-D a hlavne 3-D rozlozenie vodivosti, ktorej riesenie je podstatne komplikovanej-
Sie, pretoze rozne vlnové ¢isla niest nezavislé ale dochadza k prelievaniu energie
medzi jednotliviymi médmi, ktoré tak nemozeme riesit samostatne.
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Dodatok A

Besselove funkcie

Besselova rovnica sa da napisat v tvare:
22y + oy + 2Py — Py =0 (A1)

RieSenie hladdme v tvare zobecnenej rady, kde x mozu byt obecne komplexné

¢isla:
[e.e]
T) = E apx™t

yr =Y ap(k+a)z", = ag(k+a)(k+ o — 1)kt
k=0 k=0

Dosadime do rovnice:

Z ap(k + ) (k +a — 1)z + ap(k + a)z"™ + apa™T? — 2t =0
k=0

Z k + Oé ) + ak—2] xk+0é —+ ao(a2 _ SQ)IQ + al((OéQ + 1)2 . 82)5(]a+1 -0
k=2

porovnanim koeficientov dostaneme 3 rovnice.
ag(@® —5*) =0, a1((a®+1)> -5 =0, ap((k+a)*—s*)+aps=0

Vzdy moZzeme povazovat ag # 0 (A je zatial neurcéend). Z prvej rovnice dostdvame
a = +s (zaujimame sa hlavne o s celé ¢&isla). Dalej uvazujeme o = s. Z druhej
rovnice dostaneme po dosadeni, ze a; = 0 (a teda vSetky asri1 = 0). Z tretej
dostédvame (po preznaceni k — 2k) rekurentny vztah:

—A2(k—1)
= %) gy
T ket s) T

A z toho moZno vyjadrit:

(—1)*ao

226 (s+ 1) (s + 2)...(s + k))’k =1

A2k =
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o 1 ANV [t} , « s . , v . . . v
(o = gar(s77) MOZeme volit tak aby sa predchadzajuci vyraz ¢o najviac zjednodusil
a konec¢ne dostavame vysledok:

S
Is(@) = ; ET(k+s+1)

Tym sme dostali jedno riesenie (A.1). Kedze je to linearna diferencidlna rovnica
2-ho radu tak mé 2 lineadrne nezavislé rieSenie. Dany posup by sa dal zopakovat
pre @« = —s. Pre s # 7Z by sme tak dosali druhé linearne nezavislé riesenie J_y.
AvSak je mozné ukazat, Ze pre s € Z plati:

Jos = (=1)"Ju(2) (A.2)

a teda funkcie st v tomto pripade linearne zavislé. Druhé nezavislé riesenie nazy-
vané ako Besselova funkcia druhého druhu pripadne Neumannova funkcia sa da
definovat [6] napr. ako:

Y.(z) = lim Js cos'(57r) —J_s
5>s sin(0m)

Nés vSak toto druhé rieenie nebude prili§ zaujimat z fyzikalneho dovodu. V
pociatku totiz diverguje do —oo.
Riesenie (A.1) je teda jednoducho:

y(z) = K Jy(x) (A-3)

Pri odvodzovani budeme potrebovat derivaciu Js(ar):

0Js(ar) a

or _5(

J871<CL7”) - Jerl(aT)) ) <A4>

¢o pre pripad s = 0 déva spolu s (A.2) vysledok:

d0Jo(ar)
or

= —aJi(ar), (A.5)
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Dodatok B

Hankelova transormacia

Hankelovou transorméciou oznacujeme 2-D Fourierovu transormaciu na radialne
symetrickt funkciu. My budeme uvazovat Hankelovu transforméciu v-teho radu
vo forme:

A(r) = /0 OOaZ(a)JV(ar)da, kde A(a) = /O OOTA(T)JV(ar)dr (B.1)

Prijemné vlastnost je, Zze doprednd a inverzna transformaécia s totozné.

Rovnako ako v pripade FT, aj HT moze byt zavedend rdoznymi sposobmi.
KedZe na vypocet HT pouzivame cudzi kéd, upozoriiujeme na odlisny tvar HT,
ktory pouziva Guizar v [8]:

fala) = 27 /000 fi(r)J,(2mar)rdr (B.2)
fi(r) = 2« /000 fa(a)J, (2mar)ada (B.3)

Anderson pouziva v [7] konvenciu podobnii nasej s tym rozdielom, Ze pre-
mennii a pred Besselovou funkcou zahftia do transformovanej funkcie A(a).
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Dodatok C
CD-ROM

Na prilozenom CD-ROM disku st ulozené programy, ktorymi sme kreslili vSetky
zéavislosti v kapitole (4). Uvedieme len tie najddlezitejsie: rutiny modelA.m a
modelG.m, ktoré implementuju prislusnit HT, rutina Bb.m, ktord vracia vek-
tor x = (B%~1, Bot pL=1 gLl BN+L=1 pNFLLT rutiny polA.m a polG.m,
ktoré nastavuju parametre modelu a kreslia vyfarbeny konturovy graf. Obme-
dzenim polA.m oproti polG.m je mdznost pracovat len s modelom polpriestoru,

.....

subory predstavuji pomocné funkcie. Zoznam aj s pracou v pdf je na CD.
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Dodatok D

Pouzité znacenie

polohovy vektor

cylindrické stradnice

vektor magnetickej indukcie
vektor elektrickej intenzity
Hankelov koeficient rozvoja B,
Hankelov koeficient rozvoja F,
radialne vinové c¢islo

uhlové vinové cislo

index nadobudajtci +1

prud v budiacej smycke
plocha budiacej smycky
elektrickd vodivost n-tej vrstvy

vzdialenost n-tej hranice od dipdlu leziaceho v podciatku sur. sistavy

frekvencia harmonického signalu budiacej smycky

kruhova frekvencia budiacej smycky
cylindricky polomer

sféricky polomer

magnetické pole zdroja vo vakuuF,
magnetické pole odozvy vo vakuukF,

Besselova funkcia prvého druhu, m-tého radu

vertikalne vlnové cislo v n-tej vrstve, ¢, =

permeabilita vakua, o = 47.107"H/m
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