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Abstrakt: V predlozené préaci zkoumame tepelny vykon v nitru ledového meésice
v dusledku slapového pusobeni. K vypoctu tepelného vykonu pouzivame program
pro deformaci radialné symetrického viskoelastického télesa z nestlacitelného ma-
terialu, na které pusobi sila odpovidajici axisymetrické ¢asti slapové sily. Pro vypocet
jsme znovu odvodili vzorec pro axisymetrickou ¢ast slapové sily pusobici na satelit
s vazanou rotaci obihajici po eliptické draze. Rozmeéry a vnitini stavba modelového
satelitu odpovidaji mésici Enceladu, u néjz byl pozorovan vyjimecéné vysoky tepelny
vykon 5, 8+1,9 GW. Celkovy vykon jsme zkoumali pro ruzné hodnoty materialovych
parametru jadra a plasté. Ukéazalo se, ze celkova disipovand energie nejvice zavisi
na viskozité plasté — s klesajici viskozitou plasté roste jako mocninna funkce. Pozo-
rovany vykon se podaiilo predikovat pro viskozitu plasté 6 - 10'2 Pas a nizsi. Pokud
navic snizime viskozitu ve spodni vrstvé plasté, vykon se déle zvysi.
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Abstract: In this work we study the tidal dissipation rate in an icy satellite. The
icy satellite is modelled as a viscoelastic radially symmetrical body made of incom-
pressible material, which is subjected to an axially symmetrical force — a part of
the tidal force. We rederive an expression for the tidal potential on the satellite on
a synchronous eccentric orbit. The model satellite’s properties are similar to those
of Enceladus, which has an exceptionally high rate of heating (5.8 £ 1.9 GW). We
study the total dissipation rate for mantle viscosity ranging from 10! to 10'7 Pas
and the influence of a low-viscosity layer in the innermost part of the mantle. For
the model without the low-viscosity layer the tidal dissipation rate appears to be
mainly a function of the mantle viscosity. For this model, an observed dissipation
rate is reached for mantle viscosity of 6 - 102 Pas or lower. The low-viscosity layer
increases the dissipation rate especially in case of high mantle viscosity and makes
it less sensitive to variations of mantle viscosity.
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1 Uvod

Vesmirné sondy béhem poslednich desetileti umoznily poznavéani vzdélenych casti
Slunecni soustavy, které jsou pro pozorovani ze Zemé nedosazitelné. Muzeme tak
mimo jiné objevovat prekvapivé rozmanity svét mésicu velkych planet — Jupiteru,
Saturnu, Uranu a Neptunu.

Prvni zpravy o charakteru téchto meésicu prinesly v sedmdesatych letech sondy
Pioneer a v osmdesatych letech sondy Voyager 1 a 2. V letech 1989 az 2003 zkoumala
sonda Galileo Jupiterovy mésice, sonda Cassini se od roku 1997 zamétuje na planetu
Saturn, jeji meésice a prstence. Zajem o mésice velkych planet vzrostl v dusledku
zjisténi, ze uvnitt nékterych z nich by mohly byt podminky vhodné pro rozvoj
zivota na mikrobialni trovni.

Meésice velkych planet jsou slozené z velké ¢asti z vodniho ledu, proto se také
nazyvaji ledové meésice. Ptestoze jejich povrchové teploty jsou hluboko pod bo-
dem mrazu, v nitru nékterych z nich se pravdépodobné vyskytuje vrstva kapalné
vody, kterad je jednou z podminek nezbytnych pro zivot. Existence vodni vrstvy je
umoznéna diky silnym slaptim pusobicim na materidl mésice pti jeho obéhu kolem
planety [1]. Slapové sila periodicky deformuje meésic, pficemz se uvoliiuje energie
ve formeé tepla. Toto teplo ziejmé v piipadé nékterych velkych meésicu, jako je Ju-
piteruv meésic Europa, staci k udrzeni vodni vrstvy. Uvolnéné teplo také pohani
konvekeci v ledovém plasti meésice a na povrch se pak muze vylévat voda pii tzv.
ledovém vulkanismu.

V posledni dobé se diky pozorovani sondou Cassini dostava do popredi zajmu
Saturnuv meésic Enceladus. Je vice nez Sestkrat mensi nez Io nebo Europa a sla-
pova sila na jeho povrchu je proto mnohokrat slabsi. Z toho diuvodu se na Enceladu
necekala zadnda pozorovatelna aktivita, podobné jako na ostatnich mésicich srov-
natelnych rozmeéru. Pti prvnich pruletech kolem Enceladu sondy podle oc¢ekavani
zaznamenaly stary povrch pokryty kratery. Kdyz v roce 2005 studovala sonda Cas-
sini povrch Enceladu detailnéji, nalezla v okoli jeho jizniho pélu rozsahlou planinu
s hladkym povrchem, ktery je vyrazné mladsi a teplejsi nez zbyly povrch pokryty
kratery. Na této planiné se nachazeji desitky kilometru dlouhé praskliny, kterymi se
pravdépodobné dostava na povrch teplejsi material z vnititku meésice.

Neobvyklé je, ze zatimco ¢ast Enceladu je aktivni, zbytek se nezménil za po-
slednich nékolik miliard let. Zdrojem pozorované aktivity muze byt slapova sila
nebo radioaktivni rozpady v jeho nitru, ale jisté je, ze podminky pod jiznim pdlem
mesice musi byt jiné nez ve zbytku télesa. Pokud jako zdroj energie uvazujeme sla-
povou silu, mohlo by k vysvétleni pozorované teploty povrchu vést nerovnomeérné
rozlozeni viskozity v ledovém plasti Enceladu.

Cilem této prace je uré¢it, nakolik muze disipace v dusledku pusobeni slapové
sily vysvétlit pozorovanou tepelnou bilanci Enceladu. Budeme zkoumat energii disi-
povanou v radialné symetrickém satelitu slozeném ze silikatového jadra a ledového
plasté. Déle se budeme zabyvat vlivem vrstvy se snizenou viskozitou mezi jadrem a
plastém, ktera by predstavovala vrstvu nataveného ledu. Vypocteny disipacni vykon
srovhame s pozorovanym, abychom mohli posoudit, nakolik pouzité parametry od-
povidaji skutecnosti.



2 Ledové meésice planet

2.1 Priklady ledovych mésici — Europa, Io a Titan

Mezi ledové mésice patii naptriklad mésice Jupiteru Europa, Io, Ganymed a Callisto,
meésice Saturnu Titan, Mimas a Enceladus a mnohé dalsi. Jsou charakteristické vy-
sokym obsahem ledu ve svém nitru. Nékteré z nich jsou vnitiné diferenciované,
takze cisty led tvori svrchni vrstvu meésice, v jinych je led promichén s dalsimi hor-
ninami. Primérné hustoty jsou velmi nizké a pohybuji se ptiblizné mezi 1000 kg m 3
a 3500 kgm 3.

Charakter povrchu ledovych mésicu je ruznorody. Nékteré jsou pokryté kratery
starymi miliardy let, jiné jsou naopak zcela bez krateru a jejich povrch je mlady,
protoze se neustale obnovuje. Toto rozdéleni vyplyva z odlisného slozeni, rozmeéru
a drah meésicu, protoze tyto faktory urc¢uji miru slapového pusobeni na dany meésic.
Slapy jsou pro ledové meésice hlavnim zdrojem energie a teplo uvolnéné slapovou
disipaci muze zpusobit zminéné omlazovani povrchu. Slapova sila rychle roste s ros-
touci rychlosti obéhu meésice, jeho velikosti a excentricitou (viz kapitola 4). Proto
mezi aktivni meésice s vyznamnym vnitfnim zdrojem energie patii hlavné veliké
meésice Jupitera jako jsou Europa a Io.

V piipadé Europy z modelu vyplyva existence vodni vrstvy (tedy vrstvy s velmi
nizkou viskozitou) pod ledovou kurou [2], kterd umoznuje vétsi deformaci ledové
kury a tim i vice disipovaného tepla. Na Europé najdeme projevy ledového vul-
kanismu — utuhlé vylevy ledové | lavy“ a mmnozstvi prasklin pripominajicich po-
zemské oceanské hibety, svédéici o termalni konvekci v ledové vrstvé. Nejvice je
slapovymi silami namahan mésic lo, ktery obiha kolem Jupitera po nejblizsi draze.
Silné slapy se na ném projevuji vulkanickou ¢innosti, pii které sopky chrli slouceniny
siry. Diky slapum je lo nejvice vulkanicky aktivni téleso ve Sluneéni soustavé. Dalsim
vyjimeénym mésicem je Titan. Obihé kolem Saturnu a jako jediny z ledovych meésict
ma hustou atmosféru. Také v pripadé Titanu se uvazuje o vodni vrstvé pod svrchni
ledovou kurou [3].

Hledani vnitini struktury meésici pomoci numerickych modelu je ztizené ome-
zenou znalosti hodnot zakladnich parametru popisujicich materialy jednotlivych
vrstev, ze kterych je dany meésic slozen. Napiiklad viskozita ledu silné zavisi na
piimeésich, jejichz obsah pfesné nezname. Existence vodni vrstvy muze byt proto
v nékterych ptipadech sporna.

Tabulka 1: Europa, Io a Titan, [1]
| polomér [km] | hustota [kg.m™?] | perioda obéhu [dny] | excentricita drahy

Io 1882 3528 1,77 0,0041
Europa 1569 2970 3,55 0,0094
Titan 2575 1881 15,95 0,029



Obrazek 1: Europa Obrazek 2: Io

Stovky kilometrii dlouhé praskliny Zlutd a Cervend jsou barvy
v ledové kure FEuropy. Vsechny sloucenin siry, které chrli vulkany
obrazky v této kapitole jsou na meésici Io.

prevzaty z http://www.jpl.nasa.gov

2.2 Enceladus

V roce 2005 se sonda Cassini zaméfila také na Saturnuv meésic Enceladus. Rovnikovy
polomér Enceladu je a = 256 km, jeho hmotnost M = 84 - 10'® kg a stfedni hustota
p = 1240kgm3.' Z momentu setrvacnosti kolem rota¢ni osy C' = 0,37 Ma? plyne,
ze Enceladus je vnitiné diferencovany.Vnéjsi plast tvoif led, pod kterym je patrné
silikdtové jadro. Nelze vyloucit, ze led obsahuje primeési (napiiklad amoniak), ale
spektralni metody je zatim neprokazaly. Enceladus ma tzv. vazanou rotaci, tj. peri-
oda obéhu T je stejna jako perioda rotace kolem vlastni osy. Parametry jeho drahy
kolem Saturnu shrnuje tabulka 2.

Tabulka 2: Parametry drahy Enceladu

Hlavni poloosa a 238,02 km
Perioda obéhu T 1,370218 dne
Excentricita drahy e 0,0045

Enceladus se rozméry podoba mésici Mimas a nékterym dalsim Saturnovym
meésicum. Je vyjimecény vysokou odrazivosti povrchu. Je pokryt ledem, ktery odrazi
témer 100% dopadajictho slunecéniho zéreni. Najdeme na ném nékolik ruznych typu
povrchu, coz je mezi télesy srovnatelnych rozméru ojedinélé. Na vétsiné povrchu
jsou kratery vzniklé pti dopadech meteorit, ale v okoli jizniho pélu kratery chybi
nebo jsou znacné zahlazené, coz svedci o nizkém stari povrchu v této oblasti.

1Udévana hodnota stiedni hustoty se pohybuje mezi 1240 kgm ™2 a 1600 kg m~3.



Obrazek 3: Enceladus

V rovnikovych oblastech je viditelné mnozstvi krateru, pobliz jizniho

polu (na obrazku dole uprostred) kratery chybi. Soustava prasklin, kterd
se zde nachazi, je pro svoji pravidelnost nazyvana ,,tygri pruhy “ Modra
barva prasklin je zvyraznéna, ve skutecnosti je mésic témér dokonale
bily.

Fotografie ze sondy Cassini v oblasti jizntho pélu zachytily desitky kilometru
dlouhé a nékolik kilometru siroké praskliny a ryhy. Nekolik prasklin tvoii pravidel-
nou strukturu, ktera byla podle svého vzhledu pojmenovand ,,tygri pruhy*. Tyto
praskliny nejsou jen povrchové, ale zirejmé primo souvisi s déji probihajicimi uvnitt
meésice. Spektroskopickou analyzou byl zjistén rozdil mezi materidlem v prasklinach
a v jejich okoli. Praskliny ztejmé odkryvaji hlubsi vrstvy meésice, které maji jinou
strukturu (napiiklad velikost zrn ledu) nebo jiné slozeni nez material na povrchu.
Na fotografiich porizenych pres monochromatické filtry je vidét modravé zabarveni
prasklin obdobné jako u silné vrstvy ledu v pozemskych ledovcich.

Velké vzdélenosti od Slunce a témeér 100% odrazivosti povrchu odpovidd velmi
nizka povrchova teplota. Pii pruletu sondy kolem Enceladu bylo méreno vyzarovani
jeho povrchu v infracervené oblasti spektra. V rovnikovych oblastech byla takto
nameérena teplota 70 az 80 K. V okoli polu byla vzhledem k mensi intenzité svétla do-
padajictho od Slunce predpokladana teplota jesté nizsi, coz se potvrdilo u severniho
polu, ale v okoli jizniho pélu byla namérena teplota 85 K, tedy naopak vyssi. Neni
znamy mechanismus, kterym by se mohla tato oblast ohidt sluneénim zarenim na
tak vysokou teplotu. Zda se tedy, Ze pozorované teplo prichézi k povrchu zevniti
meésice. Méreni s vysokym rozliSenim navic ukazala, ze i v celkové teplejsi oblasti
kolem jizniho pélu je teplota nerovnomeérnd, vétsina povrchu tam mé teplotu kolem
80 K, ale v prasklinach dosahuje 90 K. Celkovy tepelny vykon jizni polarni oblasti je
5,8+1,9 GW. Tuto hodnotu lze povazovat za spodni mez pro celkovy tepelny vykon
Enceladu. Prumérny tepelny tok povrchem jizni poldrni oblasti je 0,25W m™2, tedy
priblizné desetkrat mensi nez na mésici To [4].

Sonda Cassini nékolika ruznymi metodami zaznamenala atmosféru Enceladu.



Magnetometricka méreni zjistila deformaci magnetického pole Saturnu v okoli En-
celadu, coz ukazuje na pritomnost vodivych ¢astecek. Dale sonda pozorovala prechod
Enceladu pres hvézdu v—Orionis v ultrafialové ¢asti spektra. Nez byla hvézda zcela
zakryta mésicem, svétlo prichazejici od ni postupné slablo, jak bylo stinéno at-
mosférou. Pruchod atmosférou také zmeénil spektrum prochéazejiciho svétla a zmény
je mozné vysvetlit pritomnosti vodni pary v atmosfére meésice. Néekterda dalsi pozo-
rovani zakrytu hvézd potvrdila pritomnost atmosféry, pti jinych se naopak atmosféra
neprojevila, nebo se projevila jen pti nékteré fazi zakrytu. Lze tedy soudit, ze at-
mosféra neobklopuje cely mésic, ale je pouze nad nékterymi oblastmi. Koneénym
potvrzenim existence atmosféry jsou fotografie oblaku materialu nad jiznim pélem
meésice, viz obr. 6. Vzhledem k malé hmotnosti Enceladu nemuze byt atmosféra
stabilni a musi byt neustdle doplnovana. Jejim zdrojem je pravdépodobné teply ma-
terial v prasklindch, ze kterého se vodni para uvoliiuje sublimaci, nebo vyparovanim,
pokud by v prasklindch byla kapalna voda.

Existence atmosféry, vysoka teplota, nepritomnost krateru a neobvyklé praskliny
v okoli jizniho polu ukazuji, ze Enceladus je aktivni téleso uvoliujici energii vnitinimi
procesy, jehoz povrch se v nékterych mistech stale obménuje. Uvazuje se o dvou ty-
pech procesu, pri kterych dochazi k uvolnovani energie a které by mohly probihat
v Enceladu: radioaktivni rozpad prvku v jadfe a disipace tepla vzniklého pti defor-
maci slapovou silou. Pokud neni zastoupeni radioaktivnich izotopu v jadre Enceladu
anomalné vysoké, lze radioaktivnimi rozpady vysvétlit vykon maximalné 0,1 GW,
tedy mnohem mensi, nez je vykon pozorovany [4]. Disipace tepla pii slapové de-
formaci je na nékterych mésicich vyznamna, ale Enceladus je ve srovnani s témito
meésici maly a proto na néj pusobi mensi slapova sila (v pripadé Europy je slapova
sila na povrchu dvandctkrat vétsi nez u Enceladu, v piipadé la tricetkrat vétsi).
Aktivni oblast kolem jizniho pélu Enceladu je proto prekvapiva a je otazkou, jestli
je mozné jeji existenci vysveétlit pouze slapovou disipaci, nebo jestli je nutné hledat
jina vysvétleni.

=
@
-
]
o
2
E
@
o
5
=

Obrazek 4: Mapa povrchové teploty Enceladu
V okoli jizniho pélu teplota presahuje 80 K. V rovnikové oblasti priblizné
ve stredu snimku dopadaji slunecéni paprsky nejvice — pozorovana teplota
je kolem 75 K .



Obréazek 5: Tygii pruhy — teplota
I v okoli jizniho pélu jsou znacéné teplotni rozdily. Zatimco vétsina po-
vrchu ma teplotu kolem 80 K, v ,,tygrich pruzich “ teplota dosahuje 90 K.

Obrazek 6: Oblak nad jiznim pélem
Pri podsviceni slunecnim svétlem je nad jiznim pdélem viditelny oblak

tvoreny pravdépodobné vodnimi parami.
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3 Matematicka formulace

3.1 Zakony zachovani

Pomoci vektoru posunuti @ a rychlosti deformace v popisujeme deformaci materidlu,
na ktery pusobi vnéjsi objemova sila f Meésic Enceladus popisujeme vrstevnatym
modelem charakterizovanym konstantni hustotou p, viskozitou n a modulem torze
u v kazdé z vrstev. Material povazujeme za nestlacitelny. Pouzivame eulerovskou
formulaci problému.

Ze zakona zachovani hmoty plyne rovnice kontinuity

dp
— +V-pr=0, 1
5 VP (1)
ktera se pro nestlacitelny material redukuje na tvar
V-7=0. (2)
Ze zakona zachovani hybnosti vyplyva pohybova rovnice pro kontinuum
- Dv
V- = p— 3

kde o je Cauchyuv tenzor napéti a % znaci materialovou ¢asovou derivaci. Vzhledem
k malé rychlosti deformace 1ze setrvacny clen na pravé strané zanedbat,

V-o+pf=0. (4)
V nasem piipadé je objemova sila gradientem slapového potencialu V'
f=-VV. (5)
Zékon zachovani energie ma v eulerovské formulaci tvar
D
P = V= V-q+ph, (6)

kde € je hustota vnitini energie, ¢ je tepelny tok jednotkovou plochou a h udava
teplo uvolnéné vnitinimi zdroji (napiiklad radioaktivnim rozpadem) na jednotku
hmotnosti. Tuto rovnici nezahrnujeme do Fesené soustavy rovnic. Clen o : V@ uréuje
mnozstvi disipované energie. Disipovana energie je hornim odhadem disipovaného
tepla — ukladani energie napiiklad do fazovych prechodi neni brano v tvahu. Stejné
tak neni uvazovano teplo vznikajici radioaktivnimi rozpady.

3.2 Hraniéni podminky

Hrani¢ni podminky je potieba urcit na povrchu meésice. V kulové slupce pod povr-
chem je prumét tenzoru napéti do radialniho sméru roven tlaku hmoty vyzdvizené
nad tuto kulovou slupku

- é;“ - urpga (7)
kde €, je jednotkovy radialni vektor a index r znaci radialni slozku vektoru a g je
gravitacni zrychleni na povrchu bez deformace.
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3.3 Meésic jako viskoelastické téleso

Volba reologie pro popis deformace materidlu namahaného silou pusobici po urc¢itou
dobu T, pripadné periodickou silou s periodou 7', je zavisla na tzv. relaxacnim case
-

_n
T—u. (8)

Pokud je relaxacni Cas vyrazné vétsi nez cas T, materidl reaguje na pusobici silu
okamzitou deformaci. Jeho chovani lze prirovnat k pruziné, jejiz vychylka je linearné
zavisla na pusobici sile — jedna se o elastickou deformaci. Veli¢iny prislusejici elas-
tické deformaci jsou oznaceny indexem E. Pro izotropni materidl lze zapsat zavislost
deformace €g na napéti oy jako

op = AV U+ 2ueg , 9)
kde A je Laméova konstanta. Rovnice (9) ma pro nestlacitelny material tvar
o = —pl+2uep, (10)

kde p je tlak. Tenzor eg vyjadiime jako
1
er = 5 (Vi + v'i), (11)

pricemz u je posunuti vzniklé elastickou deformaci.

Naopak pro 7 < T' lze reakci materidlu prirovnat k chovani pistu. Jednd se o
viskozni deformaci popsatelnou v jednoduchém ptipadé nestlacitelné newtonovské
tekutiny rovnici

oy =—pl+2néy. (12)

Index V oznacuje veliciny ptislusejici viskozni deformaci. Tenzor ey je
| o
€y = Q(Vu—i-v u), (13)

U je tentokrat posunuti vzniklé viskézni deformaci.

V pripadé Enceladu je perioda pusobici sily, tj. doba obéhu kolem Saturnu,
T = 1,37 dne ~ 10°s. Viskozita ledu 7 je piiblizné 10'? az 10 Pas a modul
torze u ~ 10°Pa. Pro viskozitu n = 10 Pas je relaxacni ¢as 7 ~ 10°s tedy
srovnhatelny s periodou 7. V tomto pripadé je nutné pouzit viskoelastickou reolo-
gii, jejiz nejjednodussi variantou je maxwellovska reologie. V maxwellovské reologii
predpokladédme, Ze chovani materidlu lze vyjadrit kombinaci elastického a viskézniho
chovani, pricemz elastické a viskézni napéti jsou identicka a deformace se séitaji

€=¢€g+tey. (14)
Pokud tenzor napéti o rozlozime na stopovou ¢ast —p1 a deviatorickou cast D

oc=-pl+D, (15)
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lze zavislost deformace na napéti pro viskoelasticky nestlacitelny izotropni material
vyjadrit ve tvaru [5]

= — e(t) — tﬁ 7)d7 neboli
ot) = —pl+2ue(t) /0 - D(7)dr nebol
= U Tq — tﬁ 7)dT .
D) = w(Vilt) + V'ih) - [ 1 D) (16)

Disipaé¢ni ¢len v rovnici (6) je pro viskoelastickou deformaci rovny

oc:0 oO0:0

—_ . 1
2n +2u (17)

o:Vi=0:€é=
Celkovy vykon P energie disipované v télese G je rovny objemovému integralu
pP= / o edv. (18)
a

Pokud se navic jedna o deformaci zpusobenou periodickou silou, vypadne pti vypoctu
vykonu prumérovaného pres celou periodu T ¢len o : 6 /(2u)

_ 1 /T 1 /T o0
P:—/ Pdt:—/ 7% gwvar. 19
T Jo TJo Ja 2n (19)

3.4 Metoda vypoctu, pouzity program

Soustavu rovnic (2), (4), (7) a (16) fesi program ENCL vyvinuty O. Cadkem na Ka-
tedte geofyziky Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze. V daném
programu uvazujeme osove symetrické rozlozeni viskozity a vnéjsich sil a sféricky sy-
metrické rozlozeni modulu torze a hustoty. Vysledné deformace a napéti jsou také
osové symetrické.

Tento program pouziva spektralni metodu ve sférickych proménnych 6 a ¢.
Vsechny veliciny v feSenych rovnicich jsou vyjadieny formou rozvoju do zobecnénych
sférickych harmonickych funkei zavedenych v [6, 7, 8]. Takto vznikne soustava oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic v proménné r, jejiz konkrétni tvar je uveden v [8].
Pro diskretizaci téchto rovnic je pouzita metoda posunutych siti. Na rozhrani mezi
vrstvami predepisujeme koeficienty rozvoje tenzoru napéti a na stfedech vrstev
zadavéame koeficienty rozvoje objemové sily a posunuti (podrobnéji v [9]).

V kazdém kroku je napocitavan celkovy vykon disipované energie P dle vzorce
(19). Hodnota P ustélend po mnoha periodach ptisobici sily je vystupem programu.
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4 Slapovy potencial

4.1 Obecny pripad

Nejprve odvodime slapovy potencidl pusobici na satelit obihajici kolem planety.
Podrobné odvozeni je napiiklad v [10].
Potencial konzervativni sily F' definujeme jako

F=-VV. (20)

Vzhledem k tomu, ze gravitacni pole planety lze aproximovat gravitacnim polem
hmotného bodu, plati pro gravitaéni potencial planety v bodé A

GM
Vo(A) = - (21)
kde M je hmotnost planety, G gravitacni konstanta a p vzdalenost sttedu planety
od bodu A. Na satelit obihajici kolem planety kromé gravitacni sily F, pusobi také
odstrediva sila F,, jejiz velikost je ve vSech bodech satelitu rovna velikosti gravitacni

sily ve stiredu satelitu
GM

R’
kde R je vzdélenost sttedu obou téles. Smeér odstiedivé sily je rovnobézny se spojnici
sttedu obou téles. Pokud tuto spojnici oznac¢ime jako osu z, z = 0 ve stfedu satelitu,
je prislusny potencial

F. = F,(0) = (22)

GM GM ~
chﬁz:ﬁrsinecosm (23)
kde 7 je vzdélenost od stiedu satelitu, 6 zemépisnd sitka, § € (0,7), a ¢ je thel mezi
pruvodicem bodu a rovinou protinajici obé télesa v severojiznim smeéru, ¢ € (—m, 7).
Slapovy potencidl V' je tedy

GM GM ~
V:Vg—i—VC—i—konst:——+ﬁrsin9008¢+[(, (24)
P
kde K = GM/R, pokud zvolime V' = 0 ve stfedu planety. Pouzitim kosinové véty
p? = R* — 2Rrsinf cos ¢ + (25)
lze ¢len 1/p upravit na tvar
1 1
P R\/l—Q%sinﬁcosgg—l—g—z
) PR ¢3+”2(3'29 26— 1)+ o(r?/R?) (26)
= — — sin 6 cos ——(3sin” f cos” ¢ — o(r :
R R 2 R?
Dosazenim do rovnice (24) ziskdme prvni nenulovy ¢len slapového potencidlu
GM ~ 1 ~ GM -~ GM
vV = = [1 + %sin@cos¢+ 5%(351n290052¢ - 1)] + Tz " sin 6 cos ¢ + e
GMr? ) ~
= —om (3 sin? @ cos® ¢ — 1) : (27)
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4.2 Satelit na eliptické draze

Obrazek 7: Parametry drahy satelitu
Satelit E obiha po eliptické drdze s excentricitou e = /1 —b?/a?, v
je prava anomalie, u je excentrickd anomalie, P je pericentrum, F je
ohnisko elipsy, ve kterém je planeta, a S je stred elipsy.

Vzdalenost satelitu obihajiciho kolem planety po eliptické draze s excentricitou
e a hlavni poloosou a lze podle prvniho Keplerova zakona vyjadrit jako

R a(l —e?)

- -7 28
1+ecosv’ (28)

kde v je prava anomalie, tedy 1ihel mezi satelitem, planetou a pericentrem, viz obr. 7.
Hledéani zavislosti R, piipadné v, na case vede integraci druhého Keplerova zakona

R0 =C (29)
na integral
v a?(1 — e?)2dv
——— =C(t—1). 30
/o (14 ecosv)? (t = to) (30)

Integracni konstanta ty je ¢as pruchodu pericentrem, ktery zvolime nulovy. Kon-
stantu C' vypocteme z integralu pres jeden obéh satelitu:

2

0

T
Ry = C / dt
0
2rab = CT
2mab

C = T = wab, (31)
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kde b je vedlejsi poloosa elipsy b = av/1 —e2, T je perioda obéhu satelitu a w
sttedni tthlova rychlost obéhu. Pro vypocet integralu (30) zavedeme tzv. excentrickou
anomalii u. Jeji zavedeni je zfejmé z obr. 7. Z geometrie plati

R=a(l —ecosu). (32)
Substituci piejde integral (30) na tvar

/u ab(l — ecosu)du = wabt , (33)
0

ktery po integraci vede na tzv. Keplerovu rovnici
wt=u—esinu. (34)

Keplerova rovnice je transcendentni rovnice, jejiz feSeni lze najit rozvojem sinu do
Fourierovy rady

sinu =Y spsin(kl), (35)
k=1
kde koeficienty s lze vyjadiit pomoci Besselovy funkce Ji(z) = % Jo cos(kp —
xsin p)dy jako
2

Toto feseni je podrobné odvozeno napiiklad v [11].
Reseni pro excentrickou anomalii v a vzdalenost satelitu R do druhého tadu
v excentricité je

2

>, 2
u o= wt+ Yy EJk(ke) sin(kl) = wt + esinwt + % sin 2wt + o(e?)
k=1
R 2 2
— = 1—ecoswt—|—%—%costh+o(e2). (37)
a

Timto jsme zjistili zavislost vzdalenosti satelitu od planety na case. Navic pii obéhu
satelitu s vazanou rotaci dochazi kvuli nestejnomérné rychlosti obéhu k tzv. libraci.
Soufadnice ¢ pouzitd ve vyjadien slapového potenciglu (27) je zavisla na case a 1isi
se od zemépisné délky ¢ podle vztahu

b=0¢+wt—v, (38)

kde ¢ = 0 na poledniku, na kterém je gzNS = 0 pri pruchodu pericentrem, viz obr. 8.
Pro vypocet ¢lenu cos® ¢ v rovnici (27) vyjaddifme cosv a sinv

1 1-ea . 9
cosy = ——+ — = coswt — 2esin” wt + o(e) ,
e e
VI= s
siny = ﬂ:sinwt—i-esin%)t%—o(e). (39)
1 —ecosu
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Obrazek 8: Zemépisna délka ¢
Satelit E obiha po eliptické draze kolem planety v ohnisku elipsy F.
Zaroven rotuje kolem vlastni osy thlovou rychlosti w, pricemz ma
vazanou rotaci — 2w /w = T, kde T je perioda obéhu satelitu kolem
planety. Zemépisnou délku ¢ Ize potom vyjadrit pomoci souradnice g?)
jako ¢ = ¢ + wt — v

Ze souctovych vzorcu pro goniometrické funkce plyne
cos? ¢ = cos(¢ + wt — v) = cos® ¢ + 2esinwt sin 2¢ + o(e) . (40)

Po zavedeni téchto aproximaci je slapovy potencidl do prvniho fadu v excentricité

e

a do nejnizsiho fadu v R/p

GMr?
V= 27; [1 — 3sin® § cos® ¢ + e(3 coswt — 9 coswt sin”  cos® ¢ — 6 sin wt sin” § sin 2¢)} :
a
(41)
Navic podle tretiho Keplerova zakona
w?=GM/a®, (42)
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takze lze potencidl psat ve tvaru

1
V= w27“2§ 1 — 3sin? 0 cos® ¢ + e(3 coswt — 9 coswt sin? 6 cos® ¢ — 6 sin wt sin? @ sin 2gb)] .
(43)
Pro vypocet disipacniho tepla stac¢i uvazovat pouze ¢ast potencialu V; proménnou
v case. Pomocf pfidruzenych Legendrovych funkef Pf"(cos0) lze V; vyjadiit jako

3 1
V, = w’r’e [5 Py)(cos §) coswt — 1 P (cos0)(3 coswt cos2¢p + 4 sinwt sin 2¢)} .
(44)
Pridruzené Legendrovy funkce P]m(cos 0) jsou definované pomoci Legendrovych po-
lynomu P;(cos f)

1 &/ ;
P(x) = 2]-—3.!@(1“2 - 1),
m d™P;(x)
m 2
PP(@) = (1-a)E=g i (43)
Pro PY(cosf) a P}(cosf) tedy plati
1
Py (cos) = gCOSQ(e) ~ 5
Pj(cosf) = 3sin’6. (46)

4.3 Axisymetricka aproximace
Pro dalsi vypocet pouzivame potencial nezavisly na ¢, ¢imz se tifrozmérna tloha
meéni na dvourozmeérnou. Cast potencidlu (44) nezavisla na ¢ je

3
Vap = w?r?e 5 Py (cosf) coswt| . (47)

Tato aproximace je symetrickd vici rotaéni ose satelitu.? V axisymetrické aproximaci
zanedbavame znac¢nou cast potencidlu. VIiv tohoto zanedbéni na celkovy vykon
disipované energie dany rovnici (19) lze uréit z alternativniho vztahu pro prumérny
vykon uvedeného v [2]

P 5Im(ks) /T/ oV (rs)

822Gy Jo Joc ot
kde I'm(ks) je imaginarni ¢ast Loveova ¢isla ko, zavedeného napiiklad v [12], 74 je
polomér satelitu. Integrujeme ptes hranici télesa G, tedy ptres povrch satelitu. Pro

) " asar , (48)

20bdobné lze nalézt aproximaci symetrickou kolem spojnice satelit-planeta, ale pomoci ni by
nebylo mozné hledat model vysvétlujici teplou oblast kolem pélu Enceladu.
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radialné symetrické téleso zustava faktor pred integralem stejny pro potencial V; i
Vop. Pomér vykonu je tedy

— T OVaop (1s) 2det
?2]3_[0]86‘( ot ) _i (49)

_ R
Poo - o (22) dsae - 28

Pro uréeni vykonu Psp 1ze tedy vykon vypocteny pro axisymetrickou ¢dst potencidlu
prendsobit faktorem 28/3.
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5 Vysledky

5.1 Pouzité parametry

Modelujeme kulovy satelit o poloméru ry = 252 km slozeny z vodniho plasté o
hustoté piee = 1000kgm™ a silikdtového jadra o hustoté pg = 3000 kgm—3 [13].
Hodnota modulu torze silikatu je piiblizné jug = 6 - 10'° Pa, modul torze ledu je

fice = 3,3 - 109 Pa [3, 14]. Viskozita ledu 7 se pohybuje mezi 10'® a 10 Pas
v zavislosti na teploté a ptimeésich, napiiklad vzriust koncentrace amoniaku v ledu
o 5% zpusobi pokles viskozity o ad [1]. Pro nataveny led muze byt viskozita jesteé
nizsi. Viskozita ng silikdtu je o nékolik fadu vyssi, pohybuje se okolo 10%° Pas [15].

Celkovy vykon Psp, tedy 28/3 vykonu Pap vypoéteného programem ENCL, je
vynesen v grafech uvedenych nize pro dva zakladni modelové satelity. Oba modelové
satelity maji silikdtové jadro. Zatimco plast prvniho z nich je slozen pouze z ledu, u
druhého je navic predepsana mezi plastém a jadrem vrstva s viskozitou nizsi nez je
viskozita plasté. Viskozita plasté se ukazala jako nejvyznamnéjsi parametr urcujici
celkovy vykon disipované energie, proto vSechny nize uvedené grafy ukazuji zavislost
vykonu Psp na viskozité Nice- Vzhledem k charakteru této zavislosti jsme pro obé
osy zvolili logaritmickou skdlu. Zkoumali jsme vykon pri viskozité plasté v rozmezi
10! a 10" Pas. V grafech je trojici sedych ¢ar vyznacen pozorovany vykon 5,8 GW
(plnd ¢édra) a krajni hodnoty intervalu presnosti (3,9 GW a 7,7 GW).

5.2 Dvojvrstvy model

Nejjednodussi model je radialné symetricky slozeny z vnitini silikatové a vnéjsi le-
dové vrstvy. Pro tento model lze volit riznou velikost jadra v zavislosti na prumeérné
hustoté satelitu a ruznou viskozitu a modul torze materialu.

Zména viskozity jadra se na vykonu prakticky neprojevi. I pomérné nizka visko-
zita pro silikiaty 10'® Pas je o nékolik iadu vyssi nez viskozita ledu, tj. 103 az
10 Pass, takze naprostd vétsina energie se disipuje v ledové vrstvé. Proto je ve viech
vypoctech pouzita viskozita jadra 10%° Pas. Pokud neni uvedeno jinak, je pocitdno
s modulem torze ledu 3,3 - 10° Pa a modulem torze silikiti 6 - 10'° Pa.

Polomeér rozhrani jadra a plasté royp v satelitu s prumérnou hustotou p je

— 1/3
rcMB = <w> Ts. (50)
Psil — Pice

Pokud uvazujeme piesnéjsi hodnotu hustoty ledu pic. = 920kgm™ a hustotu jadra
psii = 3000kgm™3, je rozhrani jadra a pldsté v 125km pro stfedni hustotu p =
1240 kgm™ a v 168 km pro stfedni hustotu p = 1600 kg m 3.

Celkovy tepelny vykon Psp v zavislosti na viskozité ledového plasté pro tyto
dvé mezni hodnoty rovg je v grafu 1. Pro oba poloméry jadra vykon vyrazné roste
s klesajici viskozitou plasté. Zavislost vykonu na viskozité plasté je mocninna, cemuz
v log-log skale odpovida linearni pokles. Pro mensi jadro je vykon ptiblizné dvakrat
vétsi, protoze v ledu se diky vétsi deformaci disipuje vice energie nez v silikatech.

20



Nizka viskozita a modul torze ledu navic umoznuje vétsi deformaci vnéjsich vrstev,
které jsou tvoreny ledem pro oba poloméry jadra, ¢imz opét vzroste disipace. Pro
rems = 125 km dosdhneme spodni hranice pozorovaného vykonu pii 7. = 102 Pas,
pro revp = 168km aZ pii niee = 4-102 Pas. V dalsich vypoctech uvazujeme polomér
jadra royp = 125 km, ziskdme tedy horni odhad tepelného vykonu.

Vliv zmény modulu torze jadra g ukazuje graf 2. Zatimco zvyseni jig namérenou
krivku vykonu témét neméni, jeho snizenim o nékolik fadu oproti standardni hodnoté
itsit = 6-101° Pa 1ze dosdhnout nékolikandsobného vzristu vykonu (pro psi = 107 Pa,
tedy snizeni o témeér ¢tyti fady, vykon vzroste vice nez ¢tytikrat). K tomuto nérustu
dochazi jen pii dostatecné vysoké viskozité plasteé, pricemz viskozita, pii které se
kiivka zacne piiklanét ke kiivee pro pg = 6-10° Pa klesa s klesajicim pg. Napifklad
kiivka vykonu pro pg = 10° Pa je pro ni. od 10 do 10" Pas linedrni v log-log
skale, pro ni.e = 10 Pas se zacina priklanét ke kiivee jug = 6 - 100 Pa, se kterou
Pro Nice = 2-10'2 Pas splyva. Pro jug = 108 Pa, resp. 107 Pa, je pritbéh kiivky vykonu
obdobny, ale hodnota 7., pro kterou prestava byt zavislost v log-log skéle linearni,
je Mice = 3 - 1013 Pas, resp. 3 - 10 Pas.

Graf 1: Vykon v zavislosti na poloméru rozhrani jadra a plasté
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5.3 Model s nizkoviskdézni vrstvou

Druhy modelovy satelit je slozen se silikatového jadra o prumeéru 125km, déle
z vrstvy o tlousfee d od 5 do 20 km s viskozitou 73 od 10'° do 103 Pas a z plaste
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Graf 2: Vykon v zavislosti na modulu torze jadra
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s vyssi viskozitou. Nizkoviskozni vrstva mezi jadrem a ledovym plastém predstavuje
led o teploté blizké teploté tani. Pro vypocty jsou pouzity hodnoty parametru
psii = 6 - 10" Pa, fice = 3,3 10°Pa a ng = 10* Pas. V grafech jsou pro srovnanf
¢ernou barvou vyneseny hodnoty vykonu pro satelit bez nizkoviskézni vrstvy.

Deformace vrstvy s nizsi viskozitou je méné svazana s deformaci jadra. Proto
umozni vetsi deformaci celého ledového plasté a i pro vysokou viskozitu plasté je
celkovy vykon pomérné vysoky — misty o nékolik fadu vyssi nez bez nizkoviskézni
vrstvy, viz grafy 3 az 6. Celkovy vykon v tomto modelu vyznamné zavisi na viskozité
vrstvy a jeji tloustce a samoziejmé na viskozité plasté mie.. Pro snizujici se viskozitu
plasté se vykon pro model s nizkoviskozni vrstvou blizi vykonu pro dvojvrstvy model,
Pro 74 = Nice je vykon totozny.

Grafy 3 az 6 ukazuji vykon pro viskozitu vrstvy 103, 10'2, 10 a 10! Pas.
V kazdém z grafu jsou vyneseny kiivky zavislosti vykonu na viskozité plasté pro
tloustku vrstvy 5, 10 a 20 km. Graf 3 ukazuje vykon pro viskozitu vrstvy 10'® Pas.
Pro tuto viskozitu vrstvy je vykon vyssi pro vétsi tloustku vrstvy, ale rozdil neni
piili§ vyznamny. Pro ny = 102 Pas a 10! Pas (graf 4 a 5) je zdvislost obdobn4,
ale rozdil vykonu pro ruzné d je vétsi. Graf 6 ukazuje vykon pro viskozitu vrstvy
10'9Pas. Narozdil od pfedchozich pifpadii uz nelze fict, Ze vykon roste s rostouci
tloustkou vrstvy. Pro ni. > 10 Pas je tomu piesné naopak — nejvyssi vykon od-
povida nejtenci vrstvé. V tomto piipadé se ziejmé zacind projevovat mala disipace
v nizkoviskozni vrstveé, ktera neni vyrovnana ani disipaci v plasti zvysenou diky vétsi
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deformaci.

Grafy 7, 8 a 9 ukazuji srovnani vykonu pro vrstvu tloustky 5, 10 a 20 km.
V kazdém z graft jsou vyneseny kiivky zavislosti vykonu na viskozité plasté pro
viskozitu vrstvy 1019 10, 10 a 10'® Pas. Vysledné zdvislosti nelze jednoduse
vystihnout, uplatnuje se jednak zvysSeni disipace v plasti, a naproti tomu snizeni
disipace ve vrstvé, pro nizsi 7, a vétsi d. Déle je z kazdého z grafu 7 az 9 patrné,
ze pokud chceme dosdhnout vyznamného zvyseni vykonu pro viskozitu plasté .. ~
1013 az 10 Pas, je nutné predepsat viskozitu vrstvy o nékolik fadu nizsi nez toto

Thice-

Ani v jednom pripadé nedosahl vypocteny vykon hranice 3,9 GW pro viskozitu
plasté 10 Pas a vyssi. Zatimco pro dvojvrstvy model lze tuto hranici dosdhnout
pii viskozité plaste 10'° Pas, s nizkoviskézni vrstvou ji lze dosdhnout pii viskozité
plaste nejvyse 4 - 1013 Pas (pro d = 20 km a ny = 10'° Pas).

Graf 3: Viskozita vrstvy 10'3 Pas
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celkovy vykon [GW]

celkovy vykon [GW]

Graf 4: Viskozita vrstvy 10'? Pas
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Graf 5: Viskozita vrstvy 10 Pas
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Graf 6: Viskozita vrstvy 10 Pas
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Graf 7: Tloustka vrstvy 5km
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Graf 8: Tloustka vrstvy 10 km
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Graf 9: Tloustka vrstvy 20 km
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6 Diskuze vysledku

Zkoumali jsem zavislost celkového disipa¢niho vykonu na parametrech popisujicich
modelovy satelit — poloméru jadra, viskozité a modulu torze plasté a jadra. Vysledny
vykon jsme srovnavali s namérenym vykonem 5,8 GW a hledali jsme parametry,
pii kterych by bylo mozné naméreného vykonu dosahnout. Jako nejvyznamné;jsi
se ukdzala zdvislost na viskozité ledového pldsté. V rozmezi ni.. € (10,1017 Pas
vykon rychle klesa s rostouci viskozitou, pricemz tento pokles je linearni v log-log
skale. Pti polomeéru jadra 125 km lze pro dvojvrstvy model dosdhnout pozorovany
vykon 5,8 GW pro viskozitu plasté 6-10'2 Pas a vykon 3,9 GW pro viskozitu plaste
10" Pas. Pro jadro s polomérem 168 km je pro dosazeni Psp = 5,8 GW, resp.
3,9 GW, nutné predepsat nicc = 2,5-102 Pas, resp. nic. = 4-102 Pas. V dalsf diskuzi
se zamérujeme na vysledky ziskané pro polomér jadra 125 km, ale lze predpokladat,
ze zveétseni jadra nijak nezméni charakter vysledku a vykon se pouze snizi. I pro malé
jadro neni snadné dosdhnout pozorovanou hodnotu vykonu bez znaéného snizeni
viskozity celého plasté. Viskozita plaste 10! Pas je spodni hranici pifpustnych hod-
not viskozity ledu. Zvyseni vykonu lze dosahnout snizenim modulu torze jadra, ale
tento efekt je vyznamny pouze pro vysoké viskozity plasté, jak doklada graf 2. Pro
vyznamné zvyseni vykonu je nutné snizit modul torze jadra o nékolik radu, ¢imz se
presuneme do hodnot odpovidajicich smeési ledu a silikatu.

Model s nizkoviskézni vrstvou mezi jadrem a plastém dava vétsi vykon pro
vSechny viskozity plasté v dusledku uvolnéni mechanické vazby mezi jadrem a plas-
tém. Nejvyraznéjsiho rozdilu dosdhneme pro vysoké viskozity plasté 10 az 10! Pas,
kde dochézi ke vzrustu vykonu o nékolik tadu. Pro realistickou viskozitu plastée
od 10! do 10" Pas se vykon nejvyraznéji zméni pii predepsani vrstvy s velmi
nizkou viskozitou 10'° Pas. Tim se mezni viskozita potfebnd pro dosazeni vykonu
Pyp = 5,8 GW, resp. 3,9 GW, zvysi na ni.. = 3 - 101 Pas, resp. nie = 4 - 10" Pas.
Pozorovaného vykonu lze tedy dosahnout i pfi viskozité plasté, ktera je v souladu
s bézné udavanou hodnotou viskozity ledu.

Problémem vsak zustava, jak tento vykon, rozptyleny po celém objemu ledového
plasté, soustiedit do jedné z polarnich oblasti. Cilem dalsi prace by proto mélo
byt zobecnéni stavajictho modelu o anomalni oblast pod jiznim pélem, ve které by
byla naptiklad nizsi viskozita, a vypocet tepelného toku v ruznych mistech povrchu.
Daéle by bylo vhodné pocitat s celym, tedy tfirozmérnym, slapovym potencidlem,
a nikoliv jen s jeho osové symetrickou ¢asti. Pro model bez radidlni symetrie uz
nelze aplikovat jednoduchy vzorec (49) a ziskat tak celkovy vykon Psp. Piipomenme
také, ze pii matematické formulaci problému byla pouzita fada zanedbani. Naptiklad
jsme neuvazovali siteni tepla dané rovnici (6) a neni proto jasné, jestli jsou zkoumané
modely stabilni vzhledem k moznostem pienosu tepla v jejich nitru.
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7 Zavér
Dosazené vysledky lze shrnout do nésledujicich bodu:

1. Znovu jsme odvodili vzorec pro vypocet slapové sily pusobici na satelit s va-
zanou rotaci obihajici po eliptické draze.

2. Vypocetli jsme disipa¢ni vykon vznikly v dusledku slapové sily pro radialné sy-
metricky model tvoreny silikatovym jadrem a ledovym plastém. Ukazali jsme,
ze pozorovany tepelny vykon Enceladu je pro tento model dosazitelny, ale
pouze pro viskozitu plasté na spodni hranici pripustnych hodnot viskozity
ledu.

3. Dale jsme studovali vliv vrstvy mezi jddrem a plastém s nizkou viskozitou od-
povidajici natavenému ledu. Tato nizkoviskdzni vrstva umozni vétsi deformaci
plasteé, a tedy zvyseni disipa¢niho vykonu.

Vhodnym rozsitenim prace by bylo zobecnéni modelu na osové symetricky satelit
deformovany celou, tj. tiirozmérnou, slapovou silou.
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