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3.2 Porovnáńı s dvourozměrným konvekčńım programem . . . . . . . . . 14
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grafických model̊u. Stabilitou zde rozumı́me předevš́ım zachováńı dlouhovlnného
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Kapitola 1

Úvod

Termálńı konvekce v zemském plášti je buzena vztlakovými silami zp̊usobenými hus-
totńımi nehomogenitami v plášti. Jej́ım povrchovým projevem jsou pohyby litosfe-
rických desek. Informaci o struktuře pláště a charakteru hustotńıch heterogenit nám
dává seismická tomografie. Spektra model̊u anomálíı seismických rychlost́ı ukazuj́ı
převládaj́ıćı dlouhovlnné struktury zejména ve spodńım plášti (tzv. superplumy)
charakterizované ve spektru stupni 1–3 [Su a kol., 1994; Becker a Boschi, 2002].

Toto pozorováńı je v rozporu s výsledky modelováńı termálńı konvekce v plášti.
Spektrum anomálíı teploty v numerických simulaćıch termálńı konvekce totiž vyka-
zuje sṕı̌se středněvlnné a krátkovlnné anomálie a to předevš́ım v modelech s para-
metry konstantńımi s hloubkou. Řada praćı se snaž́ı tento rozpor vysvětlit a přibĺıžit
spektra konvekčńıch a tomografických model̊u [Bunge a Richards, 1996]. Vytvořit
konvekčńı modely s dlouhovlnnými anomáliemi teploty se pokoušej́ı např. zahrnut́ım
vlivu fázového přechodu v hloubce 670 km [Tackley a kol., 1993], nárustu viskozity
s hloubkou [Bunge a kol., 1996], vlivu nesubdukovatelných desek [Gurnis a Zhong,
1991], vlivu pohybuj́ıćıch se litosferických desek na povrchu, které se do modelu
zahrnou pomoćı hraničńı posdmı́nky [Davies, 1988]. Daľśımi faktory, které by mohly
lokálně sńıžit Rayleighovo č́ıslo ve spodńım plášti a tak vést ke vzniku dlouhovlnných
telpotńıch anomálíı, jsou pokles koeficientu teplotńı roztažnosti [Chopelas a Boehler,
1992] nebo nárust teplotńı difusivity s hloubkou [Hofmeister, 2005]. Vliv endoterm-
ńıho fázového přechodu v hloubce 670 km se ukazuje být malý v porovnáńı s vlivem
nárustu viskozity. Výsledkem zahrnut́ı obou efekt̊u jsou teplotńı heterogenity do-
minuj́ıćı na stupńıch 4–8 sṕı̌se než 1–3 jako v seismické tomografii [Bunge a kol.,
1996]. Jsou-li do výpočt̊u spolu s nárustem viskozity ve spodńım plášti zahrnuty
i pohyby litosferických desek vykazuje model spektrum, ve kterém převládaj́ı nižš́ı
stupně [Bunge a Richards, 1996].

Př́ıstup výše zmı́něných praćı byl následuj́ıćı. Autoři zvolili model charakteri-
zovaný danými parametry (hloubkový pr̊uběh viskozity, fázové přechody, hraničńı
podmı́nky atd.) a nechali prob́ıhat výpočet simulaćı až do statisticky vyrovnaného
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stavu. Pak porovnali charakteristické spektrum konvekčńıho modelu se spektry to-
mografických model̊u. Náš postup je jiný. Předpokládejme, že seismická tomografie
v́ıce méně správně odráž́ı termálńı anomálie v plášti. Hustotńı (a rychlostńı) anomálie
zp̊usobené změnami chemického složeńı v této práci nebereme v úvahu. Rozložeńı
teploty v plášti odvozené z tomografického modelu anomálíı seismických rychlost́ı
použijeme jako počátečńı podmı́nku konvekčńı simulace. Pokud byl tomografický
obraz struktury pláště správný, měl by konvekčńı běh být stabilńı v tom smyslu,
že charakter spektra teploty by se neměl př́ılǐs prudce měnit. Pokud se spektrum
prudce změńı, bud’to máme nesprávné fyzikálńı parametry pláště a nebo tomografíı
poskytnutý počátečńı model neodráž́ı správně strukturu pláště.

Pro posouzeńı stability teplotńıho modelu odvozeného ze seismické tomografie je
potřeba provádět tř́ırozměrné simulace konvekce. My jsme měli k dispozici otesto-
vaný program pro dvourozměrné (osově symetrické) simulace konvekce a dále rozpra-
covanou verzi tř́ırozměrného programu. Ta obsahovala řešeńı pohybové rovnice a rov-
nice kontinuity a dále časovou integraci rovnice přenosu tepla. Chyběl v ńı ale kĺıčový
(časově náročný) výpočet nelineárńıho konvekčńıho členu v rovnici přenosu tepla.
Ćılem této práce tedy bylo vytvořit efektivńı podprogram pro výpočet skalárńıho
součinu dvou vektor̊u vyjádřených sférickými harmonickými rozvoji, otestovat jej
a zařadit do hotové části tř́ırozměrného konvekčńıho programu. Dále pak provést
výpočty v několika modelech s r̊uznými parametry (Rayleighovo č́ıslo, hloubkový
profil viskozity, r̊uzné startovaćı modely teploty) a ověřit jejich stabilitu.

Práce obsahuje ve druhé kapitole stručný popis řešeńı soustavy rovnic popisuj́ıćıch
termálńı konvekci v plášti pomoćı sférických harmonických funkćı. Podrobněji je
popsán algoritmus pro efektivńı a rychlý výpočet skalárńıho součinu vektor̊u daných
sférickými harmonickými rozvoji. V kapitole tři jsou popsány testy podprogramu.
Podprogram byl zkoušen nejdř́ıve samostatně a poté i po začleněńı do hlavńıho
programu prováděj́ıćı numerické simulace prouděńı v plášti. Ve čtvrté kapitole jsou
popsány výsledky simulaćı termálńı konvekce pro vstupńı modely teplot, které byly
vytvořeny na základě tomografických model̊u anomálíı seismických rychlost́ı. Na zá-
věr práce je zařazen Dodatek A obsahuj́ıćı definice sférických harmonických funkćı
a některé vybrané operace s nimi a Dodatek B se stručným popisem podprogramu.



Kapitola 2

Termálńı konvekce v plášti

Termálńı konvekce v plášti buzená vztlakovými silami je popsána soustavou rovnic
vycházej́ıćıch ze základńıch zákon̊u zachováńı. Je to rovnice kontinuity (zákon za-
chováńı hmoty),

∂%

∂t
+∇ · (%v) = 0, (2.1)

kde % je hustota, t je čas a v je rychlost prouděńı. Dále máme pohybovou rovnici
(zákon zachováńı hybnosti),

%

(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
= ∇ · τ + %g, (2.2)

kde τ je tenzor napět́ı a g je gravitačńı zrychleńı. Člen na levé straně rovnice (2.2)
je setrvačná śıla, člen ∇ · τ představuje povrchovou śılu a člen %g je zdrojový člen
— vztlaková śıla. Rovnice přenosu tepla (zákon zachováńı energie) má tvar,

%cp
∂T

∂t
= ∇ · (k∇T )− %cpv · ∇T − %vrαTg + σ : ∇v + H, (2.3)

kde cp je specifické teplo za konstantńıho tlaku, T je teplota, k je tepelná vodivost,
vr je radiálńı složka rychlosti, α je koeficient teplotńı roztažnosti, σ je deviatorická
část tenzoru napět́ı a H jsou objemové zdroje tepla. V rovnici (2.3) člen ∇ · (k∇T )
na pravé straně popisuje kondukci, %cpv · ∇T je advekce, %vrαTg je adiabatické
ochlazováńı nebo oteplováńı a σ : ∇v je viskozńı disipace. Dále je potřeba předepsat
reologický vztah,

τ = τ(v), (2.4)

a stavovou rovnici,
% = %(p, T ), (2.5)

kde p je tlak.
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Materiál pláště aproximujeme nestlačitelnou newtonovskou kapalinou a uvažuje-
me klasickou Boussinesqovu aproximaci. Pak rovnici kontinuity dostaneme ve tvaru,

∇ · v = 0, (2.6)

a reologický vztah je
τ = −pI + η(∇v +∇Tv), (2.7)

kde I je identický tenzor a η viskozita. V pohybové rovnici neuvažujeme setrvačný
člen, který je v př́ıpadě pomalé konvekce v zemském plášti zanedbatelný v̊uči vztla-
kové śıle. Formálně tak dostáváme rovnici rovnováhy, nezávislou na čase,

∇ · τ + %g = 0. (2.8)

V rovnici přenosu tepla neuvažujeme viskozńı disipaci, adiabatické ochlazováńı či
oteplováńı ani objemové zdroje tepla a dostáváme

∂T

∂t
= κ4T − v · ∇T, (2.9)

kde κ je termálńı difusivita, (κ = k
%cp

).

Hustota záviśı lineárně na teplotě a stavovou rovnici dostáváme ve tvaru

% = %ref (1− α(T − Tref )), (2.10)

kde %ref je referenčńı hustota odpov́ıdaj́ıćı referenčńı teplotě Tref . Referenčńı hustota
%ref , gravitačńı zrychleńı g, koeficient α, isobarické specifické teplo cp a teplotńı
vodivost k jsou konstantńı.

Soustavu rovnic (2.6)-(2.10) řeš́ıme na oblasti omezené dvěma sférickými plocha-
mi, povrchem a rozhrańım jádro-plášt’. Na obou hranićıch předepisujeme podmı́nku
nulové radiálńı rychlosti,

v · er = 0 (2.11)

a nulového tečného napět́ı,

τ · er − ((τ · er) · er)er = 0, (2.12)

kde er je jednotkový vektor v radiálńım směru. V termálńı rovnici na povrchu
předepisujeme konstantńı teplotu Ta, na rozhrańı jádro-plášt’ předepisujeme kons-
tantńı teplotu Tb.

Styl konvekce v plášti záviśı na parametrech pláště, jejichž vliv lze popsat jediným
bezrozměrným č́ıslem,

Ra =
%αg(Tb − Ta)d

3

κη
, (2.13)

kde d je tloušt’ka pláště. Ra se nazývá Rayleighovo č́ıslo.
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2.1 Formalismus sférických harmonických funkćı

Na soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic (2.6)-(2.12) aplikujeme formalismus
sférických harmonických funkćı. Všechny veličiny (skaláry, vektory i tenzory) apro-
ximujeme konečným počtem člen̊u zobecněné Fourierovy řady,

T (r, ϑ, ϕ) =
N∑

j=0

j∑
m=−j

Tjm(r)Yjm(ϑ, ϕ), (2.14)

%(r, ϑ, ϕ) =
N∑

j=0

j∑
m=−j

%jm(r)Yjm(ϑ, ϕ), (2.15)

v(r, ϑ, ϕ) =
N∑

j=0

j∑
m=−j

j+1∑

l=|j−1|
vl

jm(r)Yl
jm(ϑ, ϕ), (2.16)

τ(r, ϑ, ϕ) =
N∑

j=0

j∑
m=−j

j+1∑

l=|j−1|

2∑

k=0

τ lk
jm(r)Ylk

jm(ϑ, ϕ), (2.17)

kde Yjm,Yl
jm,Ylk

jm jsou skalárńı, vektorové a tenzorové sférické harmonické funkce
(viz Dodatek A) a N je stupeň rozvoje.

Dosazeńım řad (2.14)-(2.17) do rovnic (2.6)-(2.12) se tyto rovnice značně zjedno-
duš́ı. Mı́sto soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic dostaneme soustavu obyčej-
ných diferenciálńıch rovnic [Kývalová, 1994] — časově závislou rovnici přenosu tepla
a soustavu (2.6)-(2.8), zahrnuj́ıćı rovnici kontinuity, pohybovou rovnici a reologický
vztah, které explicitně nezáviśı na čase. Schéma řešeńı soustavy rovnic (2.6)-(2.12)
je následuj́ıćı. Vezmeme počátečńı rozložeńı teploty T0(r, ϑ, ϕ) v plášti. Dosazeńım
teploty T0 do stavové rovnice źıskáme rozložeńı hustoty %0(r, ϑ, ϕ). Pak vyřeš́ıme
soustavu rovnic (2.6)-(2.8) a dostaneme rychlost v0(r, ϑ, ϕ). Tu spolu s teplotou
T0 dosad́ıme do rovnice přenosu tepla a vyč́ısĺıme jej́ı pravou stranu. Integraćı pak
źıskáme teplotu v daľśım časovém kroku T1(r, ϑ, ϕ) a postup opakujeme.

Soustavu rovnic (2.6)-(2.8) řeš́ıme metodou konečných diferenćı. Pro výpočet
obyčejných derivaćı podle r použ́ıváme schéma druhého řádu

df

dr
(r1) =

1

2h
(−3f(r1) + 4f(r2)− f(r3)) + o(h2), h = ri − ri−1 (2.18)

df

dr
(ri) =

1

2h
(f(ri+1)− f(ri−1)) + o(h2), i = 1, . . . , I (2.19)

df

dr
(rI+1) =

1

2h
(3f(rI+1)− 4f(rI) + f(rI−1)) + o(h2), (2.20)

s následuj́ıćı diskretizaćı. Plášt’ máme rozdělen na I vrstev. Na středech diskretizač-
ńıch vrstev požadujeme platnost pohybové rovnice a poč́ıtáme koeficienty rychlosti.
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Na rozhrańıch vrstev předepisujeme rovnici kontinuity a reologický vztah, zadáváme
viskozitu a poč́ıtáme koeficienty napět́ı. Na hranićıch oblasti, tj. na povrchu a na
rozhrańı jádro-plášt’, předepisujeme rovnici kontinuity, hraničńı podmı́nky a reolo-
gický vztah a poč́ıtáme koeficienty napět́ı i rychlosti. Vzhledem k tomu, že rovnice
(2.6)-(2.8) jsou lineárńı, je možné źıskat řešeńı pomoćı Greenových funkćı. Greeno-
va funkce je řešeńım homogenńı rovnice tzn. diferenciálńı rovnice bez pravé strany.
Řešeńım celé soustavy je pak konvoluce Greenových funkćı s pravými stranami —
hustotńımi heterogenitami. Takový postup je výhodný v př́ıpadě, že pohybovou
rovnici řeš́ıme opakovaně, což je náš př́ıpad. Greenovy funkce poč́ıtáme jen jednou,
na začátku celého výpočtu a v každém časovém kroku pak provád́ıme pouze kon-
voluci s hustotńımi heterogenitami danými rozložeńım teploty v daném časovém
kroku.

Radiálńı derivace v rovnici přenosu tepla (2.9) jsou aproximovány metodou
konečných diferenćı — Fornbergovou procedurou [Fornberg, 1988]. K integraci rovnice
je použita Runge-Kuttova metoda druhého řádu (Eulerova metoda) [Čı́̌zková a
Čadek, 1997].

2.2 Skalárńı součin vektor̊u

Formalismus sférických harmonických funkćı nab́ıźı efektivńı metodu řešeńı soustavy
parciálńıch diferenciálńıch rovnic (2.6)-(2.8), (2.11) a (2.12). Situace je však poněkud
komplikovaněǰśı u rovnice přenosu tepla (2.9) d́ıky nelineárńımu členu v · ∇T , kde
bychom měli vyč́ıslit skalárńı součin dvou harmonických řad. Analytický vzorec pro
výpočet skalárńıho součinu dvou vektor̊u v1,v2 vyjádřených sférickými harmonic-
kými funkcemi má následuj́ıćı tvar

v1 · v2 =
∑

j1m1l1

∑

j2m2l2

vl1
j1m1

vl1
j1m1

Yl1
j1m1

·Yl2
j2m2

(2.21)

Yl1
j1m1

·Yl2
j2m2

= (−1)j2+l2

∏
j1j2l1l2√
4π

∑
jm

1∏
j

Cj0
l10l20C

jm
j1m1j2m2

{
j1 j2 j
l2 l1 1

}
Yjm,

kde
∏

j1j2... =
√

2j1 + 1
√

2j2 + 1 . . ., Cjm
j1m1j2m2

je Clebsch-Gordan̊uv koeficient

a

{
j1 j2 j
l2 l1 1

}
Wigner̊uv 6-j symbol [Varshalovic a kol., 1989].

Ve výrazu pro skalárńı součin se tedy vyskytuje osm r̊uzných index̊u přičemž přes
všechny z nich muśıme sč́ıtat. Zjednodušeně řečeno pro maximálńı stupeň rozvoje
N bychom měli osm do sebe vnořených cykl̊u, kde indexy j by prob́ıhaly od 0 do
N , m = −j, . . . , j a l nabývá tř́ı r̊uzných hodnot. Počet pr̊uchod̊u takovým cyklem
značně roste s rostoućım N .
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Druhý faktor, který negativně ovlivňuje dobu potřebnou k vyč́ısleńı výrazu
(2.21), jsou obecné Clebsch-Gordanovy koeficienty Cjm

j1m1j2m2
, které potřebujeme

znát. Můžeme je bud’ poč́ıtat v každém časovém kroku znovu, což je samozřejmě
zbytečné zpomaleńı, nebo je možné napoč́ıst je všechny předem, což zase vede
k tomu, že jsme pak nuceni pracovat s př́ılǐs velkými poli nebo soubory. Celý výpočet
je pak náročný i pamět’ově.

Z uvedených d̊uvod̊u jsme k výpočtu členu v · ∇T zvolili efektivněǰśı postup —
vyč́ısleńı skalárńıho součinu na śıti [Martinec, 1989]. Výpočet má následuj́ıćı čtyři
kroky:

1. Napočteńı harmonických koeficient̊u kartézských složek obou vektorových poĺı
v každé vrstvě.

2. Napočteńı velikost́ı kartézských složek na śıti v každé vrstvě.

3. Výpočet skalárńıho součinu v každém bodě śıtě v každé vrstvě.

4. Výpočet sférických harmonických koeficient̊u rozvoje výsledného skalárńıho
součinu.

2.2.1 Rozklad vektor̊u na kartézské složky a výpočet skalár-
ńıho součinu

Použijeme-li definice vektor̊u cyklické báze e−1, e0 a e1 (Dodatek A), lze snadno
ukázat, že jednotkové bázové vektory v kartézské soustavě lze vyjádřit jako

ex =
√

2π(Y0
1−1 −Y0

11), (2.22)

ey =
√

2πi(Y0
1−1 + Y0

11), (2.23)

ez =
√

4πY0
10. (2.24)

Pak kartézské složky vx, vy a vz vektoru v jsou

vx(r, ϑ, ϕ) = v·ex =

(∑

jml

vl
jm(r)Yl

jm(ϑ, ϕ)

)
·
√

2π(Y0
1−1 −Y0

11), (2.25)

vy(r, ϑ, ϕ) = v·ey =

(∑

jml

vl
jm(r)Yl

jm(ϑ, ϕ)

)
·
√

2πi(Y0
1−1 + Y0

11), (2.26)

vz(r, ϑ, ϕ) = v·ez =

(∑

jml

vl
jm(r)Yl

jm(ϑ, ϕ)

)
·
√

4πY0
10. (2.27)
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Po úpravách dostaneme

vx(r,ϑ,ϕ) =
∑

jml

vl
jm

(−1)l+j

√
2

√
2j+1

2l+1
(C lm−1

jm1−1Ylm−1−C lm+1
jm11 Ylm+1), (2.28)

vy(r,ϑ,ϕ) =
∑

jml

vl
jm

(−1)l+ji√
2

√
2j+1

2l+1
(C lm−1

jm1−1Ylm−1+C lm+1
jm11 Ylm+1), (2.29)

vz(r,ϑ,ϕ) =
∑

jml

vl
jm(−1)l+j

√
2j+1

2l+1
C lm

jm10Ylm. (2.30)

Koeficienty vektoru rychlosti vl
jm(ri) máme zadány v I diskretizačńıch vrstvách.

Dále zavedeme diskretizaci i v ϑ a ϕ a na śıti pak vyč́ısĺıme složky vektoru rychlosti
vx,y,z(ri, ϑk, ϕl), kde i = 1, . . . I, k = 1, . . . K, l = 0, . . . L − 1. Volbě diskretizačńıch
uzl̊u v laterálńım směru ϑk, ϕl se budeme věnovat ńıže. Vzhledem k tomu, že ve
sférických harmonických funkćıch máme člen eimϕ (viz definice sférických harmonic-
kých funkćı v Dodatku A), je vhodné k výpočtu sumace přes m využ́ıt diskrétńı
rychlou Fourierovu transformaci. Pod́ıvejme se na velikost složky vx, známe-li jej́ı
sférické harmonické koeficienty vx

jm

vx(r, ϑ, ϕ) =
∑
jm

vx
jm(r)Yjm(ϑ, ϕ) =

∑
jm

vx
jm(r)Pjm(cos ϑ)eimϕ. (2.31)

Výraz
∑

j vx
jm(r)Pjm(cos ϑ) označ́ıme vx

m(r). Pak

vx(r, ϑ, ϕ) =
∑
m

vx
m(r)eimϕ. (2.32)

Suma na pravé straně představuje diskrétńı Fourierovu transformaci a k jej́ımu
vyč́ısleńı existuje efektivńı algoritmus — rychlá Fourierova transformace. Stejně pos-
tupujeme i u ostatńıch složek vektoru rychlosti a gradientu teploty g = ∇T .

Pak provedeme skalárńı součin v · ∇T v každém bodě śıtě,

f(ri, ϑk, ϕl) = v · g = vxgx + vygy + vzgz. (2.33)

2.2.2 Harmonická analýza skalárńıho součinu

Nyńı je potřeba výsledné skalárńı pole f(r, ϑ, ϕ) rozvinout zpět do řady sférických
harmonických funkćı, tedy spoč́ıtat koeficienty fjm(r). Pro fjm(r) plat́ı (viz Dodatek
A)

fjm(r) =

π∫

0

2π∫

0

f(r, ϑ, ϕ)Y ∗
jm(ϑ, ϕ) sin ϑ dϕdϑ, (2.34)
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Zavedeme substituci x = cos ϑ a máme

fjm(r) =

1∫

−1

2π∫

0

f(r, x, ϕ)Pjm(x)e−imϕ(ϑ, ϕ) dϕdx (2.35)

neboli

fjm(r) =

1∫

−1

fm(r, x)Pjm(x) dx, (2.36)

kde

fm(r, x) =

2π∫

0

f(r, x, ϕ)e−imϕ dϕ. (2.37)

Integrály (2.36), (2.37) představuj́ı Legendrovu a Fourierovu transformaci. Zavedeme
diskrétńı hodnoty xk pro k = 1, . . . K jako kořeny Legendrových polynomů stupně
K a dále L diskrétńıch hodnot ϕl = 2πl/L pro l = 0, . . . L− 1.

Integrál (2.37) spočteme pomoćı inverzńı diskrétńı rychlé Fourierovy transfor-
mace [Veĺımský, 2003]. Tedy

fm(ri, xk) =
2π

L

L−1∑

l=0

f(ri, xk, ϕl)e
−2πiml/L. (2.38)

K výpočtu integrálu (2.36) použijeme Gauss̊uv-Legendr̊uv kvadraturńı vzorec s vá-
hami wk

fjm(ri) =
K∑

k=1

wkfm(ri, xk)Pjm(xk). (2.39)

Gauss̊uv kvadraturńı vzorec na K bodech umožňuje integrovat přesně polynomy
do stupně 2K−1, tedy K > 3

2
N . Abychom při Fourierově transformaci předešli alias

efektu muśıme volit L > 3N . Vzhledem k tomu, že použ́ıváme rychlou Fourierovu
transformaci muśı být nav́ıc L mocnina dvou [Martinec, 1989].

Výše uvedený algoritmus pro výpočet skalárńıho součinu reálných vektor̊u provád́ı
podprogram SOUCIN. Popis podprogramu uvád́ıme v Dodatku B.



Kapitola 3

Testy podprogramu SOUCIN

3.1 Porovnáńı s analytickým vzorcem

Smyslem tohoto testu bylo zjistit jak se shoduj́ı hodnoty spočtené podprogramem
SOUCIN s hodnotami napočtenými podle analytického vzorce (2.21). Nezávisle na
podprogramu SOUCIN jsme tedy vytvořili testovaćı program, který poč́ıtá součin
podle vztahu (2.21). K výpočtu obecných Clebsch-Gordanových koeficient̊u jsme
použili program CLEGEN a k výpočtu Wignerových 6-j symbol̊u jsme použili prog-
ram SIXJ1. Vstupem pro testovaćı program i pro podprogram SOUCIN byla pole
koeficient̊u, reprezentuj́ıćı dva reálné vektory. Porovnávali jsme koeficienty výsledné-
ho skalárńıho součinu. Testy jsme prováděli pro N = 10, 20, 30. Ve všech př́ıpadech
byly odchylky nulové. Pro vyšš́ı N jsme test neprováděli, protože použ́ıvaný program
na výpočet obecných Clebsch-Gordanových koeficient̊u nezaručuje pro vyšš́ı stupně
rozvoje dostatečnou přesnost (O. Čadek, osobńı sděleńı).

3.2 Porovnáńı s dvourozměrným konvekčńım prog-

ramem

Podprogram SOUCIN je součást́ı programu 3D-KONVO pro tř́ırozměrné simulace
konvekce v plášti. Dále jsme měli k dispozici program 2D-KONVO pro simulace
konvekce ve dvourozměrném osově symetrickém př́ıpadě [Čı́̌zková a Čadek, 1997].
Následuj́ıćı testy spoč́ıvaj́ı ve srovnáváńı výstup̊u z obou programů.

TEST I.
Vstupem pro oba programy bylo stejné dvourozměrné osově symetrické rozložeńı
teploty v plášti, popsané koeficienty Tj0(r), kde j = 0, 1, . . . , N . Koeficienty Tjm(r)
jsou pro m 6= 0 nulové. Po jednom časovém kroku jsme porovnávali koeficienty
fjm(r) členu f = v ·∇T . Sledovali jsem zda se koeficienty pro j = 0 z obou programů

14
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shoduj́ı a dále zda ve tř́ırozměrném programu jsou koeficienty pro m 6= 0 nulové.
Test jsme prováděli pro r̊uzné stupně rozvoj̊u (N = 40, 100, 150, 200). Odchylky

výstup̊u dvourozměrného a tř́ırozměrného programu nepřesahuj́ı 10−4 % a koefcienty
Tjm pro m 6= 0 jsou skutečně nulové.

TEST II.
Abychom ověřili správnost výpočtu i pro koeficienty Tjm, m 6= 0 provedli jsme
následuj́ıćı test. Vstupem pro program 2D-KONVO bylo opět axisymetrické rozlo-
žeńı teplot,

T 2D(ti, r, ϑ) =
N∑

j=0

T 2D
j (ti, r)Yj0(ϑ), (3.1)

kde ti znač́ı i-tý časový krok. Vstupńı rozložeńı teploty pro tř́ırozměrný program
bylo stejné axisymetrické pole jako ve dvourozměrném př́ıpadě, ale toto pole jsme
pootočili tak, že jeho osa symetrie sv́ırá s osou souřadného systému úhel β. V takto
otočeném poli teplot již jsou obecně všechny koeficienty Tjm nenulové. Máme-li
(obecně tř́ırozměrné) rozložeńı teplot,

T 3D(ti, r, ϑ, ϕ) =
∑
jm

T 3D
jm (ti, r)Yjm(ϑ, ϕ), (3.2)

pak pro koeficienty pootočeného pole teploty T
′3D
jm plat́ı [Matyska, 1995]:

j∑

m′=−j

T
′3D
jm′ Yjm′(ϑ′, ϕ′) =

j∑

m′=−j

j∑
m=−j

T 3D
jm Dj

mm′(α, β, γ)Yjm′(ϑ′, ϕ′), (3.3)

kde čárka znač́ı otočený systém souřadnic, Dj
mm′ je Wignerova D-funkce, kterou lze

zapsat jako
Dj

mm′(α, β, γ) = exp(−imα)dj
mm′(β)exp(−im′γ), (3.4)

kde α, β a γ jsou Eulerovské úhly a pro definici dj
mm′ viz např. Varshalovich a kol.,

1989.
V našem př́ıpadě jsme měli β = 30o a α = γ = 0. Koeficienty vstupńıho

(neotočeného) tř́ırozměrného pole T 3D
jm jsou totožné s T 2D

j pro m = 0 a nulové
pro m 6= 0. Po jednom časovém kroku jsme pak dostali z dvourozměrného prog-
ramu rozložeńı teplot T 2D(ti+1, r, ϑ). Výstup z tř́ırozměrného programu tedy pole
T ′3D(ti+1, r, ϑ, ϕ), jsme otočili zpět o úhel −β a dostali jsme tak rozložeńı teplot
T 3D(ti+1, r, ϑ, ϕ). To jsme pak porovnávali s polem T 2D(ti+1, r, ϑ).

Odchylky koeficient̊u T 2D
j (ti+1, r) a T 3D

jm (ti+1, r) pro m = 0 nepřesahuj́ı 10−2 %
s vyj́ımkou koeficient̊u, které jsou bĺızké nule, a u kterých je odchylka pochopitelně
vyšš́ı.
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3.3 Přesnost podprogramu

Ćılem tohoto testu bylo ověřit přesnost podprogramu v závislosti na maximálńım
stupni rozvoje. Porovnáńı s analytickým vzorcem (odstavec 3.1) nám v tomto ne-
pomůže, protože program pro výpočet obecných Clebsh-Gordanových koeficient̊u je
přesný jen do velmi ńızkého stupně rozvoje (N ∼ 30). Testy uvedené v odstavci
3.2 ověřuj́ı správnost podprogramu SOUCIN. Neověřuj́ı ale jeho přesnost, protože
i program 2D-KONVO použ́ıvá při vyč́ısleńı konvekčńıho členu v · ∇T výpočet
skalárńıho součinu na śıti a Gaussovu-Legendrovu kvadraturu. V tomto testu se
tedy pokuśıme odhadnout spolehlivost a přesnost výpočtu skalárńıho součinu na śıti
a stanovit maximálńı stupeň rozvoje, do kterého je naše metoda přesná.

Při výpočtu součinu provád́ıme 1) harmonickou syntézu složek obou vektor̊u, 2)
výpočet skalárńıho součinu vynásobeńım složek na śıti a 3) harmonickou analýzu
výsledného skalárńıho součinu. Přesnost prvńı části je závislá na přesnosti výpočtu
složek vektor̊u (2.28)-(2.30) a tedy na přesnosti vyč́ısleńı Clebsh-Gordanových koe-
ficient̊u Cjm

j1m1j2m2
pro j2 = 1. K jejich výpočtu jsme použili program CLEB1, který

je spolehlivý nejméně do stupně rozvoje 500 (O. Čadek, osobńı sděleńı).
Nepřesnosti do třet́ı části výpočtu může vnášet výpočet přidružených Legendro-

vých funkćı nebo numerická integrace při výpočtu koeficient̊u sférické harmonické
řady (viz vzorec (2.39)). Přesnost této části programu, jsme zjǐst’ovali tak, že jsme
vzali koeficienty vjm sférického harmonického rozvoje libovolného skaláru, provedli
jsme syntézu na śıti a pak zpět harmonickou analýzu, j́ıž jsme źıskali koeficienty
v′jm. Prob́ıhá-li výpočet bez chyb pak vjm = v′jm. Test jsme prováděli pro r̊uzná N .
Ověřili jsme, že pro N ≤ 300 je výpočet přesný, pro N ∼ 320 je rozd́ıl mezi vjm a
v′jm asi 10−4 %, pro N ∼ 340 jsou chyby již v řádu jednotek procent a pro N ∼ 360
se již jedná o nepřesnosti řádu deśıtek procent.

Lze tedy ř́ıci, že maximálńı stupeň rozvoje, do kterého je možné program SOUCIN
bezpečně použ́ıvat je, N ∼ 300− 320.



Kapitola 4

Stabilita konvekce

V této kapitole se zabýváme stabilitou termálńıch model̊u pláště odvozených na
základě tomografických model̊u anomálíı rychlost́ı seismických vln. Zjǐst’ovali jsme,
zda a na jakých časových škálách může být stabilńı obraz teplotńıch anomálíı v plášti
odvozených ze seismické tomografie. Pojmem stabilńı zde rozumı́me předevš́ım za-
chováńı charakteru spektra vstupńıho rozložeńı teploty. Testovali jsme několik mo-
del̊u (Ra = 106, Ra = 107, konstantńı nebo hloubkově proměnná viskozita).

4.1 Konstrukce vstupńıch model̊u teploty

Tomografické modely udáváj́ı rozložeńı relativńıch anomálíı seismických rychlost́ı
δu/u0 v plášti, kde δu jsou odchylky skutečného tř́ırozměrného rozložeńı seismických
rychlost́ı od referenčńıho sféricky symetrického modelu u0. Znali jsme koeficienty
ujm(ri) sférických harmonických rozvoj̊u těchto relativńıch odchylek v I vstvách.
Pro přepočet anomálíı seismických rychlost́ı na teploty jsme použili vztah

δT = − p

α

δu

u0

, (4.1)

kde δT jsou odchylky teploty od radiálně symetrického modelu, p je parametr kon-

verze (p = d ln %

d ln u
) a α je koeficient teplotńı roztažnosti. Zde jsme použ́ıvali kons-

tantńı hodnoty α = 2 · 10−5K−1 a p = 0.4 pokud byl tomografický model vytvořen
na základě času př́ıchodu vln P a p = 0.2 v př́ıpadě, že tomografický model byl
vytvořen na základě čas̊u př́ıchodu vln S. Pro sférické harmonické koeficienty Tjm

rozvoje odchylek teploty δT pak plat́ı

Tjm(r) = − p

α
ujm(r) pro j 6= 0. (4.2)

Pro źıskáńı rozumného stabilńıho obrazu teploty je dále potřeba zkonstruo-
vat radiálně symetrický profil teploty T00(r) — geotermu. Každý model s daným

17
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Obrázek 4.1: Charakteristické geotermy. Červená křivka A odpov́ıdá modelu s kons-
tantńı viskozitou a Ra = 106, zelená křivka B odpov́ıdá modelu s desetinásobným
nárustem viskozity v hloubce 1000 km a Ra = 106, modrá křivka C je pro model
se stonásobným nárustem viskozity v hloubce 1000 km a Ra = 106 a fialová křivka
D je pak pro model s nárustem viskozity a Ra = 107.

Rayleighovým č́ıslem a hloubkovým profilem viskozity má jinou charakteristickou
geotermu. Tu jsme źıskávali následovně. Pro každý model s daným Rayleighovým
č́ıslem Ra a hloubkovým profilem viskozity η(r) jsme provedli simulaci konvekce
ve dvourozměrném př́ıpadě (program 2D-KONVO). Běh jsme nastartovali z libo-
volného počátečńıho rozložeńı teploty a nechali vyv́ıjet tak dlouho, až se dostal
do statisticky vyrovnaného stavu, tj. takového kdy časový pr̊uběh Nusseltova č́ısla
nemá ani klesaj́ıćı ani rostoućı tendenci. Radiálńı profil T00(r) jsme pak použili při
konstrukci počátečńıho tř́ırozměrného modelu teploty. Na obr. 4.1 jsou př́ıslušné
geotermy pro čtyři r̊uzné př́ıpady: a) model s konstantńı viskozitou v celém plášti,
Ra = 106 (červená křivka A), b) model se vzr̊ustem viskozity o jeden řád v hloubce
1000 km, Ra = 106 (zelená křivka B), c) model se vzr̊ustem viskozity o dva řády
v hloubce 1000 km, Ra = 106 (modrá křivka C) a d) model s nárustem viskozity
o jeden řád v hloubce 1000 km a Ra = 107 (fialová křivka D).

Pro konstrukci počátečńıho rozložeńı teploty jsme použili dva tomografické mo-
dely. Prvńım byl model konstruovaný na základě čas̊u př́ıchodu vln S [Ritsema a kol.,
1999], který máme do stupně 20 v 80 vrstvách. Vrstvy byly v́ıce zahuštěné u povrchu
a CMB, tloušt’ka vrstvy zde byla 10-20 km, ve zbytku pláště pak 40 km. Řez roz-
ložeńım relativńıch odchylek anomálíı seismických rychlost́ı δu/u0 je zobrazen na
obrázku 4.2 a). Vstupńı modely rozložeńı teploty vytvořené na jeho základě znač́ıme
ṕısmenem R.
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Tabulka 4.1: Parametry teplotńıch model̊u.

model povrchové Ra ηsp.pl/ηsv.pl N I
R106-η1 106 1 50 80
R106-η10 106 10 50 80
R106-η100 106 100 50 80
R107-η10 107 10 50 80
H106-η10A 106 10 180 120
H106-η10B 106 10 180 120
H107-η10 107 10 180 120

Druhým tomografickým modelem byl model konstruovaný na základě času př́ı-
chodu vln P [Karason a van der Hilst, 2001]. Ten je dán do stupně 128 v 64 vrstvách
s rovnoměrnou hloubkovou diskretizaćı (tloušt’ka vrstev byla 45 km). Řez rozložeńım
relativńıch odchylek anomálíı seismických rychlost́ı δu/u0 je zobrazen na obrázku 4.2
b). Teplotńı modely vytvořené na jeho základě znač́ıme ṕısmenem H.

Pro posouzeńı stability model̊u konvekce jsme použ́ıvali výkonová spektra tep-
lotńıch anomálíı

Pj = T 2
j0 + 2Re

j∑
m=1

TjmT ∗
jm pro j = 1, 2, . . . . (4.3)

Na obrázku 4.3 jsou normovaná výkonová spektra vstupńıch teplotńıch anomálíı
v modelech R (červené křivky) a H (zelené křivky) v hloubkách 200 km (obr. a),
660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c). Spektra jsou normovaná tak, aby maximálńı
hodnota byla jedna.

Dále jsme sledovali časový vývoj středńı kvadratické hodnoty rychlosti v plášti

vRMS =

√∫

Vpl

v2(r, ϑ, ϕ)dVpl, (4.4)

kde Vpl znač́ı objem pláště.

4.2 Výsledky

Uskutečnili jsme několik výpočt̊u pro r̊uzná Rayleighova č́ısla v modelech s kons-
tantńı viskozitou nebo s nárustem viskozity ve spodńım plášti (v hloubce 1000 km).
Hloubkový profil ηr v modelech s nárustem viskozity je na obr. 4.4. Poměr velikosti
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a)

b)

Obrázek 4.2: Relativńı odchylky seismických anomálíı δu/u0 v modelech R, obr. a)
a v modelech H, obr. b). Řez na nultém poledńıku.
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Obrázek 4.3: Normovaná výkonová spektra vstupńıch teplotńıch anomálíı pro model
R (červené křivky) a pro model H (zelené křivky) v hloubkách 200 km (obr. a), 660
km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrázek 4.4: Hloubkový profil poměru ηsp.pl/ηsv.pl v modelech, ve kterých viskozita
vzr̊ustá ve spodńım plášti desetkrát (červená křivka) a v modelu ve kterém viskozita
vzr̊ustá ve spodńım plášti stokrát (zelená křivka).

viskozity ve spodńım plášti ηsp.pl a velikosti viskozity ve svrchńımm plášti ηsv.pl,
ηsp.pl/ηsv.pl = 10 nebo 100.

Zavedli jsme následuj́ıćı označeńı model̊u:

R106-η1: model konstruovaný na základě čas̊u př́ıchodu vln S s Rayleighovým č́ıslem
106 a konstantńı viskozitou v celém plášti. Stupeň rozvoje N = 50 a hloubkové
rozlǐseńı bylo 10 km v hraničńıch vrstvách, tzn. ve vrstvě silné 200 km u povrchu
a ve vrstvě 150 km nad CMB a 40 km ve zbytku pláště (dohromady 80 vrstev).

R106-η10: model konstruovaný na základě čas̊u př́ıchodu vln S s desetinásobným
nárustem viskozity v hloubce 1000 km. Povrchové Rayleighovo č́ıslo je 106.
Hloubkové rozlǐseńı bylo 10 km v hraničńıch vrstvách, tzn. v 200 km silných
vrstvách u povrchu a CMB, 80 km pak ve zbytku pláště (N = 50, I= 80).

R106-η100: model konstruovaný na základě čas̊u př́ıchodu vln S se stonásobným
nárustem viskozity v hloubce 1000 km. Povrchové Rayleighovo č́ıslo je 106.
Laterálńı i hloubkové rozlǐseńı bylo shodné s předchoźım modelem R106-η10

(N = 50, I = 80).

R107-η10: model konstruovaný na základě čas̊u př́ıchodu vln S, povrchové Rayleig-
hovo č́ıslo je 107. Ve spodńım plášti v hloubce 1000 km viskozita o řád vzr̊ustá.
Laterálńı i hloubkové rozlǐseńı bylo shodné s modelem R106-η1 (N = 50, I =
80).

H106-η10A: model konstruovaný na základě čas̊u př́ıchodu vln P, povrchové Ray-
leighovo č́ıslo je 106. Ve spodńım plášti (v hloubce 1000 km) je viskozita o řád
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Obrázek 4.5: Počátečńı teplota v modelu R106-η1. Řez na nultém poledńıku.

vyšš́ı. Hloubkové rozlǐseńı bylo 20 km až do hloubky 1400 km, v hloubkách
1400 km až 2500 km bylo rozlǐseńı 40 km a 20 km až nad rozhrańı jádro-plášt’

(celkem 120 vrstev). Simulace jsme prováděli pro maximálńı stupeň rozvoje
N = 180.

H106-η10B: model konstruovaný na základě čas̊u př́ıchodu vln P, povrchové Ray-
leighovo č́ıslo je 106. Ve spodńım plášti (v hloubce 1000 km) je viskozita o řád
vyšš́ı. Jedná se o model shodný s modelem H106-η10A rozd́ılné bylo radiálńı
rozlǐseńı. Model měl rozlǐseńı 10 km do hloubky 800 km a u hranice jádro-plášt’

15 km. Ve zbytku oblasti byla tloušt’ka vrstev 85 km. N = 180, I = 120.

H107-η10: model konstruovaný na základě čas̊u př́ıchodu vln P, povrchové Rayleig-
hovo č́ıslo je 107. Ve spodńım plášti (v hloubce 1000 km) je viskozita o řád
vyšš́ı. Radiálńı diskretizace byla stejná jako u modelu H106-η10A.

Přehled model̊u je uveden v tabulce 4.1.

Model R106-η1
Poledńıkový řez vstupńım rozložeńım teplot je na obrázku 4.5.
Simulace trvala 80 milion̊u let. Na obrázku 4.7 je časový vývoj rozložeńı teploty.

Z dlouhovlnných teplých útvar̊u ve spodńım plášti (obrázek 4.7, levý horńı panel) se
během asi 50 milion̊u let vyv́ıjej́ı rychle stoupaj́ıćı horké plumy, a stejně tak studené
sestupné útvary, které se stávaj́ı výrazně krátkovlnněǰśı. Středńı kvadratická rychlost
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Obrázek 4.6: Středńı kvadratická hodnota rychlosti vRMS jako funkce času. Červená
křivka A odpov́ıdá modelu R106-η1, zelená křivka B je pro model R106-η10, modrá
křivka C je pro model R107-η10 a fialová křivka D je pro model R106-η100.

vRMS monotónně a poměrně rychle roste (4.6, červená křivka A). Po 60 milionech let
jsou již vzestupné horké plumy př́ılǐs úzké a ve spodńım plášti jsou patrné laterálńı
oscilace teploty. Laterálńı rozlǐseńı (N = 50) již neńı schopné postihnout vyv́ıjej́ıćı
se útvary a po asi 80 milionech let se proto výpočet zhrout́ı.

Na obrázku 4.8 je časový vývoj výkonových spekter pro 3 r̊uzné hloubky — a)
200 km, b) 660 km a c) 2000 km. Vstupńı teplotńı model byl dán do maximálńıho
stupně rozvoje N = 20. Z obrázk̊u je patrné, že spektrum se postupně zaplňuje i pro
vyšš́ı stupně, nejrychleji v nejspodnějśım plášti (4.8 c). Je tedy patrné, že charakter
spektra vstupńıho modelu se velmi rychle (na časové škále 80 milion̊u let) změnil.
Model vycházej́ıćı z dlouhovlnného tomografického modelu (N = 20) s konstantńı
viskozitou je tedy nestabilńı byt’ Rayleighovo č́ıslo je relativně ńızké.
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Obrázek 4.7: Časový vývoj rozložeńı teploty v modelu R106-η1. Řez nultým
poledńıkem.
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Obrázek 4.8: Časový vývoj výkonových spekter pro model R106-η1. Jedná se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrázek 4.9: Počátečńı rozložeńı teploty v modelu R106-η10. Řez na nultém
poledńıku.

Model R106-η10
Model jsme se pokusili stabilizovat zavedeńım desetinásobného nárustu visko-

zity v hloubce 1000 km. Řez vstupńım rozložeńım teplot je na obrázku 4.9. Od
počátečńıho rozložeńı teploty v modelu R106-η1 (obr. 4.5) se lǐśı d́ıky tomu, že má
jinou charakteristickou geotermu (obr. 4.1).

Zavedeńım nárustu viskozity došlo podle očekáváńı k výrazné stabilizaci systému.
Simulace prob́ıhala 540 milion̊u let než došlo k numerickému zhrouceńı výpočtu.
Časový vývoj teploty je znázorněn na obr. 4.10 a na obrázku 4.6 (křivka B) je časový
vývoj středńı kvadratické rychlosti. Z obr. 4.6 je patrné, že středńı kvadratická
rychlost vRMS je nižš́ı než v modelu R106-η1 a jej́ı nárust s časem je pomaleǰśı.
Nárust výkonu na vyšš́ıch stupńıch (obr. 4.11) je ovšem i zde patrný a po asi 200
milionech let se velmi rychle zaplńı spektrum až do maximálńıho stupně rozvoje
(N = 50) a výpočet se po 540 milionech let hrout́ı. Podařilo se nám tedy zlepšit
stabilitu modelu a spektrum si zachovalo charakter vstupńıho modelu teplot po asi
200 milion̊u let. Poté se ale i v tomto př́ıpadě charakter spektra začal prudce měnit
k výrazně krátkovlnnému. Nejedná se tedy o stabilńı model.
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Obrázek 4.10: Časový vývoj rozložeńı teploty v modelu R106-η10. Řez nultým
poledńıkem.
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Obrázek 4.11: Časový vývoj výkonových spekter pro model R106-η10. Jedná se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrázek 4.12: Počátečńı rozložeńı teploty v modelu R106-η100. Řez na nultém
poledńıku.

Model R106-η100
Pokusili jsme se o ještě větš́ı stabilizaci modelu zavedeńım stonásobného nárustu

viskozity v hloubce 1000 km. Řez vstupńım rozložeńım teplot je na obrázku 4.12.
Simulace prob́ıhala 1410 milion̊u let než došlo k numerickému zhrouceńı výpočtu.

Časový vývoj teploty je znázorněn na obr. 4.13 a na obrázku 4.6 (křivka D) je
časový vývoj středńı kvadratické rychlosti. Z obr. 4.6 je patrné, že středńı kvadra-
tická rychlost vRMS je nižš́ı než v modelu R106-η10 a jej́ı nárust s časem je poma-
leǰśı. Přesto ale monotonně roste, zat́ımco ve stabilńım modelu bychom očekávali
oscilace okolo nějaké středńı hodnoty. Na obrázćıch 4.14 je patrné, že spektrum si
zachovává dlouhovlnný charakter vstupńıho rozložeńı po dobu asi 400 milion̊u let.
Pak ovšem i v tomto modelu začal r̊ust výkon na vyšš́ıch harmonických stupńıch.
V plášti se začaly vyv́ıjet mohutné horké plumy a během svého vzestupu pláštěm
se ztenčovaly. Ve chv́ıli, kdy dorazily k povrchu, projevily se ve výpočtu nume-
rické obt́ıže souvisej́ıćı zřejmě s nedostatečně jemnou diskretizaćı v horńı hraničńı
vrstvě a výpočet se zhroutil. Ovšem i nebýt těchto radiálńıch oscilaćı, charakter
spektra by se zřejmě (poměrně rychle) změnil na krátkovlnný. Ačkoli se nám tedy
podařilo výrazným zvýšeńım viskozity spodńıho plášte stabilizovat model na re-
lativně dlouhou dobu, charakteristické spektrum vstupńıch teplotńıch anomálíı se
nakonec zachovat nepodařilo.
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Obrázek 4.13: Časový vývoj rozložeńı teploty v modelu R106-η100. Řez nultým
poledńıkem.
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Obrázek 4.14: Časový vývoj výkonových spekter pro model R106-η100. Jedná se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrázek 4.15: Počátečńı rozložeńı teploty v modelu R107-η10. Řez na nultém
poledńıku.

Model R107-η10
Poledńıkový řez vstupńım rozložeńım teplot je na obrázku 4.15.
Oproti předchoźımu modelu jsme zvýši-li Rayleighovo č́ıslo o řád a konvekce je

tedy podle očekáváńı ”bouřlivěǰśı”. Simulace prob́ıhala pouze 35 milion̊u let. Časový
vývoj rozložeńı teplot v tomto modelu je na obrázku 4.16 a časový vývoj středńı kva-
dratické rychlosti vRMS je na obrázku 4.6 (křivka C). Středńı kvadratická rychlost
roste velmi rychle a velmi rychle se také zaplňuj́ı vyšš́ı harmonické stupně spektra
(obr. 4.17). Je patrné, že i v tomto modelu docháźı k rychlé změně charakteru
spektra, model neńı stabilńı a proto se výpočet zhrout́ı. Z časového vývoje teplot je
nav́ıc patrné, že docháźı k oscilaćım i v radiálńım směru.
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Obrázek 4.16: Časový vývoj rozložeńı teploty v modelu R107-η10. Řez nultým
poledńıkem.
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Obrázek 4.17: Časový vývoj výkonových spekter pro model R107-η10. Jedná se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrázek 4.18: Počátečńı rozložeńı teploty v modelu H106-η10. Řez na nultém
poledńıku.

Protože model R106-η1 s konstantńı viskozitou se podle očekáváńı ukázal být
nestabilńı, v př́ıpadě model̊u H jsme se omezili pouze na modely s nárustem viskozity
ve spodńım plášti.

Model H106-η10A
Poledńıkový řez vstupńım rozložeńım teplot je na obrázku 4.18.
Simulace prob́ıhala 325 milion̊u let. Časový vývoj teplot je na obr. 4.19. Je patrné,

že po dobu asi 150 milion̊u let je model v́ıce méně stabilńı a spektrum (obr. 4.20)
se na vyšš́ıch harmonických stupńıch zaplňuje jen pomalu. Stejně tak nárust středńı
kvadratické rychlosti (obr. 4.21 křivka A) je relativně pomalý. Po asi 200 milionech
let se ovšem z teplých anomálíı začnou vyv́ıjet rychle stoupaj́ıćı plumy. Po 325
milionech let, v době kdy plumy doraźı k povrchu, se výpočet numericky hrout́ı,
zřejmě d́ıky nedostatečnému radiálńımu rozlǐseńı v horńı hraničńı vrstvě.
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Obrázek 4.19: Časový vývoj rozložeńı teploty v modelu H106-η10A. Řez nultým
poledńıkem.
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Obrázek 4.20: Časový vývoj výkonových spekter pro model H106-η10A. Jedná se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrázek 4.21: Středńı kvadratická hodnota rychlosti vRMS jako funkce času. Červená
křivka A odpov́ıdá modelu H106-η10A, zelená křivka B je pro model H106-η10B
a modrá křivka C je pro model H107-η10.

Model H106-η10B
Model má stejné počátečńı rozložeńı teplot jako model H106-η10A (obr. 4.18),

lǐśı se však radiálńım rozlǐseńım. Zachovali jsme počet vrstev 120, ale rozlǐseńı až
do hloubky 800 km bylo 10 km a v hraničńı vrstvě nad rozhrańım jádro-plášt’ (100
km silná vrstva) bylo rozlǐseńı 15 km. Ve zbytku oblasti byly vrstvy silněǰśı (85
km). Časový vývoj teplot v modelu je na obr. 4.22 a časový vývoj středńı kvadra-
tické rychlosti je na obr. 4.21, křivka B. Zjemněńı radiálńı diskretizace u povrchu
a ve svrchńım plášti zřetelně vedlo k numerické stabilizaci výpočtu — simulace
prob́ıhala 510 milion̊u let. Pak se ovšem výpočet opět zhroutil, zřejmě d́ıky stále
nedostatečnému rozlǐseńı ve spodńım plášti, zejména ve spodńı hraničńı vrstvě. I tak
je ovšem zřejmé, že spektrum anomálíı teploty (4.23) se postupně zaplňuje a model
H106-η10B patrně nebude fyzikálně stabilńı (ve smyslu zachováńı dlouhovlnného
charakteru anomálíı).
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Obrázek 4.22: Časový vývoj rozložeńı teploty v modelu H106-η10B. Řez nultým
poledńıkem.
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Obrázek 4.23: Časový vývoj rozložeńı teploty v modelu H106-η10B. Řez nultým
poledńıkem.
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Obrázek 4.24: Počátečńı rozložeńı teploty v modelu H107-η10. Řez na 24. poledńıku
z.d.

Model H107-η10
Poledńıkový řez vstupńım rozložeńım teplot je na obrázku 4.24.
Simulace tohoto modelu trvala 20 milion̊u let, pak došlo k numerickému zhrouceńı

výpočtu opět zřejmě d́ıky nedostatečnému radiálńımu rozlǐseńı zejména v hraničńıch
vrstvách. Časový vývoj rozložeńı teplot je na obrázku 4.25 a časový vývoj středńı
kvadratické rychlosti je na obr. 4.21, křivka C.
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Obrázek 4.25: Časový vývoj rozložeńı teploty v modelu H107-η10. Řez na 24.
poledńıku z.d.



Kapitola 5

Závěr

Vytvořili jsme podprogram na výpočet součinu vektor̊u vyjádřených sférickými har-
monickými rozvoji. Jeho správnost jsme ověřili pomoćı několika test̊u. Součin lze
pomoćı tohoto podprogramu vyč́ıslit přesně do stupně rozvoje 300–320. Výsledný
podprogram je přiložen na disketě. Podprogram byl včleněn do tř́ırozměrného kon-
vekčńıho programu a ten byl pak použit pro simulace v několika jednoduchých mode-
lech. Ćılem simulaćı bylo ověřit stabilitu teplotńıho rozložeńı odvozeného na základě
seismických tomografických model̊u.

Testovali jsme několik model̊u (Ra = 106, Ra = 107, viskozita konstantńı nebo
nar̊ustaj́ıćı s hloubkou). Ukázalo se (podle očekáváńı), že model s nárustem viskozity
v hloubce 1000 km je stabilněǰśı, než model s konstantńı viskozitou v celém plášti.
V modelu R106η1 odvozeného z dlouhovlnného tomografického modelu (stupeň roz-
voje 20) docházelo k rychlému zaplňováńı spektra i na vyšš́ıch harmonických stupńıch
až do maximálńıho stupně rozvoje (50) a výpočty se záhy numericky hroutily.
V modelech R106η10 a R106η100 z̊ustává spektrum dlouhovlnné po relativně dlouhou
dobu (∼ 200 milion̊u let pro nárust viskozity desetkrát ve spodńım plášti; 400
milion̊u let pro nárust viskozity stokrát ve spodńım plášti). Pak se ale začnou
tvořit relativně rychle stoupaj́ıćı plumy, charakter spektra se měńı a roste výkon na
vyšš́ıch harmonických stupńıch. V př́ıpadě model̊u H s Rayleighovým č́ıslem 106 je
výsledek podobný u viskozńıho profilu charakterizovaného desetinásobným nárustem
ve spodńım plášti. Spektrum z̊ustává dlouhovlnné po asi 200 milion̊u let, pak se
ale relativně rychle zaplňuje na vyšš́ıch harmonických stupńıch a model tedy neńı
fyzikálně stabilńı. V těchto modelech (H106η10A, H106η10B), ale kromě této fyzikálńı
nestability systému pozorujeme nestabilitu numerickou. Ta je pravděpodobně zp̊u-
sobena nedostatečným radiálńım rozlǐseńım v hraničńıch vrstvách nebo př́ılǐs rychle
se měńıćı tloušt’kou diskretizačńıch vrstev a vede k numerickému zhrouceńı výpočtu.
Stejný numerický problém se projevuje v př́ıpadě modelu H107η10. Radiálńı rozlǐseńı
model̊u bude ještě potřeba optimalizovat a zároveň d̊ukladně otestovat numerickou
stabilitu programu než bude možné vyslovit definitivńı závěry o fyzikálńı stabilitě
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model̊u.
Dále je třeba ř́ıci, že jsme zkoumali jen poměrně úzkou množinu model̊u. Na

stabilitu model̊u může mı́t vliv řada daľśıch parametr̊u. Bylo by vhodné studovat
např. větš́ı nárust viskozity ve spodńım plášti, eventuelně postupný nárust mı́sto
skokového, nebo vliv daľśıch parametr̊u jako je nárust termálńı difusivity nebo pokles
koeficientu teplotńı roztažnosti. Stabilitu konvekce nepochybně může ovlivnit také
eventuelńı chemicky odlǐsná vrstva ve spodńım plášti. Skupinu model̊u studovaných
v této práci bude tedy potřeba ještě podstatně rozš́ı̌rit, než budeme schopni for-
mulovat robustńı závěry o stabilitě či nestabilitě konvekčńıch model̊u odvozených
na základě seismického tomografického obrazu pláště.



Dodatek A

Definice sférických harmonických
funkćı a vybrané operace s nimi

Skalárńı sférické harmonické funkce Yjm(ϑ, ϕ) jsou definovány jako

Yjm(ϑ, ϕ) = Pjm(cos ϑ)eimϕ pro m ≥ 0, |m| ≤ j, j = 0, 1, 2, . . . (A.1)

Yjm(ϑ, ϕ) = (−1)mY ∗
j|m|(ϑ, ϕ) pro m < 0, (A.2)

kde ∗ znač́ı komplexńı sdružeńı a Pjm(cos ϑ) jsou normované přidružené Legendro-
vy funkce. Skalárńı sférické harmonické funkce jsou ortonormálńı přes jednotkovou
sféru

∫

Ω

YjmY ∗
kl dΩ = δjkδml. (A.3)

Máme-li funkci f(ϑ, ϕ) na kouli vyjádřenou jako

f(ϑ, ϕ) =
N∑

j=0

j∑
m=−j

fjmYjm(ϑ, ϕ), (A.4)

lze s pomoćı (A.3) snadno ukázat, že

fjm =

π∫

0

2π∫

0

f(ϑ, ϕ)Y ∗
jm(ϑ, ϕ) sin ϑ dϕdϑ. (A.5)

Vektorové sférické harmonické funkce jsou definovány jako

Yl
jm(ϑ, ϕ) =

1∑
µ=−1

l∑

ν=−l

Cjm
lν1µYlνeµ, (A.6)
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kde l je přirozené č́ıslo z intervalu 〈|j − 1|, j + 1〉, Cjm
lν1µ je Clebsch-Gordan̊uv

koeficient a eµ vektor cyklické báze

e−1 =
1√
2
(ex − iey), (A.7)

e0 = ez, (A.8)

e1 = − 1√
2
(ex + iey). (A.9)

kde ex, ey, ez jsou jednotkové vektory ve směrech os kartézské soustavy. Tenzorové
sférické harmonické funkce jsou definovány jako

Ylk
jm(ϑ, ϕ) =

l∑

µ=−l

k∑

ν=−k

Cjm
lµkνYlµekν , (A.10)

kde tenzorová báze ekν je definována jako

ekν =
1∑

ξ=−1

1∑

λ=−1

Ckν
1ξ1λeξeλ k = 0, 1, 2 (A.11)

a eξ, eλ jsou vektory cyklické báze (A.7)-(A.9). Clebsch-Gordanovy koeficienty jsou
r̊uzné od nuly pokud plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

Cjm
j1m1j2m2

6= 0 ⇔ m1 + m2 = m (A.12)

|m| ≤ j, |m1| ≤ j1, |m2| ≤ j2 (A.13)

4(j, j1, j2) (plat́ı trojúhelńıková nerovnost) (A.14)

j ≥ 0, j1 ≥ 0 (A.15)

Pro skalárńı součin dvou vektorových sférických harmonických funkćı plat́ı

Yl1
j1m1

·Yl2
j2m2

= (−1)j2+l2

∏
j1j2l1l2√
4π

∑
jm

1∏
j

Cj0
l10l20C

jm
j1m1j2m2

{
j1 j2 j
l2 l1 1

}
Yjm,(A.16)

kde
∏

j1j2... =
√

2j1 + 1
√

2j2 + 1 . . . a

{
j1 j2 j
l2 l1 1

}
je Wigner̊uv 6-j symbol.

Podrobněǰśı výklad, definice a tabulky Clebsch-Gordanových koeficient̊u a Wig-
nerových 6-j symbol̊u apod. lze nalézt v literatuře např. Varshalovich a kol. [1989].



Dodatek B

Popis podprogramu SOUCIN

SOUCIN(v,gt,koef)
Podprogram pro výpočet skalárńıho součinu dvou vektor̊u daných sférickými har-
monickými rozvoji maximálńıho stupně rozvoje jmax.

Vstup:
v, gt

— pole, obsahuj́ıćı sférické harmonické koeficienty vektor̊u
— koeficienty jsou seřazeny pomoćı vektorového sdruženého indexu invz
— v(j,m, l) = v(invz), invz = 3(j(j + 1)/2 + m) + l − j, kde j = 0, . . . jmax,
m = 0, . . . j a l ∈ 〈|j − 1|, j + 1〉.
— rozměr poĺı v, gt: 3(jmax(jmax + 3)/2) + 1.
— typ poĺı: complex ve dvojité přesnosti.

Výstup:
koef

— pole, obsahuj́ıćı sférické harmonické koeficienty výsledného skalárńıho součinu
— koeficienty jsou seřazeny pomoćı skalárńıho sdruženého indexu ind
— koef(j, m) = koef(ind), ind = j(j+1)/2+m+1, kde j = 0, . . . jmax, m = 0, . . . j
— rozměr pole koef : jmax(jmax + 1)/2 + jmax + 1
— typ pole: complex ve dvojité přesnosti

Parametry v podprogramu:
jmax

— maximálńı stupeň rozvoje vstupńıch vektor̊u i výstupńıho skalárńıho součinu.
— typ proměnné: integer.

nthsou
— počet uzl̊u pro Gaussovu-Legendrovu kvadraturu.
— nthsou > 3/2 jmax.
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— typ proměnné: integer.

nfisou
— počet uzl̊u pro rychlou Fourierovu transformaci.
— nfisou > 3jmax a zároveň nfisou muśı být mocnina dvou.
— typ proměnné: integer.

Poznámka:
Zda jsou parametry nthsou, nfisou zadány správně se nikde v programu netes-

tuje.

SOUCIN volá následuj́ıćı podprogramy:

SLOZKY(jmax,v,cvx,cvy,cvz)
Podprogram pro výpočet sférických harmonických koeficient̊u kartézských složek
vektoru v maximálńıho stupně rozvoje jmax.

Vstupńı parametry:
jmax

— maximálńı stupeň rozvoje.
— typ proměnné: integer.

v
— pole, obsahuj́ıćı sférické harmonické koeficienty rozvoje vektoru — koeficienty
jsou seřazeny pomoćı vektorového sdruženého indexu invz
— v(j,m, l) = v(invz), invz = 3(j(j + 1)/2 + m) + l − j, kde j = 0, . . . jmax,
m = 0, . . . j a l ∈ 〈|j − 1|, j + 1〉.
— rozměr pole: 3(jmax(jmax + 3)/2) + 1.
— typ pole: complex ve dvojité přesnosti.

Výstupńı parametry:
cvx, cvy, cvz

— pole, obsahuj́ıćı sférické harmonické koeficienty rozvoje kartézských složek vx, vy,
vz vektoru v — koeficienty jsou seřazeny pomoćı skalárńıho sdruženého indexu ind
— cvx(j,m) = cvx(ind), ind = j(j +1)/2+m+1, kde j = 0, . . . jmax, m = 0, . . . j.
— rozměr poĺı: jmax(jmax + 1)/2 + jmax + 1.
— typ poĺı: complex ve dvojité přesnosti.

FOUR1, GAULEG
Podprogramy pro výpočet rychlé diskrétńı Fourierovy transformace a k napočteńı
uzl̊u a vah pro Gaussovu-Legendrovu integraci [Press a kol., 1992].

CLEB1
Program pro výpočet Clebsch-Gordanových koeficient̊u Cjm

j1m1j2m2
pro j2 = 1. Au-

torem programu je O. Čadek.
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DPNM
Slouž́ı pro výpočet plně normalizovaných přidružených Legendrových funkćı. Au-
torem je Z. Martinec.
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Č́ıžková H., Čadek O., Effect of viscosity interface at 1000 km depth on mantle
convection, Studia geoph. et geod., 41, 297-306, 1997.

Davies G. F., Role of the lithosphere in mantle convection, J. Geophys. Res., 93,
10451–10466, 1988.

Fornberg B., Generation of finite difference formulas on arbitrarily spaced grids,
Math. Comput., 51, 699–706, 1988.

Gurnis M., Zhong S., Generation of long-wavelenght heterogenity in the mantle by
dynamic interaction between plates and convection, Geophys. Res. Lett., 18, 581–
584, 1991.

Hofmeister A. M., Dependence of diffusive radiative transfer on grain-size, temper-
ature, and Fe-content: Implications for mantle processes, Journal of Geodynamics
40, 51-72, 2005.

Chopelas A., Boehler R., Thermal expansivity in the lower mantle, Geophys. Res.
Lett. 19, 1983-1986, 1992.

Karason H., van der Hilst R. D., Tomographic imaging of the lowermost mantle with
differential times of refracted and diffracted core phases (PKP, P-diff), Journal of
Geophysical research - solid Earth 106 (B4), 6569-6587, 2001.
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