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Abstrakt: Cilem préace bylo vytvoreni podprogramu pro vypocet skaldarniho souc¢inu
vektoru danych sférickymi harmonickymi rozvoji a jeho vclenéni do programu pro
tiirozmérné simulace terméalni konvekce v plasti. Pomoci tohoto programu jsme pak
studovali stabilitu teplotniho rozlozeni odvozeného na zékladé seismickych tomo-
grafickych modelu. Stabilitou zde rozumime predevsim zachovani dlouhovinného
charakteru spektra vstupniho rozlozeni teploty. Simulace konvekce jsme provedli
v nékolika modelech (Rayleighovo ¢islo 106 nebo 107, konstantni nebo hloubkové
proménnd viskozita). Model s narustem viskozity v hloubce 1000 km je stabilngjsi,
nez model s konstantni viskozitou v celém plasti. Ve vsech modelech bylo nicméné
patrné, ze charakter spektra se méni k vyrazné kratkovinnému a modely nejsou
dlouhodobé stabilni.
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Abstract: We study here the stability of the thermal models derived from tomo-
graphic models of seismic velocity anomalies in the mantle. We wrote subroutine
for effective evaluation of the scalar product of two vectors given as series of vec-
tor spherical harmonic functions and incorporated it into the 3-D convection code.
The code was then applied to the problem of the stability of thermal models de-
rived from seismic tomographic models. We consider the model as stable if the
long-wavelength character of input temperature anomalies spectra is preserved. We
carried out the simulations in several models (Rayleigh number 10° or 107, constant
or depth-dependent viscosity). The model with increase of the viscosity at the depth
of 1000 km is more stable than the model with constant viscosity. Nevertheless, in all
models the character of spectra is more or less rapidly changing to short-wavelength
and models are not stable on long time scale.
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Kapitola 1

Uvod

Termalni konvekce v zemském plasti je buzena vztlakovymi silami zpusobenymi hus-
totnimi nehomogenitami v plasti. Jejim povrchovym projevem jsou pohyby litosfe-
rickych desek. Informaci o struktufe plasté a charakteru hustotnich heterogenit ndm
dava seismickd tomografie. Spektra modelu anomalii seismickych rychlosti ukazuji
prevladajici dlouhovinné struktury zejména ve spodnim plésti (tzv. superplumy)
charakterizované ve spektru stupni 1-3 [Su a kol., 1994; Becker a Boschi, 2002].

Toto pozorovani je v rozporu s vysledky modelovani termalni konvekce v plasti.
Spektrum anomalii teploty v numerickych simulacich termalni konvekce totiz vyka-
zuje spiSe stiednévinné a kratkovinné anomadlie a to predevsim v modelech s para-
metry konstantnimi s hloubkou. Rada praci se snazi tento rozpor vysvétlit a priblizit
spektra konvekénich a tomografickych modelu [Bunge a Richards, 1996]. Vytvorit
konvekéni modely s dlouhovinnymi anoméliemi teploty se pokouseji napt. zahrnutim
vlivu fazového prechodu v hloubce 670 km [Tackley a kol., 1993], ndrustu viskozity
s hloubkou [Bunge a kol., 1996], vlivu nesubdukovatelnych desek [Gurnis a Zhong,
1991], vlivu pohybujicich se litosferickych desek na povrchu, které se do modelu
zahrnou pomoci hraniéni posdminky [Davies, 1988]. Dalsimi faktory, které by mohly
lokélné snizit Rayleighovo ¢islo ve spodnim plasti a tak vést ke vzniku dlouhovinnych
telpotnich anomalii, jsou pokles koeficientu teplotni roztaznosti [Chopelas a Boehler,
1992] nebo nérust teplotni difusivity s hloubkou [Hofmeister, 2005]. Vliv endoterm-
niho fazového prechodu v hloubce 670 km se ukazuje byt maly v porovnani s vlivem
narustu viskozity. Vysledkem zahrnuti obou efekti jsou teplotni heterogenity do-
minujici na stupnich 4-8 spise nez 1-3 jako v seismické tomografii [Bunge a kol.,
1996]. Jsou-li do vypoctu spolu s narustem viskozity ve spodnim plasti zahrnuty
i pohyby litosferickych desek vykazuje model spektrum, ve kterém prevladaji nizsi
stupné [Bunge a Richards, 1996].

Pristup vySe zminénych praci byl nasledujici. Autori zvolili model charakteri-
zovany danymi parametry (hloubkovy prubéh viskozity, fazové prechody, hrani¢ni
podminky atd.) a nechali probihat vypocet simulaci az do statisticky vyrovnaného
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stavu. Pak porovnali charakteristické spektrum konvekéniho modelu se spektry to-
mografickych modelu. Nas postup je jiny. Predpokladejme, ze seismicka tomografie
vice méné spravné odrazi termalni anomélie v plasti. Hustotni (a rychlostni) anomaélie
zpusobené zménami chemického slozeni v této praci nebereme v uvahu. Rozlozeni
teploty v plasti odvozené z tomografického modelu anomalii seismickych rychlosti
pouzijeme jako pocateéni podminku konvekéni simulace. Pokud byl tomograficky
obraz struktury plasté spravny, mél by konvekéni béh byt stabilni v tom smyslu,
ze charakter spektra teploty by se nemél ptilis prudce ménit. Pokud se spektrum
prudce zméni, bud'to mame nespravné fyzikdlni parametry plasté a nebo tomografif
poskytnuty pocateéni model neodrazi spravné strukturu plaste.

Pro posouzenti stability teplotniho modelu odvozeného ze seismické tomografie je
potfeba provadét tiirozmérné simulace konvekce. My jsme méli k dispozici otesto-
vany program pro dvourozmérné (osové symetrické) simulace konvekce a déle rozpra-
covanou verzi tfirozmérného programu. Ta obsahovala feseni pohybové rovnice a rov-
nice kontinuity a déle ¢asovou integraci rovnice prenosu tepla. Chybél v ni ale klicovy
(¢asové naro¢ny) vypocet nelinedrniho konvekéniho élenu v rovnici prenosu tepla.
Cilem této préce tedy bylo vytvorit efektivni podprogram pro vypocet skalarniho
sou¢inu dvou vektort vyjadienych sférickymi harmonickymi rozvoji, otestovat jej
a zafadit do hotové casti tiirozmérného konvekéniho programu. Déale pak provést
vypocty v nékolika modelech s ruznymi parametry (Rayleighovo ¢islo, hloubkovy
profil viskozity, ruzné startovaci modely teploty) a ovérit jejich stabilitu.

Prace obsahuje ve druhé kapitole stru¢ny popis feseni soustavy rovnic popisujicich
termalni konvekei v plasti pomoci sférickych harmonickych funkci. Podrobnéji je
popsan algoritmus pro efektivni a rychly vypocet skalarniho sou¢inu vektoru danych
stérickymi harmonickymi rozvoji. V kapitole tfi jsou popsany testy podprogramu.
Podprogram byl zkouSen nejdiive samostatné a poté i po zaclenéni do hlavniho
programu provadéjici numerické simulace proudéni v plasti. Ve ¢tvrté kapitole jsou
popsany vysledky simulaci termalni konvekce pro vstupni modely teplot, které byly
vytvoteny na zakladé tomografickych modelu anomaélii seismickych rychlosti. Na za-
vér prace je zarazen Dodatek A obsahujici definice sférickych harmonickych funkci
a nékteré vybrané operace s nimi a Dodatek B se stru¢nym popisem podprogramu.



Kapitola 2

Termalni konvekce v plasti

Termalni konvekce v plasti buzena vztlakovymi silami je popsdna soustavou rovnic
vychéazejicich ze zékladnich zdkonu zachovani. Je to rovnice kontinuity (zdkon za-
chovani hmoty),

0o B
otV (ev) =0, (2.1)

kde ¢ je hustota, t je ¢as a v je rychlost proudéni. Dale mame pohybovou rovnici
(zédkon zachovani hybnosti),

ov
Q(E—F(V'V)V) =V.7+08, (2.2)
kde 7 je tenzor napéti a g je gravitaéni zrychleni. Clen na levé strané rovnice (2.2)
je setrvacna sila, ¢len V - 7 predstavuje povrchovou silu a ¢len og je zdrojovy ¢len
— vztlakové sila. Rovnice prenosu tepla (zakon zachovéni energie) ma tvar,

aT
QCPE =V . (kVT) - oc,v - VT — pv,aTg+0 : Vv + H, (2.3)

kde ¢, je specifické teplo za konstantniho tlaku, T je teplota, k je tepelnd vodivost,
v, je radialni slozka rychlosti, « je koeficient teplotni roztaznosti, o je deviatoricka
¢ést tenzoru napéti a H jsou objemové zdroje tepla. V rovnici (2.3) élen V - (kVT)
na pravé strané popisuje kondukci, oc,v - VT je advekce, ov,aT'g je adiabatické
ochlazovéani nebo oteplovani a o : Vv je viskozni disipace. Déle je potfeba predepsat

reologicky vztah,
T=7(V), (2.4)

a stavovou rovnici,

o=o(p,T), (2.5)
kde p je tlak.



KAPITOLA 2. TERMALNI KONVEKCE V PLASTI 8

Material plasté aproximujeme nestlacitelnou newtonovskou kapalinou a uvazuje-
me klasickou Boussinesqovu aproximaci. Pak rovnici kontinuity dostaneme ve tvaru,

V.-v=0, (2.6)

a reologicky vztah je
7= —pl +n(Vv+V'v), (2.7)

kde I je identicky tenzor a 7 viskozita. V pohybové rovnici neuvazujeme setrvacny
¢len, ktery je v pripadé pomalé konvekce v zemském plasti zanedbatelny vuéi vztla-
kové sile. Formalné tak dostavame rovnici rovnovahy, nezavislou na case,

V-1 + 0g=0. (2.8)

V rovnici prenosu tepla neuvazujeme viskozni disipaci, adiabatické ochlazovani ¢i
oteplovani ani objemové zdroje tepla a dostavame

oT
— =rAT —v-VT, 2.9
kde k je termdlni difusivita, (k = ﬁ)
Hustota zavisi linearné na teploté a stavovou rovnici dostavame ve tvaru
0= 0ref(1 — (T — They)), (2.10)

kde g,f je referencni hustota odpovidajici referencni teploté 7T, ¢. Referenéni hustota
Oref, gravitacni zrychleni g, koeficient «, isobarické specifické teplo ¢, a teplotni
vodivost k jsou konstantni.

Soustavu rovnic (2.6)-(2.10) feSime na oblasti omezené dvéma sférickymi plocha-
mi, povrchem a rozhranim jadro-plast. Na obou hranicich piedepisujeme podminku
nulové radialni rychlosti,

v-e, =0 (2.11)

a nulového teéného napéti,
7€ —((T7-e) e)e. =0, (2.12)

kde e, je jednotkovy vektor v radidlnim sméru. V termalni rovnici na povrchu
predepisujeme konstantni teplotu T,, na rozhrani jadro-plast predepisujeme kons-
tantni teplotu Ty.

Styl konvekce v plasti zavisi na parametrech plaste, jejichz vliv lze popsat jedinym
bezrozmérnym ¢islem,

Ty — T,)d?
Ra = 29T —Ta)d” (2.13)
w1

kde d je tloustka plasté. Ra se nazyvd Rayleighovo &islo.
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2.1 Formalismus sférickych harmonickych funkci
Na soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic (2.6)-(2.12) aplikujeme formalismus

sférickych harmonickych funkei. Vsechny veliciny (skalary, vektory i tenzory) apro-
ximujeme koneénym poctem ¢lenu zobecnéné Fourierovy rady,

T0r0,0) = > > Tim()Yim(V, ), (2.14)

J=0 m=—j
N

o(r9.9) = Y > 0m(r)Yim(0, ), (2.15)
J=0 m=—j

v(r,d,¢) = Z > ' Vi (YL (9, 0), (2.16)

T(rd,9) = Z Z Z ZT}%(T)Y?;”(@,QO), (2.17)

§=0 m=—j I=|j—1| k=0

kde Y, Y}m, Yé’jn jsou skalarni, vektorové a tenzorové sférické harmonické funkce
(viz Dodatek A) a N je stupen rozvoje.

Dosazenim fad (2.14)-(2.17) do rovnic (2.6)-(2.12) se tyto rovnice znacéné zjedno-
dusi. Misto soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic dostaneme soustavu obycej-
nych diferencidlnich rovnic [Kyvalovd, 1994] — casové zavislou rovnici prenosu tepla
a soustavu (2.6)-(2.8), zahrnujici rovnici kontinuity, pohybovou rovnici a reologicky
vztah, které explicitné nezavisi na ¢ase. Schéma Feseni soustavy rovnic (2.6)-(2.12)
je nasledujici. Vezmeme pocatecni rozlozeni teploty Ty(r, v, p) v plasti. Dosazenim
teploty Ty do stavové rovnice ziskdme rozlozeni hustoty oo(r, ), ¢). Pak vyfesime
soustavu rovnic (2.6)-(2.8) a dostaneme rychlost vo(r, ¥, ¢). Tu spolu s teplotou
Ty dosadime do rovnice prenosu tepla a vycislime jeji pravou stranu. Integraci pak
ziskdme teplotu v dalsim casovém kroku T7(r, 9, ¢) a postup opakujeme.

Soustavu rovnic (2.6)-(2.8) fesime metodou konecnych diferenci. Pro vypocet
obycejnych derivaci podle r pouzivame schéma druhého radu

df 1 2 _

E(Tl) = %(—?ﬂc(ﬁ) + 4f(7"2) - f(T:s)) + O(h )7 h=mri—mri1 (2-18)

L) = gl = fro) vol?),  i=1..1  (219)
%(Tul) = %(3f(7“1+1) —Af(rr) + f(ri—1)) + o(h?), (2.20)

s néasledujici diskretizaci. P143t méme rozdélen na I vrstev. Na stiedech diskretizac-
nich vrstev pozadujeme platnost pohybové rovnice a pocitame koeficienty rychlosti.
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Na rozhranich vrstev predepisujeme rovnici kontinuity a reologicky vztah, zadavame
viskozitu a pocitame koeficienty napéti. Na hranicich oblasti, tj. na povrchu a na
rozhran{ jadro-plast, predepisujeme rovnici kontinuity, hrani¢ni podminky a reolo-
gicky vztah a pocitame koeficienty napéti i rychlosti. Vzhledem k tomu, Ze rovnice
(2.6)-(2.8) jsou linedrni, je mozné ziskat feSeni pomoci Greenovych funkei. Greeno-
va funkce je fesenim homogenni rovnice tzn. diferencidlni rovnice bez pravé strany.
Resenfm celé soustavy je pak konvoluce Greenovych funkef s pravymi stranami —
hustotnimi heterogenitami. Takovy postup je vyhodny v piipadé, ze pohybovou
rovnici fesime opakované, coz je nas piipad. Greenovy funkce pocitame jen jednou,
na zacatku celého vypoctu a v kazdém casovém kroku pak provadime pouze kon-
voluci s hustotnimi heterogenitami danymi rozlozenim teploty v daném c¢asovém
kroku.

Radialni derivace v rovnici pfenosu tepla (2.9) jsou aproximovany metodou
konecénych diferenci — Fornbergovou procedurou [Fornberg, 1988]. K integraci rovnice
je pouzita Runge-Kuttova metoda druhého fadu (Eulerova metoda) [Cizkovd a

Cadek, 1997).

2.2 Skalarni souc¢in vektoru

Formalismus sférickych harmonickych funkeci nabizi efektivni metodu feseni soustavy
parcidlnich diferencialnich rovnic (2.6)-(2.8), (2.11) a (2.12). Situace je vSak ponékud
komplikovanéjsi u rovnice prenosu tepla (2.9) diky nelinedrnimu ¢lenu v - VT, kde
bychom meéli vy¢islit skalarni sou¢in dvou harmonickych fad. Analyticky vzorec pro
vypocet skaldrniho soucinu dvou vektoru vi, vy vyjadienych sférickymi harmonic-
kymi funkcemi ma nasledujici tvar

. — L l1 I vz
VitVve = Z Z Ujlmlvj1m1Yj1m1 szmz (2'21)

Jjimaly jamale

l l _ jo+1 Hj Jelila 1 50 jm Ji J2 J
Yj11m1'Yj22m2 - <_1)J2 : \}E chllolzocjlmljzmg{ l2 ll 1 }Em’
jm

kde Hj1j2... =21+ 125+ 1..., Cjﬁnmmz je Clebsch-Gordanuv koeficient

a { ‘;; ‘312 ‘i } Wigneruv 6-j symbol [ Varshalovic a kol., 1989).

Ve vyrazu pro skalarni soucin se tedy vyskytuje osm ruznych indexu pticemz pres
vSechny z nich musime sc¢itat. Zjednodusené feceno pro maximalni stupen rozvoje
N bychom méli osm do sebe vnotfenych cyklu, kde indexy j by probihaly od 0 do
N, m = —j,...,j al nabyva tii ruznych hodnot. Pocet pruchodu takovym cyklem
znacneé roste s rostoucim N.
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Druhy faktor, ktery negativné ovliviiuje dobu potiebnou k vycisleni vyrazu
(2.21), jsou obecné Clebsch-Gordanovy koeficienty C’jﬂmmw které potiebujeme
znat. Muzeme je bud pocitat v kazdém casovém kroku znovu, coz je samoziejmé
zbytecné zpomaleni, nebo je mozné napocist je vSechny pfedem, coz zase vede
k tomu, Ze jsme pak nuceni pracovat s ptilis velkymi poli nebo soubory. Cely vypocet
je pak ndroény i pamétoveé.

Z uvedenych duvodu jsme k vypocétu ¢lenu v - VT zvolili efektivnéjsi postup —
vyéisleni skaldrntho sou¢inu na siti [Martinec, 1989]. Vypocet ma néasledujici ctyfi
kroky:

1. Napocteni harmonickych koeficientu kartézskych slozek obou vektorovych poli
v kazdé vrstve.

2. Napocteni velikosti kartézskych slozek na siti v kazdé vrstve.
3. Vypocet skalarniho soucinu v kazdém bodé sité v kazdé vrstve.
4. Vypocet sférickych harmonickych koeficientu rozvoje vysledného skalarniho

souéinu.

2.2.1 Rozklad vektort na kartézské slozky a vypocet skalar-
niho soucinu

Pouzijeme-li definice vektoru cyklické baze e_i, ey a e; (Dodatek A), lze snadno
ukazat, ze jednotkové bazové vektory v kartézské soustave lze vyjadrit jako

e, = Vam(Yi, — YY), (2.22)
e, = V2rmi(Y)_,+YY), (2.23)
e. = VarYY,. (2.24)

Pak kartézské slozky v,, v, a v, vektoru v jsou
Um(T> Q97 90) = Ve, = Z U;m(r)YémOsl? 90) v 27T<Y(1)71 - Y?l)? (225)
gml

vy(r0,0) = v, = > _vh, (NY! (9,0) |V2mi(Y) , + Y70, (2.26)

gml

v(r,9,0) = ve. = > vl (n)Y (9, 0) | VAT Y, (2.27)

gml
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Po upravach dostaneme

9 D2 iy i 2.2
T ‘P Zvjm \/— 20+1 ( jml—14Im—17" mll lm—i—l) ( : 8)
jml
7” v 90 Zvjm \/_ 2l—|—1 (leml 11Yzm 1 ]mirll}/zm+1)7 (229)
jml
. 2]-{— m
v, (r,0,p) =Zv§m(—1)l+%/21+ oo Yim. (2.30)
gml

Koeficienty vektoru rychlosti vé-m(ri) mame zadany v I diskretizac¢nich vrstvach.
Déle zavedeme diskretizaci i v ¥/ a ¢ a na siti pak vycislime slozky vektoru rychlosti
Vpyo(Ti, Oy 01), kde i =1,... [,k =1,... K, =0,... L — 1. Volbé diskretiza¢nich
uzlu v lateralnim sméru ¥, ¢; se budeme vénovat nize. Vzhledem k tomu, ze ve
sférickych harmonickych funkcich mame ¢len ™ (viz definice sférickych harmonic-
kych funkei v Dodatku A), je vhodné k vypocétu sumace pres m vyuzit diskrétni
rychlou Fourierovu transformaci. Podivejme se na velikost slozky v,, zname-li jeji
sférické harmonické koeficienty v7,,

v (r, 9, ) = Zv}m(r)ij(ﬁ, ) = vam(r)ij(cos 9)e™?. (2.31)

Vyraz ) v, (r) Pin(cos¥) oznacime vy, (r). Pak

v (1,0, ) = Z v (r)e™e, (2.32)

m

Suma na pravé strané predstavuje diskrétni Fourierovu transformaci a k jejimu
vycisleni existuje efektivni algoritmus — rychla Fourierova transformace. Stejné pos-
tupujeme i u ostatnich slozek vektoru rychlosti a gradientu teploty g = VT

Pak provedeme skaldrni soucin v - V1" v kazdém bodé siteé,

f(riy 19197 Spl) =V:g ="z + Vy gy + v.9.. (233)

2.2.2 Harmonicka analyza skalarniho soucinu

Nyni je potieba vysledné skaldrni pole f(r, ), ¢) rozvinout zpét do tady sférickych
harmonickych funkei, tedy spocitat koeficienty fj.,(r). Pro f;,(r) plati (viz Dodatek
A)

fim(r) //f r, 9, 0)Yr (U, ¢)sind dedd, (2.34)
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Zavedeme substituci = cos?¥ a mame

fym(r) = / / F(r,2, ) Prn(2)e (0, ) dida (2:35)

neboli )
Fn(r) = [ Fulre)Pin(a) da, (2.36)

kde _127r
ol z) = / £z, @)e=™ do. (2.37)

0

Integrély (2.36), (2.37) predstavuji Legendrovu a Fourierovu transformaci. Zavedeme
diskrétni hodnoty z; pro k = 1,... K jako koreny Legendrovych polynomu stupné
K a dale L diskrétnich hodnot ¢; = 2wl/L prol=0,...L — 1.
Integral (2.37) spocteme pomoci inverzni diskrétni rychlé Fourierovy transfor-
mace | Velimsky, 2003]. Tedy
g L1
il s) = 2 3 (i i )i, (2.38)

=0

K vypoctu integralu (2.36) pouzijeme Gaussuv-Legendruv kvadraturni vzorec s va-
hami wy,

fim(ri) = Z Wi frn(Tis Th) Pjm (1) (2.39)
k=1

Gaussuv kvadraturni vzorec na K bodech umoznuje integrovat ptesné polynomy
do stupné 2K —1, tedy K > %N . Abychom pfi Fourierové transformaci predesli alias
efektu musime volit L > 3N. Vzhledem k tomu, ze pouzivame rychlou Fourierovu
transformaci musi byt navic L mocnina dvou [Martinec, 1989).

Vyse uvedeny algoritmus pro vypocet skalarniho souc¢inu redlnych vektoru provadi
podprogram SOUCIN. Popis podprogramu uvadime v Dodatku B.



Kapitola 3

Testy podprogramu SOUCIN

3.1 Porovnani s analytickym vzorcem

Smyslem tohoto testu bylo zjistit jak se shoduji hodnoty spoc¢tené podprogramem
SOUCIN s hodnotami napo¢tenymi podle analytického vzorce (2.21). Nezavisle na
podprogramu SOUCIN jsme tedy vytvorili testovaci program, ktery pocita soucin
podle vztahu (2.21). K vypoctu obecnych Clebsch-Gordanovych koeficienti jsme
pouzili program CLEGEN a k vypoc¢tu Wignerovych 6-j symbolu jsme pouzili prog-
ram SIXJ1. Vstupem pro testovaci program i pro podprogram SOUCIN byla pole
koeficientu, reprezentujici dva realné vektory. Porovnavali jsme koeficienty vysledné-
ho skalarniho souc¢inu. Testy jsme provadéli pro N = 10, 20, 30. Ve vSech ptipadech
byly odchylky nulové. Pro vyssi IV jsme test neprovadéli, protoze pouzivany program
na vypocet obecnych Clebsch-Gordanovych koeficientti nezarucuje pro vyssi stupné
rozvoje dostatecnou piesnost (O. Cadek, osobni sdélent).

3.2 Porovnanis dvourozmérnym konvekénim prog-
ramem

Podprogram SOUCIN je soucasti programu 3D-KONVO pro tfirozmérné simulace
konvekce v plasti. Dale jsme méli k dispozici program 2D-KONVO pro simulace
konvekce ve dvourozmeérném osové symetrickém ptipadé [C’z/z“kovci a Cadek, 1997].
Nasledujici testy spocivaji ve srovnavani vystupu z obou programu.

TEST I.
Vstupem pro oba programy bylo stejné dvourozmérné osové symetrické rozlozeni
teploty v plasti, popsané koeficienty Tjo(r), kde 7 = 0,1,..., N. Koeficienty Tj,,(r)
jsou pro m # 0 nulové. Po jednom ¢asovém kroku jsme porovnavali koeficienty
fim(r) clenu f = v-VT. Sledovali jsem zda se koeficienty pro j = 0 z obou programu

14



KAPITOLA 3. TESTY PODPROGRAMU SOUCIN 15

shoduji a déle zda ve tfirozmérném programu jsou koeficienty pro m # 0 nulové.

Test jsme provadeéli pro ruzné stupné rozvoju (N = 40, 100, 150, 200). Odchylky
vystupii dvourozmérného a tifrozmérného programu nepiesahuji 1074 % a koefcienty
T, pro m # 0 jsou skute¢né nulové.

TEST II.
Abychom ovérili spravnost vypoctu i pro koeficienty Tj,,, m # 0 provedli jsme
nasledujici test. Vstupem pro program 2D-KONVO bylo opét axisymetrické rozlo-
zeni teplot,

TP (ty,r,9) = Y TP (L, 1) Yio(0), (3.1)

Jj=0

kde ¢; znaci i-ty casovy krok. Vstupni rozlozeni teploty pro tiirozmérny program
bylo stejné axisymetrické pole jako ve dvourozmérném piipadé, ale toto pole jsme
pootocili tak, ze jeho osa symetrie svira s osou souradného systému thel 5. V takto
otoceném poli teplot jiz jsou obecné vsechny koeficienty Tj, nenulové. Mame-li
(obecné tifrozmérné) rozlozeni teplot,

T3P (t;,r, 09, 0) = ZT?’Dt 7)Yim (9, @), (3.2)

pak pro koeficienty pootoc¢eného pole teploty T]{an plati [Matyska, 1995]:

J
ST Y Z Z T3 Dy (0, B,7) Y (0, ), (3.3)

m/=—j m/=—j m=—j

kde ¢arka znaci otoceny systém souradnic, Di@m’ je Wignerova D-funkce, kterou lze
zapsat jako
D! (a,B3,7) = exp(—ima)d (B)exp(—im'y), (3.4)

kde a, 8 a v jsou Eulerovské thly a pro definici dmm, viz napt. Varshalovich a kol.,
1989.

V nasem pripadé jsme méli 7 = 30° a a« = 7 = 0. Koeficienty vstupniho
(neotoceného) tifrozmérného pole Tj7 jsou totozné s T7P pro m = 0 a nulové
pro m # 0. Po jednom casovém kroku jsme pak dostali z dvourozmérného prog-
ramu rozlozen{ teplot T?P(t; 1, 7,19). Vystup z tifrozmérného programu tedy pole
T3P (tii1, 7,9, 9), jsme otocili zpét o tihel —3 a dostali jsme tak rozlozeni teplot
T3P (tis1, 7,9, ). To jsme pak porovnavali s polem T?P(t; 1, 7,19).

Odchylky koeficientu 777 (tiy1,7) a To2 (tiy1,7) pro m = 0 nepfesahuji 107> %
s vyjimkou koeficientu, které jsou blizké nule, a u kterych je odchylka pochopitelné
VySSi.
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3.3 Presnost podprogramu

Cilem tohoto testu bylo ovérit presnost podprogramu v zavislosti na maximalnim
stupni rozvoje. Porovnani s analytickym vzorcem (odstavec 3.1) ndm v tomto ne-
pomuze, protoze program pro vypocet obecnych Clebsh-Gordanovych koeficientu je
presny jen do velmi nizkého stupné rozvoje (N ~ 30). Testy uvedené v odstavci
3.2 ovéruji spravnost podprogramu SOUCIN. Neovéiuji ale jeho presnost, protoze
i program 2D-KONVO pouziva pii vycisleni konvekéniho ¢lenu v - V1 vypocet
skalarniho sou¢inu na siti a Gaussovu-Legendrovu kvadraturu. V tomto testu se
tedy pokusime odhadnout spolehlivost a presnost vypoctu skalarniho sou¢inu na siti
a stanovit maximalni stupen rozvoje, do kterého je nase metoda presna.

P11 vypoctu soucinu provadime 1) harmonickou syntézu slozek obou vektoru, 2)
vypocet skaldrniho souc¢inu vyndsobenim slozek na siti a 3) harmonickou analyzu
vysledného skalarniho soucinu. Presnost prvni ¢asti je zavisla na pfesnosti vypoctu
slozek vektoru (2.28)-(2.30) a tedy na presnosti vy¢isleni Clebsh-Gordanovych koe-
ficientu ngu jams PO J2 = 1. K jejich vypoctu jSI{le pouzili program CLEBI1, ktery
je spolehlivy nejméné do stupné rozvoje 500 (O. Cadek, osobni sdélent).

Nepresnosti do treti ¢asti vypoctu muze vnaset vypocet pridruzenych Legendro-
vych funkci nebo numerickd integrace pti vypoctu koeficientu sférické harmonické
fady (viz vzorec (2.39)). Presnost této ¢dsti programu, jsme zjistovali tak, Ze jsme
vzali koeficienty vj,, sférického harmonického rozvoje libovolného skaldru, provedli
jsme syntézu na siti a pak zpét harmonickou analyzu, jiz jsme ziskali koeficienty
%, Probfhé-li vypocet bez chyb pak vj, = v},,. Test jsme provadéli pro riznd N.
Overili jsme, ze pro N < 300 je vypocet presny, pro N ~ 320 je rozdil mezi v, a
v, asi 107* %, pro N ~ 340 jsou chyby jiz v fddu jednotek procent a pro N ~ 360
se jiz jedna o nepresnosti fadu desitek procent.

Lze tedy tici, ze maximalni stupen rozvoje, do kterého je mozné program SOUCIN
bezpecné pouzivat je, N ~ 300 — 320.



Kapitola 4

Stabilita konvekce

V této kapitole se zabyvame stabilitou termélnich modelu plasté odvozenych na
zékladé tomografickych modelit anomalif rychlosti seismickych vIn. Zjistovali jsme,
zda a na jakych casovych skélach muze byt stabilni obraz teplotnich anomalii v plasti
odvozenych ze seismické tomografie. Pojmem stabilni zde rozumime predevsim za-
chovani charakteru spektra vstupniho rozlozeni teploty. Testovali jsme nékolik mo-
deltt (Ra = 10°, Ra = 107, konstantn{ nebo hloubkové proménn4 viskozita).

4.1 Konstrukce vstupnich modelu teploty

Tomografické modely udavaji rozlozeni relativnich anomalii seismickych rychlosti
du/ug v plasti, kde du jsou odchylky skuteéného tiirozmérného rozlozeni seismickych
rychlosti od referenéniho sféricky symetrického modelu ug. Znali jsme koeficienty
Ujm(r;) sférickych harmonickych rozvoju téchto relativnich odchylek v I vstvéach.
Pro prepocet anomadlii seismickych rychlosti na teploty jsme pouzili vztah

p ou

T=—>-— 4.1
oT = L2, (1)

kde 6T jsou odchylky teploty od radialné symetrického modelu, p je parametr kon-

verze (p = diﬂﬁ) a « je koeficient teplotni roztaznosti. Zde jsme pouzivali kons-

tantnf hodnoty o = 2 - 107°K™" a p = 0.4 pokud byl tomograficky model vytvoien
na zakladé casu prichodu vin P a p = 0.2 v pripadé, Ze tomograficky model byl
vytvofen na zakladé casu prichodu vin S. Pro sférické harmonické koeficienty 7}y,
rozvoje odchylek teploty 07T pak plati

Tjm(r) = = Zttjn(r) pro j #0. (4.2)

Pro ziskdni rozumného stabilniho obrazu teploty je dale potieba zkonstruo-
vat radialné symetricky profil teploty Too(r) — geotermu. Kazdy model s danym

17
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Obrézek 4.1: Charakteristické geotermy. Cervend kfivka A odpovidd modelu s kons-
tantni viskozitou a Ra = 109, zelena kiivka B odpovidd modelu s desetindsobnym
narustem viskozity v hloubce 1000 km a Ra = 10°, modra kiivka C je pro model
se stondsobnym nérustem viskozity v hloubce 1000 km a Ra = 10° a fialov4 kiivka
D je pak pro model s narustem viskozity a Ra = 107.

Rayleighovym ¢islem a hloubkovym profilem viskozity ma jinou charakteristickou
geotermu. Tu jsme ziskavali nasledovné. Pro kazdy model s danym Rayleighovym
¢islem Ra a hloubkovym profilem viskozity 7(r) jsme provedli simulaci konvekce
ve dvourozmérném piipadé (program 2D-KONVO). Béh jsme nastartovali z libo-
volného pocatecniho rozlozeni teploty a nechali vyvijet tak dlouho, az se dostal
do statisticky vyrovnaného stavu, tj. takového kdy ¢asovy prubéh Nusseltova cisla
nemd ani klesajici ani rostouci tendenci. Radidlni profil Tyo(r) jsme pak pouzili pii
konstrukci pocatecniho trirozmérného modelu teploty. Na obr. 4.1 jsou piislusné
geotermy pro ¢tyfi ruzné piipady: a) model s konstantni viskozitou v celém plasti,
Ra = 10° (Eervend kiivka A), b) model se vzrustem viskozity o jeden fdd v hloubce
1000 km, Ra = 10° (zelena kiivka B), ¢) model se vzrustem viskozity o dva fddy
v hloubce 1000 km, Ra = 10° (modrd kiivka C) a d) model s ndrustem viskozity
o jeden tad v hloubce 1000 km a Ra = 107 (fialové kiivka D).

Pro konstrukci pocatecniho rozlozeni teploty jsme pouzili dva tomografické mo-
dely. Prvnim byl model konstruovany na zékladé casu prichodu vin S [Ritsema a kol.,
1999], ktery mame do stupné 20 v 80 vrstvach. Vrstvy byly vice zahusténé u povrchu
a CMB, tloustka vrstvy zde byla 10-20 km, ve zbytku plésté pak 40 km. Rez roz-
lozenim relativnich odchylek anomadlii seismickych rychlosti du/ug je zobrazen na
obrézku 4.2 a). Vstupni modely rozlozeni teploty vytvofené na jeho zakladé znacime
pismenem R.
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Tabulka 4.1: Parametry teplotnich modelu.

model povrchové Ra | Neppi/Nsvpt | N I

R10%m, 10° 1 50 | 80
R10°-nm0 10° 10 50 | 80
R10°-7109 109 100 50 | 80
R10"-m10 107 10 50 | 80
H10°-m0A 10° 10 180 | 120
H10°-1,0B 10° 10 180 | 120
H10-m10 107 10 180 | 120

Druhym tomografickym modelem byl model konstruovany na zakladé ¢asu pii-
chodu vin P [Karason a van der Hilst, 2001]. Ten je dédn do stupné 128 v 64 vrstvach
s rovnomérnou hloubkovou diskretizaci (tloustka vrstev byla 45 km). Rez rozlozenim
relativnich odchylek anomalii seismickych rychlosti du/ug je zobrazen na obrazku 4.2
b). Teplotni modely vytvorené na jeho zakladé znacime pismenem H.

Pro posouzeni stability modelu konvekce jsme pouzivali vykonova spektra tep-
lotnich anomalii

P; = T0+QReZijT;m pro j=1,2.... (4.3)

Na obrazku 4.3 jsou normovana vykonova spektra vstupnich teplotnich anomalii
v modelech R (¢ervené kiivky) a H (zelené kiivky) v hloubkéach 200 km (obr. a),
660 km (obr. b) a 2000 km (obr. ¢). Spektra jsou normovana tak, aby maximalni
hodnota byla jedna.

Déle jsme sledovali casovy vyvoj stfedni kvadratické hodnoty rychlosti v plasti

VRMS — \// V2 T 19 , Q d‘/pl, (44)

kde V,; znaci objem plaste.

4.2 Vysledky

Uskutecnili jsme nékolik vypoétu pro ruzna Rayleighova ¢isla v modelech s kons-
tantni viskozitou nebo s nérustem viskozity ve spodnim plasti (v hloubce 1000 km).
Hloubkovy profil 7, v modelech s narustem viskozity je na obr. 4.4. Pomér velikosti
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a)

Obrazek 4.2: Relativni odchylky seismickych anomdlii du/ug v modelech R, obr. a)
a v modelech H, obr. b). Rez na nultém poledniku.
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Obrazek 4.3: Normovand vykonova spektra vstupnich teplotnich anomalii pro model
R (Cervené kiivky) a pro model H (zelené kiivky) v hloubkach 200 km (obr. a), 660
km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrazek 4.4: Hloubkovy profil poméru 7, ,i/nsyu v modelech, ve kterych viskozita
vzrustd ve spodnim plasti desetkrat (¢ervena kiivka) a v modelu ve kterém viskozita
vzrustd ve spodnim plasti stokrat (zelend kiivka).

viskozity ve spodnim plésti 7s,,; a velikosti viskozity ve svrchnimm plasti 7, 1,
Nsppt/Nsvpt = 10 nebo 100.
Zavedli jsme nésledujici oznaceni modelu:

R10%7;: model konstruovany na zakladé ¢ast pifichodu vin S s Rayleighovym éislem
105 a konstantni viskozitou v celém plasti. Stupen rozvoje N = 50 a hloubkové
rozliSeni bylo 10 km v hrani¢nich vrstvach, tzn. ve vrstve silné 200 km u povrchu
a ve vrstvé 150 km nad CMB a 40 km ve zbytku plasté (dohromady 80 vrstev).

R106-7;9: model konstruovany na zakladé ¢ast piichodu vin S s desetindsobnym
narustem viskozity v hloubce 1000 km. Povrchové Rayleighovo éislo je 106.
Hloubkové rozliseni bylo 10 km v hrani¢nich vrstvéach, tzn. v 200 km silnych
vrstvach u povrchu a CMB, 80 km pak ve zbytku plasté (N = 50, I= 80).

R10%1;00: model konstruovany na zékladé casti pifchodu vin S se stondsobnym
narustem viskozity v hloubce 1000 km. Povrchové Rayleighovo éislo je 10°.
Lateralni i hloubkové rozligeni bylo shodné s piedchozim modelem R10%-7;q

(N =50, I = 80).

R107-10: model konstruovany na zékladé ¢ast piichodu vin S, povrchové Rayleig-
hovo é&islo je 107. Ve spodnim plésti v hloubce 1000 km viskozita o fad vzrista.
Lateralni i hloubkové rozliseni bylo shodné s modelem R10%-n; (N =50, I =
80).

H105-1;0A: model konstruovany na zakladé ¢asii pifchodu vin P, povrchové Ray-
leighovo &islo je 10°. Ve spodnim plésti (v hloubce 1000 km) je viskozita o fad
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Obrézek 4.5: Pocateéni teplota v modelu R10%-7;. Rez na nultém poledniku.

vyssi. Hloubkové rozliSeni bylo 20 km az do hloubky 1400 km, v hloubkach
1400 km az 2500 km bylo rozliseni 40 km a 20 km aZ nad rozhrani jadro-plast
(celkem 120 vrstev). Simulace jsme provadéli pro maximdlni stupen rozvoje
N = 180.

H10%-1,0B: model konstruovany na zakladé ¢asii piichodu vin P, povrchové Ray-
leighovo &fslo je 10°. Ve spodnim plésti (v hloubce 1000 km) je viskozita o fad
vy&si. Jednd se o model shodny s modelem H105-1;0A rozdilné bylo radidlni
rozliseni. Model mél rozliseni 10 km do hloubky 800 km a u hranice jaddro-plast
15 km. Ve zbytku oblasti byla tloustka vrstev 85 km. N = 180, 1 = 120.

H107-1,0: model konstruovany na zdkladé ¢ast piichodu vin P, povrchové Rayleig-
hovo ¢&fslo je 107. Ve spodnim pldsti (v hloubce 1000 km) je viskozita o tad
vyssi. Radidlni diskretizace byla stejnd jako u modelu H10%-n;0A.

Piehled modelu je uveden v tabulce 4.1.

Model R10%-n,

Polednikovy fez vstupnim rozlozenim teplot je na obrazku 4.5.

Simulace trvala 80 milionu let. Na obrézku 4.7 je ¢asovy vyvoj rozlozeni teploty.
Z dlouhovinnych teplych itvaru ve spodnim plasti (obrazek 4.7, levy horni panel) se
béhem asi 50 milionu let vyvijeji rychle stoupajici horké plumy, a stejné tak studené
sestupné utvary, které se stavaji vyrazné kratkovinnéjsi. Stredni kvadraticka rychlost
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Obrézek 4.6: Stiedni kvadratickd hodnota rychlosti vgyrg jako funkce ¢asu. Cervend
kiivka A odpovidd modelu R10%-7;, zelend kiivka B je pro model R10°-1,q, modra
kiivka C je pro model R107-no a fialova kiivka D je pro model R10%-1,q.

Vpps monoténné a pomérné rychle roste (4.6, ¢ervend kiivka A). Po 60 milionech let
jsou jiz vzestupné horké plumy prilis izké a ve spodnim plasti jsou patrné lateralni
oscilace teploty. Lateralni rozliseni (N = 50) jiz neni schopné postihnout vyvijejici
se utvary a po asi 80 milionech let se proto vypocet zhrouti.

Na obrazku 4.8 je ¢asovy vyvoj vykonovych spekter pro 3 ruzné hloubky — a)
200 km, b) 660 km a c¢) 2000 km. Vstupni teplotni model byl dan do maximélniho
stupneé rozvoje N = 20. Z obrazku je patrné, ze spektrum se postupné zaplnuje i pro
vyssi stupné, nejrychleji v nejspodnéjsim plasti (4.8 c). Je tedy patrné, ze charakter
spektra vstupniho modelu se velmi rychle (na ¢asové skéle 80 milionu let) zménil.
Model vychéazejici z dlouhovinného tomografického modelu (N = 20) s konstantni
viskozitou je tedy nestabilni byt Rayleighovo ¢islo je relativné nizké.
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60 MYr

Obrézek 4.7: Casovy vyvoj rozlozeni teploty v modelu R10%-7;. Rez nultym
polednikem.
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Obrézek 4.8: Casovy vyvoj vykonovych spekter pro model R10%-7;. Jedna se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obréazek 4.9: Pocateéni rozlozeni teploty v modelu R10%-7;,. Rez na nultém
poledniku.

Model R106-7710

Model jsme se pokusili stabilizovat zavedenim desetinasobného narustu visko-
zity v hloubce 1000 km. Rez vstupnim rozlozenfm teplot je na obrazku 4.9. Od
pocétecniho rozloZeni teploty v modelu R10°-n; (obr. 4.5) se lisi diky tomu, Ze m4
jinou charakteristickou geotermu (obr. 4.1).

Zavedenim narustu viskozity doslo podle ocekavani k vyrazné stabilizaci systému.
Simulace probihala 540 milionu let nez doslo k numerickému zhrouceni vypoctu.
Casovy vyvoj teploty je zndzornén na obr. 4.10 a na obrazku 4.6 (kiivka B) je ¢asovy
vyvoj stfedni kvadratické rychlosti. Z obr. 4.6 je patrné, ze stfedni kvadraticka
rychlost vgyrs je nizsi nez v modelu R10%n; a jeji narust s ¢asem je pomalejsi.
Nérust vykonu na vyssich stupnich (obr. 4.11) je ovSem i zde patrny a po asi 200
milionech let se velmi rychle zaplni spektrum az do maximélniho stupné rozvoje
(N = 50) a vypocet se po 540 milionech let hrouti. Podatilo se ndm tedy zlepsit
stabilitu modelu a spektrum si zachovalo charakter vstupntho modelu teplot po asi
200 milionu let. Poté se ale i v tomto piipadé charakter spektra zacal prudce ménit
k vyrazné kratkovinnému. Nejedna se tedy o stabilni model.



KAPITOLA 4. STABILITA KONVEKCE

140 MYr

280 MYr

420 MYr

28

Obrézek 4.10: Casovy vyvoj rozlozeni teploty v modelu R10-m,9. Rez nultym

polednikem.
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Obréazek 4.11: Casovy vyvoj vykonovych spekter pro model R10%-n;,. Jedna se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrazek 4.12: Pocédtecéni rozlozeni teploty v modelu R10°-1;0. Rez na nultém
poledniku.

Model R106-77100

Pokusili jsme se o jesté vétsi stabilizaci modelu zavedenim stonasobného narustu
viskozity v hloubce 1000 km. Rez vstupnim rozlozenim teplot je na obrazku 4.12.

Simulace probihala 1410 miliont let nez doslo k numerickému zhrouceni vypoctu.
Casovy vivoj teploty je zndzornén na obr. 4.13 a na obrazku 4.6 (kiivka D) je
casovy vyvoj stfedni kvadratické rychlosti. Z obr. 4.6 je patrné, ze stiedni kvadra-
tickd rychlost vgars je nizs nez v modelu R10%-1y a jeji ndrust s ¢asem je poma-
lejsi. Presto ale monotonné roste, zatimco ve stabilnim modelu bychom ocekavali
oscilace okolo néjaké stredni hodnoty. Na obrazcich 4.14 je patrné, ze spektrum si
zachovava dlouhovlnny charakter vstupniho rozlozeni po dobu asi 400 miliontu let.
Pak ovSem i v tomto modelu zacal rust vykon na vys$sich harmonickych stupnich.
V plasti se zacaly vyvijet mohutné horké plumy a béhem svého vzestupu plastém
se ztencovaly. Ve chvili, kdy dorazily k povrchu, projevily se ve vypoctu nume-
rické obtize souvisejici zfejmé s nedostatecné jemnou diskretizaci v horni hrani¢ni
vrstvé a vypocet se zhroutil. OvSem i nebyt téchto radialnich oscilaci, charakter
spektra by se ziejmé (pomérné rychle) zménil na kratkovinny. Ackoli se ndm tedy
podafiilo vyraznym zvySenim viskozity spodniho plaste stabilizovat model na re-
lativné dlouhou dobu, charakteristické spektrum vstupnich teplotnich anomalii se
nakonec zachovat nepodafrilo.
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Obrézek 4.13: Casovy vyvoj rozlozeni teploty v modelu R10%-9;00. Rez nultym
polednikem.
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Obrézek 4.14: Casovy vyvoj vykonovych spekter pro model R10%-7;00. Jednd se

o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obréazek 4.15: Pocateéni rozlozeni teploty v modelu R107-79. Rez na nultém
poledniku.

Model R107-T]10

Polednikovy tez vstupnim rozlozenim teplot je na obrazku 4.15.

Oproti predchozimu modelu jsme zvysi-li Rayleighovo ¢islo o fad a konvekce je
tedy podle ocekdvani ” boutlivejsi”. Simulace probihala pouze 35 miliont let. Casovy
vyvoj rozlozeni teplot v tomto modelu je na obrazku 4.16 a casovy vyvoj stiedni kva-
dratické rychlosti vgys je na obrazku 4.6 (kiivka C). Stfedni kvadratickd rychlost
roste velmi rychle a velmi rychle se také zaplinuji vyssi harmonické stupné spektra
(obr. 4.17). Je patrné, ze i v tomto modelu dochézi k rychlé zméné charakteru
spektra, model neni stabilni a proto se vypocet zhrouti. Z ¢asového vyvoje teplot je
navic patrné, ze dochézi k oscilacim i v radidlnim sméru.
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Obrézek 4.16: Casovy vyvoj rozlozeni teploty v modelu R107-1,9. Rez nultym
polednikem.
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Obréazek 4.17: Casovy vyvoj vykonovych spekter pro model R107-n;. Jedna se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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s nnie
BOOK

Obréazek 4.18: Pocateéni rozlozeni teploty v modelu H10%-7;9. Rez na nultém
poledniku.

Protoze model R10%-n; s konstantni viskozitou se podle otekavani ukdzal byt
nestabilni, v pripadé modelu H jsme se omezili pouze na modely s narustem viskozity
ve spodnim plésti.

Model H10%-7;)A

Polednikovy tez vstupnim rozlozenim teplot je na obrazku 4.18.

Simulace probihala 325 milionti let. Casovy vyvoj teplot je na obr. 4.19. Je patrné,
ze po dobu asi 150 milionu let je model vice méné stabilni a spektrum (obr. 4.20)
se na vyssich harmonickych stupnich zaplihuje jen pomalu. Stejné tak narust stfedni
kvadratické rychlosti (obr. 4.21 kfivka A) je relativné pomaly. Po asi 200 milionech
let se ovsem z teplych anomalii zaé¢nou vyvijet rychle stoupajici plumy. Po 325
milionech let, v dobé kdy plumy dorazi k povrchu, se vypocet numericky hrouti,
ziejmé diky nedostatecnému radialnimu rozliseni v horni hraniéni vrstve.



KAPITOLA 4. STABILITA KONVEKCE 37

300 MYr - 325 MYr

Obrézek 4.19: Casovy vyvoj rozlozeni teploty v modelu H10%-1;0A. Rez nultym
polednikem.
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Obrézek 4.20: Casovy vyvoj vykonovych spekter pro model H10%-n0A. Jedné se
o hloubky 200 km (obr. a), 660 km (obr. b) a 2000 km (obr. c).
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Obrézek 4.21: Stiedni kvadraticka hodnota rychlosti vza g jako funkce ¢asu. Cervend
kiivka A odpovidd modelu H10%-n0A, zelend kiivka B je pro model H10%-n,,B
a modr4 kiivka C je pro model H10"-7;.

Model H106-7710B

Model m4 stejné pocateéni rozlozeni teplot jako model H10%-m;0A (obr. 4.18),
lisi se vsak radidlnim rozliSenim. Zachovali jsme pocet vrstev 120, ale rozliseni az
do hloubky 800 km bylo 10 km a v hrani¢n{ vrstvé nad rozhranim jadro-pldst (100
km silnd vrstva) bylo rozliseni 15 km. Ve zbytku oblasti byly vrstvy silnéjsi (85
km). Casovy vyvoj teplot v modelu je na obr. 4.22 a ¢asovy vyvoj stiedni kvadra-
tické rychlosti je na obr. 4.21, kiivka B. Zjemnéni radialni diskretizace u povrchu
a ve svrchnim plasti zretelné vedlo k numerické stabilizaci vypoctu — simulace
probihala 510 milionu let. Pak se ovSem vypocet opét zhroutil, zfejmé diky stale
nedostatecnému rozliseni ve spodnim plasti, zejména ve spodni hrani¢ni vrstve. I tak
je ovSem ziejmé, ze spektrum anomélii teploty (4.23) se postupné zaplinuje a model
H10%-110B patrné nebude fyzikdlné stabilni (ve smyslu zachovani dlouhovinného
charakteru anomalif).
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Obrézek 4.22: Casovy vyvoj rozlozeni teploty v modelu H10%-7,0B. Rez nultym
polednikem.
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Obrézek 4.23: Casovy vyvoj rozlozeni teploty v modelu H10%-7;,B. Rez nultym
polednikem.
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Obrézek 4.24: Pocatecni rozlozeni teploty v modelu H107-n;o. Rez na 24. poledniku
z.d.

Model H10"-1

Polednikovy tez vstupnim rozlozenim teplot je na obrazku 4.24.

Simulace tohoto modelu trvala 20 milionu let, pak doslo k numerickému zhrouceni
vypoctu opét ziejmé diky nedostatecnému radidlnimu rozliseni zejména v hrani¢nich
vrstvach. Casovy vyvoj rozlozeni teplot je na obrazku 4.25 a ¢asovy vyvoj stfedni
kvadratické rychlosti je na obr. 4.21, kiivka C.
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Obrézek 4.25: Casovy vyvoj rozlozeni teploty v modelu H107-n9. Rez na 24.
poledniku z.d.
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Zaveér

Vytvorili jsme podprogram na vypocet souc¢inu vektoru vyjadienych sférickymi har-
monickymi rozvoji. Jeho spravnost jsme ovérili pomoci nékolika testi. Soucin lze
pomoci tohoto podprogramu vycislit presné do stupné rozvoje 300-320. Vysledny
podprogram je piilozen na disketé. Podprogram byl vélenén do tiirozmérného kon-
vekéniho programu a ten byl pak pouzit pro simulace v nékolika jednoduchych mode-
lech. Cilem simulaci bylo ovérit stabilitu teplotniho rozlozeni odvozeného na zaklade
seismickych tomografickych modelu.

Testovali jsme nékolik modeli (Ra = 10°, Ra = 107, viskozita konstantn{ nebo
narustajici s hloubkou). Ukézalo se (podle o¢ekavani), ze model s narustem viskozity
v hloubce 1000 km je stabilnéjsi, nez model s konstantni viskozitou v celém plasti.
V modelu R10°7; odvozeného z dlouhovinného tomografického modelu (stupen roz-
voje 20) dochazelo k rychlému zaplnovéani spektra i na vyssich harmonickych stupnich
az do maximdlniho stupné rozvoje (50) a vypocty se zdhy numericky hroutily.
V modelech R10%7,y a R107,09 zlistava spektrum dlouhovinné po relativné dlouhou
dobu (~ 200 milionu let pro narust viskozity desetkrat ve spodnim plasti; 400
milionu let pro narust viskozity stokrat ve spodnim plasti). Pak se ale za¢nou
tvorit relativné rychle stoupajici plumy, charakter spektra se méni a roste vykon na
vy$sich harmonickych stupnich. V pifpadé modeli H s Rayleighovym éislem 10° je
vysledek podobny u viskozniho profilu charakterizovaného desetindsobnym narustem
ve spodnim plasti. Spektrum zustava dlouhovinné po asi 200 milionu let, pak se
ale relativné rychle zaplnuje na vyssich harmonickych stupnich a model tedy neni
fyzikalné stabilni. V téchto modelech (H10%7,0A, H10%7,0B), ale kromeé této fyzikdln{
nestability systému pozorujeme nestabilitu numerickou. Ta je pravdépodobné zpu-
sobena nedostatecnym radialnim rozliSenim v hrani¢nich vrstvach nebo prilis rychle
se ménici tloustkou diskretizac¢nich vrstev a vede k numerickému zhrouceni vypoctu.
Stejny numericky problém se projevuje v pifpadé modelu H107;o. Radidlni rozliseni
modelu bude jesté potieba optimalizovat a zaroven dukladné otestovat numerickou
stabilitu programu nez bude mozné vyslovit definitivni zavéry o fyzikdlni stabilite
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modelu.

Déle je treba fici, ze jsme zkoumali jen pomérné tzkou mnozinu modeli. Na
stabilitu modelu muze mit vliv fada dalsich parametru. Bylo by vhodné studovat
napi. vétsi narust viskozity ve spodnim plasti, eventuelné postupny narust misto
skokového, nebo vliv dalsich parametru jako je narust termalni difusivity nebo pokles
koeficientu teplotni roztaznosti. Stabilitu konvekce nepochybné muze ovlivnit také
eventuelni chemicky odlisnd vrstva ve spodnim plasti. Skupinu modelu studovanych
v této praci bude tedy potieba jesté podstatné rozsitit, nez budeme schopni for-
mulovat robustni zavéry o stabilité ¢i nestabilité konvekénich modelu odvozenych
na zakladé seismického tomografického obrazu plaste.



Dodatek A

Definice sférickych harmonickych
funkci a vybrané operace s nimi

Skaldrni sférické harmonické funkce Yj,,, (9, ) jsou definovéany jako

Yim(¥,0) = Pjn(cosd)e™? prom >0,|lm| <7,j=0,1,2,... (A.1)
Y;m<797 ()0) = (_1)m ]Tm\(197 @) pro m < 07 (AQ)

kde * znac¢i komplexni sdruzeni a Pj,,(cos?) jsou normované pridruzené Legendro-
vy funkce. Skalarni sférické harmonické funkce jsou ortonormélni ptes jednotkovou
sféru

/ Yim Y55 dQ = 6,0, (A.3)
Q

Mame-li funkci f(19, ¢) na kouli vyjadienou jako

=0 m=—j

lze s pomoci (A.3) snadno ukdzat, ze

T 27
fon= [ [ 10000, ) sin0 o, (A5)
0 0
Vektorové sférické harmonické funkce jsou definovany jako

1 l
Yé'm(197 @) = Z Z Cl]:lluyil’eﬂ7 (AG)

p=—1lv=—1
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kde [ je piirozené ¢islo z intervalu (|j — 1],7 4+ 1), C/™  je Clebsch-Gordantv

lwvlp
koeficient a e, vektor cyklické baze
1 .
e = E(ex—zey), (A.7)
e = e, (A.8)
1
e, = ———(e, +1e,). A9
1 \/5( v) (A.9)

kde e,, e,, e, jsou jednotkové vektory ve smérech os kartézské soustavy. Tenzorové
sférické harmonické funkce jsou definovany jako

Ylk Z Z l,u,kl/YzMekV? (AlO)
p=—lv=—k
kde tenzorova baze ey, je definovana jako
11
=Y ) oy k=0,1,2 Al
- 1{1/\e§e)\ — U4 ( . )
E=—1X=—1

a eg, ey jsou vektory cyklické béaze (A.7)-(A.9). Clebsch-Gordanovy koeficienty jsou
ruzné od nuly pokud plati nasledujici podminky:

oy 0 & mi+ma=m (A.12)
Iml <J, mal <ji, |mal < (A.13)
A(j,j1,72) (plati trojihelnikovd nerovnost) (A.14)
720, 5120 (A.15)

Pro skalarni sou¢in dvou vektorovych sférickych harmonickych funkei plati

l lo _ +l ]J Ll J1 J2 J
Yllm1 YzmQ ( ]2 ? y 2122 H 110l20 J1m1]2m2{ Iy 13 1 }Y}”%(AlG)

kde [

J1J2...

=21 +1/25+1...a { ‘;1 ‘32 ‘i } je Wigneruv 6-j symbol.
2

Podrobnéjsi vyklad, definice a tabulky Clebsch-Gordanovych koeficientu a Wig-
nerovych 6-j symbolu apod. lze nalézt v literatuie napt. Varshalovich a kol. [1989].



Dodatek B

Popis podprogramu SOUCIN

SOUCIN (v,gt,koef)
Podprogram pro vypocet skalarniho soucinu dvou vektoru danych sférickymi har-
monickymi rozvoji maximélniho stupné rozvoje jmazx.

Vstup:
v, gt
— pole, obsahujici sférické harmonické koeficienty vektoru
— koeficienty jsou sefazeny pomoci vektorového sdruzeného indexu tnvz
— v(j,m,l) = v(invz), invz = 3(j(j +1)/2+m)+ 1 —j, kde j = 0,...jmax,
m=0,...5ale(j—1],j+1).
— rozmér poli v, gt: 3(jmaz(jmaz + 3)/2) + 1.
— typ poli: complex ve dvojité presnosti.

Vystup:

koe f
— pole, obsahujici sférické harmonické koeficienty vysledného skalarniho souc¢inu
— koeficienty jsou sefazeny pomoci skalarniho sdruzeného indexu ind
—koef(j,m) = koef(ind),ind = j(j+1)/24m+1,kde j =0, ... jmax,m =0,...j
— rozmér pole koef: jmax(jmax +1)/2 + jmax + 1
— typ pole: complex ve dvojité presnosti

Parametry v podprogramu:

Jjmazx
— maximalni stupen rozvoje vstupnich vektoru i vystupniho skaldrniho souc¢inu.
— typ proménné: integer.

nthsou

— pocet uzlu pro Gaussovu-Legendrovu kvadraturu.
— nthsou > 3/2 jmax.
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— typ proménné: integer.

nfisou
— pocet uzlu pro rychlou Fourierovu transformaci.
— nfisou > 3jmax a zaroven n fisou musi byt mocnina dvou.
— typ proménné: integer.

Poznamka:
Zda jsou parametry nthsou,nfisou zadany spravné se nikde v programu netes-
tuje.

SOUCIN vola nésledujici podprogramy:

SLOZKY (jmax,v,cvx,cvy,cvz)
Podprogram pro vypocet sférickych harmonickych koeficienti kartézskych slozek
vektoru v maximalniho stupné rozvoje jmaz.

Vstupni parametry:
Jjmazx
— maximalni stupen rozvoje.
— typ proménné: integer.

v
— pole, obsahujici sférické harmonické koeficienty rozvoje vektoru — koeficienty
jsou sefazeny pomoci vektorového sdruzeného indexu invz
— v(j,m,l) = v(invz), invz = 3(j(j +1)/2+m)+1 —j, kde j = 0,...jmax,
m=0,...5ale(j—1|,j+1).
— rozmeér pole: 3(jmaz(jmax + 3)/2) + 1.
— typ pole: complex ve dvojité presnosti.

Vystupni parametry:

cvT, VY, CVZ
— pole, obsahujici sférické harmonické koeficienty rozvoje kartézskych slozek v,, vy,
v, vektoru v — koeficienty jsou serazeny pomoci skalarniho sdruzeného indexu ind
— cvz(j,m) = cvz(ind), ind = j(j+1)/2+m+1,kde j =0,... jmax, m=0,...].
— rozmér poli: jmaz(jmaz + 1)/2 4+ jmazx + 1.
— typ poli: complex ve dvojité presnosti.

FOUR1, GAULEG

Podprogramy pro vypocet rychlé diskrétni Fourierovy transformace a k napocteni
uzlu a vah pro Gaussovu-Legendrovu integraci [Press a kol., 1992].

CLEB1 |
Program pro vypocet Clebsch-Gordanovych koeficientu C?"

Jjimijame

pro jo = 1. Au-
torem programu je O. Cadek.
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DPNM
Slouzi pro vypocet plné normalizovanych pridruzenych Legendrovych funkci. Au-
torem je Z. Martinec.
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