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vysledkt s jinymi pracemi a nidsledné jsou prezentovany redlné modely, jako na-
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logical models. Next, their weak formulation is derived and the existence and unique-
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1 Uvod

V této praci se zabyvame modelovanim nasledki skluzu podél zlomu mezi litosfé-
rickymi deskami, tzn. fe§ime otdzku, jak ovlivni deformaci Zemé vzajemny pohyb
dvou horninovych bloku. Tyto pohyby vytvafeji tektonicka zemétieseni a vyskutuji
se predevsim na rozhrani desek, které se vii¢i sobé v geologické minulosti pohybovaly.
Existuje mnoho ruznych kritérii pro stanoveni toho, zda na misté oddélujicim tyto
desky miuze dojit v budoucnosti k zemétieseni, tyto zalezitosti jsou vSak pfedmétem
seismotektonickych studii a my se jim zde nebudeme vénovat.

Pozornost obratime na tlohu, kde z pozorovani seismickych vln zname informace
o poloze a sile zemétiesného ohniska a dale se zabyvame dusledky takového poruseni
zlomu, tj. jaké je vysledné posunuti a rozlozeni vzniklého napéti v oblasti okoli zlomu.
Tyto veliciny studujeme nejprve pomoci elastického pristupu a nasledné se vénujeme
viskoelastické relaxaci téchto hodnot, tj. zménam posunuti a napéti v case s ohledem
na velkd casova méritka. Budeme se také zabyvat ¢asovym vyvojem samotného
zemétieseni v métritkdch rddové vtefin, nicméné v tomto seismologickém problému
si neklademe za cil diskutovat spravnost vysledku, ale pouze ukdzat moznost mode-
lovat tento piipad pouzitim zde uvedenych metod.

Pro vypocty jsou v geofyzikdlnich pracich hojné pouzity metody zalozené
na spektralnich rozkladech (uved'me naptiklad éldnky [10] a [11]), nebot jsou vhodné
pii uvazovani sféricky symetrickych vlastnosti Zemé. Pokud se zabyvame lokalnimi
problémy, kde jiz neni nutné uvazovat zaktiveni Zemé, ale naopak je dobré rozli-
sit konkrétni mista s odliSnymi vlastnostmi materialu, je rozumné pouziti metody
koneénych prvki. Casté je také kombinovani obou téchto metod mnoha riznjmi
zpusoby (napf. [3]). My jsme zde k vypoctum zvolili pouziti koneénych prvka na 2D
oblasti v kombinaci s Fourierovou transformaci ptes tieti rozmeér.

Prace prochazi postupné vsSechny potiebné ¢asti k dosazeni spolehlivych nu-
merickych vysledki. Nejprve ukazeme rovnice popisujici chovani Zemé, a piritom
prodiskutujeme jaké fyzikalni vlivy uvazujeme a které zanedbavame. V matema-
tické ¢éasti odvodime slabou formulaci zadanych problémii, a pro vSechny postupné
dokazeme existenci a jednoznac¢nost feSeni. Zminime se o dil¢ich ¢astech prace, které
byly uzity k numerickym vypoctum, coz zahrnuje pfedevsim metodu konecnych
prvki, Fourierovu transformaci, ¢asovou diskretizaci, zvoleni aproximace skluzu
na zlomu a konec¢né i samotnou praktickou implementaci problémiu. Déle se vénujeme
porovnani dosazenych vysledku s hodnotami, které jsou uvadény ve standardnich
geofyzikdlnich textech a vétsSinou jsou pocitany odliSnymi metodami. Na zavér jsou
prezentovany vysledky zajimavé z geofyzikalniho pohledu, jmenujme napiiklad vy-
sledné povrchové posunuti pfi redlnych zemétiesenich, nebo urceni Coulombova
napéti v oblasti feckych ostrovi.
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2 Rovnice popisujici deformace Zemé

Jesté nez prejdeme ke konkrétné zadanym problémum, vénujme se nejprve rovnicim
popisujicim chovdni Zemé. Piedem uréime, jaké jevy jsou pro feSeni naSi ulohy
podstatné, a které muzeme pripadné zanedbat. Zemé jako deformovany material ma
své specifické vlastnosti, je to predpjaté a sebegravitujici téleso, ¢imz vyjadiujeme,
Ze jeSté nez zacneme piidavat jakékoli sily, je zde jiz néjaké nenulové rozlozeni napéti.
My se zajimame pouze o posunuti a zmény napéti vici tomuto stavu Zemé, piicemz
tyto zmény uvazujeme jako infinitesimalni v porovnani s témi puvodnimi.

2.1 Pohybova rovnice

Vénujme se nejprve pohybové rovnici, jejiz odvozeni je uvedeno napfiiklad v knize
[1] nebo také v ¢lanku [2]:

V-1t —po[Ver+ 2w x 0w + Oyu — (V- u)goe, + V(gou - €,)] = 0, (2.1)

kde znac¢ime infinitesimdlni posunuti w, prirustkové napéti T a gravitac¢ni potencidl
1. Déale vystupujici koeficinty jsou hustota Zemé py, gravitacni zrychleni gy, thlova
frekvence otaceni Zemé w a vektor smétujici od stiedu Zemé e,.

Jako standardni podminka rovnovahy poskytuje rovnice vztah mezi zménou
napéti a ostatnimi silami a nyni si je priblizme po jednotlivych ¢lenech. Vliv pridané
sily na rozlozeni gravitacniho pole Zemé vyjadiuje V¢, a v porovnani s ostatnimi
silami je velice nepatrny, proto tento ¢len v dalSim neuvadime. Na Zemi, jakozto
na otacejicim se télese, pusobi zaroven odstiedivé sily, které jsou ukryty v dalsim
¢lenu rovnice, dosahuji ale opét zanedbatelné velikosti a v nasem problému je neni
tfeba uvazovat. Nasleduje ¢len obsahujici setrvacné sily, a pokud je uvazovan, odpo-
vida za vlnové chovéni feSeni. Posledni dva ¢leny vyjadiuji jiz zminované piedpéti
Zemé jako sebegravitujiciho télesa a my je budeme do rovnic zahrnovat, nicméné
z numerickych vypoctu je ziejmé, zZe maji velice maly vliv na vysledky.

2.2 Reologické vlastnosti

K uvedené pohybové rovnici jesté pridame vztah popisujici chovani Zemé z hlediska
jejich materidlovych vlastnosti. V uvahu lze vzit dva mozné reologické modely.
Prvnim je Hookeuv zdkon vyjadiujici elastické chovani

T=ANV-u)l+2pe(u) (2.2)

a druhym moznym piistupem je pouziti casové zavislé maxwellovské reologie popi-
sujici viskoelastické chovani Zemé

Ot — O [AMV - u)I +2ue(u)] + % [t — K(V-u)I]=0, (2.3)
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Obr. 1: Realisticky zakfiveny valcovy vyfez Zemé s polomérem 1000km a vySkou 1000km.

ktery je empiricky odvozeny ze zaznamenanych dat RSL (relative sea level).

V rovnicich vystupuji Laméovy koeficienty A a u, objemovy modul stla¢itelnosti
K=\+ %u jako jejich linedrni kombinace a dynamickd viskozita n. Tenzor malych
deformaci e(u) je definovdn takto

(Vu + (Vu)"). (2.4)

DN | =

e(u) =

3 Formulace problému

Zabyvame se elastickym a viskoelastickym chovanim Zemé v piipadé, ze na rozhrani
dvou litosférickych desek vznikne seismoaktivni zlom. Ten je tvoien rozdrcenymi
ulomky sousedicich bloku, ale vzhledem k jeho délce a hloubce je jeho tloustka
tak mala, ze budeme hovofit o zlomové plose. Déle si popiSeme oblast, na niz
budeme zadané problémy tesSit. Rozméry uvazované zlomové plochy nepfesahuji ani
pii velkych zemétiesenich fadové desitky kilometru, tudiz jako vypocetni oblast
miizeme volit vyfez Zemé o rozmérech nékolika set kilometri. V téchto méfitkach
maji kiivocaré souradnice jen velice nepatrny vliv na vypocet, a proto budeme
toto zakfiveni zanedbavat a uvazovat oblasti s kartézskymi soufadnicemi ve tvaru
obdélniku ve 2D a kvadru ve 3D. Pro ilustraci zakfiveni Zemé je ptilozen obréazek 1,
ktery ukazuje realistické tihly na vyfiznutém vélci o poloméru 1000km.

Déle zformulujeme jednotlivé fesené problémy, pficemz u kazdého z nich uvedeme
uvazované tvary rovnic a piislusné okrajové a pocatecni podminky.
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Obr. 2: Rez 3D oblasti Q. Hranice I'; oznacuje povrch Zemé, I'y jsou hranice uvnité Zemé a I' vymezuje zlom.

3.1 Elasticky problém

Zabyvame se TeSenim rovnic

V-1t4+p[(V-u)goe, — V(goe,-u))]=0 v Q (3.1a)
T—ANV-u)l —2pe(u) =0 v 2 (3.1b)

pro neznamy vektor posunuti u = wu(x) a symetricky tenzor napéti = = 7(x).
Oblast Q C R? je omezend a s lipschitzovskou hranici. Vektor e, znac¢i konstantni
jednotkovy vektor ve sméru souradnice z, kterym jsme nahradili piivodné proménny
vektor e,. VSechny parametry rovnic jsou zavislé pouze hloubkové tj. na soutadnici z.

Na hranici oblasti 2, rozdélené na ¢asti 'y a 'y (viz. obrézek 2), zaddvame
okrajové podminky

T(x) - n=0 na I’y (3.2a)
u(z) =0 na [y, (3.2b)

kde n je vektor vnéjsi normaly k 02 a mnoziny I'y a I's jsou neprazdné a oteviené
vzhledem k 0.
Nésleduji podminky na zlom uprostied oblasti

[u(z) - n]T =0 na T (3.3a)
[r(@) -n]Z =0 na T (3.3b)
[u(z) — (u(x) -n)n]f = fr(§) nal, (33¢)

kde & znaci souradnice na plose zlomu a vektor n je zde normaéla k vnitini hranici I'.
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Na obrazku 2 je znazornén fez uvazované 3D oblasti €2. Na vrchni hranici I'y,
vyznacujici povrch Zemé, vyjadiuje okrajovd podminka nulové zatiZeni a vzhledem
k tomu, ze zde neni podminka na posunuti, jedna se o volnou hranici. Na c¢asti
hranice I'; naopak pozadujeme pouze podminku na nulovost posunuti, coz muzeme
ospravedlnit dostatecnou velikosti oblasti bez zpétného vlivu na zlom.

Dalsi podminky jsou zadané na hranici I', ktera je uvniti oblasti a vyznacuje
umisténi zlomu. Zde je kromé spojitosti normalového napéti a normalového posunuti
zadana nespojitost tecné slozky posunuti pomoci funkce fr. Ta vyjadiuje tvar a
velikost zlomu a je to jediny nenulovy vstup nasi ulohy.

3.2 Viskoelasticky problém

V tomto ptipadé uvazujeme stejnou pohybovou rovnici, ale ménime reologii na max-
wellovskou:

V-1+p[(V-u)goe, — V(goe,-u)] =0 vQxlT (3.4a)
O — 3, MV - w)I + 2ue(w)] + % r—K(V-wIl=0 vQxI, (3.4b)

kde jsou nyni nezndmé posunuti u = u(x,t) a napéti 7 = 7(x,t) ¢asové zavislé,
naproti tomu vSechny koeficienty pg, go, A, i, K a 7 jsou uvazovany casové nezavislé.
Pro T > 0 je I = [0,7] ¢asovy interval.

Dale jsou zadany pocatecni podminky

u(z,0)=0 v ba)
(2,00 =0 v Q (3.5b)
okrajové podminky

T(z,t)-n=0 nalyxI (3.6a)
u(x,t) =0 nalyx] (3.6b)

a podminky na zlom
[u(z,t)-n]t =0 na'x [ (3.7a)
[T(z,t) -n|t =0 na ' x [ (3.7b)
[u(zx,t) — (u(z,t) -n)n]t = fr(§) nal xI. (3.7¢)

Tento problém popisuje chovani Zemé od momentu, kdy se vytvoii skluz, do néja-
ké charakteristické doby zrelaxovani vzniklych napéti a posunuti. Trvani relaxace je
v fadu deseti tisici let, a proto zde miizeme zanedbat samotny priibéh skluzu, ktery
pri zemétteseni vznikne v nékolika vtefinach. Zaroven ale tento skluz neuvazujeme
v pocatecnich podminkach, nebot k nému dojde az v pribéhu vypoctu.
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3.3 Vlinovy problém

Zde jiz nezanedbavame setrvacny ¢len v pohybové rovnici a pro popis vlastnosti ma-
teridlu pouzivime Hooketv zdkon. Vzhledem k ¢asovym méfitkum (fddové vtefiny)
by zde uvazovani maxwellovské reologie nemélo vliv na vysledky.

V-1 — poOuu+ po [(V-u)goe, — V(goe, -u)] =0 vQxlI (3.8a)
T—AMV-u)I—-2ue(u)=0 vQxI, (3.8b)

kde nezndmé jsou opét posunuti u = u(x,t) a napéti 7 = 7(x, ).
Zadani doplnuji pocatecni podminky

u(z,0)=0 v (3.9a)
Ou(x,0)=0 v Q, (3.9b)
okrajové podminky

T(z,t)-n=0 nalyxI (3.10a)
u(z,t)=0 nalyxI (3.10b)

a podminky na zlom
[u(z,t)-n|t =0 na ' x I (3.11a)
[T(z,t)-n]t =0 nal x [ (3.11b)
[u(z,t) — (u(x,t) -n)n]" = fr(&,t) nal xI. (3.11c)

Koeficienty rovnic jsou uvazovany i v tomto pfipadé ¢asové nezavislé, nicméné
funkce popisujici skluz na zlomu je zde jiz v ¢ase proménna.

4 Slaba formulace problému

Odvodime slabé formulace vSech tii problému, pficemz nejpodrobnéji se budeme
zabyvat elastickym problémem, kde si vyjasnime jak zachazet s podminkou upro-
stted oblasti, a pro ¢asové problémy pouze upfesnime tvary uvazovanych rovnic.
Tyto formulace jsme v dalsim pouzili nejen k diikazu existence a jednoznac¢nosti, ale
zaroven byly aplikovany v metodé konec¢nych prvku.

4.1 Elasticky pripad

Nyni pristupme ke slabé formulaci elastického problému. Nejprve uvedeme formalni
postup, jak dospét k slabé formulaci, a dale ukazeme zpétnou interpretaci, ze jsou
zahrnuty vSechny rovnice a okrajové podminky.
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Vezmeme pohybovou rovnici (3.1a), vyndsobime ji testovaci funkci U z prostoru
v={ve[e>@];v|, =0}, (4.1)

a integrujeme pies oblast €2
/(v r)-U da+ / (V- w)goe, — Vigoe, -w)]-U de = 0. (4.2)
Q Q

Upravime prvni ¢len rovnice pomoci metody per partes a zaroven vyuzijeme symetrie
tenzoru napéti T

/Q(V.T de—/Za i Uj dx——/ZTUa U; dx+/ n-r-UdS

1,j=1 ij=1 oN
(4.3)

——/T:VUd$+/ n-r-UdSz—/*r:e(U)daH—/ n-t-UdS.
Q B Q o9

Piivodni rovnice nyni nabyva tvaru

—/T:e(U) dx+/po[(V-u)goez—V(goez-U)]'de
Q Q

(4.4)

+/ n-'r-UdS—i-/n-'r-UdS—i-/ noT-UdS =0,
i r

Ty

kde prvni hraniéni integral vymizi diky okrajové podmince (3.2a), druhy pomoci
(3.3b) a nulovost posledniho hrani¢niho integralu plyne z volby prostoru pro U.
Dosadime za 7T z hookeovské reologie (3.1b)

/2u e(u) :e(U) dz + / MV -u)(V-U)dz .
¢ “ 4.5

+ / po[V(goe, - u) — (V- u)goe,] - U dz = 0.
Q
Vzhledem k predpokladané nespojitosti feSeni uprostied oblasti rozdélime hledanou
funkci w na dveé c¢asti
u+ Q
u=1{ ! ! _ (4.6)
u QF =Q\Qy,

kde Qf C Q; C Q je oblast nenulové miry, umisténa na jedné strané zlomu a jeji
konkrétni tvar zustava na nasi volbé. Funkce f musi spliovat

v f = fr N Toaprf =0, (4.7)
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Obr. 3: Oblast 2 a umisténi nosice funkce f oznacovaného jako Q.

nicméné konkrétni volba je opét na néas. 7' znac¢i operator stopy. Poznamenejme,

ze prvni pozadavek zde zarucuje splnéni podminky (3.3c) a zarover, pokud tuto

podminku vyndsobime normalovym vektorem n, dostaneme také platnost (3.3a).
Dostavame tedy tvar slabé formulace pro pohybovou rovnici

/92”’ e(@) : e(U) dx+//\(V-H)(V-U) dz

Q

+/on [V(goe. - @) — (V- w)goe,] - U dz

:_/Q 2y e(f):eU) do = [ AT (VU)o

Qf

(4.8)

—/Q po[Vigoe: - f) — (V- f)goe.] - U dz YU e V.
f

Zde je jesté vhodné poznamenat, 7e i kdyz @ zavisi na nasi volbé funkce f, tedy
u = u(f), pro vysledné posunuti jiz plati w = u(fr). Toto tvrzeni o jednoznaénosti
u jesté pozdéji dokazeme.

Po koeficientech rovnic pozadujeme, aby patiily do néasledujicich prostori:

A, po € L®(Q), go € WHe(Q) (4.9)
Abychom u¢inili zapis rovnic vice pfehlednym, zavedeme nésledujici oznaceni.

Definice 4.1 Zadefinujme prostor V.

V= {’u e W' ()], = o}, (4.10)
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na ném bilinedrni formy
a:VxV-oR aU,V)= /Q RuelU):e(V)+AXV-U)(V V)] dz (4.11a)
b:VxV-oR b(U,V)= /on [V(goe,-U) — (V-U)goe,]- V dz  (4.11Db)
a linedrni formu

Fl(U)E—/Q opelf):eU) de— | MV-£)(V-U) da

Qy

- [ mVe. - £) = (V- S U do (412)

Definice 4.2 Rekneme, Ze funkce w = @ + f je slabym esenim pohybové rovnice
(3.1a), pokud

ueV
fe W (@)]" spliije podminky (4.7)

a je splnéna rovnice
a(@U)+b(w,U)=F(U) YU V. (4.14)

Nyni provedeme ovéfeni spravnosti slabé formulace (4.8) zpétnou interpretaci
jednotlivych ¢lenu. Do této rovnice nejprve dosadime testovaci funkce
U e [Cgo(Qf)]?’ alU € [Cgo(QJ(f)} ’a po prevedeni derivaci pomoci metody per partes,
postupnou volbou nosi¢t téchto testovacich funkci, dostavame platnost zadané po-
hybové rovnice skoro vSude. Nyni budeme uvazovat testovaci funkce U € V a
z hrani¢niho integralu ptes I'y, ktery vznikne pfi integraci per partes na oblasti
Q?, vyplyva podminka 7 -n = 0 na I[';. Pomoci testovacich funkci ze stejného pros-
toru, postupné dosazovanych do hrani¢niho integralu ptes zlom I', déle ziskdvame
platnost podminky [ - n]* = 0 na T. Spolu s vlastnostmi funce f (4.7) a vol-
bou prostoru V' pro testovaci funkce U je nyni ziejmé, Ze slaba formulace obsahuje
vSechny okrajové podminky. Interpretovali jsme tedy zpétné nas puvodni elasticky
problém.

Z rovnice pro hookeovskou reologii muzeme dopocitat napéti 7, pro které bude
platit
3x3

rePE{Ae@mm ;A:Aﬂ. (4.15)

Kromé standardniho skaldrniho soucinu (-,-) a normy |- ||, na L*(Q) si jesté
zadefinujme dale uzivané znaceni:
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Definice 4.3 Na Hilbertovijch prostorech V a P definujeme skaldrni souciny

3 3
U,v), = Z/ UiV; do + ) / 0, Ui 0y, Vi da (4.16a)
i=1 7 Q

4,j=1

3
(T.8)p= ) / 1355 da (4.16D)
o

ij=1

s odpovidagicimi normami || -l = |-l 5,0 @ - llp = I 0

4.2 Existence a jednoznacnost reSeni elastického problému

Myslenku dikazu jsem prevzal z diplomové priace L.Inoveckého [5], kde jsou ale
rovnice uvazovany s rozdilnymi okrajovymi podminkami a v zavislosti na nich se
proto zménily i pfedpoklady existencni véty.

Diikaz provedeme pro slabou formulaci (4.14). Pomoci Lax-Milgramova lemma-
tu (viz. Dodatek A) dokdzeme existenci pro @, které bude jednozna¢né urceno
pro danou funkci f. Nésledné doplnime dukaz trvzeni, Ze feSeni w jiZz na tomto
libovolném dodefinovani funkce zlomu f nezavisi a je tedy jednoznacné pro zadané

fr
Pro pouziti Lax-Milgramova lemmatu potfebujeme ukazat omezenost a elipticitu
bilinearnich forem a také omezenost pravé strany. Pouzitim zakladnich nerovnosti

IV-Ull; <3[IVUl;, lle@)ll, <IVUll, VYUeV (4.17)
a pfiddnim Hdélderovy nerovnosti dostaneme omezenost a(-,-) a b(-,-)

(U, V)| < @l + 31X 1Ty IV = el 1Ty IV (4.18a)
(U, V) < (1+V3) llpolloo 9011100 1Ty IV lly = 1BIIT N IV Iy, (4.18D)

kde jsme zadefinovali ||a|| a ||b|| jako linedrni kombinace norem koeficienti.

Omezenost pravé strany je v tomto piipadé totoznd s omezenosti forem af(-,-) a
b(W')vtedy
B U) < ([lall + [1oI) £l 20, U]y - (4.19)

K dukazu V-elipticity bilinearni formy a(-,-) pouzijeme nésledujici lemma (vice
1ze nalézt v knize [8]).

Lemma 4.4 (Kornova nerovnost)
Necht U €V = {'v e W2 (Q)]*; 'v|F2 = 0}, kde mnoZina Ty je neprdzdnd otevrend

vzhledem k OS). Potom existuje konstanta Ck (zdvisld na Q a T'y) tak, Ze

/ e(U) : e(U) dz > O U2 (4.20)
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Ptidame-li nyni nésledujici predpoklady na Laméovy koeficienty
0<A(x), 0<po<pu(x) S.v. v , (4.21)

dostdvdame pro bilinedrni formu a(-, -) odhad

aﬂLU)zAkudeeaDdm+AAW-UF¢u2%{AdU%saUdm

(4.22)
tedy podle lemmatu

a(U,U) > 2uCx U[l}, VUE€V. (4.23)

Vychazime-li z V-elipticity bilinedrni formy a(-,-) a pouzijeme ziroven omezenost
bilinedrni formy b(-, ), dostaneme V-elipticitu celé levé strany rovnice (4.14), a to
za predpokladu splnéni nerovnosti

0 < Cup :=2u0Cx — (1 +V3) || poll, |90

Nyni muzeme pouzit Lax-Milgramovo lemma a mame tedy existenci jediného
u ke zvolenému f. Jednozna¢nost u nyni dokazeme tak, Ze si vezmeme dvé ruzné
funkce zlomu f, # f, a ukazeme, ze pokud maji obé stejnou stopu na I', pak
U, = Ug.

Nejprve tyto funkce od sebe odecteme a jejich rozdil oznac¢ime f, ¢imz ziskame
Trf = 0a f € V. Z lemmatu ziskdvame existenci w; a ws, pro ktera si napiSeme
slabé zformulované rovnice (4.14) a odecteme je od sebe

a(u; —uy,U) +b(u; —ur,U) = F1(U) YU €V, (4.25)

(4.24)

|1,oo :

kde ve formé Fi(-) vystupuje funkce f € V' a muzeme ji proto piepsat na bilinedrni
formy a(-,-) a b(-,-):

a(@ -+ fi—f,U)+b(mw —uwe+f, —f, U =0 VYU e€V. (4.26)

7 tohoto vztahu jiz plyne

a tedy také u; = uy. Z Hookeova zdkona pak mame jednoznacnost i pro 7.

Véta 4.5 (Existence a jednoznacnost pro elasticky problém)
Méjme prostory V a P jako v (4.10) a (4.15). Necht jsou splnény podminky:

o A €LXQ), geW (Q), fe W@’
o 0< Az), 0<po<pu(x) 5.v. v €
o 0<Cu =210k — (1+V3) |0l 190]]1 o

Potom md problém (4.14) teSeni w € V zdvislé na funkci f a pro zlomovou
podminku fr jednoznacéné uréend reseni T € P a u.
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4.3 Viskoelasticky problém

Vénujme se nyni slabé formulaci viskoelastického problému zadaného rovnicemi
(3.4) s pocatecnimi a okrajovymi podminkami (3.5), (3.6) a podminkami na zlom
(3.7). Pohybovou rovnici zde uvazujeme ve stejném tvaru jako v elastickém piipadé,
vyuzijeme proto této analogie a zaméfime se predevsim na slabou formulaci rovnice
popisujici maxwellovskou reologii

O — 0, [NV - w)I + 2 e(u)] + % [ — K(V-u)I] = 0. (4.28)

Zadefinujeme si pomocny symetricky tenzor o = o (z, t)
oc=17—-ANV-u)I—-2ue(u), (4.29)

ktery odpovidd neelastické ¢asti napéti. Pokud dosadime za 7 z této defini¢ni rovnosti
do (4.28), dostdvame

7 s

0o+ —0o+2 — [e(’u,)—l
n n

3(V -u)I| =0. (4.30)
Rovnici vynasobime testovaci funkci & € P a integrujeme pfies oblast €2

7 I 2
/ 0o+ =—0+2 —¢e(u)|:8 dx—/ - —(Vu)TrSdz=0 VS eP, (4.31)
Q n n a3 1

dale rozdélime funkci u = w + f a dostaneme

2 2
/[8t0'+ﬁa'+2u—e(ﬂ)} :de—/gu—(V-E)Trde
Q n n ad n
2 9 2 (4.32)
:—/Q—e(f):de+/ - —(V-fiTrS dz VS € P.
Qf 77 Qf3 77

V piipadé pohybové rovnice (3.1a) je slabéd formulace vuéi elastickému problému
pozménéna pouze dosazenim rozdilné rovnice pro tenzor napéti (4.29)

/92“ e(@) : e(U) dx+/Q/\(V-H)(V-U) dx—i—/a:s(U) dz

Q

+ / po [V(gee, -u) — (V -uw)goe,] - U dz
“ (4.33)
:/Q o e(f) : e(U) dx—i—/ MY - F)(V-U) dz

Qy

+/ poVigoe, - f)— (V- fgee,] - U dx YU €V.
Qy
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ReSeni w a o v tomto casovém problému uvazujeme jako zobrazeni
w:[0,T] -V,

o:0,T] = P. (4:34)

Prostory testovacich funkci jsou totozné jako v elastickém problému, stejné jako
prostory pro koeficienty a funkci zlomu:

A po € L®(Q), geW ™ (Q), fe W]’ (4.35)

Dale pfidame omezeni na viskozitu
0<n <nx) sv.vQ (4.36)

tak, aby platilo u/n, u?/n € L=(Q).

Pro piehledny zapis zavedeme dal§i znaceni:

Definice 4.6 Definujme bilinedrni formu

o 2
c:VxP—=R, c(U,S)E/?—s(U):de—/g ;(V-U)Trde
Q Q

n
(4.37)
a odpovidajict linedrni formu
5 2
Fy(S) = _/ 2 e(f): S dm—|—/ 2 Y. TS de. (438)
Q 7 ;3 0
Nyni zformulujeme tlohu:
Definice 4.7 Rekneme, 7e funkceu =+ f a T = o + MV - u)I + 2ue(u) jsou
slabym TeSenim viskoelastického problému (3.4), pokud
u e W ((0,T);V)
ocL*((0,T);P) s 0,0¢€L*((0,T);P)
fewh (@)’
a prow a o jsou splnény rovnice
a(@U)+b(w,U)+ (0,e(U))p = F1(U) YU €V (4.39a)
(0o, S) + (%0,8) +c(w,8) = F(S) VS eP (4.39b)
P
pro s.v. t € (0,7T)

s pocdtecni podminkou
o(z,0)=0 v L (4.40)

Poznamenejme, ze podminku pro o ziskdvame z jeji defini¢ni rovnice (4.29).
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4.4 Existence a jednoznacnost reSeni
viskoelastického problému

Tento diikaz je z velké ¢dsti pievzat z diplomové préace L.Inoveckého [5] a poupraven
pro nase okrajové podminky.

Ve formulaci dlohy (4.39) je prvni rovnice nezavisla na ¢ase, a proto ji muzeme

Dukaz existence a jednoznac¢nosti pro druhou evoluéni rovnici provedeme pomoci
Galerkinovy metody. Reseni o nejprve aproximujeme na koneéné dimenzionalnim
podprostoru prostoru P pouzitim Galerkinovskych aproximaci. Dale dokazeme ome-
zenost posloupnosti feSeni v jistém Bochnerové prostoru a ukazeme, ze slaba limita
této posloupnosti je feSeni w. Nakonec dokazeme jednoznacnost pro reSeni u a o,
ktera plyne z podobnych argumentu jako v elastickém ptipadé.

Krok 1: Redukce poc¢tu proménnych
Uzitim vysledku ziskaného pro elasticky problém ukdzeme, Ze vSechny proménné
kromé o mohou byt eliminovany ze systému tj. mohou byt explicitné vyjadieny
pomoci o.

Upravime pohybovou rovnici (4.39a)

a(@U)+b(@U)=FU) - (0,eU), YUEV (4.41)

a uvazime, ze celd pravd strana je omezend linedrni forma na prostoru V. Fi(-) je
totiz omezend a i druhy ¢len miizeme odhadnout jako

(e, e@))pl <ol U, YUV, (4.42)

diky volbé & € P.

Bilinearni forma a(-,-) +b(-, -) je omezend a eliptickd, jak jiz bylo ukdzéno diive,
tudiz diky Lax-Milgramovu lemmatu existuje feseni @ rovnice (4.41). Toto FeSeni je
omezeno pravou stranou rovnice

1
[@lly < —==|(lall+ 16} £l 20, + llolp]| (4.43)
V= Cn 1,2,0; P
kde C, je konstanta elipticity bilinedrni formy a(-,-) + b(, -).
Pro pevné f tedy existuje spojité linedrni zobrazeni L takové, ze
£f P =V, ﬂ:£f0' (4.44)

a u, o splnuji rovnici (4.41).
Déle se tedy budeme zabyvat pouze rovnici (4.39b) pro o, kterd ma po dosazeni
z (4.44) tvar

(010, 8)p + (%0’,8) +c(Lyo,S) = F(S) VS € P, (4.45)

P
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s pocatecni podminkou
o(x,0)=0. (4.46)

Krok 2: Galerkinovy aproximace
Prostor P C [L%(Q2)]>*? je separabilni, muzeme v ném proto vybrat bézi:

{8}, cP (4.47)

a tuto bazi konstruovat jako ortonormaélni v P.
Galerkinovy aproximace jsou feSenim projekce evolué¢niho problému (4.45), (4.46)
na koneéné dimenzionélni prostor P,, = span{S;}}*,, tedy hleddme je ve tvaru

Z of ()8, (4.48)

kde o, : [0,T] = Paak :[0,7T] = R, k=1,...,m. Dosadime-li tuto aproximaci
do rovnice (4.45) s po¢atecni podminkou (4.46), mskéme formulaci

(Orom, S)p + (%a’m,8> +c(Lyom,S) =F(S) VSePh, (4.49a)
P
(0m(0),8)p = 0 VS € Pp. (4.49b)

Nyni ukazeme, ze pro konecné dimenzionalni problém existuje jednoznacné feseni.
Dosadime za o, z definice (4.48), jako testovaci funkce polozime bazové funkce S; a
uvédomime-li si ortonormalitu vybrané baze, muzeme predchazejici problém piepsat
ve tvaru

dad, e [ 1 .
W"‘k 1& <n8k, >P+ZOJ c EfSk,S) FQ(SJ') ji=1,....m
(4.50a)
al (0)=0 j=1,...,m.
(4.50Db)
Zavedeme-li oznaceni
Cjk = (%Sk,‘gj) y Djlc = c(EfSk,Sj) s Gj = FQ(S]'), (451)
P
muzeme piepsat linedrni systém ODR (4.50a) v maticovém tvaru
dom,
—:t +Cap + Doy, =G. (4.52)

Matice C, DD a vektor G jsou konstantni v ¢ase, z ¢ehoz pomoci standardni teorie
ODR okam?7ité obrdzime globalni existenci jednoza¢né uréené C' funkce o, (t) =
(al(t),...,a™(t)), spliujici (4.50). Zarover ziskdvdme existenci jednoznaéného fe-

Seni o, problému (4.49).
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Krok 3: Energetické odhady
Nyni polozime o, jako testovaci funkci v rovnici (4.49a) a dostdvame

(01O m, Om)p + (%a’m, a’m) +c(Lyom, 0m) = Fa(on). (4.53)
P

Pouzijeme-li Holderovu nerovnost a nerovnosti
IESE<3IS2 vSeP, |V-UR<3IVUE wwev,  (454)
muzeme ukdzat, ze bilinedrni forma c(-,-) je omezena
2

el

cw.s)<1|%| i sl (4.55)
specialné
4 u?
c(Lyom,om) < — [(||a|| + oD 1 £1l1 2,0, + IIUmIIP] lomllp
Cas 111 lleo 4.56
2 p 2 2 2 (4.56)
< e || [Bels + el + 181021710,
Pozadujeme-li
HE) S sy v, (4.57)
n(x)
muzeme odhadnout
(Ham,am> > 0. (4.58)
n P
A navic pouzijeme-li
d /1
Om )y = (3 lonl ) (4.59
odhad (4.56), (4.55) pro pravou stranu a rovnici (4.53) dostaneme
d 2 p 3 2 (Nlall + N1b1)? 2
ittty < a2 (14 22 Nl (1 P Yy .
(4.60)

Na tuto nerovnost budeme aplikovat Gronwallovo lemma, které lze nalézt v Do-
datku A. Tim ziskame

lon®l7 < e*BtlIfl; 0, Vi€ (©,T), (4.61)

kde konstanty A a B jsou definovany nasledovné

3
1+ . B=4
oo< Cab) ‘

12

n

2
-
n

(llall + l1]))?
) (1 + T) . (462)
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Pokud na pravé strané nerovnosti (4.61) polozime 7T za t, hodnota pravé strany
se tim nezmensi

low@®lp < e*TBT||fllisq,  Vt€(0,T). (4.63)

Integrovanim tohoto vzorce pies cas zjist ujeme, ze Galerkinovy aproximace o,
mame omezené v nasledujicim prostoru

om € L% ((0,7); P) Vm € N. (4.64)
Jesté potiebujeme zjistit, v jakém prostoru lezi d;o,,. Na to staci rovnici (4.49)
testovat funkci 0,0,

18,0 |5 + (%am, 8t0'm) +c(Lyom, 0on) = Fr(0om), (4.65)
P

z které za pomoci nerovnosti (4.55) a prvni ¢asti odhadu (4.56) ziskdme

o4 lall + ||b||>
donllp < (IIE] + L
loro ||P_(H77Hw Oo( L
(4.66

12

n

12

Ui

Onl| pti .
=] Yol 120,

Pouzijeme-li odhad (4.63) a zintegrujeme-li tuto nerovnost pres interval [0, 7],
obdrzime

T
| 1ol dt < ClflLg,. (4.67)

kde C' nezdvisi na m.
Odvodili jsme tedy, Ze aproximace 0;0, jsou omezeny v prostoru L* ((0,7); P)
pro Vm € N.

Krok 4: Slaba limita
Slabé feSeni naseho problému nyni ziskame, pokud budeme uvazovat m — oco. Diky
energetickym odhadum méme zaru¢enu omezenost {o,,}>°_, v Bochnerové prostoru
Whee ((0,T); P), existuje proto takové podposloupnost o, a funkce o, Ze plati

Om = o x -slabé ve W1 ((0,7); P). (4.68)

1
Nyn{ vezmeme pevné N a funkci ¥ € C! ([0, T]; P) tvaru

N

V() = Bi(t) Sk, (4.69)

k=1

kde By jsou hladké funkce. Tuto funkci dosadime za testovaci funkci & v rovnici
(4.49a), kde uvazujeme m > N a potom integrujeme pies interval [0, 7]

[ [@onvi+ (Eonv) +ettsonm] a= [ R0y @
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Zvolime m = m; a limitné pfejdeme s m; do nekonecna

/0 ' [(ata,V)p+ (%G,V>P+c(£f0',\))] dt = /O "R (4.71)

Tato rovnost plati pro véechny funkce V € L? ((0,T); P), nebof v tomto prostoru
jsou funkce tvaru (4.69) husté. Dostavame tedy

(0vo,S)p + (%0’,8) +c(Lyo,S)=F(S) VS € P, pros.v. t € (0,7),

P
(4.72)
¢imz jsme nagli slabé feseni o € W1 ((0,T); P) rovnice (4.45), z toho také
o € C([0,T]; P) a navic

max ol < C Il 00, (4.73)

7 této nerovnosti ziskdvame zaroven jednoznacénost feSeni pro o a w pro pevné f.

Ovéfime jesté splnéni pocdteéni podminky (4.46). Nejprve si vybereme testovaci
funkci V € C! ([0, T]; P) s V(T) = 0 a pak pouZijeme integraci per partes v rovnici
(4.71)

/oT [‘ (0,0 V) p + (%"’V)P + c(ﬁfa,v)] dt = /OT F3(V) dt +(a(0), V(0))p -

(4.74)
Podobné z rovnice (4.70) plyne

/OT [— (Om, V) p + (%am v)P +c(Lyom, V)} dt = s

/0 " BO) dt + (0 (0), V(0)),.

Zvolime-li m = my; a pouZijeme-li limitni pfechod (4.68), dostaneme

/oT [‘ (0, 0V) 5 + <%" V)P +e(Lyo, V)] = /OT ROy (119

nebot plati poc¢dtecni podminka pro aproximaci (4.50b).
Porovnanim (4.74) a (4.76), a protoze V(0) jsme mohli volit libovolné, ziskavame
splnéni po¢dteéni podminky o (0) = 0.
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Krok 5: Jednoznac¢nost pro o, u a T

Budeme postupovat podobné jako v dukazu jednoznacnosti u elastického prob-
lému. Vezmeme si dvé ruzné funkce zlomu f, # f, a ukdzeme, ze pokud maji obé
stejnou stopu na I' pak pro feSeni plati oy = 09, U1 = Uy i 71 = To.

Nejprve tyto funkce od sebe odecteme a jejich rozdil oznacime f, ¢imz ziskame
Trf = 0 a f € V. Z Galerkinovy metody dostavame existenci o, o9, Wi a s,
pro kterd si napiSeme slabé zformulované rovnice (4.39) a odecteme je od sebe

a(ﬂl _EQ,U)+b(ﬂl_ﬂ2,U)+(al_UQ,S(U))P:F]_(U) YU €V (477&)
(at(O'l — 0'2),8) + (%0'1 - 0'2,8) + C(ﬂl — HQ,S) = FQ(S) VS € P (477b)
P

pros.v. t € (0,7).

V linedrnich formach Fi(-) a F»(+) vystupuji funkce f € V' a muzeme je proto piepsat
na bilinedrni formy a(-,-), b(-,-) a c(-,-)

a(u; —u,U)+b(uy —ug,U) + (61 —02,e(U))p=0 YU €V  (4.78a)
Oy(or — 72),S) + (%0'1 - az,s> Ve(u—us8)=0 VYSeP  (4.78b)
' pro s.v. t € (0,7).
Pouzijeme-li odhad (4.43), ziskdvdme z rovnice (4.78a) omezeni

lur — uq|ly, < Cllor — o2|p pro s.v. t € (0,7). (4.79)

Dosadime-li do rovnice (4.78b) testovaci funkci 8 := o1 — o, ziskdvame

d /1
— | =l — a'2||?3 + H(a'l —03),(1—03) | +c(ug —ug, 01 —03) =0.
dt \ 2 i p
(4.80)
Z nerovnosti (4.55),(4.57) a (4.79) obdrzime odhad
d
I (||a'1 — a'2||?3) <Clley - a'2||?3 pros.v. t € (0,7), (4.81)

na ktery dale pouzijeme Gronwallovo lemma v diferencidlnim tvaru (viz. Dodatek A),
a vzhledem k nulovym pocateé¢nim podminkam pro o a oy dostavame

lon —o3]|Z <0 tedy o =0y, (4.82)

Z rovnice (4.78a) zaroven obdrzime uw; = us a z Hookeova zdkona je ziejma jed-
noznac¢nost i pro 7.
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Krok 6: Prostory pro ostatni neznamé
Nakonec se zastavme nad otdzkou, v jakych prostorech lezi zbyvajici nezndmé.
Z nerovnosti (4.43) pro @ mame pifmow € L? ((0,7T); V), ve skutecnosti ale miizeme
ukdzat, ze tato nezndmd je spojitd v ¢ase. Napisme si rovnici (4.39a) pro dvé po-
sunuti v ruznych casech t; a t9, a po uvazeni, ze zlomova funkce je v case konstantni,
dostavame

a (@) —T(ts), U) + b (@) — T(ta), U) + (o (ty) — o (t),e(U))p =0, (4.83)

coz plati pro VU € V. Pouzijeme-li znovu odhad (4.43), ziskdvdme ndsledujici
omezeni
[@(t1) —w(t)lly < Cllo(t) —a(te)llp, (4.84)

kde konstanta C nezavisi na ¢ase. Uvazime-li nyni ze o € C ([0, T]; P), a ze pro na-
péti 7 mame explicitni rovnici, miZeme okamzité psat

zec(0,T);V), Tec(0,T];P). (4.85)

Stejné jako v piipadé (4.73) muzeme i zde dostat odhady na velikosti norem.
Konstruktivné jsme dokazali nasledujici vétu:

Véta 4.8 (Existence a jednoznaénost viskoelastického problému)
Predpoklidejme, Ze plati stejné podminky jako v elastickém problému a navic nech?

ne: 0<mo <nlx) sv v

Potom md problém (4.39) Teseniw zdvislé na funkci f a pro zlomovou podminku f
jednoznacné urcend reseni w, T a o. Navic plati

weC(0,T;V), TecC(0,T];P), occC(0,T];P).

4.5 Vlnovy problém

Vzhledem k podobnosti s elastickym problémem zde nebudeme uvadét odvozeni
slabé formulace. Pfevezmeme slabou formulaci (4.14) a pouze doplnime ¢len s druhou
casovou derivaci.

Zde ve vlnovém problému budeme specidlné uvazovat mirné upravené bilinearni
formy af(-,-) a b(-, ), konkrétné vydélené hustotou py > 0:

Definice 4.9 Pro tuto kapitolu zadefinugme modifikované bilinedrni formy

a:VxV-oR CL(U,V)E/2ﬂ e(U) : (V) dx+/i(V-U)(V-V) dz

Po  Po
(4.86a)

b:VxV R b(U,V)= / [V(goe, - U) — (V-U)goe,] - V da (4.86b)
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a novou linedrni formu

F3(U)E_/Q 2 &(£) s e(U) d:r:—/n %(V-f)(V-U) d
-/ [V(goe, - F) — (V- Flgoe,] - U dz — : Ouf-Udz.  (4.87)

Zformulujeme tlohu:

Definice 4.10 Rekneme, Ze funkce w = T+ f je slabym Fesenim vinového problému
(3.8), pokud

we I2((0,T)V) s d@el?((0,7);[*O)]°), oume L ((0,T);V")
ferr (2 @p]") s ouf e L2 (0,7 [122))]"),
a pro w je spinéna rovnice

a(@,U)+b(@,U)+ 0y, U),., =FU) VYUV proswv te(0,7T)

(4.88)

s pocdtecnimi podminkams
u(x,0) = —f(x,0) =0 v §2 (4.89a)
ou(xz,0) = =0, f(x,0) =0 v . (4.89b)

Pro vypocet napéti 7 pouzijeme Hookeuv zakon. Pozadavky na zlomovou funkci f
budeme specifikovat béhem dikazu existence a jednoznac¢nosti. Poznamenejme jesté,
ze dale budeme znaceni duality mezi prostory V* a V zjednoduSovat na (-, ).

4.6 Existence a jednoznacnost feSeni vinového problému

Diikaz provedeme opét Galerkinovou metodou, pficemz budeme postupovat po-
dle dikazu podobné hyperbolické rovnice, ktery je uveden v knize L.C.Evans [6].

Nezndmou w nejprve aproximujeme na konecné dimenzionalnim podprostoru
prostoru V' pouzitim Galerkinovskych aproximaci. Dokdzeme omezenost posloup-
nosti feSeni v jistém Bochnerové prostoru a ukazeme, zZe slaba limita této posloup-
nosti je hledané w. Pro tuto ¢ast feSeni dale dokdzeme jednoznacnost pii pevném
f, pfi¢emz dukaz jednoznaé¢nosti pro feSeni u (pfi libovolném f) je analogicky jako
v elastickém piipadé.
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Krok 1: Galerkinovy aproximace
Prostor V C [W"2 (Q)]? je separabilni a miiZeme v ném proto vybrat bazi

{we}iZ, CV (4.90)

a tuto bazi konstruovat jako ortonormalni ve V.
Galerkinovy aproximace jsou fesenim projekce hyperbolického problému (4.88),
(4.89) na konecné dimenziondlni prostor V;,, = span{wy }7-, hleddme je tedy ve tvaru

Un(t) =Y ok, (twy, (4.91)

kde u,, : [0,T] -V acaf :[0,T] > R, k=1,...,m. Dosadime-li tuto aproximaci
do rovnice (4.88) s pocatecnimi podminkami (4.89), ziskdme formulaci

(Optum, U) + a (U, U) + b (u,,U) = F3(U) (4.92a)
(um(0),U) =0 (4.92b)
(Oyum(0),U) = 0, (4.92¢)

pro YU € V,,.

Pro koneéné dimenziondlni problém nyni ukdzeme existenci jednozna¢ného feseni
pro pevné f. Dosadime za u,, z definice (4.91), jako testovaci funkce polozime bazové
funkce w; a uvédomime-li si ortonormalitu vybrané baze, muzeme pfedchazejici
problém pfiepsat ve tvaru

d%ad l
F;n + Z ozfna ('wk, ’UJJ') + Z Oéfnb ('wk, 'w]-) = Fg(’lﬂj)
k=1 k=1 | j=1,..N. (4.93)
al (0)=0
Ol (0) =0
Zavedeme-li oznaceni
Ajp = a (wg, w;), Bjr = b(wg, wj), G; = F3(w;), (4.94)

muzeme piepsat linedrni systém ODR z (4.93) v maticovém tvaru

da,,
d¢?

Podle standardni teorie obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic dostavame existenci
jednoznaéné C? funkce a,,(t) = (al,(t),-..,a™(t)) spliujici (4.93) lokdlné. A z li-
nearity plyne globdlni existence pro s.v. 0 < ¢t < T ¢imz dostdviame existenci

jednozna¢ného Feseni u,, problému (4.92).

+Aa, +Ba, =G. (4.95)
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Krok 2: Energetické odhady

Pokud polozime Ou,, = Zk 1 d Smapy, jako testovaci funkci v rovnici (4.92a),
dostaneme

(Ot Ui, Optr) + @ (U, Opthy) + b (U, Opttyy) = F3(04syy,) pros.v. t € (0,7). (4.96)

Podobné jako ve viskoelastickém piipadé pouzijeme

d /1
i, ) = 5 5 100} (4.97

a zaroven diky symetrii bilinedrni formy a(-, -) méme

0 (U, Oyt = ;t (1 (U, um)) | (4.98)

Déle potfebujeme omezenost modifikované bilinedrni formy b(-, -), kterou dostaneme
podobné jako v (4.18b)

b (U, Opurs)| < (1 + \/_) ”90”1 ,00 ”umHV ||8tum||2

14+3

<
-2

1901l 1,00 (leemll5 + 1Btamlly) - (4.99)

Nyni budeme upravovat pravou stranu rovnice (4.96), tj. linedrni formu F3(-). Ome-
zime nejprve tieti a ¢tvrty ¢len z (4.87)

/ [V(goe, - f) — (V- f)goes] - Oty dz + [ Ouf - Oyt dz
Q

Qy
< (L+ V3) 190lly,00 1 Fll1 5,0, 1062l + 11022 Fll5 1Bettimll (4.100)
1+\f L1 N (1+v3) llgoll 0 + 1 5
looll, +5 10eF g, + > |9etel

a dale se vénujme tpravé prvnich dvou ¢lenti. Provedeme integraci per partes

Poof)e@u) de— [ 29 £V 5w ) da
—/sz%e(f). (Optiy) /pro(v £V - ) d

= /Q v [2% e(f) + %(v : f)I} Oty da (4.101)

—/ n [Qﬁ e(f) + i(V . f)I] Oyu,, dS
o0y Po Po
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a integrdl pies oblast {2; omezime pomoci norem

A M ,
(. w21l )17t e
A p
+{ = +2|= IV 1,0, [18:ttmlly (4.102)
Po 1,00 Po 1.00

hranién{ integral pak upravime na tvar

%{—/@an [2% 6(f)+%(v-f)f] - dS}

+/6an {QE e(0f) + A

Na druhy z hrani¢nich integrali pouzijeme vétu o stopach, ¢imz obdrzime odhad
A

pomoci norem
Po || o Po || o

Kombinaci ptedchozich vzorcu (4.96) - (4.104) dostdvame

100, [wmlly - (4.104)

d
— (||8tum||§ +a(Up, up)) < C (||8tum||§ + a (W, W) (4.105)

dt
2 2 2
£ 50, + 105 5.0, + 1062, )

_%{/mfn [2% s(f)—i—%(v'f)f] U dS},

kde jsme zaroven pouzili V —elipticitu formy a(-,-) plynouci z Kornovy nerovnosti
(4.23). Tuto nerovnost zintegrujeme pies ¢asovy interval [0,¢] a uvdzime nulovost
pocatecnich podminek

10 ()12 + @ (), wn (1)) < K / (100220 (5) 3 + (i (5), e (5))(4.106)

HIF ()50, + 105 ()]

2 2

220, T 10uF (), ) ds + Ko IV, @y
kde jsme znovu pouzili vétu o stopach. Jako v diukazu u viskoelastického problému
zvétsime pravou stranu tim, ze ¢leny obsahujici fukci f integrujme pftes cely interval
[0,T] a zaroveii uzijeme Youngovu nerovnost na posledni ¢len tak, abychom mohli
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normu ||[w,,(t)||;, zahrnout do formy a(-,-) na levé strané

[0t (1) + 5. (0, (1) < / (1Brttm ()] + @ (2 (), e (5))) s+
(4.107)

Co <||f||ioo ((O’T);[Wz,z(gf)]:i) + ||atf||i2 ((O,T);[Wz,z(ﬂf)f) + ||attf||iz((O’T);[L2(Qf)]3)> :

Mame zde nerovnost tvaru
t
y(t) < 01/ y(s) ds + 02 Vt € (O,T), (4108)
0

muzeme tedy aplikovat Gronwallovo lemma v integrdlnim tvaru (viz. Dodatek A) a
dostaneme nerovnost

y(t) < Cy (1 + CyteM) pro s.v. t € [0, 7). (4.109)
Na pravé strané nerovnosti (4.109) polozime standardné 7" misto ¢ a dostavame
10stm (E) 5 + @ (thin (£), i (£)) (4.110)
<C (||f||ioo (0y[w22(2,)]) + ||3tf||iz (@yw22(2,)]) + ”attfniz((O,T);[Lz(gf)]e‘))
pro s.v. t € [0,T]. Z tohoto odhadu a z elipticity formy a(-,-) ziskdme Ym € N

ess sup_ ([l (8)[2 + |00 (1)[2) < (4.111)
0<t<T

C (”-f“ioo ((O,T);[WQ’Q(Qf)r) + ”atf“i?((O,T);[Wz’z(ﬂf)]a) + ||attf||iz((0,T);[L2(Qf)]3)> .

Nyni bychom radi védéli, v jakém prostoru lezi d,u,,. Vezmeme proto libovolnou
funkci v € V, jenz splituje ||v|l,, < 1 a rozlozime ji na dvé ¢dsti v = v° + v, kde
v’ eV, a (’UL,'wk)V =0, k =1,...,m. Z ortonormality funkci {vy}2, dostdvame
|lv°|| < ||lv|| £ 1. Potom z tvaru u,, (4.91) a z rovnice (4.92a) dostaneme

(Opum,v) = (Outm, v) = (O, v°) = F3(v°) — a (U, v°) — b (U, v°). (4.112)

Tudiz z omezenosti formy b(-, ) (4.99) a analogické omezenosti jako (4.18a) pro mo-
difikované a(-, ), dostavame

[{Butem, 0)] < (lall + 01) (tbmlly + 1 Fll50, ) +10uF e, - (4113)
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Nyni pouzijeme definici normy v dudlnim prostoru

ve = sup  |[(Ontm,v)]| (4.114)

veV||v|I<1

a vidime, ze pokud umocnime rovnici (4.113), zintegrujeme ji ptes interval [0,7] a
pouzijeme odhad (4.111), ziskdvdme

T 2
/ 160t
0

2. dt < (4.115)

C (Hf“ioo ((O,T);[WQ’Q(Qf)P) + “at'f“i?((O,T);[W2:2(Qf)]3) + ||att'f||iz((0,T);[L2(Qf)]3)> )

kde C nezavisi na m.
Odvodili jsme tedy, Ze aproximace 9y u,, jsou omezeny v prostoru L? ((0,7); V*)
pro Vm € N.

Krok 3: Slaba limita
Podle energetickych odhadi (4.111) a (4.115) mame zaru¢enu omezenost {w, }>°_,

v Bochnerové prostoru L2 ((0,T);V), {Bum}>, v L? ((O,T); [L2(Q)]3) a
{Ouum}t_; v L?((0,T); V*). Existuje proto takova podposloupnost w,, a funkce
we L2((0,T);V) s 0@ € L? ((O,T); [L2(Q)]3) a 8@ € L2 ((0,T); V*), ze plati

Uy, = v L?((0, ) )
Ot — O v I ( Q)}?’) (4.116)
Opt, — Oput v L? ((0, ) ")

Nyni vezmeme pevné N a funkci v € C! ([0, T]; V) tvaru

v(t) = B (t)w, (4.117)

k=1

kde B* jsou hladké funkce. Tuto funkci dosadime za testovaci funkci U v rovnici
(4.92a), kde uvazujeme m > N a potom integrujeme pfes interval [0, 7]

/0 [(Outm, V) + a (U, V) + b (U, V)] dt:/O F3(v) dt. (4.118)

Zvolime m = my a k limitnimu pfechodu pouzijeme (4.116)

' [(Opuw,v) +a(w,v)+b(w,v)] dt = /OT F3(v) dt. (4.119)
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Tato rovnost plati pro vSechny funkce v € L? ((0,7);V), nebotf v tomto prostoru
jsou funkce tvaru (4.117) husté. Tedy dostdvame

(Onw,v) + a(@,v) + b(w,v) = F3(v) VveVaprosv.te[0,T]. (4.120)
Nasli jsme tedy slabé feseni w € L?((0,7);V) rovnice (4.88). Navic plati
weC ([O,T]; [LZ(Q)]3) a 8@ € C ([0, T]; V).

Ovéiime jesté splnéni pocatecnich podminek (4.89). Nejprve si vybereme testo-

vaci funkei v € C?([0,T];V) s v(T) = 9,v(T) = 0, a potom pouzijeme dvakrat
per partes v rovnici (4.119):

/0 (O, ) + a (@, v) + b (@, v)] dt = /0 Fy(v) di—(@(0), 9,0(0))+(,(0), v(0)) .

(4.121)
Podobné z rovnice (4.118) plyne

/OT [(Onv, Um) + @ (U, V) + b (U, v)] dt = /OT F3(v) dt (4.122)
= (um(0),0v(0)) + (8yum(0), v(0)) -

Zvolime-li m = my; a pouzijeme limitni pfechod (4.116), dostaneme

/O (00, %) + a (T, v) + b (T, v)] df = /O Fy(v) dt, (4.123)

nebot plati po¢dtecni podminky pro aproximaci (4.92b) a (4.92c¢).

Porovnanim (4.121) a (4.123), a protoze v(0) a 0;v(0) jsme si mohli zvolit libo-
volné, ziskdvame splnéni pocateénich podminek w(0) = 0 a 9,w(0) = 0.

Krok 4: Jednoznacnost reSeni pro uw pii konkrétni volbé funkce f
Poznamenejme, ze néasledujici dukaz jednoznac¢nosti by se velice zjednodusil, pokud
bychom védéli, ze 0,u(t) je dostateéné hladké a mohli ho diky tomu polozit za testo-
vaci funkci. Bohuzel to ale nevime, a musime proto pouzit nasledujici argumenty.

Staci ukazat, ze pokud vezmeme nulové pocatecni a okrajové podminky, pak
jedinym feSeni je w = 0, déle tedy uvazujeme f = 0.

Pro pevné s € [0,T] si zadefinujme

/ a(d) di 0<t<s
’U(t) = t (4.124)
0 s<t<T.

Potom v(t) € V pro Vt € [0,T], a proto

/S [(Opw,v) +a(w,v) + b (@, v)] dt =0. (4.125)
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Protoze mame 0,u(0) = 0 a v(s) = 0, muzeme z predchozi rovnice pomoci integrace
per partes ziskat

/ (= (04, Oy) + a (T, v) + b (@, v)] dt = 0. (4.126)
0
Pouzijeme-li, ze pro 0 <t < s plati 0;v = —u, dostavame
/ (O, w) — a (0w, v) — b(Opv,v)] dt = 0. (4.127)
0

Tedy
sd (1., 1 s
— | = ||T]; — za(v,v) —b(v,v) | dt =— [ b(v,0w) dt, (4.128)
o dt \2 2 )
coz navic, diky w(0) = 0, muzZeme piepsat na tvar
1 1 s
3 [ (s)l; + 5 @(v(0),v(0)) + b (v(0), »(0)) =/ b(v,m) di, (4.129)
0

a nasledné
(@I -+ 101 < ([ Tl + Il dr-+ 1v)3). (4.130)
Zadefinujme si jesté funkci
w(t) := /t u(t) di pro t € [0,T], (4.131)
0
a jeji pomoci pfepisSme nerovnost (4.130)

[ (s)ll; + llw(s)l < © (/0 lw(®) = w(s)lly + @@l dt+ IIw(S)Ilﬁ) - (4.132)

Pouzijeme-li merovnosti |Jw(t) —w(s)|}; < 2[w®)|} + 2[w(s)|} a
|w(s)|5 < IN |@(t)]|2, mizeme tuto nerovnost prepsat jako

— s —1N2
[ ()5 + (1= sCh) [lw(s)];, < 01/0 lwlfy, + [l dt. (4.133)
Vybereme-li T; tak malé, aby platilo 1 — T7Cy > %, mame pro 0 < s <T}
— s — 2
[ (s)]l5 + llw(s)ll < 02/0 [2ll; + flewlly, dt. (4.134)
Z integralniho tvaru Gronwallova lemmatu nyni plyne w = 0 na [0,7;]. Stejny

argument ale muzeme aplikovat i na intervaly (T3, 2T3], [27%,3T}], ... a tim dostat
uw =0na[0,7].



5 SPEKTRALNI ROZKLAD 3D PROBLEMU 34

Krok 5: Jednoznac¢nost pro feseni u a T
Vezmeme si dvé ruzné funkce zlomu f, # f, a ukdzeme, ze pokud maji obé stejnou
stopu na I', pak u; = u..

Nejprve tyto funkce od sebe odecteme a jejich rozdil oznacime f, ¢imz ziskame
Trf = 0. Galerkinova metoda mam dava existenci w; a ws, pro kterd si napiSeme
slabé zformulované rovnice (4.88) a odecteme je od sebe

a(@ —u,U)+b(uy —uy,U) + (Ou(w, —ue),U) =F3(U) YU €V  (4.135)
pros.v. t € (0,7),

kde ve formé F3(-) vystupuje funkce f v p¥islusnych prostorech na celém €2 a mizeme
ji proto pfepsat na bilinedrni formy a(-,-), b(-,-) a duél (-, -)

a(@ -+ fi—f,U)+b(w —a+ f, — f5,U) (4.136)
+ (Ou(wr —us+ f1 — f9),U) =0 YU € V pros.v. t € (0, 7).

7 tohoto vztahu jiz plyne
ﬂ1+f1:ﬂ2+f2a
to znamend u, = uo. Z Hookeova zdkona dostavame jednoznacnost i pro 7.
V nékolika krocich jsme tedy dokazali nasledujici vétu:

Véta 4.11 (Existence a jednozna¢nost vinového problému) Méjme prostory
V a P jako v (4.10) a (4.15) a necht jsou splnény podminky:

d N’a/\’palago € Wl,oo (Q)
e 0< Az), 0<po<pu(x), 0<px) s.v. v €

o 0<Ca:=2uCxk — (14+V3)lpolls 1901 0
o« feI™ ((o,T); (W22 (Qf)}?’) , Ofel? ((O,T); (=2 (Qf)]g) :
ouf e L? (((),T); [LQ(Qf)}?’)

Potom md problém (4.88) teseni @ zdvislé na funkci f a pro zlomovou podminku f
jednoznacné urcend reSeni u a T. Navic plati

wec (0,75 [12@)]"), dmec(o,TLVY), Tec(o,T]P).

5 Spektralni rozklad 3D problému

V predchozich kapitolach jsme se prili§ nezabyvali tim, zda zadané problémy uva-
zujeme ve 2D nebo 3D, nebot vSechny formulace i dikazy plati pro obé dimenze.
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Diskuze o piipadnych odliSnostech méa smysl az ve chvili, kdy pfichdzime k nu-
merické realizaci. V dalSich kapitoldch se jesté ve vétsi mife zminime o pouzité
metodé vypoctu, nyni je pro nas podstatné pouze to, ze pro vypocet pouzivaime
program, teSici ulohy na 2D oblasti. Vzhledem k této skutec¢nosti a zaroven také
mirné s ohledem na akademické tcely této diplomové prace, jsme 3D tlohu prevedli
do 2D pomoci Fourierovy transformace. Tato moznost se zde naskytla diky tomu,
ze v rovnicich vystupujici koeficienty jsou zavislé pouze hloubkové a samotny zlom
uprostied oblasti Ize vhodné umistit a nasmérovat.

5.1 Fourierova transformace

Pomoci Fourierovy transformace potifebujeme zménit rovnice tak, aby se zde vysky-
tovaly parcidlni derivace pouze podle dvou proménnych. Nejprve zjistime ptes kterou
slozku muzeme provadét Fourierovu transformaci. Zvolime-li z jako soufadnici ozna-
¢ujici hloubku a x jako jakoukoli z horizontalnich slozek, ve které ma funkce zlomu
nespojitost, pak ani jedna z uvedenych slozek neni pro tento zamér vhodna. V prvnim
piipadé je to proto, ze by se ndm nepodaftilo zbavit rovnice parcialni derivace podle
této slozky. A v piipadé soutadnice x to neni vhodné z diivodu numerické nezvla-
datelnosti Fourierova obrazu zminéné nespojitosti. Zbyva tedy smér podél zlomu,
ve kterém funkce f nema skok, ten nazveme soutadnici y a provedeme zde Fourierovu
transformaci

1 > .
v(z,ky, 2) = \/—2_7T/ v(z,y,2)e”*Y dy. (5.1)

Timto zpusobem se zadané problémy pifevedou na hledani Fourierovych obrazu
puvodnich funkei na 2D oblastech. Pokud tyto obrazy najdeme, sta¢i nakonec pouzit
zpétnou Fourierovu transformaci

1 © ,
o ,9) = = / B(x, by, 2)e i, (5.2)

a dostat hledand feSeni na 3D oblasti.

5.2 Elasticky problém

Na rovnice pouzijeme Fourierovu transformaci a néasledné je slabé zformulujeme.
Do pohybové rovnice dosadime hookeovskou reologii

VMV -uw)I +2ue(u)]+po[(V-u)goe, — V(goe, -u)] =0 v Q. (53)

Nyni rovnice rozepiSeme do slozkového zdpisu, pouzijeme vztahu O,v = ik,v a
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ztransformujeme je, ¢imz se jednotlivé funkce prevedou na jejich Fourierovy obrazy
Oy [N (05l + ikyly + 0,0,) + pOyly) + p (ikyOytly — kjUy)

A (iky&cﬁw — k;ﬁy + ikyaﬁz) — 2/Lk§ﬂy + Oy [p (ikyTUy + Oyy)]
+ 0, [u (tkyT, + 0,1y)] — pogoikyU, =0 (5.5)

0, [A (05Uy + ikyy + 0,U,) + po,u,| + Oy [p (0,Uy + 0,1,)]
+ i (ikyazﬂy - k;ﬁz) + pogo (0zUy + ikytly) — po0,got, = 0. (5.6)

Mame rovnice, které chceme slabé zformulovat, sta¢i je tedy vynasobit testovaci
funkci, zintegrovat ptfes x a z a nakonec pouzit integraci per partes

[/\ (Bl + ikyly + 0,70,) + p0yly] DUy + 11 (s uz—l-aum)@U} dz

+/ zk Oplly — k;ﬂm) — pogoamﬂz] ﬁz dz =0 (5.7)
Q2p
/ 1 (iky iy + 0,11,) 85U, —|—,u(zkyuz+5uy)8U}d:v

2

2D

—|—/ zk Oplly — k;ﬂy + ikyazﬁz) — QMkZ@y — pogoiky@z] ﬁy dz =0 (5.8)
Q

2D

/ 1 (D51 + 0511,) U, + [N Byl + ikytly + 0,0;) + pd, ) azﬁz} da
Qap

/ [ (zk 0, Uy — k;ﬂz) + pogo (05U + ikyily) — poazgo'ufz] ﬁz dz =0, (5.9)
Qap

kde ozna¢enim [71 nechceme fici, ze za testovaci funkci musime vzit Fourieruv obraz
néjaké funkce, ale pouze, Ze tato funkce jiz nezavisi na proménné y stejné jako u;.

Vzhledem k tomu, Ze nyni je ns problém 2D (k, je pouze parametrem), probihd
integrace a tedy také metoda per partes pouze pres slozky = a z. Hraniéni integraly
jsou proto vSechny nulové diky stejnym argumentiim, jaké jsme pouzili v obecném
odvozeni slabé formulace, které platilo pro 2D i 3D 1lohy. To, ze se zde jedna
o Fourierovy obrazy ve slozce y, toto tvrzeni nijak neovliviiuje.

Je/m\ko v predchozich odvozenich bychom nakonec jesté rozdélili obraz posunuti
u=u+f.
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5.3 Casové zdvislé problémy

Ve viskoelastickém i vlnovém piipadé lze Fourierovu transformaci provést také,
pricemz se postupuje anologicky jako v elastickém piipadé a kromé vyskytu vice
¢lenu se odvozeni zasadné nemeéni.

6 Funkce popisujici skluz na zlomu

Pro tucely numerické realizace prakticky vytvoiime funkci f, kterd bude popiso-
vat nejen posunuti na samotném zlomu I', ale zaroven bude spojité dodefinovana
na oblast {1y tak, aby spliiovala pozadavky slabé formulace.

6.1 2D pripad

Nejprve si sestrojime zobrazeni, které pfevede oblast {2y na néjaky konkrétni nosic
pozdéji definované funkce. Takové zobrazeni bude zahrnovat natoceni o dany tuhel,
zménu rozméru a také posun do pocatku souradnic. V téchto novych soutradnicich vy-
tvoiime funkci s hodnotami posunuti a nakonec ji slozime se zminénym zobrazenim
oblasti.

P/_\
Oa
d 1P
VA N 2 1
0
Z5t . o, 0
P,
-1 =
d, 0 1
-0
X, X

Obr. 4: Zobrazeni P : (z,2) — (p1,p2)

Parametry vytvarené funkce jsou (viz. obrazek 4):
e 1, ... umisténi stfedu zlomu f na oblasti 2 v z-ové soufadnici
® 2, ... hloubka stiedu zlomu f pocitana od povrchu Zemé
e d; ... polovina délky zlomu fp
e dy ... Sitka oblasti {1, na které je dodefinovana funkce f
® 0, ... rozmér okraje zlomu f, kde se funkce méni hladce z 0 na 1

® 0 ... okraj zlomu f na druhé strané oblasti {2y nez v piipadé o,
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Obr. 5: Graf funkce f na oblasti se souFadnicemi p; a pa.

e M ... amplituda skluzu

e v ... uhel naklonéni zlomu vuci z-ové souradnici

Zadefinujeme si zobrazeni P : (x,z) — (p1,p2), které vyjadiuje posun, natoceni
o thel o a zménu velikosti oblasti

1
pL=o [+ cosa(z — o) — sina(z — 2g)]
1

Do 1 [—sina(z — z) — cos a(z — z)]

:d2

(6.1)

a je taktéz zakresleno na obrazku 4. Pro zadané parametry o, a oy si dale definujme

pomocnou funkci o
0 =04+ p2(0p — 0,), (6.2)

vyjadiujici velikost okraje oblasti, kde bude zlom zhlazovan funkci cos?.
Nyni pfistupme k zadefinovani skalarni funkce zlomu, kterou muzeme vidét
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na obrazku 5

() (Ip1| > 1)
V (pe & (0,1))
cos? (sz) (Ip] <1- d%)
flz,z) =5 2 O 63
1 >1- h
cos? (z ) cos? z(|pl| —1)di+o (lpa| > dl)
2”) N\ A < 1)
) A0 < ps <1).

Doposud jsme uvazovali f jako skalarni normovanou funkci, nakonec je tedy
nutno ji jeSté vyndasobit maximalnim posunutim M na zlomové plose I' a tecnym
vektorem zlomu ¢ = (cos «, — sin ) a kone¢né dostdvame ve 2D vypoctech typicky
uzivanou vektorovou funkci zlomu

f=Mft. (6.4)

6.2 3D pripad
K 2D parametrim pfibyvaji jesté znaceni:
® 3 ... umisténi stfedu zlomu f na oblasti {2 v y-ové soutradnici
® d3 ... polovina délky zlomu fr v y-ové soutadnici
® 03, ... y-ovy rozmeér okraje zlomu f, kde se funkce méni hladce z 0 na 1
® 03, ... okraj uvazovany analogicky jako v ptidapé oy
e (3 ... ihel naklonéni sméru lamani vici y-ové soutadnici

North

o strike y

o /
slip (rake)
X dip B

Obr. 6: V geofyzice uzivané thly (ndzvy se vétsinou nepieklddaji).

Tento ptipad uz zahrnuje redlné zlomy, abychom je spravné popsali, zavadime
thly (viz. obrazek 6) jednozna¢né uréujici naklonéni zlomu a smér skluzu véetné
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oznaceni, které se bézné uziva v geofyzikalnich publikacich (podrobnéjsi popis téchto
thlu lze najit napf. v knize J.Zahradnika [9]).

Pouzijeme stejnou skaldrni funkci v proménnych (z, z) jako ve 2D piipadé, tu nyni
oznacime jako fop, a v tfetim rozméru y si ji dodefinujeme podobnym zptisobem
jako 2D funkci ve slozce p;

0 |y — yo| > ds
— < ds —
Flayy,z) =4 (@) N ly — yol < ds — 03
Y — —asz+o
f2D($,Z) COS2 (5 Y Yo - 3 3) d3 — 03 < |y_y0‘ < ds’
3

(6.5)

kde 03 = 03, + p2(035 — 03,) je funkce definovana analogicky jako funkce o ve 2D.
Tuto 3D funkci je nyni potieba fourierovsky transformovat

~

1 [ » fan(@,2) [ [rrdme
flz, k ,z):—/ flz,y,z)e ™Y dy = ==—2"2 / e "™ dy
! V2T J o0 V2T yo—dz+o03

+ /yO+d3 COSZ E y — yo _— d3 + 03 e_ikyy dy (6 6)
yo+dz—o3 2 03 .
yo—ds+o3 _ —d .
—I—/ cos? (g y+ y003 3t 03) e thvy dy} .
yo—ds

Po technickych upravach bychom dostali

~ B fgp(x,z)\/iﬂ% . [ ky(2ds — 03) kyo3
f(z, ky,2) = (2 = kzog)ky sin 5 cos | =5~

) [cos (kyyo) — tsin (kyyo)] -

(6.7)
Zbyva dopocitat limity v bodech k, =0 a k, = +-, coz miuzeme provést napiiklad
L "Hospitalovym pravidlem

lim f(x, ky, z) = fop(@,2)

ky—0 \ 27

-~ cos(m%)o
lim  f(x,ky,2) = —fQD(x’Z) ( 03) ’ [cos (ﬂ@> F isin (71'@>:| )
ky—ﬂ:% V2T 2 03 03

Tuto skalarni funkci opét vynasobime maximalnim posunutim M na zlomové plose I'
a dale vektorem ¢ = (cos asin 3, cos 3, — sin asin 3), ktery vyjadiuje smér posunuti
na zlomu

(2d3 — 03)
(6.8)

f=M7ft (6.9)
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6.3 Funkce pro vinovy problém

V tomto problému uvazujeme funkci ¢asové zavislou, a to tim zptisobem, abychom
vyjadrili postupné praskani z mista vzniku trhliny do mista, kde jiz pevnost Zemé
zamezi dalsimu §ifeni trhliny. Zadefinujeme si nejprve skalarni funkci

rO t<£
Us
)1, £ £ <
9(tp1,p2) = tr(t US) t> - AE< ot f (6.10)
f >t
\ Vs

kde & = di(p1 + 1) je proménnd podél sifeni trhliny, ¢, vyjadiuje ndbéhovy ¢cas
maximalni hodnoty trhliny a vg je 90% rychlosti §ifeni s-vin (uvazujeme hodnotu
3,6 km/s). Uvedena skaldrni funkce f je bud pro 2D ptipad definovana v (6.3), nebo
pro 3D v (6.5), pficemz v 3D piipadé bychom méli navic u funkce g napsat zévislost
na slozce y a nasledné ji transformovat na g(¢, pi, p2, k). Casovy priibéh 2D funkce
g si lze prohlédnout ve formé filmu na prilozeném CD.
Jako obvykle funkci na zavér vynasobime amplitudou M a vektorem ¢, vyjadiu-
jicim smér posunuti na zlomu
g=Mgt. (6.11)

7 Numerické metody

Pro prostorovou diskretizaci jsme ve 2D modelech zvolili metodu koneénych prvku.
V piipadé 3D jsme na dvoudimenzionalni oblasti se souradnicemi z a z opét vyuzili
metodu konecnych elementu a v soufadnici y jsme provedli spektralni rozklad pomoci
Fourierovy transformace.

7.1 Metoda koneénych prvkua

Vypocetni sit byla vzdy adaptovana na konkrétni umisténi a natoceni zlomu, coz
ukazuje obrazek 7. S ohledem na lokalni chovani Zemé se prvky zvétsovaly se vzda-
lenosti od zlomu a zaroven v zavislosti na 1hlu « bylo kromé standardnich ob-
delnikovych pouzito i lichobéznikovych elementu.

Je-li oblast €2 pokryta mnozinou prvki 7, a oznac¢ime-li si By a By jako mnoziny
bodu lezicich na hranicich I'y a I'y, miuzeme nésledné definovat prostory koneénych
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Obr. 8: Pouzivané elementy pro u; a 7;

Obr. 7: Sit adaptovand na zlom

prvki jako
Vi = {'v € [C(Q)]Q;vi‘K € Qi(K) VK € Tpi=z,2;9(N) =0VN € 32}

P={pe [12Q)]"ipl = konst. VK € Ty,i = vz,22, 22 } (7.1)

tedy pro posunuti jsou pouzity spojité bilinearni prvky a pro napéti 7 a o nespojité,
po castech konstantni prvky.

Dimenzi vektoru v a tenzoru p jsme uvedli pouze pro 2D piipad. Ve tiech di-
menzich pak nejenze vzroste pocet soutadnic, ale také diky pouziti Fourierovy trans-
formace, kazd4 funkce prejde na jeji komplexni obraz, a tim se zdvojnasobi pocet
neznadmych. Diskutované dimenze jsou potom 6 a 12.

Obrazek 8 ukazuje stupné volnosti jednotlivych elementii. Poznamejme, Ze pti po-
uziti prvki s vyssimi stupni volnosti se vysledky nikterak neménily, a tedy s ohledem
na snizeni naro¢nosti vypocti, jsme zvolili tyto zakladni aproximace.

7.2 Diskretizace Fourierovy transformace

O transformaci samotné jsme se jiz zminili v kapitole o spektralnim rozkladu, nyni
si uz jen vyjasnéme jeji praktické pouziti. Po aplikaci Fourierovy transformace (5.1)
provadime vypocet pomoci 2D koneénych prvku pro zvoleny pocet Ng Fourierovych
koeficientt k, a potom pouzijeme zpétnou Fourierovu transformaci (5.2), kde integral
nahrazujeme kone¢nou sumou

Np
2

'U(.’E, Y, Z) = = Z 6('Ta nkstep: Z)einksmpykstep, (72)

_Np

n= D)
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Obr. 9: Diskrétni Fourierav obraz funkce zlomu f.

0.007 ‘ ‘ 0.14 ; ‘
|Ux| [ Txx|
0.006 1 0.12 + i
|Uz| |Tzz|
0.005 ] 0.1 ITxy|] ———
0.004 | ] 0.08 t ITyz| 1
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(a) posunuti v m (b) napéti v GPa

Obr. 10: Typicky prubéh absolutnich hodnot Fourierovych obrazi, kde pro kazdé n jsme vzali ptislusnou
maximalni hodnotu z 2D oblasti (z, z).

kde ke, znaci zvoleny krok k.

Na obrazku 9 vidime piiklad Fourierova obrazu funkce zlomu f, ktery jsme
do spektralni oblasti prevedli analyticky, ale nasledné jej uvazujeme jen pro diskrétni
hodnoty Fourierova koeficientu k,, coz vyjadfujeme jednotlivymi sloupci. Kazdy
takovy sloupec tedy vyjadiuje provedeni jednoho vypoctu metodou koneénych prvkii.

Uvedme jesté mozné chyby plynouci ze $patné spektralni diskretizace. Zvoleni
piili§ velkych kroku kgp vede k prvnimu druhu chyby, a tou je opakujici se obraz
ve slozce y. Tato periodicita zde vznika v dusledku toho, zZe misto Fourierovy trans-
formace ve skutecnosti po diskretizaci pouzivame Fourierovy fady. Chyba druhého
druhu se tyk4 oscilaci hodnot a vznikd z divodu malého rozsahu k,. Tato chyba je
obsazena ve vSech vysledcich, nicméné pro posunuti ji lze snizit pod mez viditelnosti,
naproti tomu na obrazcich vysledého rozlozeni napéti se nam ji vétSinou nepodarilo
dostatecné zmensit. Duvod, proc¢ se tento problém objevuje pravé u napéti a nikoli
u posunuti, je ten, ze napéti ma strméjsi vzrist hodnot v y-ovém sméru a blizi se
tedy vice delta funkci, kterd ma za Fourieriv obraz konstantu. Pro ilustraci prave
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feteného jesté uvedme obrazky 10, ukazujici typicky pribéh absolutnich hodnot
Fourierovych obrazu posunuti a napéti, které jsme vytvorili tim zpusobem, Ze jsme
pro kazdé n vzali piislusnou maximélni hodnotu z 2D oblasti (z, z).

7.3 Casova diskretizace

Ve viskoelastickém a vinovém problému méame rovnice s ¢asovymi derivacemi, a je
proto nutné, kromé pouziti uvedenych numerickych schémat v prostoru, diskretizo-
vat také casovou proménnou. Ve viskoelastickém piipadé se jednd o ¢len 0,0 a
v piipadé vlnovém vznikne potieba diskretizovat kvuli 0yu. Na prvni derivaci po-
uzijeme standardni schéma Crank-Nicolsonové, tedy pokud uvazujeme rovnici tvaru

0;A(z,t) + B(z,t) =0, (7.3)
pak po jeji diskretizaci dostavame
Az, tiy1) — Alz, ti) n B(z, tit1) + Bz, t;)
At 2
Konkrétné pro rovnici maxwellovské reologie mame

= 0. (7.4)

%

o —o 14

N + -

At 2n

Pro rovnici s druhou ¢asovou derivaci pouzijeme implicitni schéma, tedy nazorné
pro rovnici tvaru

i+1 2
lall

. . - N ; ;
(e + o)+ — |e(u +u') — 3V (u™ +u)I| =0. (7.5)

OnA(z,t) + B(z,t) =0 (7.6)
ziskdvame diskretizaci
Az, tiy1) — 2A(z, ;) + Az, 1) n B(z,ti+1) + B(@,ti-1)
(At)? 2

Pro nasi vilnovou hyperbolickou rovnici potom obdrzime

=0. (7.7)

i+1 _ 9t i—1 1 , . . ,
u (A'lz);- u z_pov ) [)\V ) (uz—|—1 + uzq) I+2ue (uz—l—l + uzfl)]

— % { [V . (uz'+1 + ui—l)] ge, — V [goez . (ui+1 + ui—l)}} —0. (7.8)

Stabilita obou schémat nezalezi na délce zvoleného kroku, tedy jsou tzv. nepodmi-
néné stabilni.

Poznamenejme jesté, ze v obou piipadech jsou tyto rovnice slabé zformulovany,
tedy jsou nasobeny testovacimi funkcemi a integrovany ptes (2. U viskoelastického
pripadu se na tvaru rovnice nic neméni, ale v hyperbolické rovnici se u druhého ¢lenu
pirevede divergence na testovaci funkci. Tyto tpravy jsou diskutovany v pfedchozich
kapitolach, a proto je s ohledem na vyklad casové diskretizace v téchto mistech
neprovadime.
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7.4 Prakticka implementace

Numerické simulace byly provadény pomoci upraveného kédu, puivodné urceného
pro Teseni Navier-Stokesovych rovnic, ktery naprogramoval Dr.Jaroslav Hron. ijra—
vy se tykaly mnoha ¢asti programu, pro 2D ptipad to byla predevsim zména rovnic,
zavedeni funkce zlomu a tvorba adaptace vypocetni sité. Vzhledem k nelinearité
v Navier-Stokesovych rovnicich jsme zdroven optimalizovali efektivitu vypoctu
pro nas linearni piipad. V 3D piipadé to pak byly rozsahlé upravy spojené s Fou-
rierovou transformaci, pfedevsim pridani zpétné transformace a vytvafeni 3D siti.
K programu jesté dodejme, Ze jiz obsahoval casovou diskretizaci, kterou jsme vyuzili
v piipadé viskoelastickém a mirné poupravili v piipadé vlnovém. Pro feseni mati-
covych rovnic pouziva linedrni fesi¢ metodu GMRES s predpodminénim ILU, kterou
prebira z knihovny splib.

Vystupem programu jsou soubory obsahujici informace o vypocetni siti a dosa-
zenych vysledcich. Ty jsme potom zpracovavali do formy grafi pomoci GMV utilit
[12]. V ¢asovych problémech jsme také vytvareli filmy ukazujici vyvoj veli¢in, a to
za pomoci utility gmuvmpeg [13]. Pro 3D problémy jsme vytvorili program na zpétnou
transformaci, ktery po vypoc¢tu 2D souboru prevedl hodnoty na 3D sif a vysledky
opét ulozil ve tvaru vhodném pro zpracovani v.GMV utilitach.

8 Geofyzikalni modely

V ramci této kapitoly se budeme vénovat numerickym vysledkim, které byly ve vétsiné
piipadi motivovany jinde uvedenymi modely. Budeme proto moci provést porovnani
naSich vysledku s jinymi pracemi a otestovat tak sprdvnost ndmi uzivané metody.
Provadéli jsme i dalsi vypocty, které nam potvrzovaly spravnost nagich vysledki, zde
jsme ale vSechny neuvedli, nebof jsme chtéli uverejnit predevSim ty nejzajimavéjsi.

8.1 Testovaci tloha ve 2D

Tento piiklad je pievzat z knihy R.Teisseyra [14] a slouzil ndm k testovani metody
ve 2D. Zakladni geometrie oblasti je na obrazku 11. Jsou zde uvazovany konstatni
hodnoty Laméovych koeficientii a v porovnavanych vysledcich nejsou uvazovany
¢leny vytvarejici pfedpéti Zemé, nicméné na zdvér tohoto ptfikladu budeme disku-
tovat, jak by se vysledky zménily, pokud bychom toto predpéti zapocetli. Pro tento
model jsme specidlné upravili funkci zlomu f, a to tak, ze jsme ji ve slozce p, zadefi-
novali podle uvedené knihy a v soufadnici p, rozsifili funkei cos?. Funkce f je potom
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popsana vztahem
3g—1+p
- Tl(l —-m)? (1-p1) <2
1 = cos? (— ) 8.1
f(p 7p27 CI) COS 2p2 X _p{i} + 3p1 _+_ 2 _ 3q(p1 + 1)2 ( )

pro p; € [—1,1], po € [0,1] a ¢ € (0,1). Grafy skluzu na zlomu pro tii koeficienty
g = 0.3, 0.5 a 0.7 jsou uvedeny na obrazku 12.

7
15+ /
107~ - /
—= ; /
= 0 km 'g‘ 1 //
50 km 30 km = /
/
/ 03
100 km 05/ '
0.7 ——
Obr. 11: Geometrie modelu 0 . . . . A

0 10 20 30 40 50
L [km]

se zdkladnimi rozmeéry.

Obr. 12: Zaddvané funkce zlomu f pro t¥i rizné hodnoty parametru
g. Na z-ové ose je vynesena vzddlenosti L od horniho konce zlomu.

0.4 uniform
slip

uz [m]

0

0O 20 40 60 80 100
o -x [km]

(a) Podle knihy R.Teisseyra (b) Néami vypoctené hodnoty

Obr. 13: Povrchové vertikalni posunuti u, pro tii rizné hodnoty parametru g a pro jednotkovy skluz.
Na z-ové ose je vynesena vzdédlenost od pruniku smérnice zlomu s povrchem Zemaé.

Nami dosazené vysledky jsou ve velice dobré shodé s vysledky uvedenymi
v knize [14], coz muzeme porovnat na grafech povrchovych vertikdlnich posunuti
na obrazku 13. Obrazek 14 pak ukazuje grafy rozlozeni vertikalnich posunuti na ob-
lasti 2. Doplime jesté, ze vypocet probihal na siti s 55250 prvky a 209010 stupni
volnosti.
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Cells

Cells

Cells

Cells

jednotkovy skluz

Obr. 14: Vertikdlni posunuti u.[m] na oblasti Q pro tfi riizné hodnoty parametru ¢ a pro jednotkovy skluz.
Rozmeérové méritko je v km.

Na zavér tohoto piikladu se zminime
o vlivu predpéti Zemé, které v mate-
matické ¢asti komplikovalo dukazy a
bylo kvili nému tieba pouzit Korno-
vu nerovnost. Z této nerovnosti jsme
dostavali podminky na velikosti ma-
teridlovych parametri Zemé s ohledem
na Kornovu konstantu, pro kterou ale
bohuzel nemdme explicitni odhady. Je
proto diulezité zjisténi, ze zapocteni
predpéti nemd témér zaddny vliv
na vysledky. Demonstruje to obrazek
15, na némz vidime normu rozdild
posunuti pii uvazovani predpéti a po-

Obr. 15: Norma rozdilu vyslednych
posunuti [m] pfi zapo¢teném piedpéti Zemé
a bez predpéti. Je zde zobrazena stejnd ¢ast

oblasti €2 jako na obrazku 14.
Uvazovali jsme zlom s parametrem q¢ = 0.3.

sunuti bez predpéti. Porovndme-li hodnotu maximdlniho posunuti na zlomu (2m)
s nejvétsim rozdilem na tomto grafu (1.58mm), vidime, ze rozdily zpusobené
predpétim jsou o tfi fady mensi, nez velikost celkového posunuti.
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8.2 2D/3D test

V tomto modelu uvazujeme opét nekonecné Z [10km
dlouhy zlom v y-ové slozce, ktery ale tentokrat y)—" {
smétuje do tfetiho rozméru. Poc¢itame zde proto 20 km 100
jiz se tremi slozkami posunuti a 6 slozkami napéti, / 200 km
nicméné neni treba zde pouzivat Fourierovu
transformaci a provadét vypocet pro vice koefi-
cientu k,. Laméovy koeficienty jsou konstantni a
neni zapocCteno predpéti Zemé. Rozméry oblasti
je mozno vycist z obrazku 16.

V tomto modelu jsme pouzili 2D funkci zlomu
(6.4), kde ale uvazujeme 3D vektor ¢. Parametry
zlomu jsou tedy: zg = 0, 2o = 20km, di = 10km, dy = 10km, o, = 0, o, = 10km,
M =10m, a =90° a 8 =0.

Model je opét z knihy R.Teisseyra [14], kde jsou uvedena analytickd FeSeni

400-800 km

Obr. 16: Geometrie modelu
se zakladnimi rozméry.

10 30 10
uy(z) = — (arctan P arctan ;) (8.2a)

10/ 30 10
Tay(@)= =0 (x? 1302 22+ 102) (8.2b)

a muzeme je proto porovnat v grafech 17. Vypocet jsme provedli pro tii rizné

rozmeéry oblasti €2, a i kdyz vysledky nemuzeme plné ztotoznit s presnymi feSenimi

(8.2), lze Fici, ze pii zvétsovani vypocetni oblasti se hodnoty zpresiovaly.
Vypocetni sit zde obsahovala 3800 prvku s 69234 stupni volnosti.

6 ‘ : ;
rozmery Q
1.5 ¢ 5t 400x100 — A
Ty 4t 800x200 — 1
0.5 3l presne res. — |
0 L
2 L
-0.5 rozmery Q ]
1 400x100 — | 1t
15| 800x200 — | Op—
2 ‘ ‘ presne res. — 1 ‘ — ‘ ) ‘ ‘
-100 -75 -50 25 0 25 50 75 100 -100 -75 50 -25 0 25 50 75 100
x [km] X [km]
Povrchové posunuti uy [m] Povrchové napéti 74y [M Pa]

Obr. 17: Veli¢iny jsou zobrazeny pro tfi riazné rozméry vypocetni oblasti 2 a navic je vzdy uvedeno piesné reSeni
spoctené ze vztahu (8.2). Na z-ové ose je vynesena vzdélenost od zlomu.
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8.3 Zemétreseni Kanto 1923

Model jsme prevzali z knihy R.Teisseyra [14],
kde je s jeho pomoci popisovano zemétieseni
Kanto z roku 1923. Konecné se tedy dostavame
k realistickému modelu, kde jiz uvazujeme zlom X
plné 3D. Ziroven zapocitavame piedpéti a 200 km
pro koeficienty rovnic pouzivime PREM (Pre- 200 km
liminary Reference Earth Model), ten popisuje _

L, . e, Obr. 18: Geometrie modelu
hloubkovou zavislost hustoty a rychlosti Sifeni se zakladnimi rozméry.
s-vln a p-vln oznacované jako vy a vy,. Z téchto
hodnot lze dopocitat Laméovy koeficienty pomoci vztahu

100 km

A+2
Vg = H, vy = il g (8.3)
p p

Pro gravitacni zrychleni a jeho gradient dostaneme hloubkovou zavislost ze vzorce

g(z) = 179 /0 o6 de. (8.4)

22

Parametry zlomu f: zo = 0, yo = 0, 2o = 13.75km, di = 27.5km, ds = 10km,
ds = 42.5km, o, = 0, o, = 10km, 03, = 2km, o3 = 10km, M = 6.71m, o = 30° a
B = 153.44°.

Vzhledem k tomu, Ze se jednalo o 3D problém s 18 neznamymi, bylo v metodé
konec¢nych elementu pouzito pouze 2400 prvku s 35118 stupni volnosti. Vysledna 3D
sit pak méla 470400 prvku.

Viéi modelu uvazovanému v knize [14], jsme zde mirné zménili tvar skluzu volbou
nenulového parametru os,, abychom se vyvarovali chyby druhého druhu diskretizace
Fourierovy transformace (viz. kapitola o diskretizaci). Parametry kg, = 0.0157,
n = 200 pak byly voleny s ohledem na priubéh funkce /f'

Na prilozenych obrazcich 19 a 20 jsme demonstrovali uspokojivou podobnost
nasich vysledki v porovnani s hodnotami vypoctenymi v uvedené knize a navic také
s hodnotami naméfenymi piimo na japonskych ostrovech (ty byly uvedeny ve stejné
knize). Zaroven je ale tfeba uvést, 7ze v knize [14] jsou uvazovany k vypoctu jiné
hodnoty koeficientli nez udané nami pouzivanym PREMem, a nema proto smysl se
pokouset o naprosto presné porovnani vysledku.

Poznamenejme jesté, Ze na tomto piikladu urcité stoji za povSimnuti, ze slozita
fyzikalni realita byla popsidna modelem s pouhym rovinnym (téméf konstantnim)
skluzem, a pfitom bylo dosazeno dobré shody s namérenymi vysledky.
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displacement
g
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Izu Peninsula

140°E
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140°E

Vysledky dosazené naSim modelem

Obr. 19: Povrchové horizontdlni a vertikdlni posunuti. Vlevo vyznacuji Sipky délku a smér
horizontdlniho posunuti v m, vpravo u vertikalnich posunuti jsou hodnoty v cm.
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Obr. 20: Povrchové deforma&ni napéti 744 + 7yy v M Pa. Vlevo je pfevzaty graf z knihy [14]
a vpravo ndmi vypocteny vysledek.

8.4 Elasticky model ve 3D

Parametry tohoto ptikladu jsou smyslené, vy-
sledky neporovnavame s jinymi ¢lanky, pouze
zde chceme prezentovat moznosti, jenz nam pos-
kytuje pouzivany program. Zapocitavame pied-
péti a pro koeficienty rovnic pouzivime PREM.

Parametry zlomu jsou f: g = 0, yo = 0,
zo = b0km, di = 20km, dy = 10km, d3 = 10km,
0, = 10km, oy 20km, o3, = 10km, o3, =
20km, M = 1.0m, a« = —60° a § = 150°.

Parametry diskretizace Fourierovy transfor-
mace jsme zde volili kg, = 0.005, n = 600.

Vypocetni 2D sit zde obsahuje 3480 prvku
s 63354 stupni volnosti. Vysledna 3D sit pak ob-
sahuje 821280 prvku.

Na obrazku 21 muzeme vidét vypocetni oblast

) s jejimi rozméry, a zaroven je zde znazornén

\|)

45°

Ya

C———>

Z

200 km

X

200 km

Q

Obr. 21: Pohled na oblast zezhora. Mimo jiné
je zde vyznacen pohled pouzivany dale pfi
zndzornovani vysledki. Hloubka vypocetni

oblasti je taktéz 200km.

pohled, ze kterého jsou nasledné prezentovana vSechna vysledna elastickd posunuti
na obrazku 22 a prirastkovd napéti na obrazku 23. Zatadili jsem sem zaroven
i obrazek, jak vypadala jedna slozka zadavané funkce zlomu.
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Isovolume

0.9

Funkce zlomu fy je zobrazena jen v mistech, kde je nenulova.
Navic je zde vidét z celé oblasti 2 jen ¢ast y > 0.

Celkového posunuti |u| = 5em. Zlut4 plocha znazoriiuje uy = —5cm, Cervend uy = Sem.

Modra plocha zndzoriuje u, = —5cm, Modra plocha znazoriuje u, = —5cm,
zelend uy = 5cm. oranzova u = bcm.

Obr. 22: Isoplochy vyslednych posunuti z pohledu vyznaceném na obrazku 21. Zeleny pruh oznacuje povrch Zemsé.
Rozmérova métitka jsou v km.
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Modr3 plocha znazoriiuje 755 = —10° Pa, Zelens plocha zndzoriiuje Tyy = —10° Pa,
7lutd 74z = 10°Pa. oranzové Tyy = 10° Pa.

Zelen plocha znézorfiuje 7,, = —10° Pa, Modr4 plocha znizoriiuje 74y = —10°Pa,
ervend 7., = 10°Pa. zelend 7,y = 10° Pa.

Modra plocha zndzoriiuje 7., = —10°Pa, Zluté plocha znazoriuje Tyz = —105Pa,
oranzové 7z» = 105 Pa. ervend T, = 10°Pa.

Obr. 23: Isoplochy vyslednych napéti z pohledu vyznateného na obrazku 21. Zeleny pruh oznatuje povrch Zemé.
Rozmérova meéritka jsou v km.
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8.5 Viskoelasticky 2D test

Dostavame se k uloze zahrnujici maxwellov- 30
skou reologii, a budeme se tedy vénovat casové 90km| ANy f=10m
relaxaci posunuti a napéti. Zadani je opét pie- Hiosiorn N
vzato z knihy R.Teisseyra [14]. V tomto mode- astenosfora
lu na Zemi nahlizime odli$né nez v predchozim,
coz Cinime z duvodu potieby oddélit dvé vrstvy,
které se svym chovanim vyrazné lisi. Na povrchu
Zemé se nachazeji pevné desky, které jsou po- 2400 km
lozeny na visk6znim materidlu, proto rozdélime o, o, oo o dadafm
oblast ) na litosféru, kde budeme provadét vy- rozméry, a,b znati dvé uvazovand mista
pocet pomoci Hookeova zdkona, a na astenosféru, zlomu.
kde budeme uvazovat maxwellovskou reologii. Pii pohledu na rovnice popisujici
zminéné reologie si lze pov§imnout, ze pokud v maxwellovském piipadé vezmeme
viskozitu 7 — oo, pak se nam rovnice zredukuji na hookeovskou reologii. Muzeme
proto fici, ze prechod mezi litosférickou a astenosférickou vrstvou zpusobi pouze
skok v koeficientu rovnic.

Vypocty jsme provedli pro tii ruzné zlomy:

120 km

800 km

(a) vedouci z povrchu Zemé do hloubky 90km,
(b) navazujici zlom umistény od hlobky 90km az k astenosféie,
(c) prochazejici napfic celou litosférou, tj. (a)+(b).

Umisténi zlomu spolu s rozméry oblasti je mozno nalézt na obrazku 24.

Pro astenosféru jsme volili viskozitu n = 10%2Pa - s, ze které je ddle urcen
Maxwelluv ¢as 7 = 2n/u = 23.8 kyr, tedy charakteristicky ¢as relaxace.

Vypocetni sit zde obsahovala 7950 prvku s 40158 stupni volnosti.

U tohoto ¢asového modelu se musime blize zminit o porovnani nasich vysledki
s prevzatymi grafy. Vyskytuji se zde totiz velké neshody v piipadech zlomu (a) a
(c). Davod, proé¢ u zlomu (b) nas vysledek souhlasi, je, Ze tento zlom nedosahuje
na povrch Zemé. Problémy spojené se zlomy, které se dotykaji povrchu Zemé, jsou
'y mélo nespojitost, toto je mozné pouze uvniti oblasti. Je to z divodu okrajové
podminky 7-n, kterd je obsazena piimo ve slabé zformulovanych rovnicich a svazuje
tak hodnoty v hrani¢nich bodech. Chyba je obsazena jiz v elastickém posunuti v ¢ase
t = 0, kde nalevo od zlomu hodnoty povrchového vertikalniho posunuti nesouhlasi,
coz se pak, po odecteni vyrazné vétsich hodnot elastického posunuti, samoziejmé
promita do viskoelastickych relaxaci. Poznamenejme, ze podobné nepresnosti ve vys-
v neCasovém problému nas zajimaji jen elastickd posunuti, neni tento vliv tak
ziretelny.
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Obr. 25: Povrchové vertikdlni posunuti. Nalevo jsou grafy z knihy [14], napravo naSe vysledky. Na pievzatych
grafech v pfipadu (a) a (b) jsou nepferusovanymi ¢arami oznacena elastickd posunuti v ¢ase ¢ = 0 a preruSovanymi
Carami posunuti v ¢ase t = 27, od kterych je, jako ve vSech ostatnich grafech pro t # 0, odecteno elastické
posunuti. U zlomu (c) jsou uvedena pouze viskoelastickd posunuti. Pro nase grafy plati H = 120km a |f| = 10m.



8 GEOFYZIKALNI MODELY 56

Obr. 26: Zleva je postupné uvedeno smykové napéti A7 =t - T -n, normélové napéti Ac=n-7-n
a jejich soucet tzn. Coulombovo napéti ACFF. Tyto vysledky jsou pfevzaty z ¢lanku [17].

8.6 Coulombovo napéti

Jak jsme jiz tekli v ivodni kapitole, zlomy se nejcastéji vyskytuji na rozhrani dvou
litostérickych desek. Pokud na néjakém misté dojde k poruseni zlomu a vznikne
zemétieseni, pak se v jeho okoli zméni rozlozeni napéti. To muze zaroven ovlivnit
ostatni neaktivni zlomy a po case tak muze dojit k dalsim posunim a zemétiesenim.
Jestlize spocitame prirustek napéti, ktery vznikne pii prvnim zemétieseni, je mozné
zaroven ziskat zménu tzv. Coulombova napéti, které urcuje na jakych mistech a pro
jak naklonéné zlomy je vétsi nebezpeci skluzu. Coulombovo napéti se tedy vyhod-
nocuje z rozlozeni napéti v oblasti, pricemz je spoc¢itano pro konkrétné naklonény a
sméiujici neaktivni zlom. Uvedme nyni vzorec pro vypocet priristku Coulombova
napéti

ACFF = At + i/ Ao, (8.5)

kde AT =t-7T-n je zména smykového napéti, Ac = n-7-n je zména normalového
napéti, vektory m a t jsou normaéla a tecna k neaktivnimu zlomu a y' je koeficient
tFeni obvykle voleny 0.6. Na obrdzku 26, pfevzatém z ¢lanku [17], muzeme vidét, jak
tato napéti vypadaji v piipadé, ze normalu n a tecnu t neaktivniho zlomu uvazujeme
ve stejnych smérech jako u zlomu, ktery tato napéti vyprodukoval. Stejny problém
jsme Tesili pomoci naseho programu a nami dosazené vysledky si lze prohlédnout
na obrazku 27, kde jsme navic pro predstavu, jak vypadd rozlozeni coulombova
napéti v 3D, ptilozili graf znazornujici jeho isoplochy.

Konkrétni parametry zlomu f jsou: xg = 0, yo = 0, 20 = 7.5km, d; = 5km,
dy = 5km, d3 = 8km, o, = 0, 0, = Dkm, 03, = 0.1km, o3, = 8km, M = 0.6m,
a=90°a g = 180°.

Parametry Fourierovy diskretizace jsme s ohledem na ostré nabézné hrany funkce
f zvolili kgep = 0.0158, n = 1600, ale i s tak velkym poctem Fourierovych koefi-
cientu je na obrdzcich napéti dobte viditelnd chyba druhého druhu (viz. kapitola
o diskretizaci).
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smykové napéti A7 normélové napéti Ao

Coulombovo napéti ACFF Coulombovo napéti ACFF v log.méf.(neni v M Pa)

Isoplochy Coulombova napéti, modra znizoriuje
ACFF = —0.1MPa, Cervend ACFF = 0.1M Pa.

Obr. 27: Nami dosazené vysledky s hodnotami v M Pa. Rozmérovad méritka jsou v km.

Vypocetni 2D sit obsahuje 1820 prvkiu s 33342 stupni volnosti. Vysledna 3D sit pak
obsahuje 1019200 prvki.
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8.7 Lefkada a Cephalonia

Prakticky piiklad na pocitdni Coulombova napéti se vyskytl pii zemétieseni
ze 14.srpna 2003 na ostrové Lefkada v Recku. Udaje o umisténi a naklonéni zlo-
mové plochy jsme pievzali z ¢lanku V.G.Karakostase a spol.[15]. Pro koeficienty
rovnic jsme pouzili PREM.

Parametry zlomu f jsou: g =0, yo = 0, 2o = 7.5km, d; = 5.196km, dy = Skm,
ds3 = 8km, o, = 0, op = Dkm, 03, = 0.1km, o3, = 8km, M = 0.6m, o = 60° a
B =—175°.

Parametry diskretizace Fourierovy transformace jsou kg, = 0.0632, n = 800.

Kompletni orientace Lefkady je (18°, 60°, -175°), kde 1ihly znaéi postupné (strike,
dip, slip), a blize je o téchto ¢islech jednoznaéné popisujicich natoceni skluzu po-
jedndno v kapitole o zlomové funkci (také viz. obrazek 6). Coulombovo napéti
pocitdme na orientaci zlomu Cephalonia (28°, 82°, 172°), jehoz stfed je umistén
v soufadnicich xy = —1.31, y; = —37.47. Vysledek ziskany timto modelem lze
porovnat s prevzatym grafem na obrazku 28.

0.10

-0.10

Vysledek pievzaty z ¢ldnku [15], je umistény a Nami vypocteny graf bez natoceni do spravnych zemskych
natoceny podle zemskych soufadnic, hodnoty jsou soufadnic. Rozmérové méritko je v km. Na spodnim okraji
v 105 Pa. obrazku je Cervené vyznaceno misto Cephalonia zlomu.

Obr. 28: Piiriistkové Coulombovo napéti ACFF v hloubce stfedu zlomu (7.5 km) v log.méf.

7 dalsich méteni vsak vyplynulo, ze zde byly zemétiesna ohniska prinejmensim
dvé, o ¢emz pojednava ¢lanek J.Zahradnika a spol.[16], ze kterého jsou prevzaty
nésledujici nové idaje. Orientace Lefkady (17°, 88°, -177°), rozméry zlomové plochy
18km x 9km, | f| = 0.6m. Orientace Cephalonie (24°, 74°, 164°), rozméry zlomové
plochy 15km x 7.5km, |f| = 0.9m. Pficemz my jsme se pokusili namodelovat tento
piipad pouze s myslenkou jistého pfibliZzeni a chceme zde zaroven upozornit na ne-
dostatek nasi metody, ktery lze vyfesSit pouzitim metody 3D koneénych elementii.
Pocitame totiz se dvéma zlomy, u kterych muzeme sice volit libovolné téméf vsechny
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jejich parametry, ale vzledem k pouziti Fourierovy transformace je vuci sobé nelze
naklanét v y-ovém sméru. V tomto piipadé tedy zanedbavame thel 7° a uvazujeme
tyto zlomy polozZené v jedné roviné se vzdalenosti jejich stiedu 37, 5km.

Parametry zlomu f, jsou: xy = 0, yo = 18.75, 2o = 7.5km, d; = 4.5km, dy =
5km, d3 = 9km, o, = 0, o, = 4.5km, 03, = 0.1km, o3, = 9km, M = 0.6m, a = 88°
af=-—177°.

Parametry zlomu f, jsou: zo = 0, yo = —18.75, 29 = 7.5km, d; = 3.75km,
do = 5km, d3 = 7.5km, o, = 0, 0, = 3.75km, 03, = 0.1km, 03, = 7.5km, M = 0.9m,
a="T4°a [ = 164°.

Parametry pro diskretizaci Fourierovy transformace jsou k., = 0.0316, n = 800.

Coulombovo napéti pocitdme na orientaci plochy, jejiz ihly jsou prumérnymi
hodnotami thlu z orientaci obou aktivnich ploch, tedy (20.5°, 81°, 173.5°).

Ve vysledném grafu na obrazku 29 je mezi zlomy misto s nejvétsim piiristkem
Coulombova napéti, zde tedy miuze byt potencidlné vétsi nebezpeci vzniku dalsiho
skluzu. Musime ale upozornit, ze nezname rozlozeni napéti pred vznikem zemétteseni
Lefkada a Cephalonia, a proto nevime, zda se naptiklad vzniklad napéti nerusi s témi,
ktera zde byla puvodné.

Rozméry oblasti byly v obou piipadech voleny jako 120 km x 120 km x 30 km.
Vypocetni 2D sif obsahovala u obou vypoc¢ti 1820 prvki s 33342 stupni volnosti.
Vysledna 3D sit pak obsahovala 1019200 prvku.

~0.5-0.3-0.2-0. 110, 000, 120, 250. 370. 500

Vysledek, jenz prezentoval Suleyman Nalbant Némi vypocteny graf bez natoCeni zlomu do spravnych
(osobni sdéleni), zlomy jsou natotené podle zemskych soufadnic. Rozmérové méritko je v km.
zemskych soufadnic.

Obr. 29: PiirGstkové Coulombovo napéti ACFF v hloubce sttedu zlomi (7.5 km). Hodnoty jsou v 10°Pa.



8 GEOFYZIKALNI MODELY 60

8.8 Vlinovy 2D model

Pokud v pohybové rovnici nezanedbidvame
setrvacny clen, pak se jedna o hyperbolickou rov-
nici, kterd popisuje Siteni vin. Proto je tfeba
uvazovat radové kratsi casova meéritka nez v piipadé
viskoelastickém. Konkrétné zde provadime vy-
pocet v 50 vtefinovém intervalu a s ohledem
na to je také potieba uvazit casovy prubéh sklu- 500 km
zu na zlomu. Proto jsme si jiz v predchozim Obr. 30: Geometrie modelu
zadefinovali ¢asové zavislou funkci (6.10) a zde se zakladnimi rozméry.
ji pouzijeme k popisu §iteni trhliny od spodniho konce zlomu smérem k povrchu
Zemé. Pro koeficienty rovnic jsme pouzili realné fyzikalni hodnoty podle PREMu.

Parametry zlomové funkce g jsou: xq = 0, zo = 110km, dy = 20km, dy = 5km,
0, = 10km, op = 20km, M = 10m, o = —45°, t, = 2s.

Na nasledujicich strankach jsou zobrazena vyslednd posunuti a jedna slozka
napéti 7., pro casy 10, 20, 30 a 40 vtefin. Vypocetni sif obsahuje 33500 prvku
s 134670 stupni volnosti, velikost jednoho prvku tak dosahuje =~ 4km?. Zda lze
mluvit o dostatecné aproximaci jednotlivych vin by bylo tieba dale diskutovat,
nebot na vysledném napéti (viz. obrazek 32) jsou vidét nespojitosti mezi jednotlivymi
prvky, které by bylo sice mozné odstranit dalsim zjemnénim sité, ale v naSem piipadé
to kapacita pouzivaného pocitace jiz pfili§ nedovolovala (konkrétné tento vypocet
obsahoval 8 GB dat). Pro ¢asovu diskretizaci jsme zvolili krok At = 0.1s, coz je
opét volba vhodnd k diskuzi, nebot tento krok napiiklad jiz explicitné ovliviiuje, jak
implementujeme do vypoctu funkci zlomu. Vysledky je mozné si prohlédnout téz
ve formé filmu na pfilozeném CD, kde je navic uvazovan stejny zlom, polozeny ale
v hloubce 30km.

260 km
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Horizontdlni posunuti v m Vertikalni posunuti v m

Obr. 31: Veliciny v case 10, 20, 30 a 40 vtefin. Rozmeérova méritka jsou v km.
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Celkové posunuti v m Napéti 724 v GPa

Obr. 32: VeliCiny v case 10, 20, 30 a 40 vtefin. Rozmérova méritka jsou v km.
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9 Zaver

V préci jsou postupné uvedeny vSechny podstatné kroky k vytvoreni modelu popi-
sujicimu fyzikalni realitu naseho problému. Zvolili jsme tvar rovnic, které dostatecné
vystihovaly chovani Zemé pii skluzu mezi litosférickymi deskami, at jiz §lo o elastic-
ky, viskoelasticky nebo vlnovy problém. I pres jisté komplikace se nam tyto ulohy
podafilo vhodné slabé zformulovat spolu se zlomem takovym zpusobem, abychom
pro tyto formulace mohli dale vybudovat existen¢ni teorii a numerickou realizaci.
Po modifikaci diikazu existence a jednoznacnosti feSeni pro elasticky a viskoelasticky
problém jsme doplnili i ditkaz pro hyperbolickou soustavu rovnic zahrnujici nas
vlnovy geofyzikalni problém. Zde jsme vyslovili pfesné pozadavky na funkci zlomu,
jez musi byt z hlediska existence feseni splnény.

V druhé c¢asti této prace jsme piesli k numerické realizaci. Zde jsme vhodné
pouzili metodu konec¢nych prvki pro dva rozméry, pritom ale pro tieti slozku pouzity
spektralni rozklad se pii praktickych vypoctech jevil jako problematicky z hlediska
¢asové narocnosti. V tomto piipadé vyuzity postup zjednoduseni 3D problému na 2D,
i kdyz velice elegantni, se tedy prakticky ptilis neosvédcil, a pro dalsi vypocty se zda
vyhodnéjsi naptiklad pfimé pouziti metody konecnych 3D elementi. Je vSak tieba
fici, Ze ndmi pouzivany piistup byl pro tyto tlohy plné funkéni, a dostali jsme s jeho
pomoci mnoho vysledki, které jsou ve velice dobré shodé s hodnotami uvedenymi
ve standardnich geofyzikalnich textech. V praci jsme prezentovali mnoho grafu, které
ukazuji nejen tuto shodu, ale zaroven se obraceji i k vypoc¢tum dnes aktudlnim,
jako jsou vysledky potvrzujici rozlozeni Coulombova napéti v okoli feckych ostrovi.
K casovych problémim jsme vytvorili filmy, které jsou obsahem ptilozeného CD, a
i zde lze najit z geofyzikalniho pohledu zajimavé vysledky. U vlnového problému
si je ale tfeba uvédomit, ze si nemuzeme narokovat piesnost vypoétenych hodnot,
nebof jsme se timto pfipadem nezabyvali v jeho plné komplexnosti. Mnohé z otev-
fenych otazek kolem tohoto problému by se tedy mohly tykat dalsiho studia mode-
lovéani geofyzikalnich jevi.
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A Pomocna lemmata

Lemma A.1 (Laz-Milgram)
Necht X je rediny Hilbertuv prostor se skaldrnim soucinem (-,-)y @ mnormou

1
I'llx = () %. Necht je ddle B : X x X — R bilinedrni forma takovd, Ze

e B je X — omezend (In>0 B(u,u)>m ||'u,||§()
o B je X — eliptickd (AM >0 [B(u,v)| <M |lu|y [|lv])

Pak proVF € X* Alu € X tak, Ze plati
B(u,v)=(Fv)x.y, VWweX (A1)

a navic

1
lollx < 1Flx..
Diikaz viz. Necas [7]

Lemma A.2 (Gronwall - diferencidlni tvar)
Necht y(t) je nezdpornd, absolutné spojitd funkce na intervalu [0,T] takovd, Ze
pro s.v. t plati

y(t) < a(t) y(t) + B(1), (A.3)

kde a(t) a B(t) jsou nezdporné integrovatelné na [0, T]. Potom
) t
y(t) < elools) ds [y(()) —|—/ B(s) ds] vt € [0,T). (A.4)
0

Diikaz viz. Evans [6]
Lemma A.3 (Gronwall - integrdlni tvar)

Necht y(t) je nezdpornd integrovatelnd funkce na intervalu [0, T takovd, Ze spliuje
pro s.v. t integrdlni nerovnici

y(t) < Cy /Oty(s) ds + Cs (A.5)

pro libovolné konstanty C,Cy > 0. Potom

y(t) < Co (1 + Cite) pro s.vu. t € [0,T). (A.6)

Diikaz viz. Evans [6]
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