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Abstrakt:

Pozorovany dlouhovinny nehydrostaticky geoid je zpravidla interpretovan jako
vysledek dlouhodobych konvekénich procesi v zemském plasti. Prispévky jinych
dynamickych procesti, napi. postglacidlniho vyzdvihu, jsou obvykle zanedbavany.
Snazime se zjistit jaké chyby se timto zanedbanim dopoustime. Na zdkladé modelu
odlednéni ICE-3G pocitdme pfimou ulohu postglacidlniho vyzdvihu pro nestlaci-
telné viskoelastické sférické modely s jednoduchym radidlnim pribéhem viskozity
(2 vrstvy v plasti). Diskutujeme souvisejici problematiku rovnice hladiny vod (sea
level equation). Vliv jednotlivych ¢lent na vysledek tlohy ukazujeme na piipadech
s osové soumérnym ledovcem. Tradi¢ni predikci dynamického geoidu vyvolaného
hustotnimi anomaliemi v plasti (souvislost s anomaliemi rychlosti seismickych vin)
doplnime o zbytkovy geoid z postglacidlniho vyzdvihu. Dosahujeme zlepseni pre-
dikce geoidu o 1-5 %. Charakter obracené tlohy nedoznévéa vaznych zmén.

Klicovd slova: geoid, postglacialni vyzdvih, rovnice hladiny vod

Title: Modelling of Dynamic Geoid
Author: Ondiej Sramek

Department: Department of Geophysics
Supervisor: Doc. RNDr. Ondiej Cadek, CSc.

Supervisor’s e-mail address: oc@karel.troja.mff.cuni.cz
Abstract:

The observed long-wavelength non-hydrostatic geoid is usually interpreted as a re-
sult of long-term convection processes in the Earth’s mantle. Contributions of other
dynamic processes, such as postglacial rebound, are usually neglected. We attempt
to quantify the error of such approach. On the basis of ICE-3G deglaciation model
we solve the forward problem of postglacial rebound for incompressible viscoelastic
spherical models considering simple radially symetric viscosity profiles (two layers
in the mantle). We discuss connected problem of sea level equation. The influ-
ence of individual terms we demonstrate on simple examples with axially symetric
ice-cap. The residual geoid from postglacial rebound is included in the traditio-
nal prediction of dynamic geoid induced by density heterogeneities in the mantle
(which are related to seismic wave velocity anomalies). The improvement of pre-
diction of geoid reaches 1-5 %. Character of the inverse problem solution shows
only minor changes.
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Kapitola 1

Uvod

Geofysika jest ¢dst zemevedy, obirajici se ¢innosti fysikdlnich sil,
jez vytvorily, zachovdvaji a pretvoruji nasi planetu.

— Otttv slovnik nau¢ny

Mezi cile geofyziky jakozto védy nepochybné patii ziskavat a zprestiovat in-
formace o stavbé zemského télesa. K tomuto cili pouziva rozli¢nych metod.
Vzajemna kombinace riiznych pristupii a porovnavani vysledki ziskanych
nezavislymi metodami vede k vytvareni stale jasnéjsich predstav o vnitinim
uspotradani Zemé. Béhem ctvrtohor, poslednich asi dvou milioni let, pro-
sla Zemé néekolika glacialnimi cykly. Doby ledové s naslednymi odlednénimi
v meziledovych dobach se opakovaly s periodou asi sto tisic let. Zména moc-
nosti a rozlozeni ledového prikrovu, tedy zména povrchové zatéze, ovliviiuje
tvar Zemé. Pod naristajicim ledovcem se zemsky povrch prohyba, na jinych
mistech je vyzdvihovan; béhem odlednéni ocekavame opacény déj. Velikost
a charakter deformace zemského télesa zrejmé souvisi s jeho mechanickymi
vlastnostmi. Zmeéna tvaru Zemé zaroven ovliviiuje nékteré méritelné veli-
¢iny. Studiem postglacidlniho vyzdvihu tedy miizeme pfispét ke zpresnéni
poznatktl o strukture Zemé.

Problém postglacialniho vyzdvihu (angl. postglacial rebound, postglacial
uplift) je diskutovan od tficatych let minulého stoleti. Zatizime-li Zemi po-
vrchovou zatézi, Zemé se deformuje a zaroven se méni prubéh jejtho gra-
vitacniho potencidlu. Za predpokladu danych reologickych vlastnosti jsme
schopni tyto zmény predikovat. P¥ima tiloha spoc¢iva v nalezeni odezvy sys-
tému pro jednoduchy model zatizeni. V pocatcich byla uvazovana newto-
nowska viskézni reologie. Haskell se zabyval poloprostorovymi modely s kon-
stantni viskozitou (Haskell, 1935, Haskell, 1936), McConnell, 1965, tlohu zo-
becnil pro hloubkové zavislou viskozitu. Cathles, 1975, vybudoval sféricky
model. V sedmdesatych letech se objevily prace uvazujici maxwellovskou
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viskoelastickou reologii. V maxwellovské reologii se viskézni a elastickd de-
formace scitaji, chovani takového materialu lze znézornit elastickou pruzi-
nou a viskéznim pistem umisténymi za sebou. Maxwellovska viskoelasticita
je povazovana za dobré pfriblizeni chovani materidlu zemského plasté pro
dany problém. Peltier, 1974, ukazal, ze Laplaceovou transformaci vztahi pro
maxwellovskou Zemi dostaneme formalné stejnou soustavu rovnic jako pro
elastické téleso. Tuto souvislost oznacujeme jako tzv. princip korespondence.
Problém postglaciadlniho vyzdvihu je tedy mozné tesit stejnymi metodami,
jaké se pouzivaji v uloze vlastnich kmiti Zemé s elastickou reologii. Stan-
dartni metodou je zde tzv. formalismus normalnich méda (angl. normal mode
approach). Z mnoha praci vyuzivajicich tuto metodu citujme napi. Peltier a
Andrews, 1976, Wu a Peltier, 1982, Yuen a Peltier, 1982, Mitrovica a Peltier,
1989, 1991, Sabadini a kol., 1982, Yuen a kol., 1982, 1986, Han a Wahr, 1995,
Tromp a Mitrovica, 1999a,b. Pozdéji se objevuji i jiné metody Fesici problém
postglacidlniho vyzdvihu, které nevyuzivaji Laplaceovy transformace rovnic
pfes Casovou proménnou, napf. metoda konecénych elementu (finite-element
method, Wu a Johnston, 1998, Wu a kol., 1998, Kaufmann a Wu, 1998) nebo
tzv. metoda Car (method of lines, Hanyk a kol., 1995, 1996, 1998). Tyto
metody, které jsou postupné rozvijeny, umoznuji predepsat slozitéjsi priubéh
viskozity v zemském plasti — napi. iterativni perturbacni metody dovoluji
odchylky od radialni symetrie (Sabadini a kol., 1986, Gasperini a Sabadini,
1989, 1990, D’Agostino a kol., 1997), obecnou 3-D viskézni strukturu pii-
pousti napt. Martinec, 1999b, 2000. Podrobnéjsi prehled historického vyvoje
vypocti postglacialniho vyzdvihu uvadi napt. Hanyk, 1999.

Obréacend uloha (obecné ji definuje napt. Tarantola, 1987) spociva v na-
lezeni takového rozlozeni viskozity, které nejlépe predikuje pozorovana data.
Struktura prostoru modeli a vybér pozorovanych dat se u rtiznych autor lisi.
Jednou z predikovatelnych veli¢in je relativni vyska mofské hladiny (angl. re-
lative sea level, RSL), coz je vyska hladiny v minulosti vztazena k soucasnému
stavu. Jeji hodnoty v riznych mistech jsou zjistény geologickymi metodami,
napi. zkoumanim sedimentti v blizkosti pobieznich linii, studiem koralovych
utest, apod. Dalsi pozorovatelnou veli¢inou jsou gravita¢ni anomalie, pfi-
padné vysky geoidu a jejich casové zmény.

Zatimco d€je spojené se zménami zalednéni probihaji na ¢asovych skalach
f4dove od 10° do 10° let, v zemském plasti probihaji dalsi procesy, jejichZ cha-
rakteristické periody jsou podstatné delsi. Takové déje jsou popsany viskdzni,
obvykle newtonovskou reologii. Hovorime o viskéznim teceni v zemském
plasti. Je vyvolano hustotnimi anomdéliemi a deformacemi hustotnich roz-
hrani. V disledku pohybu hmot dochézi ke zménam gravitacniho pole. Pii
znalosti pribéhu hustoty a viskozity v plasti mizeme predikovat gravitacni
anomalie. Prvni formulace obracené tlohy, tedy zjisténi parametri plasté



z predikce gravita¢nich anomalii, se objevily v Sedesatych letech (napt. Kaula,
1963, Hide a Horai, 1968). Od té doby se objevilo mnoho praci, zabyvajicich
se inverzi dynamického geoidu, jejich prehled uvadi napr. Matas, 1995.

V predchozich odstavcich jsou uvedeny dva rizné dynamické déje, jez
oba zptsobuji gravitacni anomalie a zmény vysky geoidu. Hlavni ¢ast dlou-
hovlnného priristkového geoidu je obvykle pfipisovana dlouhodobym pro-
cestim v zemském plasti. Udinky postglacidlniho v§zdvihu jsou povazovany
za fadoveé mensi a zanedbavany. Tento pfedpoklad je opodstatnén u modeli
s nizkou hodnotou viskozity ve spodnim plasti (Mitrovica a Peltier, 1989).
Cadek a Fleitout, 1999, viak naznacuji, ze hodnota viskozity ve spodnim
plasti mtze byt vyssi. Uvedeny rozpor nas privadi k nasledujicim tvaham:
Jak velké chyby se dopoustime, zanedbavame-li pii predikci geoidu gravitacni
signal z postglacidlniho vyzdvihu? Jak se zméni model viskozity, ktery nej-
lépe vystihuje pozorované anomadlie gravitacniho pole, po zapocteni tohoto
signalu?

Cilem této prace je predevsim odpovédét na pravé predlozené otazky,
tedy zjistit podil signalu z postglacialniho vyzdvihu v celkovém gravitac-
nim signalu. Na zdkladé inverze dlouhovlnného geoidu, do které zaclenime i
prispévek z postglacialniho vyzdvihu, se pokusime navrhnout viskdzni profil
plasté Zemé. Vysledky porovname se zavéry jinych ptistupt. Spravna formu-
lace tlohy postglacidlniho vyzdvihu vyzaduje peclivé zaclenéni tzv. rovnice
hladiny vod (angl. sea level equation, SLE) do vypo¢ti postglacidlniho vy-
zdvihu, coz je dalsi z cila této prace. Aplikace rovnice hladiny vod na jed-
noduché modely mohou slouzit jako referen¢ni piiklady. Diky probihajicim
(CHAMP) a piipravovanym (GRACE, GOCE, viz Pnam, 1999) projekttum
satelitnich méreni gravitacniho pole s vysokou pfesnosti roste vyznam pre-
dikce gravitacnich anomalii a jejich casovych zmén. Predikované hodnoty
casové derivace gravitacnich anomalii mohou napovédét meze pouzitelnosti
meérfenych gravitacnich dat.

V kapitole 2 této prace se zanofime do problematiky dynamického geoidu,
v nasledujici kapitole se budeme zabyvat formulaci pfimé tulohy postglacial-
niho vyzdvihu. Kapitolu 4 vénujeme podrobnému odvozeni rovnice hladiny
vod, vysledné vztahy uzijeme na jednoduchych ptikladech. V dalsi kapitole
zaclenime rovnici hladiny vod do predikce prirtistkového geoidu pro realné
rozlozeni povrchové zatéze. Inverzi geoidu bude zasvécena Sesta kapitola. Do-
sazené vysledky budou shrnuty v sedmé, zavérecné kapitole.
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Kapitola 2
Dynamicky geoid

Nase zemé nevzkvéta.

— z novoroc¢niho projevu prezidenta Vaclava Havla, 1.1.1990

Geoid je ekvipotencialni povrch tihového pole Zemé, ktery odpovida stfedni
hladiné svétového oceanu. Velka cast geoidu odpovida tzv. hydrostatickému
geoidu. To je ekvipotencialni plocha tithového pole sféricky symetrické rotujici
Zemé s referencnim hustotnim pribéhem, ktera je v hydrostatické rovnovaze.
Zbytkovy geoid nazyvame nehydrostaticky geoid (non-hydrostatic geoid). Ne-
hydrostaticka slozka je v geoidu pritomna v disledku odchylek hustoty v Zemi
od radialné symetrického referenc¢niho pribéhu a v disledku deformaci hus-
totnich rozhrani. Kdyz budeme nize v textu hovorit o geoidu, médme na mysli
pravé nehydrostaticky geoid. V této kapitole se budeme vénovat formulaci
primé dlohy predikce dynamického geoidu. Uvedeme téz zplisob feseni v této
praci a popiseme pouzity vypocetni program.

Uvazujme hustotni anomalii, tedy odchylku od referené¢niho modelu hus-
tot dp v plasti. Predpokladejme, Ze zname jeji prubéh v zavislosti na pro-
storovych souradnicich. Diky této anomalii se tithovy potencial Zemé zméni.
Zménu potencidlu 0¢ (¥, ¢) v misté na zemském povrchu miZzeme zjistit, napf.
z integralniho vztahu

S6(r) = —G / o) gy 2.1)

v némz G znaci Newtonovu gravitacni kostantu. Integruje se pres ¢arkované
soufadnice v prislusné zkoumané oblasti, v niz se anomalie vyskytuje. Tento
pristup je ekvivalentni s fesenim Poissonovy rovnice

V20¢p — 4r G ép =0 (2.2)
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s odpovidajicimi hrani¢nimi podminkami. Uzitim Brunsovy formule (viz napf.
Novotny, 1998)

HW, ) = M, (2.3)

9o

kde go je hodnota tihového zrychleni na povrchu Zemé, ziskdme z prirtstko-
vého potencidlu vysku geoidu H (1, ¢) v daném misté. Znaménkové konvenci
v posledni rovnici odpovida zavedeni potencidlu vztahem g = —V¢, kde g
je vektor tihového zrychleni.

Ze znamého pribéhu hustotnich anomaélii tedy umime spocitat pririst-
kovy geoid. Jak uvadéji Hager a Clayton, 1989, takto predikovand mapa
geoidu dobfe vystihuje pozorované rozlozeni anomalii geoidu, nicméné hod-
noty jsou opac¢ného znaménka a amplitudy vétsi. V dosavadnich tvahach
totiz nebyla uvazovana dynamické stranka celého problému. Pfitomnost hus-
totnich anomalii zptisobuje zménu tihového potencidlu oproti referenénimu
stavu. Zaroven je zdrojem viskézniho teceni. Vzniklé proudéni deformuje hra-
nice zemského plasté. Deformace povrchu a rozhrani plast-jadro (core-mantle
boundary, CMB), lze chapat jako dalsi hustotni anomadlie, které prispivaji
k prirtstkovému potencialu. Ten tedy obsahje t¥i slozky: vlastni prispévek
hustotni anomalie v plasti, ¢len spojeny s deformaci povrchu v dusledku
toku hmot a obdobny ¢len souvisejici s deformaci CMB. Nezbyva tedy, nez
fesit problém viskézniho teceni, tzv. Stokestiv problém.

Rovnice pisme pro nestlacitelny material. Zakon zachovani hmoty nam
dava bezdivergentnost vektoru rychlosti v,

V-v=0. (2.4)

V pohybové rovnici
V-T+pg=0 (2.5)

jsme zanedbali setrvac¢nou silu ,0%—7;, rovnice tedy vyjadiuje rovnovahu plos-

nych a objemovych sil. Symbol 7 oznacuje Cauchytv tenzor napéti, p znaci
hustotu, g je vektor tihového zrychleni. Diky ptevladajici sférické symetrii
Zemé muzeme hustotu a tihové zrychleni rozlozit na radialné symetrické a
anomalni, lateralné zavislé prispévky,

p(T, ﬁa §0> = pO(T) + 5p<7’, Q97 90)7 (26)
g(r7 v, 90) = gO(T) + 6g(rv v, 90)7

kde pfedpokladame [6p| < po, |6g| < |go|- Uvazujme stav hydrostatické
rovnovahy, tj.



Po dosazeni do pohybové rovnice tato prechazi do tvaru
V-1 4 dpgo + podg = 0, (2.9)

kde 7 je prirtistkovy Cauchytv tenzor napéti. V poslednim vztahu jsme za-
nedbali souc¢in §pdg. Druhy ¢len na levé strané rovnice odpovida sile piisobici
na anomalni hmoty v referenénim gravitaénim poli, nazyva se vztlakovy (bu-
oyant term). Tteti, tzv. selfgravitaéni ¢len (selfgravitation term) predstavuje
silové plisobeni anomalniho gravita¢niho pole na referenc¢ni rozlozeni hmot.
Rovnice je nutno doplnit reologickym vztahem pro priristkovy tenzor napéti.
Budeme uvazovat newtonowskou viskézni reologii

T = —pl +n[Vv + (Vv)7], (2.10)

kde p je prirtistkovy tlak a n dynamicka viskozita.

Jak jiz bylo uvedeno, priristkovy potencial obsahuje jednak ptispévek od
hustotni anomalie uvnitf plasté, jednak od hustotnich anomadlii spojenych
s deformaci hranic. Pro zvlnéni hranic, tzv. dynamické topografie (dynamic
topography) zavedme symbol ¢;(J, ), kde index ¢ = s v pfipadé povrchu
nebo ¢ = ¢ na rozhrani plasté a jadra. Hustotni anomalie s nimi spojené
muzeme popsat plosnou hustotou o;(¥, ) = Ap;t; (9, ), kde Ap; je hustotni
skok na pfisluném rozhrani (hustota pod rozhranim minus hustota nad nim).
Dynamické topografie zjistime z rovnovahy sil na hranicich. Na povrchu musi
platit rovnost

ts(ﬂ7 90) Js Aps = —€p- T(T7 rﬁa §0> : e'r|r:rsa (211)

kde g, je velikost tihového zrychleni na povrchu a e, je jednotkovy vektor
v radialnim sméru. Leva strana rovnice vyjadiuje tlak vyvolany nedostat-
kem, resp. prebytkem hmot na povrchu, ktery vyrovnava napéti zptisobené
viskéznim tecenim v plasti (pravd strana). Na CMB je nutné vzit v tivahu
vliv variaci tlaku v kapalném zemském jadre,

—pe Ge(1, 0, 0)|r=r, + te(V,0) ge Ape = €4 - T(1,9,0) « €plper., (2.12)

kde p. je prumérna hustota v jadie u CMB, ¢.(r, v, ¢) oznacuje prirustkovy
potencial v jadie vyvolany hustotnimi anomaéliemi v plasti a g. je velikost
tithového zrychleni na CMB.

Spravna formulace problému vyzaduje zadat hrani¢ni podminky. Na roz-
hrani plasté a jadra predepisujeme nulovou radialni rychlost a volny prokluz

(free slip),
v-e. = 0, (2.13)

T-e.—(e.-T-e.)e, = 0. (2.14)
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Na povrchu se nabizeji dvé moznosti. Mtizeme pouzit tytéz hrani¢ni pod-
minky jako na CMB, druhou mozZnosti je predepsat na povrchu rychlosti
rovnajici se pozorovanym rychlostem horizontalnich pohybt litosférickyjch
desek vp,

v =vp. (2.15)

Detailnéji je tloha dynamického geoidu rozebrana napi. v pracech Matas,
1995, Cadek a Fleitout, 1999.

V predchozich tivahach jsme predpokladali znalost prostorového rozlozeni
hustotnich anomalii v zemském plasti. V pripadé jednoduchého tvaru stavové
rovnice lze odvodit jejich linearni zavislost na anomaliich rychlosti st¥iznych

seismickych vin vg,

0 _p s (2.16)
p Us

kde k£ = ( 0lnp ) je mineralogicky parametr. Jeho hodnotu a pribéh s hloub-
p

SInvg
kou v8ak nezndme, odhady pro zemsky plast jsou fadu 0.1.

K vypocétim dynamického geoidu v této praci budeme uzivat programu
Ondieje Cadka. Viskézni model Zemé je sféricky symetricky, tedy n=n(r).
Anomalie seismickych rychlosti jsou prevzaty z tomografického modelu Wo-
odhouse a Trampert, 1995. Diskretizace v radialnim smeéru je provedena po-
moci konec¢nych diferenci, v lateralnim sméru rozvojem do tady sférickych
harmonickych funkci. V hloubce 670 km se nachéazi ¢astecné propustné roz-
hrani. Priinik hmot skrz toto rozhrani zavisi na velikosti koeficientu zvrstveni
A, jehoz hodnota lezi mezi 0 a 1. Pii A = 0 je teceni celoplastové, pii A = 1
dochazi k tiplnému zvrstveni. Na povrchu jsou predepsany deskové rychlosti,
které jsou prevzaty z modelu DeMets a kol., 1990. Pouzivany program po-
drobné diskutuji Cadek a Fleitout, 1999.



Kapitola 3
Postglacialni vyzdvih

Ledovd doba (glacidlni) jest ¢ast starsiho diluvia, kterd se vyzna-
cuje vseobecnym sniZenim primerné teploty na zemi. Z pricin,
jichZ dopatrati se lze nent, klesla v ten cas teplota na zemi tak
znacne, Ze ledovce, jinak na vysoké hory odkdzané, sestoupily do
nizin, ano i kraje celé pokryly se vnitrozemskym ledem.

— Ottiv slovnik naucny

V predchozi kapitole jsme se vénovali dlouhodobym déjim probihajicim v zem-
ském plasti, vlastnosti materiadlu byly popsany viskéznim reologickym vzta-
hem. V této kapitole se budeme zabyvat dynamickymi procesy, jez jsou spo-
jeny s Casové proménnym zatézovanim zemského povrchu. Tyto déje probi-
haji na asovych skalach fadové do 10° let, coz je typicka perioda pozorovani
u ledovych dob. Nejprve predlozime systém rovnic pro feseni problému post-
glaciadlniho vyzdvihu, poté pohovorime o metodé feSeni pouzité v této praci.

Predpokladejme, ze zname Casovy vyvoj zatézovani zemského povrchu od
okamziku to do soucasnosti. Definujme z&téz na povrchu Zemé L(1, ¢, t) jako
plosnou hustotu hmot zat&zujicich zemsky povrch (v jednotkach kg - m=2).
Jak uvidime v kapitole 4, zatézi nebude jen ledovy krov, ale i ¢ast vod oceanti.
Plosna zatéz je funkci lateralnich soutadnic a vyviji se s casem. Nasim cilem je
zjistit Casovy prubéh deformace Zemé pod touto zatézi a zmény gravitacniho
potencialu v disledku deformace.

Pti popisu kontinua lze postupovat dvéma rtiznymi zptsoby. Pozorované
veli¢iny muzeme vztahovat k soufadnému systému, ktery je spojen se zvo-
lenym referen¢nim télesem. Takovy systém se neméni s ¢asem. Tento popis
nazyvame lagrangeovsky, v anglické literatuie se hovoti o Lagrangian nebo
material coordinates. Veli¢iny vsak mtizeme popisovat také v souradném sys-
tému, ktery se vyviji spolu s deformujicim se télesem — tzv. eulerovsky po-
pis (Eulerian nebo spatial coordinates). Mezi obéma popisy predpokladame

9
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vzajemné jednoznacné zobrazeni. Tradi¢ni pristup v tloze postglacialniho
vyzdvihu je formulace rovnic v lagrangeovském popisu. Referen¢nim télesem
v pripadé Zemé je koule o poloméru a. Zabyvejme se formulaci rovnic pro
selfgravitujici nerotujici viskoelastickou nestlacitelnou kouli. Referen¢ni stav
hydrostatické rovnovahy je popsan rovnici

—Vpo — poVeo =0, (3.1)

kde pg je hydrostaticky tlak, py referen¢ni model viskozit a ¢, gravitacni po-
tencidl. Tuto rovnici je nutné doplnit Poissonovou rovnici svazujici gravitacni
potencial s rozlozenim hustoty

V2¢o — 47Gpy = 0, (3.2)

kde G je Newtonova gravitac¢ni konstanta. Po zatizeni Zemé se pocatecni stav
narusi, mizeme psat vztahy pro priristkové veli¢iny. Pohybova a Poissonova
rovnice nam davaji nasledujici vztahy

V-1 —pVo1+ V- (pou) Voo — V(pou - Vo) = 0, )
V2, + 47 GV - (pou) = 0, (3.4)

kde T je prirtistkovy Cauchytv tenzor napéti, ¢; prirtistkovy gravitacni po-
tencidl, u vektor posunuti. V pohybové rovnici 3.3 jsme stejné jako v pfi-
padé Stokesova problému zanedbali setrva¢ny ¢len. Rovnice byly formulo-
vany v lagrangeovském popisu, diky predpéti lagrangeovsky a eulerovsky po-
pis nesplyvaji. V posledni rovnici tedy prekvapuje pouziti Cauchyova tenzoru
napéti namisto Piolova-Kirchhoffova tenzoru. V ramci linearni teorie malych
deformaci lze odvodit vztah mezi obéma tenzory (viz Martinec, 1999a). Pou-
ziti Cauchyova tenzoru je vyhodnéjsi z diivodu snadné formulace reologického
vztahu. Maxwellovskou viskoelasticitu 1ze popsat reologickym vztahem

1
F=+f L v, (3.5)

n 3
kde tecka znaci ¢asovou derivaci, p je Lamétv koeficient, n oznacuje dyna-
mickou viskozitu, I je identicky tenzor druhého fadu. Pomér n/u se oznacuje
jako tzv. relaxacni ¢as relazation time. Elastickd ¢ast tenzoru napéti 7% je

tvaru
P = AV-u I+ (Vu+ V'), (3.6)

kde A je druhy z Laméovych koeficienttd. Nestlacitelnost materidlu je vyjad-
fena rovnici

V-u=0. (3.7)
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Uvedené vztahy je potfeba doplnit podminkami na vnitinich rozhranich a
hrani¢nimi podminkami. Na vnitinich rozhranich musi platit nasledujici pod-
minky:

[u]t = o0, (3.8)

n-7]t = 0, (3.9)

(¢ = 0, (3.10)

(Vo1 +4n G pou) -n]t = 0, (3.11)

kde n je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k rozhrani, symbol [-]* znaci skok
veliCiny pfes rozhrani. V pfipadé rozhrani kapaliny a pevné faze (tzv. liquid
boundary), coz v naSem pripadé odpovida rozhrani plasté a jadra, je potieba
podminky 3.8 a 3.9 nahradit podminkami

n-ult = 0, (3.12)

n-7-n]t = 0, (3.13)

T n—(n-7-n)n = 0. (3.14)

V hrani¢nich podminkach na povrchu vystupuje plosna zatéz L a velikost

pocatecniho tihové zrychleni gy = d¢o(r)/dr|,—, na povrchu referenéniho
télesa,

e -T-e = —gL, (3.15)

T-e,.— (e, -T-e.)e, = 0, (3.16)

[p)2 = 0, (3.17)

(Vo1 +4rGpou) -]t = —4AxG L, (3.18)

kde e, oznacuje jednotkovy vektor v radidlnim sméru. Pro odvozeni uvede-
nych rovnic viz napt. Martinec, 1984. Dostavame tedy soustavu pacialnich
diferencialnich rovnic 3.3-3.4, kde tenzor napéti je dan reologickym vzta-
hem 3.5-3.6 a vektor posunuti omezen 3.7. Na vnitinich rozhranich musi byt
splnény vztahy 3.8-3.14, hrani¢ni podminku davaji 3.15-3.18. Veli¢iny za-
visi na prostorovych souiadnicich, plosna zatéz a reologicky vztah vnaseji do
problému zavislost na case.

Problém postglacidlniho vyzdvihu je formalné podobny tloze dynamic-
kého geoidu. Napi. prvni tfi ¢leny na levé strané rovnice 3.3 odpovidaji levé
strané rovnice 2.9, pokud vyraz —V - (pou) chapeme jako prirtistek hustoty
(coz je opravnéno ze srovnani rovnic 2.2 a 3.4). Posledni ¢len na levé strané
rovnice 3.3 se objevi v dlsledku lagrangeovského popisu postglacialniho vy-
zdvihu. Stejné tak hrani¢ni podminka na povrchu 3.15 je analogii podminky
rovnovahy 2.11 v tilloze dynamického geoidu.
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Jak bylo zminéno v tvodni kapitole, TeSeni rovnic postglacialniho vy-
zdvihu lze ziskat riiznymi metodami. Vypocty v této praci budeme provadét
s vyuzitim programu TEFE3, jehoz autorem je Zdenek Martinec. Program
fesi uvedenou soustavu rovnic pro sféricky symetricky model Zemé, tedy
n=n(r), p=wu(r), po=po(r). Pro dany cas je problém zformulovam slabé
(viz napt. Krizek a Neittaanméki, 1990), diskretizovan v radidlnim sméru
po castech linearnimi konec¢nymi elementy, v lateralnim sméru rozvojem do
sférickych harmonickych funkci (viz dodatek). Tato metoda nevyuziva La-
placeovy transformace, fesi problém pifmo v ¢asové oblasti. Casova derivace
v reologickém vztahu je aproximovana explicitnim Eulerovym schématem.
Formulaci tdlohy 1ze najit v ¢lanku Martinec, 2000. Program jsme upravili
k pouziti obecné zatézové funkce z pivodni osové soumérné. Do kédu byla
v¢lenéna tzv. rovnice hladiny vod (viz kapitola 4), kterd zajistuje zachovani
celkové hmoty vody na Zemi. Vstupnimi daty programu jsou parametry mo-
delu Zemé a sférické harmonické koeficienty zatéze Lj,,. Vystupem jsou ko-
eficienty vertikalniho posunuti u,,, a piiristkového gravitacniho potencialu
¢1,,- Koeficienty priristkového geoidu ziskame z koeficientii potencialovych
dosazenim do Brunsovy formule 2.3.



Kapitola 4

Rovnice hladiny vod

My Bonnie lies over the ocean
My Bonnie lies over the sea

— anglicka lidova

Jednim ze vstupnich parametri pri feseni rovnic postglacidlniho vyzdvihu je
model zatizeni povrchu Zemé jako funkce ¢asu, jak bylo uvedeno v kapitole 3.
Prvni myslenka, jez se nabizi, je ztotoznit zatézovou funkci s ¢asovym vyvo-
jem ledovych hmot. V takovém piipadé€ se vSak v pribéhu zalednéni méni
celkova hmota vody na Zemi. Pii nartistani ledovce je led dodavan ,zvenku“,
zatimco béhem odlednéni ,mizi“ pry¢. Chceme-li béhem glacialniho cyklu
udrzet celkovou hmotnost vody na Zemi konstatni, je potieba postupovat
peclivéji. Zménu mocnosti ledu musime kompenzovat zménou vysky hladiny
moii a oceant.

V prvnim priblizeni miizeme ménit vysku hladiny stejnomérné, hovotime
o tzv. ekvivalntni, nékdy také eustatické zméné hladiny (equivalent nebo
eustatic sea level change, ESL). Ekvivalentni zména hladiny byla pfedpoklé-
déna v mnoha pracich, pro prehled viz Andrews, 1974. Tento predpoklad se
vsak ukazuje jako malo presny. Zména rozlozeni ledu a vody znamena také
zménu gravitacniho potencialu. Zaroven se vSsak Zemé deformuje, coz dale
prispiva k prirtastkovému potencidlu — hovoti se o tzv. glacio-hydro-isostatic
adjustment. Tento prirastkovy potencial je prostoroveé zavisly. Motska hladina
sleduje ekvipotencialni plochu, navic tvar zemského povrchu, tedy i motského
dna se méni s casem. Vidime tedy, zZe zména vysky hladiny se na riiznych mis-
tech muze lisit. Skute¢né, Farrell a Clark, 1976, upozornuji na znac¢né rozdily
ve zménach vysky hladiny v zavislosti na poloze. Pfedpokladaji neménnou
plochu ocednti. Obecné vsak mutize dochézet i k zaliti nizko poloZenych ¢éasti
pevniny, pfipadné k odvodnéni mélkych Selfi. Plocha oceanti se tedy muze

13



14 KAPITOLA 4. ROVNICE HLADINY VOD

s Casem meénit, jak uvadi Johnston, 1993. Uvedené argumenty ukazuji po-
tfebu obezfetné formulace rovnice hladiny vod. Vénujme se jejimu odvozeni
v nasledujici podkapitole. V dalsim oddile vysvétlime zptisob, jakym rovnici
hladiny vod zaclenime do vypocti postgalcialniho vyzdvihu. Déle porovname
rozdily vysledkii se zahrnutou SLE a bez ni v pfipadé osové soumérnych mo-
delti ledovce.

4.1 Zakladni rovnice

Chceme-li se zabyvat vyskou hladiny vod (sea level), je nutné tento pojem
dobte definovat. Jeho zavedeni u vodnich ploch je zfejmé: jde o svislou vzda-
lenost mezi vodni hladinou a dnem, tedy o hloubku, jak ji bézné chapeme.
(Zde uvazujeme pouze mofe spojend se svétovym ocednem, nezapocitavame
izolované vodni plochy umisténé v ruznych nadmoiskych vyskach.) Vysku
hladiny S lze vSak zavést i na pevniné jako rozdil vysky ekvipotencialni plo-
chy odpovidajici hladiné vod Hy a topografie povrchu 7' v daném misté a
casovém okamziku.

S, p,t) = Ho(9, @, t) — T(9, ¢, t) (4.1)

Takto definovana vyska hladiny plati i pro mofe a oceany a souhlasi s uve-
denou definici vysky hladiny jako hloubky. Nabyva zde kladnych hodnot,
zatimco na kontinentech je takto definovana vyska hladiny zaporna. Pred-
pokladejme, Ze v okamziku t = ty jsme zacali Zemi zatézovat povrchovou
zatézi L. Povrch Zemé se deformuje, méni se pribéh gravitacniho poten-
cialu, tedy i tvar ekvipotencialnich ploch. Dochazi tedy ke zménam vysky
hladiny. PiSme obecné

AS(0, o, t) = FIL(W, ¢, )], (4.2)

kde F znaci funkciondl svazujici zménu vysky hladiny AS (¢, ¢, t) = S(9, ¢, t)—
S(3, ¢, to) s povrchovou zatézi L. Zména hladiny je ovlivnéna odezvou na za-
téz ve vSech bodech povrchu, tedy ¥ € (0, ), ¢’ € (0,27). V piipadé visko-
elastické reologie systém uchovava v paméti minulé stavy, proto t’ € (to,t).

Zatéz L na zemském povrchu mtizeme rozdélit na zatéz ledovou L a zatéz
vodnich hmot LY, L = L' + LW Ledové zatiZeni je rovno soucinu mocnosti
ledové vrstvy I a hustoty ledu p; (plati, pokud v po¢ateénim okamziku ¢y neni
na Zemi zadny led, pfedpokladame s casem neménny stav tzv. isostatické
rovnovahy). Zatéz vod pak je soucin hustoty vody pw a rozdilu hloubky
oceant W oproti poc¢atecnimu stavu.

L(9,¢,t) = prl(V, ¢, t) + pw AW (U, ¢, 1), (4.3)
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kde AW (4, p,t) = W (9, p,t) — W(V, ¢, o). Pozadujeme, aby celkovd hmot-
nost vody na Zemi byla konstantni, tedy chceme, aby celkova zatéz, rozdélena
mezi ledové a vodni prispévky, byla neménna. Tuto podminku lze vyjadrit
integralem

T 27
//L(ﬁ, @, t) sinddddy = konst. (4.4)
00

Za predpokladu isostatické rovnovahy ve vychozim stavu stoji na pravé strané
posledni rovnice 0. Podle nasi definice odpovida hloubce oceant vyska hla-
diny omezena na vodni plochy. Jak bylo poznamenano v tivodu této kapitoly,
celkové plocha vodstva se obecné miize ménit. Zavedme tzv. oceanovou funkci
(ocean function) O(9, ¢, ), jez je rovna 1 na mofich a ocednech, coz odpovida
kladné hodnoté S(1J, ¢, t) a 0 na pevniné, kde je S(¥, p, t) zdporna. Zavislost
oceanové funkce na ¢ase pripousti moznost zmény plochy oceani v pribéhu
zalednéni. Pro zménu hloubky oceant pak miizeme psat

t
AW (0, ,1) = / P20 o9, . 1) at (4.5)

to

V posledni rovnici vystupuje ¢asova derivace vysky hladiny. Z rovnice 4.1 je
vidét, ze casova zména vysky hladiny souvisi se zménou vysky geoidu a se
zménou topografie. Casova zména topografie je rovna rychlosti vertikalniho
posunuti u, na povrchu Zemé. Zmeéna geoidu odpovida prirtstkovému geo-
idu z postglacialniho vyzdvihu, jenz je svazan s prirtstkovym potencidlem
¢1 vztahem 2.3. Dosazenim pouze téchto dvou ¢lend do posledniho vztahu
ziskdme novy tvar oceant, ktery vsak nemusi zachovavat hmotnost vody —
uvazili jsme pouze zmény zpiisobené odezvou Zemé na ledovou zatéz, avsak
narist ledu jsme nekompenzovali na oceanech. Abychom ziskali skutecnou
vysku hladiny, zavedme do rovnice ¢len Sggy, ktery nezavisi na prostorovych
soufadnicich. Odpovida posunu na ekvipotencialni hladinu, ktera zajisti za-
chovani vody, je urcen rovnici 4.4. Celkové tedy dostavame

AW(ﬂ7 ®, t) =
t
= 1 8¢1 (,19’ # t/) au” (,197 ¥, t/) aSE‘SL (t,) / /

to

Priristkovy potencial ¢, obsahuje ¢len prislusejici prerozdéleni plosné zatéze
a prispévek odpovidajici deformaci a zméné rozlozeni hmot v Zemi. Je tedy
mozné v posledni rovnici dosadit ¢1 (9, ¢, t) = ¢r(9, 0, t) + dper(V, ¢, t), jak
¢ini napt. Lambeck a kol., 1998. Zde budeme nadale uzivat tvar 4.6.
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Za predpokladu svislych pobreznich stén a dostatecné hloubky ve vSech
mistech oceanu odpada zavislost oceanové funkce na case. Dostate¢nou hloub-
kou je myslena takové, aby nami zavedena vyska hladiny zachovavala zna-
ménko v priitbéhu celého glacialniho cyklu, tj. aby ekvipotencialni plocha
odpovidajici hladiné vod ve vSech mistech vychoziho ocednu lezela béhem
casové evoluce vzdy vysSe nez dno, na kontinentech naopak nize nez casové
proménna topografie. Pro ¢asové nezavislou oceanovou funkci se rovnice zjed-
nodusi na tvar

AW(ﬁv 12 t) = i ¢1 (197 2 t) - ur(ﬁv 2 t) + ASESL(t) 0(197 90) (47)

diky nulovym hodnotam posunuti a piirtistkového potencidlu v pocatku za-
t&zovani, ¢, (9, ¢, t0) = 0, u,(9,p,t9) = 0. Clen ASgs(t) predstavuje ekvi-
valentni zménu vysky hladiny. V takovém pripadé nepotiebujeme znat v pri-
béhu casového vyvoje absolutni vysku hladiny, zajimaji nas jen zmény topo-
grafie a geoidu oproti pocate¢nimu stavu.

V obecném piipadé, kdy se plocha ocednu s ¢asem méni, je nutnad zna-
lost vysky hladiny v poc¢atecnim okamziku. Hodnota oceanové funkce totiz
souvisi s jejim znaménkem. V oblastech, kde je vyska hladiny srovnatelna
s velikosti vertikdlniho posunuti a zmény geoidu (Selfovd mote, pevninské
oblasti s malou nadmoiskou vyskou), mize dochézet k posunim pobfezni
linie.

4.2 Postup reseni

Abychom mohli rovnici hladiny vod zaclenit do vypocti postglacialniho vy-
zdvihu pomoci programu TEFE3, je potieba integral v rovnici 4.6 diskretizovat
v Case a rozvinout zménu hloubky AW do konecéné fady sférickych harmo-
nickych funkei.

Vénujme se nejprve diskretizaci v ¢ase. V k-tém casovém kroku pii Te-
seni postglacidlniho vyzdvihu ziskame prirtstkovy potencial ¢, a vertikalni
posunuti u, v ¢ase t;. Hloubku oceanti v case t; 1 budeme aproximovat fadou

k
AWH(, ) = Xj AGL (9, 0) — Aui (9, ) + ASig, | 019, ) +

=1

T ASELL OMb, ) (48)

kde A¢i = ¢y (t;) — ¢1(ti_1), podobné Aul a AS%g;, ¢as ty odpovidd indexu
, = 0. Tvar oceanského dna a ekvipotencidlni plochy pro vypocet vodni
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zatéze budeme tedy brat z predchoziho kroku. Ekvivalentni zménu hladiny
ASgsy v kazdém kroku vycislime tak, aby celkova zatéz ztistavala neménna
(vztah 4.4). Proto je p¥itomen ¢len s ASKET .

Koeficient stupné j a fadu m sférického harmonického rozvoje AW, je
dan vztahem D7 v dodatku. Pro vyéisleni hodnoty AW (9, ), jez vystu-
puje v integrandu, je potfeba spocitat soucin oceanové funkce se zménou
vysky geoidu a vertikalniho posunuti v k-tém casovém kroku v prostorové
oblasti. V programu vsak ziskavame sférické koeficienty poslednich dvou ve-
li¢in, ocedanovou funkci naopak zjistujeme v prostorové oblasti ze znaménka
ASggsr. Nabizeji se dvé moznosti. Souc¢in mizeme pocitat ve spektru prona-
sobenim dvou kone¢nych tad s vyuzitim tzv. Clebschova-Gordanova rozkladu
(viz dodatek, vztah D9). Druhou moznosti je pfejit do prostorové oblasti, po
vycisleni soucinu se navratit do spektra. V této praci volime druhou moz-
nost. Sférické harmonické koeficienty jsou pocitany ze vztahu D7 numerickou
integraci na ekvidistantni siti v prostoru (ekvidistantnost je myslena v thlo-
vych soufadnicich, pfes zemépisnou §itku a délku; sit tedy houstne smérem
od rovniku k pélim). Pro prehlednost uvedeme posloupnost kroki pro vycis-
leni koeficientt zatézové funkce L v k+ 1 ¢asovém kroku vypoctu. Oznacime
{Q} vyjadreni veli¢iny @ ve spektru, tedy soubor komplexnich koeficient
Qjm, j=0,...,J, m=0,...,7, kde J je maximalni stupen rozvoje. Symbol
[@] bude oznacovat vyjadieni téze veli¢iny na diskrétni siti v prostoru, tedy
sadu redlnych ¢isel Q,, = Q(I, ), L =1,...,N, n=1,...,2N, kde N je
zvolené piirozené ¢islo (hustota sité).

1. zjisténi neekvivalentniho (neeustatického) ptiristku hladiny
{ASpu}r = {,; Agr — Au, }F

2. prechod do prostorové oblasti
{ASsu}t — [ASs]*

3. aktualizace vysky hladiny
[AS]E = [AS]! + [ASu]" + ASEg,

4. vycisleni oceanové funkce
O]

5. vy¢isleni souc¢inu neekvivalentni zmény hladiny s ocednovou funkeci
[AS5, 01" = [AS]* O]

6. prechod do spektralni oblasti
[AS4OF — {AS,, 0}

7. vypocet koeficientti mocnosti ledu
{ [}k+1
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8. vypocet zatézové funkce (zatim nezachovava hmotu vody)
{LY = pr{ T + pw { AW + pi{A S5, O

9. spocteni odpovidajiciho ekvivalentniho prispévku AS ngvlL

{LYH = {LP + pw ASESL{ O}

10. aktualizace zmény hloubky
{AW L = {AW I + {AS,, 0} + ASEE {0}

4.3 Jednoduché osové soumérné modely

Dtive nez se zacneme zabyvat vypocty postglacidlniho vyzdvihu s realnym
modelem ledové zatéze a topografie povrchu, studujme vliv zaclenéni rov-
nice hladiny vod na jednodussich ptfipadech. Zemi zatizime jednim ledovcem,
ktery je osoveé soumeérny, parabolického tvaru. Vyska ledu h v ¢ase t v misté
0 zémeépisné Sifce 9 je dana vztahem

h(0,t) = ho(t)y/1— pokud ¥ < ¥y,

Jo(t)’
h(9,t) = 0 jinde. (4.9)

Parametr hy oznacuje vysku ledu ve stfedu ledovce a 1y polomér zakladny
ledovce v tthlové mite. Tyto parametry jsou zadany v nékolika ¢asovych oka-
mzicich ¢ pomoci faktorit R a RY, které udavaji pomér centralni vysky, resp.
poloméru k maximalnim hodnotam Ag***, 9¢** v pribéhu zalednéni. Hodnoty
faktort jsou uvedeny v tabulce 4.1. Casové tdaje jsou vztazeny k soucasnosti.
Mezi témito ¢asovymi body jsou hodnoty parametri linearné interpolovany.
Casovy vyvoj ledové zatéze je znazornén na obrazcich 4.1 a 4.2. ZatéZovani
Zemé zacina v Case ty = —95 tis.let. V maximu zalednéni, které nastava
v intervalu —25 az —18 tis. let, je vyska ledovce v centru hj*** = 3000 m a
polomeér J§"** = 16°. Tyto hodnoty priblizné odpovidaji rozmérim ledového
prikrovu, ktery béhem posledniho glacialniho cyklu pokryval oblast severni
Ameriky se stfedem v misté dnesnitho Hudsonova zalivu (tzv. Laurentide ice
sheet). V posledni fazi zatézovani v intervalu —8 az 0 tis. let je ledova zatéz
nulova.

Viypocty s osové soumérnym ledem provedeme pro dva ritizné modely
Zemé. Modely sestavaji ze ¢tyt vrstev: z jadra o poloméru 3480 km, spodniho
plasté, svrchniho plaste a litosféry. Polomér Zemé je 6371 km, rozhrani mezi
svrchnim a spodnim plastém se nachazi v hloubce 670 km, mocnost litosféry
je 100 km. V kazdé z vrstev jsou hodnoty hustoty py, dynamické viskozity
71 a torzniho modulu g konstantni. Hustotni profil, velikost torzniho modulu
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1.6x10"°

1.2x10° -

8.0x10™ - -

hmotnost ledovce [kg]

4.0x10" |- =
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Obrazek 4.1: Hmotnost osové soumérného parabolického ledovce v zavislosti
na case. V maximu zalednéni je polomér zakladny ledovce 16° a jeho vyska
v centru 3000 m.

3000

2000

vyska ledovce [m]

1000

theta [st.]

Obrazek 4.2: Vyska osové soumérného parabolického ledovce v zavislosti na
zemépisné Sifce zakreslena pro nékolik ¢asovych okamziki béhem nartstani
ledovce, kiivka pro ¢t = —20 tis. let odpovida glacidlnimu maximu.
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i cas v tis. let R} R}

1 -95 0.000 0.000
2 -88 0.400 0.630
3 -81 0.540 0.740
4 -74 0.640 0.800
5 -67 0.710 0.845
6 -60 0.770 0.880
7 -53 0.820 0.910
8 -46 0.870 0.940
9 -39 0.920 0.960
10 -32 0.970 0.985
11 -25 1.000 1.000
12 -18 1.000 1.000
13 -17 0.970 0.985
14 -16 0.920 0.960
15 -15 0.870 0.940
16 -14 0.820 0.910
17 -13 0.770 0.880
18 -12 0.710 0.845
19 -11 0.640 0.800
20 -10 0.540 0.740
21 -9 0.400 0.630
22 -8 0.000 0.000
23 0 0.000 0.000

Tabulka 4.1: Poméry poloméru ledovce a vysky ledovce k hodnotam v ma-
ximu zalednéni.

v jednotlivych vrstvach a hodnota viskozity jadra a litosféry jsou pro vSechny
diskutované piipady stejné. Modely se lisi v hodnotach viskozity v plasti.
Hodnoty parametrii jsou uvedeny v tabulce 4.2. Hustota vody i hustota ledu
jsou konstantni, pyy = 1000 kg-m~3, p; = 900 kg - m~3.

Abychom mohli sledovat vliv zaclenéni rovnice hladiny vod, pro kazdy
z modeli byla tloha pocitana s rtiznym stupném zaclenéni této rovnice.
Vypocet byl nejprve proveden bez SLE pouze s ledovou zatézi. V pribéhu
vypoctu tedy nebyla zachovana celkovd hmotnost vody na Zemi. V dalsim
kroku byl prirtistek, resp. ubytek ledu kompenzovan pouze ekvivalentni zmeé-
nou hladiny (ESL). Radiélné symetricky ocedn pokryval oblast mezi 16° a
117° zemépisné §itku. V tomto uspotradani zaujimal piiblizné 7/10 povrchu
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po kg - m™°] | [Pal n [Pa-s]
vrstva mod. A, B | mod. A, B || model A | model B
litosféra 4500 1.45- 10! 1030 1030
svrchni plast 4500 1.45- 10! 102 10%°
spodni plast 4500 1.45- 104 10% 3-10%2
jadro 11000 1.45-10° 10° 10%°

Tabulka 4.2: Pfehled parametrii modelii Zemé pro vypocty s osové soumér-
nym ledovcem.

Zemé. Jeho povrch ziistaval neménny. Maximalni ekvivalentni zména hladiny
ASgsy, dosahovala ptiblizné 12 m. Poté byl do rovnice hladiny vod pridan i
¢len souvisejici se zménou geoidu a s deformaci povrchu Zemé. Plocha oceanu
vsak byla stale udrzovana konstantni. Poslednim krokem bylo zaclenéni rov-
nice hladiny vod v obecné formé, piipoustéjici zménu plochy oceanu. Zvolena
pocatecni vyska hladiny méla jednoduchy pribéh v zavislosti na zemépisné
§ifce: v intervalu 0°-66.5° linearné nartstala o 2 m na 1°, v intervalu 66.5°—
180° se stejnym sklonem klesala. Ocean byl tedy tvaru pismene V, pocatecni
pobrezni linie se nachazely v zemépisné Sifce ¥ = 16° a 9 = 117°. VSechny
vypocty byly provedeny do maximalniho stupné j,,.. = 512 sférického har-
monického rozvoje, Gasovy krok ¢inil 10? s (pfiblizné 32 let).

Pro vSechny pripady jsme zjistili zménu vysky hladiny na konci glacial-
niho cyklu AS(t = 0). U pfipadi se zaclenénou rovnici hladiny vod jsme
zkoumali rozdil této veli¢iny oproti vysledné zméné bez zahrnuti SLE. Vy-
sledné kiivky pro oba viskézni modely jsou zakresleny na obrazcich 4.3 pro
model A a 4.4 pro model B. V ptipadé kompenzace zmén ledové zatéze pouze
ekvivalentni zménou hladiny nedoznal vysledny pribéh AS velkych zmén
vzhledem k pfipadu bez rovnice hladiny vod. U modelu A se zmény pohybuji
v fadu centimetri, u modelu B nepfesahuji 1 m. Zahrnuti ¢lent souviseji-
cich se zménami geoidu a vertikalniho posunuti vysledny pribéh AS zméni.
K nejvétsim zménam dochazi v oblastech, které se nachazeji v blizkosti le-
dovce — az 1.5 m u modelu A, témér 5 m u modelu B. V pfipadé obecné SLE
se rozdily dale zvétsovaly. Predpokladame, ze v pripadé globalniho modelu
ledové zatéze o vyssi celkové hmotnosti se vliv SLE na vysledek tlohy bude
dale prohlubovat.

V pripadé obecné rovnice hladiny vod dochézi ke zménam plochy oceant
a k putovani pobteznich linii. Obrazek 4.5 ukazuje ¢asovy vyvoj polohy po-
brezi, které se na pocatku nachazelo v misté ¢ = 16° pro model A. Tvar
oceanského dna pro stejny model v nékolika casovych okamzicich je znazor-
nén na obrazku 4.6. Vysledky poukazuji na potfebu obecné formulace rovnice
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hladiny vod v oblastech mélkych vod a nizko polozenych sousi.
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Obréazek 4.3: Rozdil vysledné zmény vysky hladiny AS(0) v pfipadech se
zahrnutim SLE oproti vyslednému stavu bez SLE pro model A.

8
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Obrazek 4.4: Rozdil vysledné zmény vysky hladiny AS(0) v pfipadech se
zahrnutim SLE oproti vyslednému stavu bez SLE pro model B.
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Obrézek 4.5: Poloha pobfezni linie v zavislosti na ¢ase pii vypoctu s tiplnou
SLE pro model A.

— — pocatecni stav
-8.6 tis. let g
-6.6 tis. let
-4.6 tis. let ]
-2.6 tis. let
0 tis. let

~~
~
~
~
~~
~

~
-~
~

~~
~
~
-~
~~
~

-

theta [st.]

Obrazek 4.6: Tvar oceanského dna pro nékolik ¢asovych okamzikt pfi vypo-
¢tu s aplnou SLE pro model A.



Kapitola 5

Prima tuloha postglacialniho
vyzdvihu

V této kapitole se zabyvame pfimym modelovanim postglacidlniho vyzdvihu.
Nejprve popiseme model ledové zatéze a modely Zemé, poté predstavime
vysledky vypocti, ve kterych je zahrnuta rovnice hladiny vod v obecné formeé.

5.1 Model ledové zatéze

P1i vypoctech postglacidlniho vyzdvihu potfebujeme znat Casovy vyvoj le-
dové zatéze. V této praci vychazime z globalniho modelu ICE-3G, ktery vy-
vinuli Tushingham a Peltier, 1991. Model popisuje vyvoj ledového prikrovu
v Casovém rozmezi od posledniho glacidlniho maxima, které nastalo pred
18 tisici lety na C uhlikové skale (odpovidd —21.4 tis. let), do soucasnosti.
Casové tidaje jsou vztazeny k roku 1950 — idaj —21.4 tis. let tedy znamena,
21.4 tis. let pred rokem 1950. Vyska ledu je popsana v 19 casovych bodech.
V prostoru je model diskretizovan pomoci kruhovych diski (celkovy pocet je
1365) ruznych vysek a poloméru zakladny. Model ledu ICE-3G jsme obdrzeli
prepocitany na siti s rozliSenim 1° x 1° od pracovniki GFZ Potsdam pro-
stfednictvim Z. Martince. Vysky ledu pro nékolik c¢asovych okamzikli jsou
zakresleny na obrazcich 5.1-5.4.

Uvedeny model popisuje vyvoj ledové zatéze v pribéhu odlednéni. Vy-
pocet vsak chceme provést béhem celého jednoho glacialniho cyklu. Musime
tedy model doplnit dale do minulosti pritbéhem nartstani ledovce. Zemi za-
¢neme zatézovat v Case tg = —95 tis. let z pocatecniho stavu, ktery odpovida
soucasnému zalednéni. Celkova hmotnost ledu linedrné narista az do oka-
mziku —30 tis. let. V intervalu —30 az —21.4 tis. let je ledova zatéz neménna.
Vyvoj tvaru ledovce béhem nartstani ledu kopiruje stav béhem odlednéni —

25
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Obrazek 5.1: Vyska ledu v metrech na severni a jizni polokouli podle mo-
delu ICE-3G. Isolinie modré barvy odpovidd mocnosti 100 m, ostatni isoCary
zakresleny po 1000 m. Situace v ¢ase —21.4 tis. let.
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Obrazek 5.2: Jako obr. 5.1, ale stav v ¢ase —15.7 tis. let.
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Obrazek 5.3: Jako obr. 5.1, ale stav v ¢ase —8.9 tis. let.
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Obrazek 5.4: Jako obr. 5.1, ale soucasny stav.
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Obrazek 5.5: Celkova hmotnost ledové zatéze v zavislosti na case.

ke kazdému znamému casovému okamziku béhem odlednéni jsme nasli odpo-
vidajici ¢asovy bod béhem nartstani ledu, kdy se celkové hmotnosti ledovych
zatézi rovnaji. Takto nalezenému casovému okamziku jsme priradili prislusny
tvar ledové vrstvy z modelu ICE-3G. Mezi zndmymi ¢asovymi body jsou li-
nearné interpolovany sférické harmonické koeficienty ledové zatéze. Hustota
ledu je konstantni, p; = 900 kg-m—3. Casovy vyvoj celkové hmoty ledové
zatéze je znazornén na obrazku 5.5.

Model ICE-3G byl ziskan na zakladé predikce vyvoje relativnich vysek
hladiny (RSL). Do tlohy byla zaclenéna RSL data z lokalit, které byly v mi-
nulosti pokryty ledem. Priubéh RSL vsak nezavisi pouze na modelu zalednéni,
je ovlivnén také reologickou strukturou Zemé. Tato nebyla volnym parame-
trem tulohy. Pii odvozeni modelu zatiZzeni byla pfedpokladana jednoducha
radialné symetrickd struktura — elasticka litosféra tloustky 120 km, svrchni
plast s viskozitou 10%' Pa-s, viskozita spodniho plasté 2-4x vyssi. Tento
prubéh viskozit je zalozen na vysledcich predchozich praci jednoho z autort
modelu (Peltier, 1976, 1985).

Z predchozich slov vyvstava namitka k pouziti diskutovaného modelu za-
lednéni v této praci. Chceme totiz, jak bylo uvedeno v tvodni kapitole, fesit
ulohu postglacialniho vyzdvihu pro rizné viskézni modely plasté, vysledky
poté vyuzit v obracené tloze pti predikci geoidu. Tedy chceme pouzit model
ICE-3G pro vypocty s modely Zemé, které mu neodpovidaji. Z tohoto po-



5.2. PARAMETRY MODELU ZEME 31

hledu by spravny pristup spocival v feseni spojené obracené tulohy, kde by
mezi parametry modelu byl model ledovce i viskézni struktura Zemé. Tim
by se vSak cely problém znac¢né zkomplikoval. V této praci se chceme sou-
stfedit na rozdily chovani riznych modeld Zemé pod stejnou ledovou zatézi.
Globalni model ICE-3G povazujeme za dostate¢né pfesny, zejména s ptrihléd-
nutim k jinym nepfesnostem, jichZ se dopoustime (otazka hustot ledu a vody,
konecny sféricky rozvoj).

Obecna formulace rovnice hladiny vod vyzaduje znalost vysky hladiny
v pocatku zatézovani. Tvar topografie zemského povrchu je vSak znam pouze
v soucasnosti. Pocatecni stav popiSeme soucasnymi hodnotami vysky hladiny.
Pro jednotlivé modely viskézni struktury Zemé mtizeme sledovat vysledné
zmény vysky hladiny na konci glacialniho cyklu, pfipadné navrhnout opatr-
néjsi postup v otazce pocatecni vysky hladiny. Soucasné hodnoty topografie
pouzivand v této praci jsou representovany souborem dat na siti s rozlise-
nim 2°x 2°. Data jsou pfevzata z modelu 3SMAC (Nataf and Ricard, 1996).
Hustota vody je konstatni, py = 1000 kg - m~3.

5.2 Parametry modelti Zemé

Ptimé tiloha postglacialniho vyzdvihu byla pocitana pro rtizné modely viskézni
struktury uvniti Zemé. Vsechny modely obsahuji jadro o poloméru 3480 km,
jehoz dynamicka viskozita ¢ini 10'° Pa-s. Nésleduji spodni a svrchni plast,
rozhrani mezi nimi se nachazi v hloubce 670 km. Svrchni vrstvu tvori tuha li-
tosféra s viskozitou 10%° Pa s o mocnosti 100 km. Polomér Zemé je 6371 km.
Hodnota viskozity ve svrchnim plasti nyj, se u modeltt pohybuje v rozmezi
10'? az 10%! Pa - s, ve spodnim plasti se viskozita 1, naléza v intervalu 102
az 10% Pa-s. Pracujeme s deseti hodnotami 7y, a stejnym podtem 1y ;.
Mame tedy celkem 100 viskéznich modeld Zemé. Hustotni model po(r) a
prubéch torzniho modulu p(r) jsou prevzaty z modelu PREM (Dziewonski
a Anderson, 1981). Pfevzetim pribéhu hustoty a torzniho modulu z modelu
PREM jsme se dopustili nekonzistence vzhledem k formulaci rovnic postgla-
cidlniho vyzdvihu pro nestlacitelné médium. K tomuto kroku nés vedla snaha
o realisticky popis parametrii Zemé.

5.3 Vysledky primé ulohy
K vypoctim postglacidlniho vyzdvihu byl pouzit upraveny program TEFE3

(autorem je Zdenék Martinec, 2000) se zahrnutou rovnici hladiny vod v obecné
podobé. Vypocty byly spoustény na strojich geof10-geof80 umisténych na
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Katedie geofyziky MFF UK v Praze v budové Troja, 12. patro. Casovy krok
108 s (pfiblizné 3.2 let) byl stejny pro viechny modely. Sféricky harmonicky
rozvoj byl ukonc¢en na stupni j,.. = 8. Predikované vysky geoidu, rychlosti
vertikdlniho posunuti a Casové zmény geoidu v soucasnosti (v ¢ase t = 0)
jsou na obrazcich 5.6-5.11 zakresleny souborné pro vSechny modely. Kazda
veli¢ina je vyobrazena dvakrat s rtiznou volbou barevné skaly: pro vzajemné
porovnavani modeli je vhodna shodnéa skala pro vSechny modely, zatimco na
obrazcich, kde se skala u jednotlivych modeli lisi, je mozno lépe pozorovat
vysledné obrazce. Nejvétsi a nejmensi hodnoty veli¢in spolu s viskozitami
Nuam a Ny jednotlivych modeld uvadi tabulka 5.1.

Vysledné obrazce geoidu (obr. 5.6 a 5.7) jsou charakterizovany dvéma
vyraznymi minimy. Vyznamnéjsi z minim je lokalizovano v misté Hudsonova
zalivu v oblasti dnesni Kanady. Druhé, méné vyrazné minimum se nachazi
pobliz jizniho pélu. Vyskyt minim zjevné souhlasi s polohou oblasti, které
podstoupily nejvétsi zatézovani v pribéhu glacidlniho cyklu. V ostatnich ob-
lastech jsou extrémy nevyrazné. Amplitudy geoidu rostou se zvysujici se hod-
notou svrchniho i spodniho plasté. Zaroven dochazi, zejména s rostouci 1y,
ke zuzovani, zosttovani geoidovych nizi. Nejvyraznéjsiho minima s hodnotou
—32 m je dosaZzeno u modelu 88 (viz tabulku 5.1).

Rozlozeni rychlosti vertikdlniho posunuti (obr. 5.8 a 5.9) vytvaii podobny
obrazec, jaky jsme ziskali u geoidu. Nejvétsi hodnoty odpovidaji relaxaci nej-
vice zatézovanych oblasti. Nejvyssi rychlosti vertikalniho pohybu bylo dosa-
zeno u modelu 66 (viz tabulku 5.1) v misté Hudsonova zalivu — hodnota
¢ini 8.4 mm/rok. Pozorované rychlosti vertikalniho posunuti zjisténé analy-
zou dat VLBI (very long baseline interferometry) v severni Americe (Spada,
2001, Ma a Ryan, 1998) dosahuji nejvyssich hodnot ~ 12 mm/rok. Uvazo-
vané modely tedy vystihnou nejvyse 2/3 dat pozorovanych na tzemi dnesni
Kanady. Srovnatelné rychlosti vertikalnich pohybt jsou pozorovany ve Skan-
fenoskandinavského ledovee (Milne a kol., 2001). Efekt tohoto ledovce, ktery
byl rozlohou mensi nez tzv. laurentidsky ledovec v severni Americe, se pri
maximalnim stupni j,,.. = 8 harmonického rozvoje neprojevil. Nejvétsi do-
sazené hodnoty vyzdvihu v severni Evropé se u pocitanych modeld pohybuji
okolo 1.5 mm/rok.

Za Ucelem zjisténi korelace mezi vyskami residualnich geoidt z postgla-
cidlnitho vyzdvihu H"®(nyar, nras) a pozorovanymi daty H* byl spocitan
korela¢ni koeficient ¢ ze vztahu

(Hreb’Hobs)
[ H 7| [ H b

c(nuars i) = | (5.1)

kde (-, -) a || -|| oznacuji skalarni soucin, resp. normu v prostoru Lo(K) (viz
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dodatek), tedy

[ [ H™ Hsin 9 dv dy

C(nUManLM) = 5 - 1 5 T- (5'2)
ff|H’“6b\28in19d19d<p} [ff|H0b5\zsin19d19d<p
00 00

Rozvojem do kone¢né fady sférickych harmonickych funkei (vztah D6 v do-
datku) dostaneme diky jejich ortonormalité (vztah D3) vyjadfeni

reb [J*obs
Z ZHijjm

(77UM777LM) - 2 29 (53)
SIS

kde * zna¢i komplexni sdruzeni. Rada je ukoncena na stupni je, = 8, tzn.
sumace probiha pies j = 0,...,8, m = —j,...,j. V disledku kone¢ného
rozvoje tedy vyjadfeni 5.1 a 5.3 nejsou ekvivalentni, presto jsme si dovolili
pouzit stejné oznaceni. Spektralni vztah umoznuje pocitat také korelace c;
na jednotlivych stupnich sférického rozvoje. Priubéh korela¢niho koeficientu
v zavislosti na parametrech modelt znédzornuji obrazky 5.12a,b. Z obrazku je
vidét, ze nejvétsi korelace s pozorovanymi daty je dosazeno na stupni j = 2
(co > 0.83). Hodnota se zaroven prilis neméni v zavislosti na viskézni struk-
tufe. Stupent 7 = 2 nejvice ovliviiuje vyslednou korelaci. Na vyssich stupnich
nabyva korelace zapornych hodnot pro modely s nizkou hodnotou viskozity ve
svrchnim plasti (nyar < 310 Pa-s). V této oblasti korela¢ni koeficient neni
citlivy na zmény viskozity ve spodnim plasti, coz je vidét z prevazné horizon-
talnitho sméru isolinii. Nejvyssi korelace (¢ = 0.70) bylo dosazeno u modelu
s parametry nyy; = 10 Pa-s, npy = 5-10?% Pa - s. Vysokd korelace dosahuji
modely, které jsou charakterizovany nizkou hodnotou viskozity ve spodnim
plasti a narastem viskozity alespon o 2 fady ve spodnim plasti.
Vztah pro pomér vykonu signalu H"*® viéi pozorovanému signélu H

|z
- HHObSHZ (5.4)
prejde ve spektralni oblasti do tvaru
reb|2
(5.5)

ZZ ‘Hobs‘ ’
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Obréazky 5.13a,b ukazuji prabéh spektralniho poméru R; na jednotlivych
stupnich rozvoje v zavislosti na hodnotach viskozity. Vykon signalu z post-
glacidlniho vyzdvihu roste se zvysujicimi se hodnotami viskozit v plasti. To
neni prekvapujici vysledek — modely s vyssi viskozitou pomaleji reaguji na
zmény zatéze, déle si ,,podrzi v pameéti“ minulé deformace; toto chovani sou-
visi delsim relaxa¢nim ¢asem. Nejvyssich hodnot (téméf 10 %) bylo dosazeno
na stupnich j = 7 a 7 = 8. Toto chovani souvisi s odlisnym charakterem
spektra ledové zatéze ve srovnani s pozorovanym geoidem. Spektralni vykon
ledové zatéze neklesa s rostoucim stupném tak rychle, jako je tomu u pozo-
rovaného geoidu. Celkovy pomér na stupnich 2-8 dosahuje nejvyssi hodnoty
1.8 %. Toto ¢islo odrazi mensi amplitudy residualniho geoidu z postglacial-
niho vyzdvihu ve srovnani s pozorovanym geoidem. Vyssi hodnoty spektral-
niho poméru R odpovidaji modeltim s nizs$i hodnotou korelace (¢ < 0.6).
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C. num nLM reb PO Ui | Urgae | HED ]| Jigy |
mod. | [Pa-s] | [Pa-s] [m)] [m] [m] m] | [mm/r] | [mm/r]
1 1-10" | 1-10%1 | -0.40 | 0.29 | -14.82 | 4.07 0.12 1.06
2 2-10 [ 1-10%1 | -1.03 | 0.51 |-21.23 | 4.85 0.19 1.43
3 |4-10 | 1-10%t | -1.87 | 0.56 | -28.14 | 4.48 0.27 1.79
4 7-101 [ 1-10%1 | -2.52 | 0.51 |-32.84 | 6.26 0.31 2.01
5 1-10%9 | 1-10%' | -2.83 | 0.48 | -34.69 | 7.38 0.32 2.07
6 |2-10%0 | 1-10%t | -3.08 | 0.54 | -34.74 | 8.59 0.32 2.02
7 |3-10°|1-10%1 | -3.01 | 0.55 |-32.69 | 8.54 0.31 1.97
8 |5-10%0 | 1-10%t | -2.72 | 0.53 | -28.66 | 7.85 0.33 2.03
9 7-10%0 | 1-10%1 | -2.48 | 0.49 | -25.61 | 7.18 0.36 2.21
10 [ 1-10%' [ 1-10%' | -2.38 | 046 | -22.66 | 6.58 0.41 2.52
11 [1-10"9 | 2-10%" | -0.55 | 0.39 | -13.25 | 4.07 0.24 1.27
12 [ 2-109 | 2-10%' | -1.48 | 0.81 [ -19.51 | 5.48 0.37 1.86
13 [4-109 | 2-10%' | -2.64 | 0.96 | -26.83 | 5.15 0.52 2.70
14 | 7-109 [ 2-10%' | -3.59 | 0.93 |-32.50 | 5.71 0.63 3.43
15 [1-10%° [ 2-10%t | -4.11 | 0.87 | -35.54 | 6.66 0.68 3.79
16 [2-10%0 | 2-10%t | -4.75 | 0.77 | -38.62 | 8.66 0.73 4.12
17 [3-10%° | 2-10%' | 483 | 0.76 | -38.22 | 9.33 0.76 4.22
18 [5-10%Y | 2-10%" | -4.90 | 0.78 | -35.82 | 9.50 0.81 4.42
19 [ 7-10%° | 2-10%' | -4.91 | 0.79 |-33.71 | 9.28 0.85 4.68
20 | 1-10%' [ 2-10%' | -4.98 | 0.81 |-33.12 | 9.00 0.92 5.02
21 [ 1-10" [4-10%' | -0.94 | 0.65 | -12.72 | 4.44 0.37 1.44
22 [ 2-109 [ 4-10%' | -2.47 | 1.40 | -19.78 | 6.84 0.57 2.33
23 | 4-10Y | 4-10%" | -4.36 | 1.75 | -29.03 | 7.26 0.81 3.74
24 | 7-10" | 4-10%' | -6.01 | 1.75 |-37.81 | 7.16 1.00 5.00
25 | 1-10%°|4-10%" | -7.02 | 1.68 |-43.83 | 8.23 1.08 5.58
26 |2-10%9 | 4-10%' | -8.71 | 1.50 | -54.39 | 10.95 | 1.17 6.06
27 | 3-10%9 | 4-10%" | -943 | 1.53 | -58.42 | 13.44 | 1.20 6.13
28 |5-10%0 | 4-10% | -9.95 | 1.63 | -60.56 | 15.62 | 1.26 6.29
29 | 7-10%0 | 4-10%' | -10.14 | 1.74 | -60.78 | 16.47 | 1.31 6.50
30 [1-10%'|4-10%" |-10.34 | 1.83 |-60.93 | 17.05 | 1.37 6.77
31 [1-10" [ 7-10%1 | -1.28 | 0.85 | -12.71 | 4.85 0.48 1.62
32 | 2-10Y | 7-10% | -3.44 | 1.90 |-20.89 | 8.19 0.74 2.76
33 [4-10° [ 7-10%' | -6.09 | 2.44 |-32.80 | 9.13 1.03 4.54
34 | 7-10Y | 7-10% | -8.46 | 2.45 | -45.35 | 9.19 1.24 6.02
35 |1-10%0 | 7-10%' | -10.19 | 2.35 | -54.91 | 10.62 | 1.32 6.64
36 | 2-10%0 | 7.10%! | -13.40 | 2.08 | -74.24 | 1520 | 1.39 6.92
37 [3-10%0 | 7.10%! | -14.87 | 2.41 |-83.43 | 19.84 | 1.40 7.11
38 [5-10%0 | 7-10% | -16.18 | 2.90 | -90.80 | 24.29 | 1.43 7.23
39 [ 7-10% | 7.10%" | -16.77 | 3.13 | -93.51 | 26.24 | 1.46 7.30
40 [1-10%1 | 7-10%' | -17.32 | 3.31 | -95.62 | 27.53 | 1.50 7.48

... pokracovani na nasledujici strané ...

35



36 KAPITOLA 5. PRIMA ULOHA POSTGLACIALNIHO VYZDVIHU

c. nose | onoar | HIDO L HT L g | e, | HTE ] Jir,,, |
mod. | [Pa-s] | [Pa-s] [m)] [m)] [m)] m] | [mm/r] | [mm/r]
41 | 1-10" [ 1-10%2 | -1.48 | 0.95 | -12.67 | 5.07 0.56 1.77
42 [2-10" [1-10%2 | -4.09 | 2.18 | -22.04 | 8.96 0.84 3.05
43 [ 4-10" [ 1-10%2 | -7.23 | 2.84 | -35.42 | 1023 | 1.15 4.97
44 [ 7-10" [ 1-10%2 | -10.17 | 2.87 | -50.61 | 10.49 | 1.35 6.49
45 [1-10%° | 1-10%2 | -12.34 | 2.76 | -62.49 | 12.36 | 1.42 7.06
46 | 2-10%0 | 1-10% | -16.45 | 2.66 | -87.49 | 18.46 | 1.45 7.54
47 13-10%0 | 1-10%% | -18.40 | 3.17 | -99.93 | 24.46 | 1.44 7.76
48 |5-10%0 | 1-10%% | -20.18 | 3.79 | -110.30 | 30.16 | 1.44 7.66
49 | 7-10%0 | 1-10%% | -20.98 | 4.06 |-114.22 | 32.59 | 1.46 7.59
50 | 1-10%1 [ 1-10%2|-21.70 | 4.26 | -117.09 | 34.04 | 1.48 7.63
51 [ 1-10"[2-10%2 | -1.95 | 1.16 | -13.17 | 5.44 0.70 2.07
52 12109 [ 21022 | -5.44 | 2.76 | -24.76 | 10.34 | 1.01 3.51
53 | 4-10Y [ 2-.10%2 | -9.40 | 3.68 | -40.84 [ 12.23 | 1.30 5.51
54 | 7-10Y [ 2.10%2 | -13.62 | 3.77 | -60.75 | 13.04 | 1.47 6.97
55 | 1-10%° [ 2.10%? | -16.53 | 3.67 | -76.58 | 15.88 | 1.50 7.40
56 | 2-10%0 | 2-10%2 | -22.00 | 3.80 | -110.53 | 24.40 | 1.60 8.34
57 | 3-10%0 | 2.10%2 | -24.59 | 4.45 | -127.48 | 32.19 | 1.57 8.20
58 | 5-10%0 [ 2.10%% | -26.77 | 5.12 | -140.87 | 39.28 | 1.50 7.54
59 | 7-10%0 [ 2.10%2 | -27.63 | 5.36 | -144.99 | 41.60 | 1.46 7.11
60 | 1-10%1[2-.10%2|-28.28 | 5.44 | -146.90 | 42.38 | 1.44 6.82
61 |1-10" [3.10%2] -2.33 | 1.35 | -13.70 | 5.73 0.77 2.21
62 |2-10" [3-10%2 | -6.31 | 3.19 | -26.38 | 11.18 | 1.07 3.70
63 | 4-10Y | 3-10%? | -10.93 | 4.28 | -44.30 | 13.44 | 1.34 5.67
64 | 7-10Y [3.10%2 | -15.77 | 4.40 | -66.51 | 14.56 | 1.48 7.07
65 | 1-10%0 [ 3.10%% | -18.99 | 4.29 | -84.07 | 17.77 | 1.57 7.45
66 | 2-10%0 | 3-10%? | -24.89 | 4.35 |-121.44 | 27.21 | 1.63 8.43
67 |3-10%0[3.10%2 | -27.56 | 4.95 | -139.57 | 35.27 | 1.56 8.06
68 |5-10%0 [ 3.10%2 | -29.60 | 5.53 | -152.70 | 42.47 | 1.43 7.09
69 | 7-10%0 | 3.10%2 |-30.23 | 5.65 | -155.55 | 44.26 | 1.36 6.47
70 | 1-10%' | 3-10%2 | -30.56 | 5.60 | -155.44 | 44.15 | 1.32 6.02
71 [ 1-10" [ 5-10%% | -2.90 | 1.64 | -14.46 | 6.16 0.82 2.35
72 [ 2-10 [ 5-10%2 | -7.41 | 3.80 | -28.34 | 12.27 | 1.11 3.83
73 [ 4-10"Y | 5-10%? | -12.96 | 5.08 | -48.61 | 14.95 | 1.34 5.75
74 | 7-10" | 5-10%? | -18.30 | 5.20 | -73.02 | 16.25 | 1.48 7.06
75 [ 1-10%° [ 5-10%? | -21.73 | 5.03 | -92.05 | 19.63 | 1.57 7.57
76 | 2-10%° | 5.10%2 | -27.75 | 4.83 | -131.71 | 29.53 | 1.56 8.26
77 | 3-10%° | 5.10%2 | -30.24 | 5.29 | -149.99 | 37.71 | 1.44 7.65
78 | 5-10%° | 5.10%2 | -31.76 | 5.70 | -161.23 | 44.58 | 1.26 6.36
79 | 7-10%° | 5.10%2 | -31.91 | 5.63 | -161.61 | 45.57 | 1.16 5.58
80 |1-10%' |5-10%2 |-31.67 | 5.39 | -158.19 | 44.21 | 1.09 4.99

... pokracovani na nasledujici strané ...
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O T E O I T e Y C A
mod. | [Pa-s] | [Pa-s] [m] [m] [m] m] | [mm/r] | [mm/r]
81 [1-10" [ 7.10%2 ] -3.28 | 1.85 | -14.96 | 6.45 0.84 2.40
82 |2-10Y | 7-10%% | -8.08 | 4.18 | -29.49 | 12.94 | 1.12 3.87
83 [4-10" [ 7.10% | -14.12 | 556 | -51.09 | 15.85 | 1.32 5.75
84 [ 7-10° [ 7.10% | -19.63 | 5.65 | -76.47 | 17.13 | 1.46 7.01
85 |1-10%0 | 7-10%? | -23.10 | 5.42 | -96.04 | 20.51 | 1.53 7.54
86 |2-10%0 [ 7.10%2 | -28.95 | 4.99 | -136.18 | 30.49 | 1.47 8.07
87 [3-10%° | 7.10%2|-31.20 | 5.39 |-154.00 | 38.73 | 1.33 7.33
88 [5-10%0 | 7.10%% | -32.27 | 5.69 |-163.49 | 45.29 | 1.13 5.90
89 | 7-10% | 7.10%2 | -32.05 | 5.53 |-162.08 | 45.81 | 1.02 5.04
90 | 1-10%'[7-10%2]-31.40 | 5.16 | -156.44 | 43.69 | 0.94 4.39
91 |1-10"[1-10 | -3.64 | 2.05 | -15.43 | 6.74 0.86 2.44
92 |2-10" | 1-10% | -8.67 | 4.52 | -30.51 | 13.55 | 1.11 3.89
93 |4-10" | 1-10% | -15.08 | 5.97 | -53.21 | 16.63 | 1.29 5.73
94 | 7-10" | 1-10%|-20.65| 5.99 | -79.22 | 17.84 | 1.42 6.94
95 [ 1-10%0[1-10% | -24.05| 5.69 | -99.05 | 21.20 | 1.47 7.47
96 |2-10%0 [ 1-10% |-29.59 | 5.08 |-139.07 | 31.24 | 1.38 7.86
97 [3-10%0]1-.10%% | -31.54 | 5.46 | -156.13 | 39.56 | 1.23 7.02
98 [5-10%0 | 1-10% | -32.10 | 5.67 |-163.70 | 45.81 | 1.00 5.48
99 [ 7-10%0]1-.10% | -31.49 | 5.43 | -160.49 | 45.94 | 0.88 4.57
100 | 1-10%1 | 1-10% |-30.42 | 5.00 |-152.70 | 43.15 | 0.79 3.88

Tabulka 5.1: Minimdalni a maximalni hodnoty vysky geoidu H:ji a H™

max

vertikalniho posunuti w, ., aw, .. anejvetsi absolutni hodnoty ¢asové zmeény
: o
. . ey . Trreb . - y -
geoidu a rychlosti vertikalniho posunuti H'’ a ., v ¢ase t = 0 pro modely

1-100.
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Obrazek 5.6: (i na protéjsi strané) Vysky geoidii v ¢ase t = 0 pro modely 1—-
100. V horizontalnim sméru se u modeltt méni hodnota 7, ve vertikalnim
nuar. Ciselné hodnoty viskozit jsou udany v jednotkach Pa -s. Barevna skéla
je shodnd pro vsechny modely.
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Obrazek 5.7: (i na protéjsi strané) Vysky geoidd v ¢ase ¢ = 0 pro modely
1-100. Barevna gkala vytvorena pro kazdy model zvlast.
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Obrazek 5.8: (i na protéjsi strané) Rychlost vertikalniho posunuti v ¢ase t = 0
pro modely 1-100. Barevna skéla je shodna pro vSechny modely.
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Obréazek 5.9: (i na protéjsi strané) Rychlost vertikdlniho posunuti v éase t = 0
pro modely 1-100. Barevna Skala vytvofena pro kazdy model zvIast.



46 KAPITOLA 5. PRIMA ULOHA POSTGLACIALNIHO VYZDVIHU

T .
T

1.2

110 G D D @ @D
e L =% =% % S
= J X X I
D E &
210 i D > > @&
oo

1.10%1  2.10%t 41021  7.10%% 1.10%

2.10%°

7.10%°

4.1019

1.10%°



5.3. VYSLEDKY PRIME ULOHY 47

I

Q--éomﬂ

--Oéé 5.10°

2.102 3.10% 5.10%% 7.102 1.10%

Obrazek 5.10: (i na protdjsi strang) Casova zména geoidu v ¢ase t = 0 pro
modely 1-100. Barevna skala je shodnd pro vSechny modely.
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Obrazek 5.11: (i na protgjsi strang) Casova zména geoidu v ¢ase t = 0 pro
modely 1-100. Barevna $kéla vytvorena pro kazdy model zv1ast.
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Obrazek 5.12a: Korelace ¢; mezi residudlnim geoidem z postglacidlniho vy-
zdvihu a pozorovanym geoidem na jednotlivych stupnich v zavislosti na
viskézni strukture (1. ¢ast).
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Obrazek 5.12b: Korelace ¢; mezi residudlnim geoidem z postglacidlniho vy-
zdvihu a pozorovanym geoidem na jednotlivych stupnich v zavislosti na
viskézni struktute (2. Cast).
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Obrazek 5.13a: Pomér spektralnich vykont residualniho geoidu z postglaci-
alntho vyzdvihu a pozorovaného geoidu R; x 100 % na jednotlivych stupnich
v zévislosti na viskézni strukture (1. ¢ast).
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Obréazek 5.13b: Pomér spektralnich vykont residudlniho geoidu z postglaci-
alntho vyzdvihu a pozorovaného geoidu R; x 100 % na jednotlivych stupnich
v zévislosti na viskézni struktute (2. ¢ést).
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Kapitola 6

Inverze geoidu se zahrnutim
prispévku z postglacialniho
vyzdvihu

Vysledky ziskané v predchozi kapitole nyni uplatnime v obracené tloze pre-
dikce geoidu. Dynamicky geoid doplnime o prispévek zbytkového geoidu
z postglacialniho vyzdvihu. Vysledky porovname s vysledky tradi¢ni inverze,
kde vystupuje pouze dynamicky geoid.

Vypoéty dynamického geoidu odpovidaji formulaci uvedené v praci Ca-
dek a Fleitout, 1999. Modelovymi parametry jsou viskozita ve svrchnim plasti
(rozmezi hloubek 100-670 km) 75, viskozita spodniho plasté (rozmezi hlou-
bek 670-2891 km) 7y, Skdlovaci faktory modeld anomalii seismickych rych-
losti ve svrchnim a spodnim plasti kyys a krys a koeficient zvrstveni A. Po-
vrchova vrstva (hloubky 0-100 km) predstavuje tuhou litosféru s vysokou
hodnotou viskozity (ve vypoctech n;; = 10%° Pa-s).

Modelové parametry m = (nyar, Noas kuns ko, A), které nejlépe vysti-
huji pozorovany geoid hleddme na zakladé minimalizace tzv. funkce neshody
(misfit function) X (m) zavedené vztahem

S(m) = |[H"*(m) — H" (6.1)

2
Iz,

kde HP"*l(m) je vyska geoidu predikovana pii hodnotdch m modelovych
parametri. Vyjadfenim pfislusné normy a aplikaci sférickych harmonickych
funkci dostaneme pro funkci neshody vztah

Jmaz J

Sim) = > 3 [mrret — | (6.2)

=2 m—j
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Hodnoty modelovych parametrii uvazujeme v rozmezi

1-10Y < nyy < 1-102 Pa-s,
1-1022 < nmry < 1-10%2 Pa-s,
0 < kymy < 1,
0 < kiu < 1,
0 < X < L.

Minimum funkce neshody je nalezeno metodou systematického prohledavani
modelového prostoru. Tato metoda umoziiuje zobrazit hodnoty ¥ na dvou-
rozmérnych fezech modelovym prostorem.

Shodu mezi predikovanym a pozorovanym geoidem budeme vyjadfovat
pomoci veli¢iny udavajici procento vystizenych dat P (v anglické literatufe
se tato veli¢ina oznacuje jako variance reduction)

 %- %
= 5

P x 100%, (6.3)

kde o =>>" }H ]Offrf ’2 je kvadrat normy pozorovaného signalu.
j m

Predikovany geoid obsahuje prispévek dynamicky a piispévek z postgla-
cidlniho vyzdvihu. Nejvyssi shody (P = 80 %) bylo dosazeno u modelu s na-
sledujicimi parametry:

noy = 2-10Y Pa-s,
ney = 1-10% Pa-s,

kom = 0.19,
kry = 0.27,
A o= 0.72

Tento model je charakterizovan vysokym néartistem viskozity ve spodnim
plasti (témér ¢tyti fady oproti svrchnimu plasti). Tok hmot pfes rozhrani
plasté a jadra je redukovan na 28 % ve srovnani s celoplastovym tecenim.
Predikce alesponn 75 % pozorovaného geoidu dosahuji modely s viskozitou
spodniho plasté v rozmezi 1-10%-7-10' Pa-s a s nartistem viskozity ve
spodnim plasti od necelych tii rada vyse.

Zaroven s vyse popsanou obracenou ulohou byla fesena tiloha, kde do pre-
dikovanych dat nebyl zahrnut reboundovy ptispévek. U nejlépe vystihujiciho
modelu s parametry

nuyv = 1-10Y Pa-s,
N = 5- 1022 Pa-s,
kv = 0.17,
krae = 0.25,

A = 073
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byla dosazena shoda s pozorovanymi daty o 2% niz$i, nez v predchozim
pripadé. Obrazky 6.1 a 6.2 ukazuji procento vystizenych P dat pro nejlepsi
modely v zavislosti na hodnotach viskozit 1y a npar, tedy velicinu

Praz(Muns,nea) = max  P(nuar, mears, kuar, ks A)
kunekra,A
pro obé formulace obracené tlohy.

Vysledek obracené tlohy podporuje modely, které predpokladaji radovy
narust viskozity ve spodnim plasti. Rozdil témér ctyt radia, odpovidajici nej-
lepsim modeltim, je vSak dosti vysoky. Vysledek je patrné ovlivnén velmi
jednoduchou volbou modelového prostoru (v plasti dvé vrstvy s konstantni
niho plasté predstavujici astenosféru, by patrné vyustila ve snizeni pomeéru
nea/mum (Cadek a Fleitout, 1999, jejichz model astenosféru obsahuje, uva-
dé&ji pro nejlépe vystihujici modely P ~ 75% na stupnich 2-12, A ~ %, jasné
definovanou astenosféru a narust viskozity o dva fady ve spodnim plasti).
7, divodu ¢asové naroc¢nosti vypoctu postglacidlniho vyzdvihu jsme ke slozi-
téjsim viskdéznim modeltim nepfistoupili.

7 obrazkil 6.1 a 6.2 je také patrné, ze prispévek geoidu z postglacidlniho
vyzdvihu vyrazné neovlivnil kvalitu vysledku obracené tlohy. Doslo pouze ke
zlepSeni predikce geoidu. Na obrazku 6.3 je zobrazena veli¢ina

AP(muar, i) = P2 (uar, mear) — P2 (uar, mear)

udavajici zlepseni predikce geoidu zahrnutim reboundového ptispévku v pro-
centech (jedna se tedy o ,rozdil obrazkt 6.1 a 6.2“). Obrazec vykazuje
dvé maxima (6.7% pro model s parametry nyy = 8- 10 Pa-s, iy =
2-10?% Pa - s, resp. 6.2 % pro model s iy = 1-10% Pa - s, nry = 2:10%2 Pa - s).
Tyto modely vSak zaostavaji v ukazateli vystizeni pozorovaného geoidu (P =
37 %, resp. P = 61%). U modelq, jez vystihnou alespori 75 % pozorovanych
dat se zlepSeni predikce pohybuje v rozmezi 1-5 %.

Vysledek obracené tulohy je nejvice ovlivnén chovanim na nizkyjch stup-
nich sférického harmonického rozvoje, zejména na stupni j = 2. Toto chovani
je dtsledkem klesajiciho spektralniho vykonu s rostoucim stupném rozvoje —
u pozorovaného geoidu se stupen 2 podili na celkovém vykonu 68 procenty,
stupen 3 prispiva 21 procenty, s rostoucim stupném toto ¢islo dale klesa.
Obréazek 6.4 uvadi procento vystizenych P; dat na jednotlivych stupnich.
Maximalni dosazené hodnoty P; jsou 96 % na stupni 2, 78 % na stupni 3,
68.3 % pro stupen 4, na vyssich stupnich hodnota P; nepfesahuje 43 %. Vy-
rovnanéjsiho vlivu riaznych stupint na vysledek obracené tulohy se dosidhne
pouzitim tzv. free-air gravity (nadéle budeme pouzivat oznadeni gravitace)
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jako veli¢iny, jejiz funkci neshody minimalizujeme. V pripadé gravitace vy-
stupuji ve vztahu pro chybovou funkci 6.2 koeficienty geoidu Hj,, s vahou
7 — 1. Procento vystizenych dat je u gravitace nizsi nez u geoidu, jak je vidét
z obrazku 6.5 (véetné piispévku z postglacidlniho vyzdvihu) a 6.6 (tradiéni
formulace). U nejlepsiho modelu bylo se zahrnutim reboundového ptispévku
predikovano 44 % gravitacnich dat, zlepSeni ve srovnani s tradicni inverzi ¢ini
2 %. Vysledek obrécené tlohy nedoznal vaznych zmén z hlediska vyslednych
prubéhi viskozity.
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Obrazek 6.1: Procento vystizeni geoidu P pro nejlepsi modely v zavislosti na

hodnotéch viskozit nyas, nra. Uloha se zahrnutym piispévkem z postglaci-
alntho vyzdvihu.
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Obrazek 6.2: Procento vystizeni geoidu P pro nejlepsi modely v zavislosti na
hodnotach viskozit 1y s, npar- Pouze dynamicky geoid.
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Obrézek 6.3: Zlepseni predikce geoidu zahrnutim ptispévku z postglacidlniho
vyzdvihu v zavislosti na hodnotach viskozit nyas a .
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Obrazek 6.4: Procento vystizeni geoidu P pro nejlepsi modely v zavislosti na
hodnotach viskozit nyar, nra. Uloha se zahrnutym piispévkem z postglaci-
alniho vyzdvihu.



62 KAPITOLA 6. INVERZE GEOIDU

102

‘0’
©
O, 10 ot
= ,
-]
(e
1010 ——T . ——
1021 1022 1023
Nuw [Pa.s]

Obrézek 6.5: Procento vystizeni gravitace P pro nejlepsi modely v zavislosti

na hodnotach viskozit nyas, . Uloha se zahrnutym piispévkem z postgla-
cialniho vyzdvihu.
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Obrézek 6.6: Procento vystizeni gravitace P pro nejlepsi modely v zavislosti

na hodnotach viskozit ny s, nra. Prispévek z postglacialniho vyzdvihu neni
zahrnut.



Kapitola 7
Zaver

Budoucnost patri aluminiu.

— Jara Cimrman

Tato prace se zabyva modelovanim dlouhovlnného nehydrostatického geoidu.
Vybér tématu byl motivovan vysledky praci zabyvajicich se predikci geoidu
na zakladé modeli anomalii rychlosti seismickych vin. Tuto dlohu jsme po-
psali v kapitole 2. Takto predikovany geoid vykazuje nedostatky v oblastech,
ve kterych se v minulosti vyskytoval ledovec — pozorované nize jsou hlubsi
nez u predikovaného geoidu. Je tedy nasnadé myslenka ,vylepsit® predikci
geoidu piispévkem z postglacidlniho vyzdvihu. Uloha reboundu byla popséna
v kapitole 3.

V tloze postglacidlniho vyzdvihu vystupuje jako vstupni datum povr-
chova zatéz. Jak bylo diskutovano v kapitole 4, povrchova zatéz se neomezi
jen na ledovec, ale souvisi i se zménami vysky hladiny svétového oceanu.
Bylo tedy nutné zformulovat rovnici hladiny vod a zaclenit ji do vypocet-
niho programu pro postglacialni vyzdvih. V oddile 4.3 je dikutovan vliv SLE
na jednoduchych modelech s osové soumérnym ledovcem. Testovaci priklady
ukazuji nutnost formulace rovnice hladiny vod v obecném tvaru, tedy i s pri-
spévkem spojenym se zménou geoidu a vertikdlnim posunutim. Rovnice hla-
diny vod redukovana pouze na ekvivalentni pfispévek dava odlisné vysledky
zejména v oblastech v blizkosti ledové zatéze. V pobfeznich partiich je vysle-
dek ovlivnén pfipadnym pohybem pobiezni linie.

Piimé tloha postglacialniho vyzdvihu (kapitola 5) byla pocitana pro ra-
didlné symetrické modely Zemé na zakladé modelu odlednéni ICE-3G (Tu-
shingham a Peltier, 1991) se zahrnutim rovnice hladiny vod v obecném tvaru.
Pribéh hustoty a torzniho modulu byl prevzat z modelu PREM (Dziewonski
a Anderson, 1981). Jednoduchy model pribéhu viskozity sestaval ze ¢yt vrs-
tev (litosféra, svrchni a spodni plast, jadro) s konstantnimi hodnotami visko-
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zity. Vysledné rozlozeni vysek geoidu v soucCasnosti se vyznacuje dvéma vy-
raznymi minimy v oblastech, které podstoupily nejvétsi zatézovani (Antark-
tida, severni Amerika). Amplitudy rostou se zvySujicimi se hodnotami visko-
zity v plasti. Nejvétsi dosazend amplituda 32 m odpovida asi ¢tvrtiné am-
plitudy pozorovaného geoidu. Srovnani nabizi také pomeér vykont signalu —
vykon reboundového geoidu doséhl nejvyse 1.5 % vykonu pozorovaného geo-
idu. Korelace s pozorovanym geoidem se v zavislosti na hodnotéach viskozity
svrchniho a spodniho plasté pohybuje v rozmezi 0.5-0.7. Predikované rych-
losti vertikdlniho posunuti se pohybuji v fddu 1 mm/rok. Nejvyssi zjistena
hodnota 8.4 mm/rok v oblasti Hudsonova zalivu odpovida asi 2/3 pozorova-
nych dat. Nedokonala ptredikce rychlosti vyzdvihu ve skandinavském regionu
(maximalné ~ 1/10 pozorovanych rychlosti) je dusledkem ukonceni sféric-
kého harmonického rozvoje na stupni j = 8.

Residudlni geoid z postglacidlniho vyzdvihu byl zahrnut do obréacené
ulohy predikce geoidu (kapitola 6). Vypoéty dynamického geoidu vychazeji
z prace Cadek a Fleitout, 1999. Zahrnutim reboundového piispévku se pre-
dikce geoidu zlepSila, v zavislosti na viskéznim modelu az o 6 %. Vysledek
obracené ulohy nedoznal oproti tradi¢ni inverzi vyraznych zmén z hlediska
parametri modelt, které dobfe vystihuji pozorovana data. Preferované mo-
dely se vyznac¢uji nizkou hodnotou viskozity ve svrchnim plasti (nya < 102
Pa-s), nartstem viskozity alespon o tfi fady ve spodnim plasti a vrstevna-
tym charakterem konvekce v plasti (koeficient zvrstveni A ~ 0.7). U dobfe
vystihujicich modeld se gravitacni signal z postglacidlniho vyzdvihu podili
na celkovém geoidu 1-5 procenty (2.5 % pro nejlepsi model).

Dosti vysoky preferovany nartst viskozity ve spodnim plasti je patrné
ziejmeé vyustila v realistic¢téjsi vysledek obracené tlohy. Zaroven by mohlo do-
jit ke kvalitativnim zménam ve srovnani s tradi¢ni formulaci alohy. Dodejme,
Ze snaha o prozkoumani Sirokého spektra viskéznich modeld je omezena ca-
sovou naroc¢nosti vypocti postglacialniho vyzdvihu.

Diskutabilni zistava otazka pribéhu ledového zatizeni. Model ICE-3G po-
pisuje vyvoj ledovce jen béhem odlednéni (poslednich 21 tis. let). Globalni
modely pribéhu nartstani ledovce nejsou k dispozici. Doplnéni ledové histo-
rie pro cely glacialni cyklus lze provést rtizné. Zde jsme zvolili jeden zpiisob
a problém dale nerozvadéli. Piipadné pokracovani této prace by se mohlo
zabyvat vlivem zmény tvaru nartstové krivky na vysledek tlohy.



Dodatek

Pii feseni soustav diferencialnich rovnic rovnic numerickymi metodami je
nutné problém diskretizovat. Castou metodou je rozvoj do fady vhodné zvo-
lenych bazovych funkci. V pripadé sférické Zemé se pro diskretizaci v lateral-
nich prostorovych soufadnicich pouziva rozvoj do fady sférickych harmonic-
kych funkci. V tomto dodatku zavedeme skalarni sférické hramonické funkce
a uvedeme vztahy, na které se odvolavame v predchozim textu. Problematika
sférickych harmonickych funkci zde neni zdaleka vycerpana. Pro uceleny vy-
klad odkazujeme na prislusSnou matematickou literaturu, napt. Bapmanosu4
7 Kos1., 1975.

Skalarni sférickd harmonickd funkce Y, stupné j a fadu m, kde j > 0 a
|m| < j, je komplexni funkce thlovych soufadnic 9 a ¢ zavedend vztahem

Yim(0,¢) = \/ y (j+m)!ij(COSQ9)e ¥ prom >0,

Yin(0,9) = (~1)"Y7,,(d,9) prom <0, (1)

kde * znaci komplexni sdruzeni. Symbol P;,, oznacuje tzv. pfidruzenou Legen-
drovu funkci, redlnou funkci jedné realné proménné, kterou zavadime vzta-

hem
j dj +m

Pj(z) = 2% (1-a?) o (o~ 1)’ (D2)

Takto zavedené skalarni sférické harmonické funkce Y, tvoii tplnou ortonor-
malni bazi prostoru Ls(K), tj. prostoru komplexnich funkei integrovatelnych
s druhou mocninou na jednotkové kulové plose K v prostoru Fs (t¥irozmérny
euklidovsky prostor). Je tedy napf. splnéna podminka ortonormality

(}/}'1m1 ) }/}2m2) = 5j1j25m1m27 (DS)
kde (-, -) oznacuje skalarni soucin a d;; je Kroneckerovo delta. Skalarni sou-
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¢in v prostoru Ly(K) je dan vztahem

(f,g)=//f(19,so)g*("t9, p)sind d dp, (D4)

norma je zavedena vztahem

1=/ (f,9)- (D5)

Pro funkei f(¥, ) z prostoru Lo(K) plati

=5 fnYimld.0), (D6)

=0 m=—j

kde koeficienty f;,, ziskdme ze vztahu

//fz9g0 * (¥, ) sind dY dg (D7)

Rada D6 konverguje k funkci f v priiméru; je-li navic funkce f na K spojité
véetné parcialnich derivaci prvniho a druhého fadu, konverguje rada abso-
lutné a stejnomérné (viz napi. Rektorys a kol., 2000). Je-li funkce f(¥J,¢) €
Ly(K) redlna, koeficienty spliuji symetrii

fjm = (_1)m ]ikfm (D8)

Soucin dvou skalarnich sférickych harmonickych funkeci lze vyjadrit tzv.
Clebschovou-Gordanovou fadou

Ji+7j2

J1m1 (19 90) ]2m2 19 90 Z Z ij100]20 C]]:ﬁmme ]m(ﬁ ()0) (DQ)

Jj=lj1—go| m=—Jj

kde symboly CJ™ oznacuji tzv. Clebschovy-Gordanovy koeficienty (viz

]1m1]2m2
napt. Bapmasosua u kost., 1975).
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