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1. UVOD DO PROBLEMATIKY VLASTNICH KMITU ZEME

vV prvni kapitole se snaZime <&tenare nastartovat; r‘ekneme
n&koliv slov o b&Zném piristupu k viastnim kmitam Zem&, zminime se
o historickych souvislostech a naznacime problémy, <Cfhajici pri
odvozovani tridimenzionalniho hﬁstotniho modelu. V druhée kapitole
se zabyvame teorii a prax{ modelu SNREI; definujeme jej, nazna-
Zime né&ktera odvozeni a varujeme <tenare pired mozZnym omylem prii
indexovani vlastnich moda. Nasledujici dvé kapitoly jsou v&novany
modeltm LHREI. Budeme je definovat a pom&rné& podrobn& popiseme
s nimi svazanou perturba¢ni teorii. Provedeme vypoliy $stépeni
vlastnich méda sféricky symetrického modelu viivem rotace a late-
ralﬁich nehomogenit hustoty. Zavérem shrneme dojmy; ktere v nas
problém stépeni viastnich kmitd zanechal.

Cht&l bych uprimng pod&kovat ob&ma vedoucim a oponentovi své
prace; RNDr. Zdefiku Martincovi, CSc. predevsim za jeho dokonalou
(1e984), v poslednim roce to bvla moje nejltend jsi
a nejpodezrivan& js{ knizka (...a pftitom to nikdy chyba nebylal),
RNDr. Radkovi Matyskovi, CSc. a zrovna tolik RNDr. Ondrovi
Cadkovi za trpelivost s nekonednymi diskusemi o© hustotnich
modelech, s nimiZ jsem je zat&Zoval. RNDr. Jirimu Zahradnikovi,
CSc. dekuji za vysvétleni (2.19) a jsem mu zavézan za neobylejnou
daslednost, s kterou m& vedl Xk ”rozlousknuti” PREMu. Kolegu
”vlastniho kmitatre®»® Jirku Mosera timto zvu na snad ne posledni
veZerni diskusi o ¢&emkoliv a svou Zenu Lenku prosim, aby pro mé
m&la aspoli Jjested neékolik desetiletf{ takové pochopeni, Jjako

vV uplynulych mé&sicich.



1.1. Uvodem o vliastnich kmitech

Viastni kmity, vlastnf{ médy, volné oscilace; tak oznalujeme
makroskopicky periodicky pohyb, vystopovatelny v mnoha dynamic-
kych systémech s nenulovym po&tem stuphid volnosti a nepiflis
rychlou disipaci mechanické energie. Takovy pohyb se v systémech
budi b&hem procesa, pri kterych se uvolriuje dostatedné mnozZstvi
mechanicke energie, a pretrvava s uréitym dGtlumem i po ukondeni
”zdrojéchh” procesa. Vlastnimi kmity rozumime slozky celkovych
oscilaci. Casovy pr@b&h kazdého kmitu je obydejne harmonicky
a celkovy pohyb ma& proto Carovée spektrum. Frekvence vlastinich
méda jsou pouze funkcemi parametra systému, zatim co amplitudy
souviseji také s budicim procesem. Obvykla spoletnost mnoziny
vlastnich moda je umoZﬁuje charakterizovat kombinaci celogisel-
nych index@. S jednim z index byva spojena Zasto uZivana termi-
nologie; piri pevné volb& ostatnich a nejmensi hodnotd zmin&n£ho
indexu hovorime o zakladnim tonu, pri vy$gich hodnotach o vyE&ich
tonech nebo vyssich harmonickych.

Prrirozené& i Zem& jako rozumny dynamicky systém kona vlastni
kmity. Energii potiebnou k pozorovatelnému vybuzeni v&ech vlast-
nich kmitd uvolnuji jen nejvétsi zemé&tireseni. Spektrum vliastnich
kKmita Zem& zaZina nad 0.3 mHz (pericda asi 54 min), z druhé stra-
Ny spektra jsme v praxi limitovani frekvencemi radu desitek mHz
(periody desitky sekund); kde pi*i dnesni rozlisovaci schopnosti
méricich pristrojd a spektralnich metod spektrum vlastnich kmita
Prechazi ve spektrum spojité. Vlastnich méda Zem& je nekonedn&
mnoho. Pro vypolet sféricky symetrického modelu Zem& PREM bylo
PouZito vice nez 1000 frekvenci uré&enych s prresnostf 4.10-6 aZ

4.10-3, pocet identifikovanych moda ovsem stale roste.
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Vimé, Ze velidiny popisujici‘strukturu redlne Zem&, napi*.
hustota, reologické parametry ad., jsou obecnymi funkcemi tri
prostorovych soufadnic, dokonce i &asu. V takové situaci se fyzik
uchyluje Kk osvé&dZenému postupu, Kk zavedeni nultych, prvnich
a vy&sich pribliZeni. Jako prvni piibliZeni k realne Zemi vybi-
rame modely <&asoveé nem&nné, sféricky symetricke, nerotujict,
elasticke a izotropni, tzv. modely SNREI. Takovy model je
kompletn& popsan trojici funkci jedné prom&nne, napr. hustotou
a dv&ma rychlostmi elastickych vln nebo ekvivalentn& hustotou
a dvojici elastickych parametra; n&kdy se uvaZuje jeste frekven-
¢ni zavislost rychlosti. K modelu SNREI pak piridavame perturbace,
vytvarime druha pribliZeni, napr. modely lateraln& heterogenni,
rotujici, tzv. modely LHRET.

Stejny pristup se voli i k problému vliastnich kmita Zemé.
V prvnim pitiblizeni uZivame terminologie vlastnich kmita modelu
SNREI. Zde se kmity separuji do dvou trid; jednu tvori kmity
toroidalni Ty, pr'i kterych nedochazi k 2Zadnym objemovym Zm&nam
a radidlnim pohybam, druhou kmity sféroidalni ,S, s nenulovymi
objemovymi zm&nami i vEemi sloZkami posunuti. K vliastnimu kmitu
nalezi dva indexy, radialni <¢islo n a thlove <Zislo 1. Kmity s nu-
lovym radialnim <islem, oTL a2 o0S., Jjsou zakladni tony, Kmity
S nenulovym radialnim &islem vys$s{ toény. Sfeéroidalnt kmity s nu-
lovym uhlovym &islem, nSo, maji nenulovou jen radialni sloZku
posunuti, nazyvajil se proto radialnimi. KaZdy kmit s thlovym Cis-
lem 1 je (21+1)-krat degenerovany, Jjinak reZeno kazda cara ve
spektru SNREI, krom& <&ar radialnich Kkmita, je degenero?any

multiplet.

Spolu s modelovanim perturbaci k SNREI dochazi k Zastelnemu
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nebo aplnému snimani{ degenerace, hovori se pak o it&peni viast-
nich kmitd. Typy sté&peni prisluiné raznym typam perturbaci jsou
razné. Samotneé rotaci (modelu ?rotujici koule”) odpovida zeema-
novske st&penti, tj. Gplneé sejmuti degenerace a spektralni <Zary
rovnomérné a symetricky rozmisténe podle pramérneé frekvence mul-
tipletu. Samotna elipticita vyvolana rotac{ modelu pii zZachovani
hydréstatické rovnovahy snima degeneraci jen <Zastelné&, rozlozf
(21+1)-krat degenerovany multiplet na jeden singlet a 1 degenero-
vanych dubletd. Perturbace hustoty vyvolava obecn& (plné sejmuti
degenerace a odchylky frekvenci rozité&penych singletd od degene-—
rovanych frekvenci jsou vlastni &isla tzv. perturbaZni matice.
Jeji prvky se odvozuji z parametrd SNREI a jejich perturbact
a z funkci popisujicich degenerované kmity SNREI. |
Vyznamnym jevem je sprazeni (coupling, kvazidegenerace)
vliastnich modd. Terminem splrazeni se Vv tomtoe vyznamu mini si-
tuace, kdy se vzajemné& ovliviiuji blizkeé singlety lateraln& neho-
mogenniho modelu, prisiusné ovSem rdaznym multipletdm. SplraZend
vliastnich moéda citeln& komplikuje Jjak teorii, tak praktickou

analyzu realnych spekter.

1.2. Historie

Problém vlastnich kmit@ byl rozebiran uz v minulem stoleti.
V literature byva jako historicky prvni citovan S.D.Poisson, kte-
ry se v roce 1829 zabyval radialnimi kmity koule. V roce 1882
Publikoval H.Lamb praci o vibracich homogenni elastické koule;
Separace vlastnich kmité koule na toroidalni a sféroidalni po-
Chaz{ pravé od n&ho. V nasledujicim obdobi se teorie rozsirovala

na télesa s vlastni gravitacf, specidlng s planetArnimi rozm&ry.
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Roku '1911 spogetl A.E.H.Love periody nékterych.vlastnich kmitQ
sféericky symetrické koule s rozméry Zem&. Predpovédé&l pritom
i jednohodinoveée periody. 2 dalgich préci byvaji{ ¢asto citovany
Jeans (1923), Matumoto, Sato (1954), Jobert (1956), Altermann,
Jarosch, Pekeris (1959), Takeuchi (1959) a Slichter (1967).

Poprveée byly vlastni kmity Zem& pozorovany Vv roce 1952, de-
tailn& byly studovany aZ na zaznamech velmi silneho chilského
zemétreseni z 22.5.1960. Periody vlastnich kmitd pouZivane v sou-
¢asnosti, mj. citované i PREMem, jsou kompilaci praci odvozenych
od zemé&tlreseni na Aljasce 28.3.19564 a v Columbii 21.7.1970 a pra-
ci odvozenych z mé&reni ve své&tovvych sitich, nap®*. v siti IDA
(International Deployment of Accelerometers).

Bourtlivy rozvoj teorie vlastnich kmitd je spojen pravée
s chilskym zem&tiesenim, s $edesatymi a sedmdesAatymi lety. Pczor-
nost byla namiftena jednak na aplikaci mechaniky kontinua na malé
elastické pohyby v prostredi s koneZnym statickym predp#tim (Bict
1965, Dahlen 1972, Truesdell, Neoll 196%), jednak na probleéem te&-—
peni vlastnich kmit@, tzn. aplikaci perturba&ni teorie nebo va-
ria¢nich metod. Tady se vyvoj ubiral pres prace Backuse a Gilber-
ta (1961), Pekerise, Altermanna a Jarosche (1961) a Dahlena
(1968), kKterd zpracoyali st&peni vlivem rotace a s ni spojene
elipticity, Zharkev a Lyubimov (1970), Madariaga (1971), Dahlen
(1974,76a,76b) a Luh (1974) se vé&novali #tépeni vlivem lateral-
nich heterogenit hustoty, elastickych parametrt a topografie.
Shrnujici je &lanek Woodhouse a Dahlena (1978), popisujici kromé&
Jiz zmin&nych v1iva také st&peni vlivem anizotropie a deviatoru
tenzoru predp&ti. Byla navrzena (Dahlen 1974) metoda réSenI obra-

cene ulohy. Na jejim vstupu jsou frekvence rozstépenych multi-
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plett nebo alespori adaje o rozptylenosti a nesoum&rnosti multi-
pletu (variance a skewance), na vystupu informace o tridimen-
zionalni strukturfe parametrt Zem&; s ohledem na nejednoznaZnost
tlohy Jje informace o© parametrech uloZena v Jjistych rotadnich
invariantech. Pozornost poutad take otazka spraZeni blizkych moda
(Dahlen 1969, Luh 1973, Woodhouse 1980).

Lze tedy shrnout, ze teorie sté&penf vlastnich kmitd Zem& je
dobre propracovana; problémy jsou s daty, a to jak pro primou
tlohu (choulostivé trridimenzionalni modely hustoty, elastickych
parametrd, topografie a uZ vibec modely anizotropie), tak i pro

ulohu obracenou (nedostatek spolehlivych spektralnich rozklada

multipleta).

1.3. Tiidimenziondalni hustotni modely

V predkladaneé praci pjde o podrobnéisi rozbor vilivu late-
ralnich nehombgenit hustoty na $té&peni degenerovanych vlastnich
kmitd sféricky symetrickéeho modelu. Klicovym bodem je zZrejme
volba hustétniho modelu.

Komplikace névznikaji ve sféricky symetrickém plripad&. Ne-
pi*ehledny prtival radialnich modeld v 60. a 70. letech byl &stastnes
ukonden po vice neZ osmileté praci Komise IUGG pro standardni
model Zem& publikovanim modelu PREM - Preliminary reference Earth
model (Dziewonski, Anderson 1981). ACkoliv jednim z hlavnich
pPoZadavka prri jeho vypolZtu byla jednoduchost, model velmi dobre
vvhovuje obrovskéemu mnoZstvi m&ftenych dat, zopakujme — i vice neZ
1000 frekvenci vlastnich moda. Predpoklada se, Ze v budoucnosti
Opravy PREMu nikde nepiesahnou 5%. Model byl prijat jako konsen-

Sus <¢&lena  komise, r»geofyzikd-primadon” a stal se uznavanym



standardem piti resenf{ tloh s radialni symetrif.

Situace je oZemetnéjsi pri vyb&ru modelu lateralnich nehomo-
genit hustoty. Zde se vyvoj ubira alespofl dvéma cestami. Jednou
je sestavovani trf{dimenzionalnich (3-D) modelt ze seismickych
dat, specialné z vysledktl seismickeé tomografie (Hager ad. 1983).
My budeme pracovat s alternativnimi modely, odvozenymi resenim
obracengé gravimetricke ulochy. vypo&et takovych modeld navrhli
a provedii P&® a Martinec (1984, 1986, 1988) a modifikovali Cadek
a Matyska (1988, 1989). Tyto modely generujf{ se zvolenou ples-
nosti dobfe znamé gravitadni pole zémé a kopirujf nebo jistym
zptisobem nahrazuji, op&t se zvolenou presnosti, topografie hlav-
nich zemskych diskontinuit - povrchu 2Zem&, rozhrani plast-jadro
(core-mantle boundary, CMB) i jinych.

Zavaznym, ov&em obracené ulchy b&2né& provazejicim problémen
je nejednoznacnost takovych modeld. Je tireba néjak vybrat krité-r
rium, vydélujici z tiridy moZnych modeld ten “nejlep$i”. Je-li
K dispozici dobry apriorni model, uziva se jako kritérium vybé&ru
pozadavek nejmenstich odchylek 3-D modelu od apriornihé, ovsem ani
tato formulace neni z pohledu matematika jednoznafna. Jednoznadiny
uz ale je napic. pozadavek nejmensich odchylek od apriorniho mode-
lu ve smyslu Lp-normy (Cadek, Matyska 1989). Pravé volba normy
v&ak mfiZe sehrat az prilif vyznamnou roli pri konstrukci -3-D mo-
delad (Sanso ad. 1986). Navic Jje v posledni dobé& vytykana vyse
Zmin&nym a nize pouZitym modelam jejich ”staticnost”. Hlasy ze
zahrani&i pozaduji, aby obracena gravimetricka uloha byla resena
Jako dynamicky problém, zvlasté aby byla zahrnuta reakce topo-
Erafii na tok plastovéeho materialu. Praveé tvar uvazZenych topo-

grafif{ ma totiz dominantni vliv na hledaneé lateralni ne‘homogenity



hustoty.

Nedosti na tom, pir*i numerické realizaci 3-D modeld se opét
kali optimisticky néahled na problém radialng symetrickych modelq;
ukazuje se, Ze PREM a pravdépodcobng ani Zadny 2z jeho pfedchdct
nesplriuje pr{lis presn& tzv. rovnice kompatibility s 3-D teorii
(P&&, Martinec 1984). Praktickeé polty pak nuti k rdaznym opravam
PREMu, které se ale nutns projevi deformaci seismickeée informace,
v ném obsaZené, Je sice moZné pchliZzet na tuto deformaci v ramci
»chyby PREMuU”, nicmeéné& napt. odchylky period wvliastnich médd, zpa-
sobeng zmin&nymi opravami PREMu, jsou prinejmengim téhoZz radu
jako efekty (%té&peni vlivem lateralnich heterogenit), jimiZ se
budeme zabyvat. Jisté vychodiskoc =z t&chto neptijemnych uvah spo-
¢iva v tom, Ze se multiplety v d@sledku oprav PREMu posouvaji
cele; nebudeme tedy porovnavat veli&iny absolutné, ale relativné
(napr. pom&ry rozstépenych frekvenci k frekvenci degenerovane).

MaZeme uzavitit, Ze spolehlivost (viech) dnednich 3-D hustot-
nich modeld je otevrenym tématem; opravy PREMu nebo opravy tépo—
grafii (zvlast® rozhrani plast-jadro), a ty je nutno olekavat, se
vyrazng projevi i v hustotnim modelu. To prirozeng souvisi
S oborem velikosti, s nimiZ pracujeme. Olekavané i zatim produ-
kovane lateralni heterogenity jJsou totiz nejvyse 1%-nimi

odchylkami od celkovych hustot.



2. VLASTNI KMITY MODELU SNRETI

V nasledujici kapitole podame definici modelu SNREI a Sfruc—
ne ukazZeme prechod od obecne pochybové rovnice kontinua k sousta-—
vam rovnic, vhodnym k praktickemu resfeni problému vlastnich kmita
SNREI. Uvedeme numericke vysledky pro izotropni verzi modelu
PREM. Budeme diskutovat tvar vlastnich funkci a popifeme metodu
klasifikace sféroidalnich kmitd podle radialniho &isla. Na zavér
se zminime o souvislosti vlastnich kmita Zem& a seismickych vin.

V textu se budeme Casto odvolavat na podrobneou praci Martin-
ce (1984). Predpokladame, Ze &tenar ma tuto praci po ruce; odkazy

na ni budeme znad&it (M), eventuidln& s prislusnvm &islem vztahu.

2.1. Definice modelw SNREI

Modelem SNREI nazyvame selfgravitadgni, sféricky symetricke
a nerotujici prostredi konelnych rozm&rg, v kazZdém bod& elasticke
a izotropni é s konelnym izotropnim tenzorem statického polatel-
niho nap&ti (prredpé&t (). Zavedme sféricke soulradnice 1,9, s po-
Catkem ve stiredu symetrie, bazove vektory budeme znalit 17,9,e.
Model SMNREI je definovan tifemi funkcemi souradnice r, nulovymi
vné kKoule r<a a hladkymi s vyjimkou kulovych pioch O polomé&rech
a; , j=1,...,:N, as <az<...<an=a. Z2a tyto funkce volime hustotu
Oo(r) t* a dvojici popisujici elasticke chovani modelu; byvaji to
rychlosti objemovych vln vg(r) a vp(r), elastickeé parametry u(ri

a A(r) nebo u(r) a modul nestlaZitelnosti =(r). Casto chapeme

'P) V celém textu budeme hustotu znadit malym o misto standard-
ntho ¢ . Souvisi to jen a pouze s absenci @ v sadé pisma,

kRterou mame pro tisk R dispozicti.



relastickou” dvojici fﬁnkci jesté frekvené&ns zavislou, napi.
ve(r,w) a vp(r,w).

K popisu rovnovazného stavu pouzivame i dalsi veli&iny,
v pripadé SNREI svazané s hustétou Co(r), a to gravitaZni poten-
ciadl weo(r), jeho derivaci —f tihove zrychleni go(r) a hydro-

staticky tlak po(r).

2.2. Prulrez teorit

Obecnym prostiredim, vhodnym k popisu  vlastnich kmit@ Zems,
Jje nehomogenni elastické kontinuum s konednym statickym predps-—
tim, popsanym tenzorem to. Vlastni kmity pak chéapeme jako male
elasticke pohyby takového kontinua. Podatedni rovnovaznou konfi-
guraci oznacime B, konfiguraci kmitajicfiho kontinua B’ (t).

Posun bodu x*> v konfiguraci B’(t) vzhledem k jeho poleoze

v B charakterizuje &asové zAavisly vektor posunuti u(x,t), viz
(M2.4),
(2.1) X =X + € u(x,t),

€ je maly parametr. Vztahneme-li veli&iny popisujici B’(t) k B,
COZ nazyvame Lagrangeovym popisem kontinua, dostaneme pohybovou
rovnici (M2.25),

(2.2) div T + 0o £f> = € Tg 62urotz
Skalar co(x,t) je hustota, tenzor T(X,t) Piola-Kirchhoffav tenzor
napet{ a objemova sila f£?(x’,t) Je jedina wvelid&ina, §zta2ena
K B> (t). Po jejim pievedenti, spojeném s jistou linearizaci,
maZeme psaAt pohybovou rovnici ve tvaru nyni uz kompletn® vzta-
Zenem ke konfiguraci B, (M2.27),

(2.3) div T + 0o (u . grad fo + f) = Oo 62w Ot2
V¥znam fo a prirastka f, T je dan vztahy (M2.10), (M2.26). Podob-

N& jako pohybovou rovnici vztahujeme i okrajove podminky k rovno-



vaznému stavu B. Okrajové podminky se 1i%{ pro bozhrani pevna,
kapalna a volnas Jsou dany rowvnicemi (M2.80), vyjadrrujicimi
omezeni na hodnoty u(x,t) a T(x,t) na rozhrani.

Nasledujicim krokem na cest& k SNREI je zavedeni obecného
modelu Zem&, rotujiciho konstantni rychlosti kolem svéeho stiredu.
To spo&iva v pttidani Coriolisova <&lenu a konkretizaci objemove
sily silou tihovou. Tihové pole je konzervativni, jeho potencial
20(x) Jje soultem potencialu odstredive sily 4 (x) a gravitaZniho
potencidlu weo(X). Odtredivy potencial lze vyjadrit explicitnsg,
(M3.1), gravitaini potencial spliiuje Poissonovu rovnici (M2.5)

(2.4) V2 @0 = 4nG ©g
Pohyb kontinua u(x,t) je provazen zm&nou potencidlu; vyznamny je
Jen prirastek gravita¢niho potencidlu oy (x,t), spliujict op&t

Poissonovu rovnici (M3.18). Pohybova rovnice (2.3) pte jde
na (M3.21)

(2.5) 0o(02WOt? +2 O X OWOt +grad ey +grad grad &.w) = div T,
Okrajoveé podminky (M2.80) na (M3.32).

UvaZme SNREI. Rychlost rotace i rotaZni potencial jsou podle
Predpokladu nulove, tenzor pocatedniho napsti je izotropni. Pohy-
bova rovnice prirejde na (M4.9) a (M4d,10) a po zahrnuti linearni
elastické a izotropni reologie (M4.13) na (M4.17). 2 pésledﬁiho
tvaru (M4.17) 1lze, pri uvaZeni pouze radialnit zavislosti para-
metra modelu o,u,a, odvodit dva nezavisle systémy diferencialnich
rovnic. Prvni je tvoren jedinou diferencialni rovnici druhého 1a-
du (M4.23) pro radialni sloZku rotace vekﬁoru posunuti,
Wr (r,90,e,t)=(rot w,, druhy tremi diferencialnimi rovnicemi dru-—
h¢ho radu pro tri funkce w(r,©,e,t)=uU., O(r,©,o,t)=div u a pri-
Fastek potencialu e4(r,9,e,t). V druhém systému je, kKrome& rovnic

(M4.18), (M4.26) odvozenych od pohybove rovnice, zahrnuta



i Poissonova rovnice pro ey (M4.12),

- (2.6) V224 t+ 4nG div (oou) = O

Separace pohybové rovnice na dva systémy umoZiiuje odpovida-
jici separaci vlastnich kmitd. V modelu SNREI budeme oba typy
kmit® =zZnagit dvé&ma indexy, thlovym <&islem neboli [adem kmitu
1 a radialnim &islem nebo &islem ténu n. Harmenickeé oscilace, vy-
hovujic{ prvnimu systému, nazveme toroidalnimi kmity a oznalime
nTiL. Jsou charakterizovany nenulovou funkci wy a nulovymi hodno-
tami radialniho posunuti u a divergence vektoru poéunuti AL Sirt
se pouze pevnymi oblastmi s nenulovym modulem torze a nejsou pro-
vazeny zadnymi zm&nami hustoty Ce(r). Casovou zavislost sloZek
posunuti kmitu Ty, Jjak stoji{ vy%e, bereme harmonicky s frekvenci
nwip & Uthlovou zavislost volime popsanou sférickymi funkcemi
Yim(€,2), =1<m<l, viz (M4.35). K popisu radialni zavislosti stacli
jedinaA funkce W, (r). Drive uvedehych charakteristik toroidalnich
kmita 1lze vwvyuZit Kk odvozeni explicitniho vyjadreni sloZek u,v,w
vektoru u ve sférickych souttadnicich, u = ur + v + wa, (M3.26)

(2.7) u =0
V = oW () /sin® OY  m(©,2) /0 exXp(inw, t)
W = —nWi () OY m(©,2) /700 expl(inw, t).

Poznamenejme, 2e na rozdil od (M) zna&ime thlové Cislo
l a indexem n myslime radialni &islo, ve shod& s vé&tginou pracit
© Sté&pens viastnich modda. U ffekvence nWr a funkce W (r) vypisu-
Jeme oba indexy; pri pevném 1 je radialnf &islo kmitu n pravé da-
no frekvenci nwi a tvarem funkce Wi (r). A jesté, oproti (M) uzi-
vVame jednotlivych sférickych funkci Yim(©,o) misto jejich soultl
Su(9,m), viz (M4.34). Chceme  tak explicitng& vyznadit

(21+1) ~nasobnou degeneraci kmit@ s thlovym &islem 1, spojenou



praveé s radem harmonik m. Uvedli jsme, 2Ze kaZdy toroidalﬁi kmit
~Tv Je pln& urden frekvenci npw, a funkcti ,W,. Funkci ,W¥W, budeme
dale nazyvat vlastni funkci kmitu Ty, .
Diferencialni rovnice (M4.23) pro funkci w, se zjednoduXfi na
diferencialni rovnici (M4.37) pro nWi a substituci (M4.41)
(2.8 Vi = nWe, Yz = u(dnWi/dr = aW/T)
na soustavu dvou obylejnych diferencialnich rovnic prvniho stupnée

(M4.44) pro y;, Yz S parametrem pw ,

(2.9) dyy /7dr Vi /0 + Yo/ u

dysz 7dr

[u(l-13(1+2)/r2 - Co nwi %] ¥y1 — 3/I VY2z.
Na pevném rozhrani musivbyt vi(r) i yz2(r) spojité, na kapalném
a volném y; (r) libovolne, ale keweend a vz (r) nulové.

Soustava (2.9) je resitelna pouze itera&né&, napi. numerickym
integrovanim klasickou metodou Runge-Kutta Ctvrtéeho radu. Z prak-
tickych daGvodda se zajimame jen o toroidalni kmity, Siftici se
plastém a pozorovatelne na zemskem povrchu (ne tedy © pripustne
toroidalni KkKmity #irici se vnitrnim jadrem). Zvolime testovaci
.frekvenci W=y , pokud moZno blizkou pwy, a numericky integrujeme
od rozhrani{ plasgt-jadro, r=b, sm&rem K povrchu, plfesngji k roz-
hrani kara-ocean, I'=an-1=a-; Ppracujeme-li s modelem bez oceanu,
je a-=a a integrujeme a2 do r=axy=a. Volime polatedni hodnoty na
CMB y; (b)=1, y2(b)=0 a usilujeme o to, vyhovét okrajoveé podmince
na povrchu, yz(a-)=0, tzv. sekularni rovnici. K tomu uZijeme
varia¢ni princip (M7.11); neni-1i pro frekvenci w; spln&na seku-
larn{ rovnice, najdeme lep%i odhad frekvence w, z rovnic (M8.7),
(M3.8). PoloZime novée wy=w, a postup opakujeme aZ po dosaZeni

Zvolene presnosti.

Sféroidalnimi kmity nazyvame oscilace, jejichZ radialni



slozka posunuti u a divergence A=div u vyhovuji druhému systéemu
‘diferencialnich rovnic, separovanému 2z pohybove rovnice. Znaiime
je, analogicky jako toroidalni, pS.. Sirf se viemi oblastmi spolu
se zm&nami radialni hustoty oOp(rj), Jjsou provazeny nenulovym ptii-
rastkem gravita&niho potencialu-éi(r,e,z,t). Z2 poZadavku w, = 0
se snadno odvodi explicitnf vyjaditeni sloZek u,v,w vektoru

posunuti, viz (Md.50)

(2.10) u = pah(r) Yim(©,8) exp(inw t)
V = oV () OY L m(©,2)/00 expl(inw t)
W = AV (M) /Singe OYL m(©,e) /0 exp(inw, t)

Radialni =zavislost posunuti je tedy popsana dvé&ma viastnimi
funkcemi UL ('), nVi (r). Je nutné jefté& volit rozklad potencialu
@43 pifeme op&t ve shod& s dale citovanou literaturou {(jinak ne2
(M4d.51))
(2.11) @4 = n@11L () Yim(E,@) explinw t)
Systeém rovnic (M4.12), (M2.18) a (M2.26) pro u, A a o4 se
zjednodusi na systém (M4.54)-(M2.56) a substituci (Mz.65)

(2.12) vy1 = [U,, ye

(A+2u) dpUp/dr + Al2U /r=1(1+1) VL /T],

]

Y2 = nVi, ya u{dnVi/dr — nVL/T + qUL/r),

VS = aA311 » v6 dr@i7/dr + (1+1)p@g /0 + 4nGOonUy

na soustavu gesti obyZejnych diferencialnich rovnic prvniho stup-
né pro funkce VYi,...,Ys S parametrem pw,, viz (M4d.69). V kapal-
nych oblastech je u=0, y4=0 a soustava rovnic (M4.69) prejde na
Soustavu ¢ty rovnic (M4.71) pPro yi,¥z,¥s @& Yg, funkce ys je vy-
Jadrena explicitn&. Poznamenejme, Ze u posledniho &lenu &tvrte
Fovnice systému (M4.69) ma spravné stat kladné znaménko, tj.
(+ So/r ys).

Podminky na rozhranich zni: v#echny ¥y musf byt konelné

vV pocatku, spojite na pevnych rozhranich, na kapalnych



y1,Y¥2>¥5,Ys Spojiteé, ya s 1ibovoln?m skokem, y4=0> a na volném
rozhrani ¥yz=y4=Ys=0.

Proces numerického reseni soustavy (M4.69) je komplikovanéj-—
1, nez v pripadé toroidalnich kmita. PoZitaji se ti*i nezavisla
regeni Yig4,YizYias i=1,..,6, soustavy v pevnych oblastech, Ko-
nedna v polatku, a dvé refeni ¥Yii1,Yiz, i=1,2,3,5,6 v kapalnych
oblastech. Tato regfeni je tieba na vnitrnich rozhranich navazovat
takovym zpasobem, aby néjaka jejich linearni kombinace jednak
splifovala podminky na vnittnich rozhranich a Jjednak co nejleéepe
vyhovéla sekularni rovnici, odpovidajici podmince na volném roz-
hrani. Sekularni rovnice pozZaduje, aby Jjisty determinant z hodnot
vis (&), i=2,4,6, j=1,2,3, byl roven nule, tj. aby n&jaka linearni
kombinace partikularnich refeni m&la nulové s1loZKky yz(a), ¥4(a)
a vye(a). V pripadé® modelt SNREI s oceanem na povrchu (PREM) je
v4(a) =0 podle definice a sekularni rovnice zni

(2.13) Dg(w, 1) = yz1 (a) ¥zz2(3) I = QO ,
Vo1 (&) VYez(a) |

v prripad® modelt bez oceanu viz (M8.21).

Vvolime op&t testovaci frekvenci wy, a integrujeme od n&jake
sféry blizko podatku smé&rem k povrchu. Podatedni hodnoty volime
Pro mensf{ uthlova <isla ve shod& s (M8.40), pro vétsi integrujeme
po&inaje sférou vzdalen&js¥i polatku a poZatedni hodnoty bereme
podle (MS.35) a (M8.38); prvni zptsob totiz vede ke komplikacim
Pri reseni na po&itagdi. Na rozhranich vnitrni jadro - vn&jsi
jadro, CMB a kfOra - ocean navazujeme podle (M8.28)-(M8.30).
Koeficienty linearni Kkombinace funkci yi; na povrchu volime bud
Yoz (a),-Yesq (a) nNebo yz4(a),-yzz2(a), tedy tak, abychom vyvhoveli
(2.13). s ohledem na numerickou stabilitu iterac{ volime tu
dvojici koeficientd, pro kterou je opravéna‘frekvence Wy Ppodle
(M2.31), (M3.32) bliZ%e k frekvenci w,. PoloZime w,=we a maZeme



» jet” znovu.

Doplnime jeste (M), pokud jde o vypolet radialnich moédda
~So. S nimi spojené slozky vektoru posunuti a pridavny potencial
1ze podle (2.10) a (2.11) poloZit rovny

(2.14) u

nUo(r) exp(ipwot)

v=w=20

wl= n@10(r) expl(ipwot)
Systém rovnic (M4.69) se zjednodufi na systém dvou rovnic
(M4.78) pPro vy ,vyz

(2.15) dys/7dr

=22/ (A+2L) v /T + va2/(A+2L)

dyz/dr [-Co nWo?%2 — 40080/ + QU(BA+2U)/((A+2)T2)] Yy
- Au/(A+2U) y2/T ,
rovnici (M4.79) pro vyvs
(2.16) dys/dr = —-4nG To Yi
a rovnice y3=0, Y4=Uuy1/rI', YVs=¥ys/I'. Funkce y;,yz a ¥ys musi byt
spojité na pevnych a kapalnych rozhranich, yz2=0 a ys=0 na volnem
rozhranit.
Podle (M2.48) lze vybrat polatelni hodnoty yy (r)=r,
Y2 (r)=3A +2u. Oviem funkce y; (), vz(r), spo&teng pak z (2.15),
samotné nestadi k ur&eni frekvenéni opravy wy, podle (M2.50), je
vyZzadovana je&teé hodnota pitidavného potencidlu ys(a). K refeni
(2.16) potrebujeme op&t né&jakou poZatedni hodnotu, tentokrat
Ys(r). Tu nabizi vztah (M5.48),
(2.17) Vs(r) = Bs 12 = -27G Cg I'2
Na tomto mist& vznika spor. Funkce y;3 (r) kmitu gSo Jje totiZz
V celém defini&nim intervalu kladna, tedy ys(r) podle (2.16) kKle-
Sajici. ResSeni v potatku je podle (2.17) ys(0) = 0, okrajova

Podminka Zada ys(a) = ays(a) = O také., Co s tim?



Polate&ni hodnoty (2.17) Jjsou specialnim piripadem (M6.40),
kde jsou popsana tti nezavisla posatedni refeni pro sféroidalni
kmity. Resent (2.17) je podle (M6.44) tretim z nich; prvni regent
klade yy=®r-1, singularni posunutf{ v podatku, a druhé, y;=y2=0,
vs®l a ye®1l/T, dava v poclatku singularni ¥yes. OvEem rovnice pro
»fyzikalné& zajimava” y;,¥z a ys, (2.18) a (2.16), lze fe$i£ neza-
visle na yYs, Singularita ys v ni&em neprekazi. Vysledek je sice
prosty, ¥i1=¥2=0 a ys=konst viude, ale nas problém posunutim star-
tovaci hodnoty ys z nuly uspésng resi.

K (2.17), resp. (M6.48) tedy dodavame:

(2.18) ys(r) = As + Bs 2
Radialni Kkmity mohou ovliviiovat velikost potencidlu woo(0)

v pogatku.

Z.3. Viastni kRmity modelu FPREM

K vypoltu frekvenci $Sté&penych viastnich kmitd je nezbytna
kompletni znalost degenerovanych kmitd SNREI, jejich frekvenci
i viastnich funkci. Budeme proto numericky realizovat algoritmus,
popsany v pitedchozi ¢asti. V (M) je vypolet frekvenci SHREI pro-
veden pro model 1066A (Gilbert, Dziewonski 1975), my budeme poli-
tat s dnes preferovan&jsim PREMem.

Model PREM je popséan hustotou a rychlostmi objemovych vin,
PO Zastech ve tvaru polynomd nejvyse tietiho stupn& v promé&nné X,
Normalizovaném polomé&ru vx=r/a, a=6371 km. Vrstva PREMu mezi
hloubkami 24.4 km a 290 km je anizotropni, jsou oviem dany
i efektivnt izotropni rychlosti. Shoda PREMu s realitou je potom
Ponékud mensi, pro nage uZely viak potrebujeme model izotropni.
Tabulka koeficientt hustoty a rychlosti je dopln&na je%t& o fak-

tory utlumu Qu, Qx, po &Castech konstantami. Rychlosti PREMu jsou



chapany frekven&n& zavisleé, jsou tabelovany na referen&ni periods

1 s. Pro priepolet rychlosti na jiné periody slouz2i pravé faktory

Qu,Qk; Jje doporugeno pouZivat disperznich relaci podle Kanamori,

aAnderson (1977)

(2.19) vs(T) vae(1l) (1-1InT/w . 1/7Qu)

ve (T)

vp(l) {1-1InTr/sm [(1-4/3 (ve(L)/vp(1))2) . 1/Qx +
+ 4/3 (ve(1)/ve(1))2 . 1/Qul}

Soufasti Dziewonski, Anderson (1981) je mj. i tabulka period
vlastnich médd; obsahuje registrované periody a periody vylislené
pro anizotropni 1 izotropni PREM. Né&ktere kmity jsou vynechany.
Uvadime proto v tab.2.1 aZ 2.6 souvisly soubor periocd a frekvenci
vlastnich méda izotropniho PREMu z nizkofrekvenZni <asti spektra.

V pripad® sféroidalnich kmitd je v tab.2.7 uveden relativni
prisp&vek kineticke energie z wvnitniho a vneéjsiho jadra
a plaste. Poznamene jme, Ze Kinetickou energii‘(jednoho cykluw)
Kmitu v radialng symetrickeé oblasti, ai<r<ayx, myslime integral

wk
(2.20) Tkin = [ oo u.u 4dv = o [UZ2+1(1+1)(V2+W2)] r2dr
J ayd

Obraz rozlozeni kinetické energie vliastnich kmitad v Zemi slouzi
k dokresleni toho, prog vysokofrekvenéni.mody nazyvame n&kdy médy
Plastovymi; amplitudy posunuti i kineticke energie jake funkce
r se posouvaji, spolu s rdastem frekvence, do plasté a k.povrchu
Zem&. Striktn& vzato, toto tvrzen{ plati{ jen pro zakladni tony.
Jak je z tab.2.7 patrne, kineticka energie leckterych vyEsich
sféroidalnich tond maZe byt tireba i vice neZz z 90% soustliedéna do
vniti'nfiho . jadra. T&Zko oviem mdZeme olekavat, Ze takové kmity
budou ve spektru Zem& né&kdy identifikovany.

Kvalitativng jina Jje situace pro radialni kmity. V jejich

Pripade se prr‘i rostoucim n take kumuluje kinetick& energie ve



vnitrnim jadre, oviem *rozumné”, Je zrejﬁé, Ze radialni médy
nesou i pro pozorovatele na povrchu zifetelnou informaci © hlubo-
kych partiich. Ta sehrala svou Utlochu jako jeden 2z dtkazQ
»pevhnosti”, tJ. nenulového modulu torze 4y, vnitrniho jadra
(Dziewonski, Gilbert 1972).
Prab&h =zavislosti vlastnich funkci na polom&ru r je pro
neékteré toroidalni, radialni i sféroidalni kmity vynesen na

obr.z2.1 az 2.5.

2.4. Klasifikace vlastnich kmita radidglnim a vhlovym &islem

Systémy diferencialnich rovnic pro toroidéalni, resp. sfé-
roidalni kmity (M4.44), resp. (M4.69) a podminky na rozhrani spl-
riuje pri pevném thlovem Cisle 1 (explicitng vystupujicim v rovni-
cich}) nekoneZ&n& mnoho frekvenci npwy a prislusnych vlastnich
funkci, indexovanych rtznymi radialnimi <&isly n. Nabizi{ se otaz-
ka, Jjaké radialni <&islo priradit toroidalnimu &i sféroidalnimu
kmitu s thlovym Cislem 1, zname-1li jen jeho frekvenci w a prabé&h
vlastnich funkeci W{(r) &i uU(rj), v(r).

véc je jednoduchA pro toroidéalni mody. V. jejich plfipad#
totiZ &islo toénu udava podet nulovych bodd funkce W(r) v inter-
valu <bja>. To dokumentuje obr.2.1. Stejny vyvznam ma <islco tonu
i pro radialni kmity a vlastni funkci U(r), viz obr.2.2. Plat{
tedy rovnost mezi radiadlnim ¢islem a po&tem (kulovych) uzlovych
Ploch uvniti Zem&, a to pro toroidalni a radialni kmity.

Pro sféroidalni kmity toto tvrzeni neni pravdive, i kdyz
byva nékdy uvad&no. V&c komplikuje, Ze zde vystupuji dvé vlastni
funkce U(r) a V(r), navic druhd z nich, vyjadrujici radialni
Zavislost horizontalniho posunuti, ma povolenou nespojitost na

kKapalnych rozhranich. Neni patrna zadna prima souvislost mezi



radialnim <islem a podtem nulovych boda viastnich funkci, viz
obr.2.3 a 2.5. Vraci se znova otazka, jak se tedy prirazuje radi-
~alni <islo sféroidalnimu  kmitu. Ze v&c neni zcela trivialni,
o tom sv&d&i napir-. oznaceni{ kmitu s n=1 a periodou asi 1058 s
jako 2S84 v Dahlen (1968), Dziewonski, Gilbert (1972) a jako 354
v Luh (1974) nebo v PREMu (1981). Takovych »d&r” je v Dziewonski,
Gilbert (1972) vice, napre. 252.,652,353,7253,354.854, a vSechny
jsou spojené s posunutim vysg€ich tond o jednu” sm&rem dold,

Vysvétleni je nasnadé®; praxe je toti2 takova, Ze se vypodtou
teoreticka spektra SNREI pro jednotliva thlova &isla 1 a v kazdéem
se tony po radeé olisluji. MaZe se stat, Z2e né&jaka teoreticky
moZna frekvence - moZna i umysln& - »proklouzne”. Jina kontrola
spravnosti radialniho &isla neni, vynechani mOdu se plrenese i na
Cislovani vEech vyssich moda.

Pro vypoclet spektra kmitd s pevnvm 1 lze s vyhodou uzit
sekularni rovnice (2.13), resp. (M2.21). Nulovée hodnoty determi-
nantu Dg(w; 1) Jjako funkce frekvence w totiZ odpovidaii plfipustnym
frekvencim vlastnich kmitd pouZitého modelu. Pro 1=0,1,2,2,4 jisme
tyto determinanty sestrojili; Jjsou vyneseny na obr.2.6 a% 2.10.
Je z nich patrny pdvod nejasnosti kolem kmitu 5S;; nulova hodnota
determinantu Dg(w; 1) piti frekvenci f=w/(2n)=5.28 uHz (perioda asi
52.6 hod), odpovidajici kmitu (pro praxi samozrejm& bezvyznam-
nemu) ¢Sy, Jje nedekana (ostatn® i na nagem obrazku nezitetelna)
a mohla snadno uniknout.

Praveé relené¢ tedy napovida, Ze primarni dlohu pri identifi-
kaci (prisouzenfi n a 1) vlastnfiho kmitu ve spektru realné Zems

hraje srovnavani s vypo&ty z apriornich modeld.



2.5. Souvislost viastnich Rmitu a seismickych vin

Ukazeme zajimavou moZnost dudlni interpretace vlastnich kmi-
ta Zem®& jako seismickych objemovych vin (Dziewonski, Gilbert
1972) . Exaktni reprezentace seismickych vin superpozici vliastnich
kmita je oviem mnohem komplikovangjsi.

\% _tab.2.7 jsme uvedli pom&rné hodnoty kinetické energie
vliastnich kmit@ a jejich rozdéleni do vnitrniho a vnéjsiho jadra
a plast&. S kazdym vlastnim kmitem je prirozen& spojena i jista
potencialni energie, kteroﬁ lze rozdé&lit na &ast, svazanou se
zm&nami gravitaZneho pele, a na <&asti, odpovidajici objemovym
z@Enam (typ P) a striznym posuntm (typ S), viz Dziewonski, Gil-
bert (1972), i (M, str. 167) . Nabfizi se pifitom ?energeticka”
interpretace vlastnich kmitgQ; kmit s pfrevaZzujici energii tyvpu
P v oblasﬁi (plast, vnejgi nebo vnitrni jadro) odpovida objemove
P-vlng, &£ir{ici se oblasti, kmit s v&tsi energif{ +typu S odpovida
S-vling. Gravitadni cast potencialni energie do uvah nezahrnujeme;
pri konkreétnich vypodtech nepresahuje aZ na vyjimky 10% celkove
potencialni energie.

Dziewonski a Gilbert provedli vypolet pro né&kolik desitek
kmitd a tabelovali vysledky v (1972). Metoda interpretuje napf.
kmity 453, 554> 457 jake viny PcS (v plasti energie typu
Pis, v jadre tem&r nic), kmity 4S5S4, s5S2z, s5S3 jake SKS (Zast
energie typu S v plasti, ¢ast ve vnéjsim jadre). Pozoruhodné jsou
kmity 3S31, Si1i, 8S1i @ 11S1. Ty nabyvaji zlretelnych hodnot
(1-11%) energie typu P ve vnitrnim jadre; odpovidaj{i vlnam PKIKP.
Kmit ¢S, obsahuje energie typu S ve vnitfnim jadie dokonce 14%
Z celkové potencialni energie, 1lze jej tedy, v ramci této

interpretace, povaZovat za vlnu PKJKP.



Prakticky vyznam naznacené metody spo&iva v ziskani informa-
ce © ”kvalit&” médu v jednotlivyéh oblastech v 2Zemi. Takova in-
- formace maZe byt s vyhodou pouZita k opravé modelu prri eventualni
neshodé m&renych a vypod&tenvch frekvenci néjakeée skupiny kmitd.
Timto zpGsobem byly na konci fedesatych let definitivné& vyvraceny
modely Zem& s celokapalnym jadrem, ktefe nevvhovovaly prave frek-

vencim vyie uvedenvch ekvivalentd” wvin PKIKP a PKJKP.
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radialnich kmitda,
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Xx—-0sa polom&r r, y—-osa normovana U(r) [km]
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3. VLASTNI KMITY MODELU LHREI — TEORIE

V dalsich odstavcich budeme definovat modely LHREI a nazna-
éime vypodet frekvenci vlastnich kmitl t&chto modeld. Budeme se
zabyvat vlivem jednotlivych typa odchylek od sférické symetrie,
specialné rotace a s ni spojené elipticity, lateradlnich hetero-
genit elastickych parametrda a hustoty, na tvar multipletd ve
spektru LHREI.

Vv této kapitole budeme sledovat Dahlenovy prace (1968,

1974, 1976a, 1976b} a &lanek Woodhouse a Dahlena (1978).

3.1. bPefinice modelu LHREI

Modelem LHREI myslime model Vv <ase neménny, lateraln& hete-
rogenni, rotujici, elasticky a jzotropni. Odvozujeme jej od pre-
dem zvoleného modelu SNREI, definovaného tiremi funkcemi polomeéru
Co(r),u(r),=(r) a N polom&ry kulovych ploch nespojitosti funkci,
a4 faz<. .. =an=a. Trojici hustota—-modul torze-modul nestladitel-
nosti Co,id,= jsme vybrali ve shod®& s Dahlenem; prepolty podle
vzorce a=)\+2/3u jsou triviadlni,

Predpokladejme nepitilis rychlou konstantnt rotaci kolem
po&atku souradnic. Model LHREI pak definujeme zadanim vektorda
rychlosti rotace €, funkci Go(r),u(r) a =(r) a neprotinajicich se
ploch nespojitosti Thooe - s INTZ, popsanych funkcemi h,(e;o) pro-—
stirrednictvim vztahs

(3.1) r = a; + hy(e,2), j=1,...,N
Funkce Co(r),u(r) a =(r) rozlozime na radialni ¢asti a lateralné

nehomogenni perturbace, male ve srovnani s &astmi radialnimi,



(3.2) Co(r) = Cp(r) + &co(r)

ITENG o) @ (r) + su (r)

2 (r) 2 (r) + sz (r)

Bez ujmy na obecnosti lze predpokladat

(3.3) [ h; () dQ

0 Pro r=a4,...58a8n,
o oJ ’

j SCo(r, ) 4dN I Su(r,Q) 4do = [ Sz(r,N) d = 0 pro r=a

Zde j:me pouzili & k oznacent prostgrgvého thlu (€,2) 1) . Podmi-
nek (3.3) lze uzit i v opad&ném smé&ru; pri jejich platnosti lzé
integfovanim funkci go(r),u(r),=(r) modelu LHREI prlres prostorovy
thel O najit radialni funkce oOp(r),u(r),z(r). Kazdému modelu
LHREI je tak moZné priradit pravé jeden model SNREI, tzv.
nejblizs{ model SNREI.

Model LHREI neni selfkonzistentni. Lateralni heterogénity
hustoty a elastickych parametr@ jsou totiz v Zemi svézany s nenu-
lovym smykovym napétim. Deviator tenzoru predp#&ti, vyjadrujicit
praveé pritomnost takovych nap&ti, a s nim souvisejici anizotropie
v&ak nejsou v izotropnim LHREI =zahrnuty. Neni to principialni
potiz; moZneé zobecn&ni (dale “obecny model Zem&”), zahrnujici
smykova napé&tf{ i anizotropii, popsali Woodhouse a Dahlen (1978).
Zasadnim problémem je ovEem dnesni takirka nulova znalost ani-
zotropnich vlastnosti realne Zem&, zvlasté ve vé&tfich hloubkach.
Model LHREI tak zOstava stale Jjenom krokem, i kdyZ v soucasnosti
jednim z poslednich, na cest& ke komplexnimu popisu Zemé.

Pro dal%i Aasti je libovale ve tvaru ploch nespojitosti DI

Jj=1,...,N, prrilis obecnou volbou. Dahlen (1974) navrhnul, za

1D Velke O pouZivame v dvojim vyznamu -~ jakoe uhlovou rychlost
rotace modélu; presngji jeji velikost, «a alternctivnég jako
prostorovy thel. K zaméné nemuZe dojit.



prredpokladu h; (©,@)«Ka; , plfedefinovani funkci Co(r),u(r),z=(r) tak,
aby jejich body nespojitosti leZely na plochach nespeojitosti
funkci~oo(r),u(r),a(r). Jeho_postup je ekvivalentni nahradé& topo-
grafii plosnymi hustotami; o tomto prechodu se zminime podrobné&ji
v kapitole 4.1.

Topografii a perturbace hustoty &oo(r) a elastickych para-
metrad &su(r), &z(r) je zvykem vyjadftovat ve tvaru harmonickych

rozvojt, v dasledku (3.3) ve tvaru sum po&inaje stupném 1,

LY s
(3.4) h; (€,13) = Z 2 (hydst Yst (©,2)
s=1 t=-s
SCo (r') = I &0st Ysi (6,8)
s=4 t
sy (r) = S Sust Yst (©,9)
s=41 L

Sz (') = I 62y Yer (€,@) 5
s=1 t
pripomefime, Ze Ysi (©,@) jsou sférické funkce, zavedeneé podle
(Ma&.35).

Je znamo, Ze elipticita realné Zem& je velmi blizka elipti-
cit® konstantne rotujiciho t&lesa v hydrostatické rovnovaze. Tato
okolnost vede k obvykleému rozkladu perturbaci (3.4) na dvé
skupiny.

Za prveée, tzv. elipsoidalni, hydrostatické perturbace Jjsou
svazany praveé s konstantni rotact modelu SNREI pifi zachovani
hydrostatické rovnovahy. Tyto perturbace lze jednoznadn& urcit,
uzijeme—-li vysledkal Clairautovy hydrostaticke teorie (Jeffreys
1970). Ta umoziiuje vypodist prob&h hydrostatické elipticity €(r)
ploch konstantni hustoty OCe(rj) se stirednim polom&rem r (viz
Pozn.). Ozna&ime-1i elipsoidalni perturbace indexem <, mtzeme

citovat, Ze



(3.5) hye (©) =-4/3 y(n/5) a; €(a;) Yz20(6,2)

50p° (r,©) = 4/3 J(n/5) r €(r) doo/dr Yz20(6,9)
Sue(r,0) = 4s3 (n/5) r €(r) du/dr Yzo(©,o)
Sz (r,0) = 4/3 {(n/5) r €(r) dz/dr Yz0(9,2)

Elipsoidalni perturbace pfispivaji tedy jenom ke <lenu
»dva-nula” rozkladu perturbaci (3.4).

Druhou, pro oko geofyzika zajimavéjsi skupinu perturbaci
nazyvame lateralnimi heterogenitami. Chéapeme tedy lateralnt hete-
rogenity hustoty &oceh(r) a elastickych parametra suh(r),szh(r)
jako perturbace na rotujici, &ist& hydrostaticke, elipsoidalni
konfiguraci.

Zopakujme nakonec uplny tvar rozkladu definicnich funkct
modelu LHREI. V rozkladu

(3.6) m(r;) = mo(r) + &me(r;Q;hy) + dmh(r;h;)
zna&i kazdy ¢len trojici hustota-modul torze—modul nestladitel-
nosti; na levé strané stoji kompletni vyjadreni modelu LHREI, na
prave strang& postupné& vyrazy pro nejblizsi model SNREI,

perturbace vlivem rotace a lateralni heterogenity.

Pozn. Rovnice, odvozena Clairautem roku 1742, pro elipticitu
e(r) ekvipotencialni{ (a =zarovefi ”ekvihustotni”) plochy pAS
sféroidu, rotujiciho piti zachovani hydrostatickée ranbvahy,
znt

dze/drz + 60/(0gr) de€/dr - 6/r2 (1-0/0g) € = 0 ,
kde r je stredni polom&r plochy Zgr, o(I') odpovidajici

hustota a os stiedni hustota sféroidu s hranict et -



3.2. Rayleighiv variadini princip

V nasledujici Zasti uvedeme lagrangian obecného modelu Zemé
a pouzijeme jej, s pomoci Rayleighova varia&nfiho principu, k zis-
kani integralnfiho vyjadreni pro frekvence rozit&peneho multi-
pletu. Budeme uvaZovat jen izolované multiplety, tzn. omezime se
na pripad, kdy kaZdy kmit LHREI je odvozen pravé od jednocho kmitu
SNREI. Teorie spiraZeni{ vlastnich kmitd je prirozené& naron& jsi.

Pro obecny model Zem& lze zavést lagrangian (viz kap.3.1)
L{(w,u,m4) jako soulet objemového a ploiného integra;u

(3.7) L(w,u,@4) = J L{yi¥L,3) dV +J [(M(yL,Yis3) 1% dZ
kde funkcemi y, i=1,Y..,8 zkraceng znacZime slozky posunuti u,
i=1,2,3, v kartézské bazi X, prirtastek potencialu w4 a jejich
komplexn& sdruzeneé prot&jsky u* a @4 %*. Obvyklym zpOGsobem znalime
derivace, f,5 =% .V, g5 =X . We, V%=V -n(n .9,
a znamenim [.]* velikost skoku velidiny na pldSe . Explicitni
tvar objemové hustoty lagrangianu L(yi,.¥Yi,s ) Jje

(3.8) L = Co (~w2U Wi * + 2iWe€ kMU Ux* + Ui@g, ¥ + Ui ¥@y., ¢ +

+ Ui U; *80,135) + (4rG)~1@y, (@1, 1 * + Nt U, k*

Plognou hustotu M(yi ,»¥is4) nebudeme ted ani pozdé&ji vypisovat,
neovlivni totiZ nijak zkoumany piisp&vek objemovych hustot ke
steépeni vlastnich moda. Pro uplnost, O Jje sloZka vektoru
rychlosti rotace, &, je tihovy potencial (viz text pred rovnici
(2.4)) alAisxi, obecn& viz (M2.34, M2.35), spojuje prirastek
tenzoru napéti s gradientem posunuti.

RayleighQv variadni princip zprostredkovava - VvV nagsem pii-
padé - ekvivalenci mezi lagrangianem L(w,u,e41), pohybovymi rovni-
cemi a podminkami na rozhranich. MaZzeme jej formulovat nasledu-
jicim zpasobem; lagrangian L(w,u,es) je stacionarni pfii virtual-

nim posunuti &u, Sey pPravé tehdy, jsou-li u, o4 Vvlastni funkce



a w thlova frekvence vlastniho kmitu. Variace integrala v (3.7)

vzhledem X Vi, Vi, s '

a

(3.9) 6L = {(OL/OY L )SYL + (OL/8yi, s)8Yi,3 )} dV +ZJ [...1x 42 =
VJ

= {(OL/OyL) — (OL/OYL,3),3) &y dV -

VJ

—ZJ (n; (OL/76Y,,;)SyL + ...1%x d&

vede totiZz bezprostredn& k integralam, v nichZz pod integralnim
znamenim stoji pohybové rovnice (2.5), (2.6) a okrajove podminky
(M3.32). PoZadavek stacionarity L(w,u,e;) tedy implikuje pochyboveée
rovnice a podminky na rozhrani a naopak.

Lagrangian L(w,u,es) Jje kvadratickym funkcicnalem u a o3.
Nic nebrani libovolnému zmen&ovani absolutni velikosti funkel u,.
24 a spdlu s nimi i L(w,u,@9). Je zirtejmeé (a d@lezite), Ze
stacionarni hodnotou L(w,u,esy) je nula.

Lagrangian L(w,u,esy) Jje ovSem i funkci parametrt nmodelu pi o,
i=1,....0pars P. = O, Co» ®o.is» Nisxy ad. Vyznagme jejich v1iv
zapisem L(w,u,es ,M). Omezme se pro chvili na singlet o frekvenci

w a zahriime ji mezi parametry p.. Pak lze (3.7) zapsat poc novem

(3.10) L(w,u,oy ,M) = [ L{YL sYi, 5P YAV +ZJ [M(Ye,Yis3 P )12 d& .
J

Uvazme nyni, se zretelem.na prechod od SNREI k LHREI, male

perturbace &M modelu M. Ty s sebou nesou prirozen& i zmé&nu frek-

vence Sw a vlastnich funkci &u, Swy singletu. Lagrangian modelu

nabude tvaru L(w+éw,u+du,oy +82; ,M+SM). Je ovsem, podle predcho-

ziho odstavce, L(w,U,s3 ,M) = L(w+bw,ut+du,oy +6o4 ,M+t6M) = 0, a tedy

take variace vzhledem K yi, Yi,4 1 P



(3.11) 6L = 0 = j {(OL/OyL)6y1+(OL/OyL,J)6yt,5+(OL/OPL)6PL} dv +

v
+zj {...1% dx .

Prvni dva <&leny Z objemového integralu vymiz{i Vv dasledku
pcohybovych rovnic, podobné& jako nektere &leny 2z plosného

integralu v dasledku podminek na rozhrani. My - stale se zi‘etelem

na na¥ LHREI - se spokojime S poslednim <lenem ob jemoveho
integralu
(3.12) (6L/76pL) Opy dV = O = I {((OL/6W) Sw + (6L/0Mw ) Ssu +
vJ Vv

+ (&L/OCo) &0Co + (OL/0F0, 1 35) SPo, i3 +
+ orroNisx)y ALy av

a rozepiseme ho v plné krase

(3.13) Sw l { 2w O W Wi * — 21 Co Siskx QL UsUx* > dv =
v

= [ { aiwobetjk6ﬂtujuk* + S0 (~w2u Ui * + U U;*®o, 1y *+
v

+ Ugwg, 1 * t Ui *og, 1) T CoU;, U; *¥6%g, 15+ SNyjxrus, iU, x* ) dv.

Rovnice (3.13) svazuje frekven&ni perturbaci &w singletu
s vyrazy, sloZenymi z neperturbovanych vlastnich funkci U, g

a perturbaci parametra modelu &0, 0o, %o 2 6/\.

32.3. Perturbadni matice a vypocet frervenci multipletu pré LHREI

Pro specialni pripad, kdy neperturbovanym modelem je SNREI,
ukazeme cestu od rovnice (3.13) k perturba&ni matici, ktera resi
problém rozsté&peni degenerovaneho multipletu LHREI. vypiseme tu
cast matice, ktera zahrnuje vl1iv rotace, elipticity a lateralnich
nehomogenit elastickych parametra, hustoty a gravitaZntiho
potencidlu.

Shriime potiebna vyjadreni a rovnice. Pro SNREI je rychlost



rotace i rota&ni potencial & = 0O, ﬂ-= 0, hustota Co(r) = co(rj,

tihovy potencial &o(r) = @o(rl) a tenzor
Aiskr = Ciikt - Po (Sisbxi—6u185x), kde Gyt J€ »Hookelv
tenzor”, Cisxv = (-2/3 U Sy S + #(6Lk611_+5‘_1,§j]<), U, elastic-

k& moduly a po tlak. Perturbace LHREI 1lze psat & = Q,
S% (F) = 4(r), 6To(r), 6F(r) = Swa(r) + Y (r)
a 5/\th\. = &Cisixt — SPo (Si;iSkiL~Si18ix)>
SCLixr = (Sz — 2/3 8u) S8k + Su (S xSs1+S 185k -
Rovnice rovnovahy a Poissonova rovnice nabudou v SNREI tvaru
(3.14) O Po + CoBo = 0 , kde g0 = Or @0 >
Or Lo + 2g80/r = 4nGCo

a v LHREI po upravé pro perturbace

(2.15) 8080l + To V(820 +’\t) = — ¢ &Spo

V2o = anG &Co

Nechame ted stranou rotaci (polozime © = O, "t = O i v LHREI)
a budeme se <zabyvat jen jateralnimi nehomogenitami hustoty.

Rovnici (3.13) pfepiseme na invariantni tvar,

vJ Vv
+ (4G Co — 280/r) UrUr* + U. Ve * + u*. 9oyl +

(2.16) 2w dSw Co U.uw* dv = w2 ‘[{ ST [—w2Z2 u.u* +

+ Co U . YU6S . Uu* +

+ [z V.u V.u* + 26y I™*:T' - Spo (V.u V.u* - (RuU*)T:Vuw) ]} dv.

Pouzili jsme (3.14), nové jsme zavedli tenzor r = %vut(vw)T -
- 1/3 (V.uw) I a zkratili I'*:I’ = I ;* T

V dalsim budeme u, o3 chapat uz jako vlastni funkce degene-—
rovaného multipletu. Prakticky to znamena; ze je budeme vyjadro-

vat jako kombinaci bazovych funkci Um, @1m>



(3.17) U = 3 am Um > u* = I bm*um¥* ,
m’ m
01 = 2 am’ 01 m zj_ * = Z bm*zi m* ..
m” m e

Funkce Uy, 21m Vybereme pro toroidalni médy ve shodé s (2.7),
(3.18) Um = nW [ "L XVi¥Yim ]
D4 = o

a pro sféroidalni médy podle (2.10), (2.11)

(2.19) Un = nliYimD + nViL VaiYim
Pim = n@1L Yim 3
symbolem Vg4 budeme znadit horizontalni Sast gradientu ve
sférickych souttadnicich, V=ro + 1/1r Vs,
Vi = © /66 + 1/5in®© vd /Oa. Indexy vlastnich funkct nos

v hebudeme pro lepfi ¢itelnost vypisovat.

Funkce (3.17) ted dosadime do (3.16);

m’ m vd m’ m
vyraz 2w Hmm- odpovida prave strané& (3.16), nahradime-1i
u bdzovou funkci Wy a u¥ funkci up*. Volime-1i normovaci

podminku ve tvaru

(3.21) [ Co Um' .Un* AV = N Som N =1,
vJ
rovnice (3.20) se zredukuje na
(3.22) 2w T bp* (Z Hom @8m - Sw apm) = O
m m’
Konstanty bnp*.byly vybrany libovoelng, tedy
m
Matici Hmpm- nazveme perturba&ni matici. 2 (2.23) plyne, Ze per-
turbace dw frekvenci vlastnich kmit jsou vlastnimi &isly pertur-—
batnf matice Hmm* & koeficienty am rozkladu vlastnich funkci u do

bazovych funkct jsou sloZkami pirislusnych vlastnich vektora.

Zbyva ukazat, kdy funkce (3.18), (3.19) splnujti (3.21), a
rozepsat invariantnf{ vyjadreni Hmm » tj. dosadit do prave strany

_35_



(3.16) harmonicke rozvoje perturbaci (3.4), bazove funkce (3.18),
(3.19), piipravit si spoustu papiru a upravovat. My zde dopo&teme
jen n&ktere %leny. Predevsim viak chceme uveést ctyri integraly
sfeérickych funkci, jejichZz znalost je pfi vypo&ttech nezbytna.

To ud&lame hned. Pouzijeme K tomu harmonicky rozvoj soulinu
gradienta »ypsilonek”

(2.24) YiYiaem - VaYizmz =

OYLimi/Oe OYL2mz2/ 0O + 1/sin?© BYy 4 m1 /0@ 6Y,2mz2/08 =

o B [1g (lg+1)+12(12+1)-1(1+1)] Q@ M amir2mz Yim >
m
kde Q M gmir2mz = v [(21y+1)(2lz+1) 7/ (an(21+1))1]
C'%4,0,12,0 CvMam12zm2
a C'm ymivzmz jsou Clebschovy-Gordanovy koeficienty (C-G koefi-

cienty). 2 ortonormality Yims pitevodniho vztahu

Yi, -m = (-1)™ Yim* & rozvoje (3.24) plynocu nasledujici vzorce;

(3.25) J L ame AN Ej Yim Yim¥* dQ = Smm >
§

l T2y A2 EJV1YLm’ NaYim®* 40 =
QJ

= (-1)ymy(an) 1(1+1) Q°CLm i-m T 1(1+1) Smm' >

[ Yst T mm dn = (-1)m+t Q'L m 1-m EYS""“’ Sy, m-m’ >
o

‘[ Yst T2 mm’ dqd
N

= yemm (1(1+1)-%s(s+1)) S, m-mw

i

(—1)m+t (1(1l+1)-%s(s+1)) Qs tim L-m T

Vypi&me pro uplnost, 2ze
(3.26) ‘)Ysmm' E(J Ye, m-m” Yim’ Yim®* dOd =
= (-—1)m’ Qs»m’ “M m 1-m =

‘= (-1)™ (2l+1)/y(4n(2s+1)) CE%oro CS»™ =M v L=m

Uvazme nyni toroidalni pazové funkce (3.18) a podminku orto-

normality (3.21),



(3.27) j Co Um -Um* dV = cbw;I(—gx‘V1YLm').(—Lx‘viYLm*)erZdr =
V. Jo

= Iuoowznj 2 pm- AN 12dr = Smm’ juob 1(1+41) W2 rzdr
o o

Posledni integral je podminkou na funkci W(rj;
pri N = Iuob 1(14+41) W2 r2dr = 1 jsou tedy funkce um (3.18) orto-
O
normalni.
Prava strana z (3.16) dava pro toroidalni mody

(3.28) [ S0 (w2 Uy - Um*)dV = XGE SO0gy (—W2W2Z) [ Yot T2 mm A rzdr =
V. Ost. QJ

= Z'Ysmm' [a50é.m—m' [—(1(1l+1)-%s(sS+1)) w2W2] rzdr ,
& o

nenulové jsou jestd Cleny s du, S=.

Vypigeme nyni matici Hmm- Kompletnég; tim myslime'zahrnuti
prispeévka od rotace, elipticity, nehomogenit elastickych para-
metrt a hustoty. Od zaZatku jsme vypustili uvahy © topografiich,

nebudeme tedy »topograficke &leny” vypisovat ani ted.

Prvky perturbaZni matice Hum: pro toroidéalni moédy jsou dany
vyrazem
(3.29) Hpam: = [ mB3Q + cepw (1 — 3m2/(1(1+1))) 1 Smrme T
<
+ Z'I‘smm’ JJ [(Sus, m-m Ms + &8Cs, m-m’ Rs ] rzdr ,
s o

kde B = 1/(1(1+1)) Jje tzv. Coriolisav parametr, « elipticky para-
metr a €y elipticita rotujiciho modelu v hydrostaticke rovnovaze.
Jadra Mg, Re Jsou
(3.30) 2wMg = (1(1+1)-%s(s+1)) (O W-W/T)2 +
+ [l(1+1)(1(1+1)—2)—%s(s+1)(41(1+1)—s(s+1)—2] wz/r2 ,
2wWRg = —(l(1l+1)-%s(sS+1))w? W2 |
Soudin «epw lze prevest na integral vyraza, slozenych 2 &, Co»
W a O ¥W; postup, gerpajici z UuZ zmin&né Clairautovy teorie, Jje

popsan ve Woodhouse, Dahlen (1978).



Nalezneme nyni normovaci podminku na sféroidalni vlastni

funkce U, V. Dosadime (3.19) do (3.21),

JuOb(UZQJ mm- At + V2 J% mm- d?) r2dr

Smm’ ob (U2 + 1(1+1)V2) rzdr

Jo
Prepiseme jest& prvni tir*i &leny z praveée strany (3.16);

o
<
i

(3.31) J To Um’ . Um*
V

(3.32) j SO0 ( —W2 Uy . Um*) dV =
Q

2 S0gt [~w2 (UZ | Yot Tl e A + V;J&stﬂzmm'dﬂ)]rzdr =
Jost

zys‘mm‘ fdos,m-m‘ [~w2U2—-(1(1+1)-%s(s+1))w?VZ] rzdr ,
S
(3.33) S0 (AnGCo — 280/ ) UprlUp* dV =
= Z:Ysmm’[uéog,m_m: (4nGCo — 280/r) U2 rzdr ,
S

Jo

(3.34) ECp U. Veg* dV =

Z 609{ (UOr gi [Yst 71'.-1 mm’ dQ + V®1 /F \(Ygt 7(2 mm” dQ) rzdr
Jos=t QJ Q

Z‘Ysmm’Juéog,m_m»[Uérc1+(l(l+1)~%s(s+1))Vci/r]rzdr
s
Vypolty s nésledujic?mi Cleny jsou uZ objemn&jsi. Prekrolime je
proto az k vysledku.
Perturbac¢ni matice pro sféroidalni médy ma tvar

(3.35) Hmm- [ m3N ¥ (@€pw + &2 /w) (1 — 3m2/(1(1+1))) +

+ 1/3 (1-1(1+1)R) 2/w ] Smme +
oz Ysmm'Jn[éus,m-m'Ms+5&s.m—mfKs+60é.m—m'Rs“’ +
s
+ 6zs,m_m’gs<1’+Or6zs,m-m'Gs<2)] rzdr ,
kde B = juco(U2+2UV)r2dr je opé&t Coriélisav parametr, pro navod
k vypoltu ?«ehw + «’(?/w) odkazujeme znovu na Woodhouse, Dahlen

(1978). JaAdra jsou dana vyrazy



(3.36) 2wMg = 1/3 (EOrU-sz + (1(1+1)-%s(s+1)) (ré,v-v+Uyz/rz +
+ [1(141)(1(1+1)-2)-%s(s+1) (41l(1l+1)-s(s+1)—-2)]IVZ/r?
2wKg = (6,U + F)2 ,
2WRg (12 = 8AGCeUZ — goU(F+2U/r) + 2Ub ey — w22 +
+ (1l(l+1)-%s(s+1)) (-w2VZ2 + 2Ve;/r + golUV/T) ,
2wGe¢ 1) = Op [s(s+1)U2/r2 +
+ ws(s+1) (U, V/r - V/r (6:,U + 2F - U/r))l ,

2wGg( 2 = Og [—2UF + %s(s+1)UV/rj] ,
kde F = (2U - 1(1+1)V)/r.

Do tietice odkaZXeme na Woodhouse a Dahlena (1978) pro alter-
nativni moZnost vy jadreni perturbaZ&ni matice, a to bez poten-
cidlovych <&lenua. Odpovidajicim zpasobem Jje pak zkomplikovan
hustotn{ prisp&vek, VvV Kterém jsou o©obé& »potencidlova” jadra,

Gs¢1) i Gg¢2), ukryta.

Ukazali Jjsme postup k nalezeni perturbadni matice Hmm >
jejiz vliastni &isla udavaji - pro dany nultiplet - frekvenZni od-
chylky modo LHREI od degenerovanéhe stavu v nejbliz${im SNREI.
Rotace a hydrostaticka elipticita prispivaji pouze k diagonalnim
prvkam. Piritom samotna rotace (”model SREI”), tj. Zlen MmN Smm >
by multiplet sStépila zeemanovsky, tj. ekvidistantné& a symetricky
kolem »materskeé” frekvence, a samotna elipticita, Clen' umerny
(1 - 3m2/(1(1+1))) Smm » by snimala degeneraci jen Castelnég.
Perturbace elastickych parametirt a hustoty uz vedou k nenulovym
nediagonalnim prvkém perturbaini{ matice a tvar s$tépeného multi-
pletu je pom&rn& libovolny. Z definice Ysmm’ (3.26) a z vliast-
nostt{ C-G koeficientt plyne, 2e¢ Kk perturba&ni matici kmitu s Uh-
lovym &islem 1 prispivaji pouze sude koeficienty rozvoja pertur-

baci, stupn& nejvyse Z21. Absencé lichych koeficientt perturbac;



je dasledkem pi¢ibliZ?eni izolovaného multipletu; v teorii splazeni
vlastnich moda liché <¢leny rozvojd uz svou roli hrajf.

Gilbert (1971) upozornil na uZited&nou vlastnost rozgté&penych
multipletq. Totiz pram&rna frekvence multipletu je - s malou
vyhradou - rovna degenerované frekvenci nejbliZ2g{ho SNREI. Jinymi
slovy - soudet frekven&nich periurbaci pres multiplet je nulovy,

nebo je%t& jinak, stopa perturbaZni matice je nulova,

1

Pro toroidalni médy odpovida (3.37) matici (3.29) kompletnsg,
v pripadé sféroidalnich moda (3.38) s onou malou vyhradou, chybi
clen (1/3 (1-1(1+1)83) M/ w)] Smm - Jde o prisp&vek sféricke casti
rota&niho potencialu (Dahlen 1968), ktery zpascbuje maly posun
pram&rné frekvence multipletu. K dokazu (3.37) staci integralni
definice ysmm’ (2.26), adi¢ni teorém pro sféricke funkce

L
. (3.28) S Yim Yim® = (21+1) / (4m)

m=-1

a.pfedpoklad (3.3), tj. nulove &leny ©&Cpa, Sico a Szpo. Poznatek
nazval Gilbert diagonalnim sumaZnim pravidlem. Jeho aplikace je
b&zna prri hledani frekvenci vlastnich kmitd SNREI. Obor sumace je
ov&€em v praxi volen zcela pragmaticky - s&ita se pres dostupné
zdroje, pram&ruji se proam&rné frekvence, odecdtené z’raanCh
zaznamd.

Na zaver plripomefime meze preleZene teorie. Jde o pertur-
ba&n{i teorii modelu LHREI pro izolovany multiplet, prvniho radu
v perturbacich modelu a ve frekvencich, nultého radu ve vliastnich
funkcich moda. Piresto je - 1 v tetovpodobé - v sou&asnosti spis

na urovni predikce. Je otazkou, nakolik je zatim miziva rozlisi-



telnost struktury multipletd problémem technickym a nakolik prin-
cipialnim. Netroufame si tvrdit, nakolik maZe byt v nas{ zaleZi-
tosti realnou snaha technikou pieklenout pirekaZky, Jjako utlum,

specifika zdroje buzeni nebo promé&ény realné Zem& v case.




~

4. VLASTNT KMITY MODELU LHREI - PRAXE

V nasledujici kapitole uvaZime dva konkrétni 3-D modely
hustoty a jejich pirisp&vek ke #té&peni vlastnich kmitd PREMu.
Porovname jej s piisp&vkem od rotace a s ni spojene elipticity.
Zamyslime se nad schopnosti Stépenych viastnich kmitd vypovidat

o struktuitre vnitrnich partii Zemé&.

4.1, Hustotni modely, generujict gravitadéni pole Zemé&

Nynfi nam jde o to, ziskat vhodny model lateralnich nehomoge-
nit hustoty. U¢innou metodou vytvareni 3-D hustotnich modeld je
reseni obracené ulohy pro gravitac¢ni pole Zem&. MoZny pristup
k jejimu rreseni vypracovali P&& a Martinec (1984). Predpoklada se
znalost dobrého sféricky symetrického modelu, v némZ je obsaZena
vydatna informace o realné Zemi - jej{ hmotinost, moment setrval-
nosti, periody vlastnich kmit@ a hodochrony seismickych vin. Dal
se zadava sfeéricky rozvoj vnéjsiho gravitagniho potencialu a roz-
voje vysky topografii ploch nespojitosti radialn{ hustoty.
Resenim soustavy linearnich rovnic pro koeficienty sférickeho
rozvoje hustoty se ziska 3-D model plasté, rozloZeny Vv reéalnych
topografiich (s presnosti danou pouZitymi rozvoji) a generujicit
vn&j&f gravitadni pole (pouzité &leny jeho rozvoje). V jadre se
v souladu s pitedstavami o© ném ponechava pavodni éféricky
symetrickeé rozlozZeni.

Modely Martince a Pé&le (1986,1988) v$ak nelze pouzit pro
teorii *t&épent, tak jak stoji v kap.3. Tyto modely jsou, jak jsme
zdaraznili, definovany v realnych, tedy nikoliv v kulovych topo-
grafiich, které teorie predpoklada. Jeji zobecnéni_by kompliko-—-

valo vyrazy pro prvky perturba&ni matice, uvaZme jen vyskyt real-
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nych topografii misto kxonstantniho polom&ru Vv integralnich
mezich. Do vzorct by byly vtaZeny dalsi C-G koeficienty a jiz tak
nenasytny vypodlet by pohltil dalsfi sousto vypodetniho Casu.
Z druhe strany, formalni piredefinovani modelu na kulovy tvar Jje
prilig lehkomyslné, okamZité& by znehodnotilo pracng& udrzovanou
exaktnost predchoziho odvozeni modelu.

Jsou piritom k dispozici 3-D modely, které - pravé s ohledem
na pouziti v praxi - kulové plochy nespojitosti zachovavaji.
Takové modely sestrojili Cadek a Matyska (1989, dal kratce C&M) .
Jejich postup se nesnaZi o vyge zmin&nou exaktnost, nabizi misto
toho podstatné uleh&eni - soustava rovnic pro hustotni koefi-
cienty se separuje podle stupng& a radu. Popiseme konstrukci
t&chto modelt podrobnéji.

My&lenka se nem&ni; s apriorni znalosti sféricky symetric-
kého modelu hustoty

(4.1) CTo = Co(I'), O=<r = a,
se odvozuje 3-D model o(r,Q) plagte, generujici vné jsi gravitaéni

pole a neovliviiujici radialni gravitacni pole wo(r) Vv jadre,

L max L
(4.2) o(r,N)) = GM/r & (asr)t 3 Arm Yim(O) vneé,
L=0 m=~1
2(r,Q) = @o(r) v jadre,

kde GM Jje geocentricka gravitadnt konstanta a Stokesovy

koeficienty Aim Jjsou dany integralem
rs(Q)

(4.3) Aim = 47 / ((21+1)M a') j Y m* (Q2) [ o(r,Q) rt+2 dr df,
(o]

l=o,1,...,lmax, m=—l,-..,l
Rovnicemi r=rs(}, resp. r=rg() Jjsou popsany readlng topo-
grafie povrchu Zemé, resp. CMB, rs=a, resp. re znadci stredni

polom&ry obou topografif. Ke slibenému kulovému tvaru diskonti-
nuit se pitejde tzv. nahrazenim topografii plosnymi hustotami.
V nafem pripadé jde o definici plo%né hustoty



(4.4) S(r,0) = 0s = Tim Yim(Q) &(r-rs) +

tm

+ T = Cim Yim() S(r-rel) »
tm

kde og, resp. oc jsou kladné hustotni skoky modelu (4.1) Vv r=rg,
resp. rsre, a © ptrechody rs(Q) -> rsg, resp. r¢ -2 r'c Vv integradc-
nich mezich v (4.3); 0O volbé& koeficient& topografii{ Tim, resp.
Cim V praxi?viz nize.

Uloha ma, jak lze c<&ekat, nekone&ng mnoho reseni. Vzhledem
K obsazné geofyzikalni informaci, uloZené v apriornim modelu
{(4.1), navrhuji &M regeni, které minimalizuje 3-D hustotni od-
chylky So(r,N) v Lz-norm&. Sansd ad. (1986) ukazali, zZe takove
regeni lze vyjadrit ve tvaru

(4.5) So(r,Q) = & [Evm (r/rs)t + Itm (r/rg)-¢v+12 1 Yy m(Q0),
tm
re¢e <r < rg

Rovnice pro koeficienty Eim, Itm Plynou primeo z (4.3),
provedeme-1li zmin&nou substituci integralnich mezi a dosadime-li
z (4.4) a (4.5) na misto o(r,Q) Uplny vyraz

(4.6) o(r,N) = Ce(r) + g(r,ﬂ) + So(r,N)

Na prvni pohled je ztejmé, Ze rovnice systému (4.3) se separuji
podle stupn& 1 a fadu m. Integrovéanim pres r se koneZn& ziska

(4.7)

[1-(rg/rg)2v+3]rg3(2143)~1E\m + (1-(re/rs)2l(re/re)t-2regd3him/2 =

= (21+1)(4n)-1MA m — Oc(re/re)trg2Cim — Osrrs?2Tim » 1 >0,
[1-(re/Trs)2)(rg/rg)trs2Eum + [1-(rg/rs)2t -t irgZlim =
= - ocreCim — Os(re/rs)trsTam » 1 >0

Podle (4.7) lze tedy konstruovat 3-D.hustotni{ modely, V PO~
psaném smyslu Kkorespondujici s vné&jsim gravita&nim polem a re-
spektujici topografie povrchu a CMB. Je treba mit na pam&ti ome-—
zeni na nejvyss{i stupeill rozvojd, plynouci Z pribliZeni'plosnych

hustot (Matyska 1988). To ovsem Ppfi dnesni znalosti realnych



rozvoja potencialu a ﬁopografii neni nijak vyznamne.

Praveé soudasny stav znalosti o vstupnich datech metody limi-
tuje zrejm& nejvyrazn&ji davéryhodnost vysledku.‘ V modelech C&M
lze, diky separaci ranic, »podezrelé” &Cleny rozveja jednoduse
vyhechat - oviemZe s dakladnYm_zdavodnénim. Vznikaji totiZ prob-
lémy se sice malou, ale existujici nekompatibilitou vstupnich dat
s metodou i mezi sebou navzajem.

Jako apriorni radialni model hustoty se voli pitirozen& PREM.
Uz jen tato volba pfisobi neprijemnosti v teorii Pé&le a Martince
(1984). PREM totiZ nesplfiuje s potrebnou presnosti tzv. rovnice
kompatibility, zaji%tujici shodu hmotnosti a momentu setrvacnosti
modelu s realitou; nesouhlas je vyznamny zvlast& v druhém pri-
pad&, nebot realna data, urcujici moment setrvacnosti Zem&, jsou
ZnAma s vysokou presnosti (kolem 7 platnych mist). Rovnice kompa-
tibility pak nuti k zapoZteni hustotniho <lenu »nula-nula», tj.
radialni opravy hustoty PREMu. KaZda takova jednostranna oprava,
i kdyZz mala, nutn® ovlivni fundamentalni vlastnost PREMu - pri
‘standardnich metodaéh vypo&tu produkovat ”statisticky spravné”
data readlneé Zem&, specialn& frekvence vlastnich kmita.

Ca&M sve koeficienty Eoco, loo Prosté neuvaZuji. My udé&lame
toteZ. Prazkumné vypodty, které jsme provedli s PREMem pavodnim
i opravenym, totiZz ukazaly, 2e jakkoliv oprava PREMu zptsobi
i n&kolikasekundové systematické odchylky Vv periodach SNREI, tak
nema nijak vyrazny vliv na rozdil (nebo pome&ry) frekvence mul-
tipletu LHREI a frekvence SNREI. Jinymi slovy, V dasledku oprav
radialniho modelu se multiplety posouvaji jako celek, bez znatel-
nych zm&n sveé struktury. Omezime se tedy na relativni hodnoty
- podily frekvence $t&pené ku frekvenci deg;nerovane. Tolik

o ”problému &lenu nula-nula”.
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Nejmén& prace jé s prejmutim rozvoje gravita&niho poten-
cialu, naprtt. Lerch ad. (1982). GravitaZni pole je Z druZicovych
m&teni znamé s vysokou presnosti. Ovsem,'diky svému prevaznég sfe-
ricky symetrickému charakteru nema pro odvozené 3-D modely zda-
leka takovy vyznam, jak by se ocekévalo. C&M (1988) uvadéji, Ze
rozdily hustot 3-D modeld, odvozenych s uvazenim a bez uvaZent
neradialni &asti gravitaZniho pole, &{ini maximaln& procenta
hustot (4.5), tj. zlomky promile celkovych hodnot.

Samotné 3-D hustoty jsou tedy 2 nejvets{ casti ?produktem
topografi{”, kompenzuji jejich vliv na vné&jsi gravita<ni pole. To
je obsaZeno i VvV pripadném terminu »rompenzadni hustoty” pro
So(r,). |

Pokud jde o volbu topografie povrchu Zem&, Kk dispozici je
30-stupliovy Iozvoj Srerbakova (1983). Jde o vyEky (a hloubky) nad
sféroidem, wvnucuje se tedy novy »problém &lenu dva-nula”. Budeme

proto zde i dale predpokladat, ze vSechny pouziteé topografie jsou

definovany praveé na sféroidu r = a; + h; 2 (), kde h;e(Q) Jje dano

vztahem (3.5), a hustotni Cleny s Ezo, Izo pokladat za Eistou la-

teraln{ nehomogenitu (jako v kap.3). Poznamenejme, Z¢€ &M pouzili

pro vypo&et ploinych hustot na povrchu Sxerbakovova data prepol-—
tena na tzv. ekvivalentni pevnou topografii a uvazili kompenzaci
pohot{ ve&t&i hloubkou Moho (crustal thickening); Tim jsou tedy
koeficienty sférického rozvoje funkce (2 SumYum() + h) x(Q, kde
Z St mYrt m() je ekvivalentni pevna topografie, h je pramé&rna
hloubka »oceant ekvivalentni pevné topografie” a x(f) Jje tzv.
funkce oceand, x(Q}) = 1 na oceanech a x() = O na kont inentech
(Koppelt, Biegel 1989).

Otazka volby topografie CMB Je »haveé soudasna a zcela

otevi*ena. Bylo publikovano n&kolik sférickych rozvoja, odvozenych
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Z raznych typad dat (Morelli, Dziewonski 1987 do 4. stupné& a fadu,.
Doornbos, Hilton 1989 do 4. stupné& a rfadu). K jejich v&rohodnosti
se stavi skepticky i Jjejich autorii. Napr*. Doornbos (1920,
z doslechu) zkoumal souvislost amplitud topografie a ?Sumu”. Zda
se, 2¢ <&im mén& je topografie pirekryta Sumem, tim Ze je mensi.
Tésme se tedy na den, kdy se zjisti, Ze CMB je op&t kulové,
Shriime, ze C&M regenim rovnic (4.7) spoletli dva 3-D modely
plaste. Odvodili je 2z PREMu a rozvoja graviﬁaCniho potencialu
podle Lercha ad. (1982), topografie povrchu podle S&erbakova
(1983) a topografie CMB v prvnim pitripadé& podle Morelli a Dziewon-
skeho (1987), v druhém podle Doornbose a Hiltona (1989). Na prvnf
model se budeme odvolivat zkratkou MD, na druhy DH. K dispozici
jsme m&li oba modely v rozvojich do stupn& a radu 20; v tab.4.1
Jsou vypsany koeficienty Ejm, I;jm do stupné a radu 12. Pozname-
nejme, Ze naprogramovani i vypocet modelu podle (4.7) je zcela
bezprostitedni; k jakémukoliv novému modelu treba CMB maZeme

snadno a rychle ziskat odpovidajici kompenzadni model hustoty.

4.2. Vypoclet efektu rotace a modelld MD, DH

S uzitim predloZené teorie jsme provedli vypo&ty vlivu ro-
tace, s ni spojené elipticity a vlivu lateralnich nehomogenit
hustoty na rozsté&peni degenerovanych vlastnich kmita nerotujiciho
sféricky symetrického modelu Zeme.

Vy£li jsme z vysledka kap.2, specialn& ze znalosti frekvenci
a vlastnich funkci PREMu. UvaZili jsme denni rotaci o uhloveé
rychlosti & = 2r/86164 s-1. Lateralni nehomogenity hustoty jsme
reprezentovali pomoci 3-D hustotnich modeltt MD a DH (viz
kap.4.1). Frekvence rozsté&penych multiplett jsme hledali vypoltem

vlastnich &isel perturbani matice (3.29), resp. (3.35). Omezili



jsme se na thlova &isla 1<30 v pripadeé toroidalnich kmitda, 1=<10
v pripadé sferoidalnich kmitd a na zakladni a prvni tony v obou
pripadech; pridali jsme fady nSz a nSsz pro n=0,1,...,10.

Periody a frekvence 3$té&€penych kmitd jsou uvedeny v tab.4.2
(zakladni toény oTiv), tab.4.3 (tony 1Ty ), tab.4.4 (zadkladni tony
oS1), tab.4.5 (tény 451, tab;4.6 (r‘fada nS2) a tab.4.7 (rada
nS3). Pomé&ry frekvenci sté&pené ku degenerovane v zavislosti na
thlovém &isle zachycuji obr.4.1 pro toroidalni kmity a cobr.4.2
pro sféroidalni kmity. V tabulkach 4.8 a 4.9 je zapsana a na
obr.4.3 az 4.6 vynesena relativni &irka multipletu (viz kap.4.3)
Jako funkce thloveho Cisla.

Ziskane vysledky diskutujeme v nasledujici Casti.

4.3. Diskuse numerickych vvsledkl
S obrazky 4.3 aZ 4.6 v ruce vidime, 2e na%e diskuse nemusi
byt nijak dlouha. Upresnime nejditiv, co jsme do obrazka této ka-
pitoly viobec vynageli. Jsou-li wm, m=—1,...,1, thloveé frekvence
Akmita Z multipletu stupn& 1 a frekvence
8

A
(4.8) Wo = 1/(21+1) & wn

m=-1
. A
pramérna frekvence multipletu, pak velidinu ( Aw/we), kde
L

(4.9) Aw = y(AWR) , Aw?2 = 1/(21+1) Z (wm - Qb)z s
m=-1

nazveme (relativni) $irkou multipletu.

Z obrazkt vidime, jak si stoji prispévky rotace (pina cara)
a hustotnich modeltt MD, resp. DH (dlouhé, resp. kratké <&arky).
Porovnani hustotniho prisp&vku s rota&nim pasobi moZna zbytelné&
depresivné; jak je patrné z obr.4.4, s rastem thlového <&isla
klesa vl1iv rotace, zatim co vliv lateralnich heterogenit roste.

Nicméné jest& u kmitu oTao ”pi*ebiji rotace hustotu” 3-krat.

Okamzitou namitkou nad nasimi obrazky ma2e byt, pro& jsme
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vliastng skonZili s vypo&tem tak nizko, kdyZz nehomogenity, jak se
zda, nabyvaji vyznamu pravé pro vy$E{ uthlova cisla. Odpovéd by
ﬁohla byt pravé tak bezprostiredni; je to nad sily obyl&e jného PC
80883, 4,77 MHz, 512 KB, 5,25*° 260 KB, bez koprocesoru a hard
disku, alespofi v rozumnych <asovych mezich. Konkrétng - problémy
nejsou spojeny s vypod&tem vlastnich funkcf, to trva (jednou ite-
raci) pro toroidalni méd zhruba 1 minutu a pro sferoidAalni S mi-
nut bez ohledu na thlové ¢&islo, oviem vypolet perturbalni matice
kmitu s 1210 jde do hodin. Vypocet obrazku 4.4 trval dva dny.
zalez{ na nejvy¥sim stupni rozvoja perturbaci; tim je dana horni
mez sumy pfes s v (3.29), (3.35) a tou zase pol&et C-G koeficien-—
td, potrebnych k vypodtu. A doba potrebna k vypo&tu C-G koefi-
cientu piibyva s rastem velikogti indext vyrazng& strm&ji neZ
linearné.

OviZem to podstatné je jinde. I Kkdybychom se nakréasné doka-
zali vymanit ze znicujici pievahy rotace, nebude v nasich silach
*ici, ktery hustotni model ?$t&pi lepe”. Jednak proto, Ze prispé-
vek rtznych hustotnich modelt k $ifce multipletu je - jak se zda
- prilig uniformni, ale predevsim - neni{ s &im srovnavat. Litera-
tura se téemer vyhradné specializuje na frekvence SNREI, v lep3im
pripadévse udava vetsinou blize nespecifikovana ”chyba”. Své&tlou
vyjimkou je jeden sloupelek jedné tabulky Vv Dziewonski, Gilbert
(1972), nazvany »”R.M.S.>”, o kterém se lze v textu do&ist jen to,
e jde o rraw multiplet splitting”. Tato data napr. Dahlen
(1976a) opravuje o ?&um” a pouziva pak jako realistickeé proté&jsky
(4.9). Prri hledani{ novéjsich dat jsme ovsem narazili v knihovnéach
i na ”&erné diry”; nebudeme radéji absolutizovat.

Presto v&ak - zdaA se, Ze po mohutném *boomu” praci © gteépeni

v 60. a 70. letecﬁ hore&ka poklesla. Teorie i Vv piredloZene po-



dob&, nemluvé o kvazidegeneraci, pritom jist& pokrok nebrzdi. Kde
je tedy zakopany pesT?

| Neni ov&em nutné od $t&peni vlastnich kmita ihned utikat.
Praktik by sice namitnul - za hodn& pen&z malo muziky, ale co nam
brani pokladat nase vysledky za predikci? Vzdyt frekvence viast-
nich kmit@ Zem& jsou v realnych spektrech vyhledavany take s je-
jich apriorni znalosti. Odkazujeme v teto souvislosti na para-
lelni diplomovou praci J. Mosera, ve kterée se zabyva 3tépenim
vlastnich kmita vlivem perturbaci topografii. Bude uZitelne
- a chystame se k tomu - odvodit spektrum celého LHREI, tedy

spojit dohromady s rotaci Jjak vliv perturbacit hustoty, tak

i topografii.
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5. ZAVEREM

Prakticky uZite&nou se nam jevi »1-D &ast» na%! prace - <cast
vénovana SNREI. Ukazali jsme zaprve, jakym zptsobem Klasifikovat
sféroidalni kmity radialnim ¢islem. Ztoto2né&ni radialniho &isla
a poltu nulovych bodd vlastnich funkci je totiZ% spravnée jen
Vv pripadé& toroidalnich a radialnich moda; »zobeciovani” i né
kmity sféroidalni{ patiti k mytam”, Zivoricim nékde na okraji geo-
fyzikalniho podvédomi a ob&as v nestreZenych chvilich vy-
strkujicim razky (napte. Vv Bullenovi 1975, v ruskeém prekladu
str.315). A za druhe jsme »zprovozuschopnili” metodu vypodtu
frekvenct a vliastnich funkct radialnich kmita, uvedenou

v Martincovi (1984).

Prvotnim zam&rem nas{ prace v$ak bylo ochodnotit prisp&vek
2-D modela lateralnich nehomogenit hustoty ke %té&peni vlastnich
moda. Chteli Jjsme pritom sledovat, jaka je ”roziiéovaci schop—
nost” rozstépenych multipleta pro rézné hustotni modely. Shledali
Jsme, Ze alespornt v nizkofrekven&ni oblasti hraje zcela dominantni
roli rotace s hydrostatickou elipticitou; vysokofrekven&ni oblast
zGastala nagemu hardware uzavi‘ena. Pritom dva razné hustotni
modely »”Et&pily” takirka stejné&, coZ oviem mlZe souviset s tim, Ze
oba nebyly aZ tolik razne.

Ukazalo se, 2Z2e krucialni obtiZ{ je nedostatek dat. Nikde se
nehovori{ o strukture multiplett; kdyz uZ, tak o jejich #irce nebo
nesoumérnosti. Néznaéili jsme, Ze snaha zplresfiovat data mdZe byt

limitovana i jiﬁak neZz jen urovni techniky.



Vyznam »3-D ¢&asti” nafi{ prace spodiva tedy v jiZ zmin&neém
~- jde o© numerické ocen&ni hustotniho prrispévku k rozstépent
degenerovanych multiplett a predikci spektra vlastnich kmita

modelu LHREI, oviem s nulovymi perturbacemi topografif.



6. LITERATURA 1

Backus, G. E. & Gilbert, F. (1961), The rotational splitting of
the free oscillations of the Earth, Proc. Nat. Acad. Sci.
U.S5.4., 47, 362-371.

Bullen, K. E. (1975), The eartk’s density, Chapman and Hall,
London (rusky pieklad Mir, Moskva, 1978).

éadek, 0. & Matyska, C. (1988), Gravitae¢nt ucinek rozhrani
plast - jadro, Probléemy soudasne gravimetrie, sbornik
referatd z celostatniho seminare 3.-7. 10. 88 v Liblicich,
119-126.

éadek, 0. & Matyska, C. (1989), Three-dimensional modelling
convection in the Earth’s mantle: influence of the
core—-mantle boundary, Studia geoph. et geod., Vv tisku.

Dahlen, F. A. (1968), The normal modes of a rotating, elliptical
earth, Geoprhys. J. R. astr. Soc., 16, 329-367.

Dahlen, F. A. (1969), The normal modes of a rotating, elliptical
earth—~I1 near-resonance multiplet coupling, Geophys. J. R.
astr. Soc., 18, 297-436.

Dahlen, F. A. (1e72), Elastic dislocation theory for
a self-gravitating elastic configuration with an initial
static stress field, Geophys. J. R. astr. Soc., 28, 357-383.

Dahlen, F. A. (1974), Inference of the lateral heterogeneity of
the Earth from the eigenfrequency spectrum: a linear inverse

problem, Geophys. J. R. astr. Soc., 38, 143-167.

1) Zde neuvedene citace, volang z kap.1.2, viz Bullen (1975)

nebo Martinec (1984).



Dahlen, F. A. (1976a), Modéls of the lateral heterogeneity of the
Earth consistent with eigenfrequency splitting data,
Geophys. J. R. astr. Soc., 44, 77-105.

Dahlen, F. A. (1976b), Reply, J. geophys. Res., 81, 4951-4956.

Doornbos, D. J. & Hilton, T. (1989), Models of the core-mantle
boundary and the travel times of internally reflected core
Phases, J. geophys. Res., v tisku.

Dziewonski, A. M. & Anderson, D. L. (1981), Preliminary reference
Earth model, Phys. Earth Planet. Inter., 25, 297-356.

Dziewonski; A. M. & Gilbert, J. F. (1972), Observations of normal
modes from 84 recordings of the Alaskan earthquake of 1964
March 28, Geophys. J. R. astr. Soc., 27, 393-446.

Gilbert, F. f1971), The diagonal sum rule and averaged
eigenfrequencies, Geophys. J. R. astr. Soc., 23, 119-123.

Gilbert, J. R. & Dziewonski, A. M, (1975), An application of normal
mode theory to the retrieval of structural parameters and
source mechanismus from seismic spectra, Phil. Trans. £RE.
Soc. Lond., Ser.A., 278, 187-269.

Hager, B. H. & Clayton, R. W. & Richards, M. A. & Comer, R. P.
& Dziewonski, A. M. (1985), Lower mantle heterogeneity,
dynamic topography and the geoid, Nature, 313, B41-545.

Jeffreys, H. (1970), The Earth, 5th edn, Cambridge University
Press, 183-192.

Kanamori, H. & Anderson, D. L. (1e77), Importance of physical
dispersion in surface waves and free oscillation problems,
Rev. Geophys. Space Phys., 15, 105-112.

Koppelt, U. & Biegel, M. (1989), Spherical harmonic expansion of
the continents and oceans distribution function, Studia

geoph. et geod., 33, 315-321.



Lerch, F. J. & Klosko, S. M. & Patel, G. B. (1982), A refined
gravity model from Lageos (GEM-L2), Geophys. Res. Lett., 9,
1263-1270.

Luh, P. C. (1973), Free oscillations of the laterally
inhomogeneous earth: quasi-degenerate multiplet coupling,
Geophys. J. R. astr. Soc., 32, 187-202.

Luh, P. C. (1974), Normal modes of a rotating, self-gravitating,
inhomogeneous earth, Geophys. J. R. astr. Soc., 38, 187-224.

- Madariaga, R. 1I. (1971), Toroidal free oscillations of the
laterally heterogeneous earth, Geophys. J. R. astr. Soc.,
27, 81-100.

Martinec, 2. (1984), Free oscillations of the Earth, Travaux de
U’Institut geophysique de L’Acadsmie Tchecoslovaque des
sciences, No 591, 117-236.

Martinec, Z. & P&&, K. (1986}, Normal density earth’s models,
Studia geoph. et geod., 30, 124-147.

Martinec, Z. & Pe&&, K. (1988), Three-dimensional earth’s density
model inferred from external gravitational field, Inverse
modelling in exploration geophysics, ot h international
mathematical geophysics seminar, Free University of Berlin,
Feb. 23-6, 1988, 65-78.

Matyska, C. (1988), Invarianty gravitaZn& ekvivalentnich téles,
Probléemy soucasné gravimetrie, sbornik referata
z celostatniho seminarfe 3.-7. 10. 88 v Liblicich, 127-129.

Meorelli, A. & Dziewonski, A. M. (1987), Topography of the
core-mantle boundary and lateral homogeneity of the liquid

core, Nature, 325, 678-683.



Peg, K. & Martinec, Z. (1984), Constraints to the
three-dimensional non-hydrostatic density distribution in
the Earth, Studia geophys. et geod., 28, 364-380.

Pekeris, C. L. & Alterman, 2. & Jarosch, H. (1961), Rotational
multiplets in the spectrum of the Earth, Phys. Rev., 122,
1692-1700.

Sanso, F. & Barzaghi, R. & Tscherning, C. C. (1986), Choise of
norm for the density distribution of the Earth, Geophys. J.
R. astr. Soc., 87, 123-141. |

Scerbakov, A. M. (1983), Garmoni¢eskij analiz rel’efa Zemli po
sfericeskim funkcijam do 30-go porjadka 1 stepeni, Fizika
Zemti, No 11, 15-27.

Woodhouse, J. H. (1980), The coupling and attenuation of nearly
resonant multiplets in the Earth’s free oscillation
spectrum, Geophys. J. R. astr. Soc., 61, 261-233.

Woodhouse, J. H. & Dahlen, F. A. (1978), The effect of a general
aspherical perturbation on the free oscillations of the
Earth, Geophys. J. R. astr. Soc., 53, 335-354.

Zharkov, B. N. & Lyubimov, V. M. (1970), Theory of spheroidal
vibrations for a spherically asymmetric model of the Earth,
Butl. CIzv.) Akad. Sci. U.S5.5.R., Earth PFPhRysics, 10,

613-618.





