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Skripta Jjsou urdena k pfednédce "Potencidlovéd pole"
pro posluchade 3. rolniku specializace geofyzika (podle
utebnich plédnd z let 1978-1981). ProtoZe se nepFedpoklédaji
Z8dné predb&iné geofyzikdlni znalosti a pouZivéd se jen jed-
noduchy matematicky aparédt, mohou byt tato skripta pouZita
Jako doplnkovy ulebni text také pro posluchade jinych spe-
cializaci, vCetn& posluchad® niZ3ich ro&niki.



1. GvVOD

Redenf fyzik4lnich tdloh se %asto zjednodudf, pouZijeme=-
1i pomocnych funkci, zvanych potencidly. Méme-li popsat néja=-
kou vektorovou velidinu, musime obecné popsat tfi sloZky to-
hoto vektoru. Existuje v8ak &irokd kategorie vektorovych poli
u nichZ mGZeme v8echny t¥i sloZky vektoru vyJjddf¥it pomoci je-
diné skaldrni funkce (skalérniho potencidlu). Metody, zaloZe-
né na pou¥iti potencidlu, se ukdézaly natolik mocné a uZitednég
?e se utvofilo samostatné odvétvi - teorie potencidlu.

Specidln&, znédme-li potencidl pro pisobici - -sf{lu, miZeme
tuto silu snadno urlit. Kdyz plsobici sily zndme, miZeme se-
stavit pohybové rovnice a ty pak Fedit. Vyznam potencidlu se
v8ak neomezuje Jjen na to, %e umo¥nuje snadno urdovat sily.
Lze ukézat, Ze ve staciondrnich polich, majicich skaldrni po=-
tencidl, se zachovédvd mechanickd energie (pole Jje konzerva=-
tivnf). Urime-li potencidl a potencidlni energii, mdZeme pak
uzitim zdkona zachovédni mechanické energie uréit ihned né&kte-
ré charakteristiky pohybu, aniZ bychom Fe8ili prislu3né pohy-
bové rovnice. Z t&chto hledisek miGZeme teorii potencidlu po-
vaZovat za zdklad nebo souldst mechaniky hmotného bodu. Cb-
dobny vyznam hraje teorie potencidlu v elektrostatice, magne=-
tostatice a v teorii nevifivého proudéni nestlalitelné teku-
tinye.

Mohli bychom vydélit jedt& t¥eti skupinu dloh na pouZiti
potencidlu, kde néds pfimo nezajimaji sily nebo pohyby, ale
ekvipotencidlni plochy. NeJjddleZité j&i takovou udlohou v geo-
fyzice Jje urdeni ekvipotencidlnich ploch tihového potencidlu
Zemé. Jedna z t&chto ekvipotencidlnich ploch, kterd nejlépe
souhlas{ se stfedni hladinou oceénid, se z fyzikdlniho hledis~-
ka povaZuje za tvar Zemé; tato ekvipctencidlni plocha se na-
zyv4 geoid. Teorie potencidlu Jje tedy rovné&€Z zdkladem teorie
tvaru planet.

S jinymi typy potenciéld, potencidly skaldrnimi a vekto=-
rovymi, se setkdvéme v teorii elektromagnetického pole nebo
v teorii pruZnosti. NapP¥iklad znadné& sloZité pohybové rovnice
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pro homogenni izotropni elastické prostiedi se zavedenim po-
tencidld rozpadd na dv& mnchem Jjednodu33i vlnové rovnice
(jednu skalérni a jednu vektorovou), které oddé&len& popisuji
podélné a pri&né elastické vlny. Vektorovymi potencidly se
v3ak v t&€chto skriptech vibec zabyvat nebudeme.

Abychom Jje3t& vice p¥ibl{#ili postaveni teorie potencia-
lu ve fyzice a v matematice, uvedme charakteristiku této teo=
rie, jak byla podédna v [18].

"K teorii potencidlu mdZeme pFistupovat z riznych hledi-
sek, ale nejobvyklejsi cestou Jjejfiho zavedeni je vySetfovéani
sil, ¥{dfcich se Newtonovym zdkonem vSeobecné gravitace. PFi
tomto pojet{ miZeme tedy teorii potenciélu charakterizovat
jako soubor vysledkl o vlastnostech sil, které se ¥id{ Newto-
novym zdkonem v3eobecné gravitace.

Pouziti{ teorie potencidlu se vSak neomezuje pouze na
studium gravita®nich sil. Teorie potencidlu mé aplikace dale-
ko 3irsf, a to jak ve fyzice, tak v matematice. Obdobné sily
ve fyzice, jako Jjsou sily gravitadni, plsobi mezi elektricky-
mi nédboji nebo "magnetickymi mnoZstvimi".

Teorii potenciélu mbZeme rovn&%Z povaZovat za teorii Jjis-
tého typu parcidlni diferencidlni rovnice, zvané rovnice La-
placeova. Tato diferencidlni rovnice popisuje také ustdlené
§i¥eni{ tepla v homogennim prost¥edi, ustdlené proudé&ni idedl-
ni{ kapaliny, ustdlené elektrické proudy, vyskytuje se pfi
studiu rovnovéhy elastickych létek.

Na zdklad® teorie potencidlu budoval Riemann teorii ana=-
lytickych funkci komplexni proménné; redlnd a imaginarni Zédst
analytické funkce toti? splnujf dvourozmé&rnou Laplaceovu rov-
nici. S Laplaceovou rovnici se rovn&Z setkavame v diferenci-
41ni geometrii a v konformnim zobrazeni. A konelné metody te-
orie potencidlu velmi vyznamng ovlivnily teorii diferencidl=-
nich rovnic matematické fyziky, a to Jjak obylejnych, tak i
parcidlnich, a Jjind odv&tvi matematické analyzy".

Teorii potencidlu Jje vénovéna velkd pozornost nejen ve
fyzikdlnich udebnicich, napf.[26, 34, 42, 44, 48], ale zejmé-
na v ulebnicich matematickych. Pro potfeby fyzikd je vSak ze
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soufasné literatury o teorii potencidlu obtiZné nalédzt vhod-
nou ulebnici. Matematické ulebnice fasto postrédaji podrob-
né j8{ fyzikdlni dvod a teorie Jje obvykle budovdna za velmi
obecnych predpokladl, coZ komplikuje vyklad a sniZuje nézor-
nost. Ve fyzikélnich ulebnicich a prednéddkéch se v jistém
smyslu setkdvédme zase s druhym extrémem. Jednotlivé partie
teorie potencidlu Jjsou odd¥len& vykldddny v mechanice a v
elekt¥in& a magnetismu, ale pro nedostatek mista a &asu jsou
*eSeny Jjen nejjednodu88{i ulohy, se kterymi v praxi nevystadi-
me. Pro ilustraci uvedme, ¥e pii vyzkumu gravitadniho pole
Zemé musime uvaZovat udlohy s nekonstantnim rozloZenim hustoty
vEetné pripadl nespojitosti hustoty, nebo dlohy s nezndmym
rozloZenim hustoty (okrajové dlohy teorie potencidlu). Cbdob-
néd situace nastdva pri vyzkumu staciondrniho magnetického po-
le Zemé&€. Kromé& toho v dlohdch, tikajicich se tvaru Zemé& a

vné j8fiho tihového pole, se setkdvéme se situaci, Ze krom® ne-
znémého potencidlu je nezndmym i tvar hranice (povrch Zem).
Tyto posledné Jjmenované ulohy, patfici do kategorie tzv.
okrajovych udloh s volnou hranici, jsou natolik obti¥né, Ze
pfesnéd a vhodnd matematickd teorie pro n# dosud neexistuje.

Systematické budovéni teorie potencidlu umoZnuje nejen
pfistupovat k Fe8eni 1 obtiZnych dloh, se kterymi se v praxi
setkdvédme, ale téZ vytvéa¥et plrehledn&j&i a jednotnZjs{ pohled
na fyzikdélni problémy. Napfiklaed zndmou Gaussovu vitu elek=-
trostatiky 1lze s vyhodou pfenést a aplikovat i p¥i vyzkumu
gravita&nich poli. Obdobné lze Jjednotn& p¥istupovat k rozvo-
jim gravita&niho, elektrostatického a magnetostatieckého pole.

Uvedené okolnosti néds vedly k zavedeni samostatné pred-
nadky "Potencidlovd pole" pro posluchade specializace geofy-
zika. Toto skriptum podédvd fyzikdlni zdklad a nejstrudnéjsi
kostru teorie potencidlu. Tato kostra Jje ov8em, podle naseho
nézoru, naprosto nezbytnéd k tomu, aby se &tendf¥ mohl orien-
tovat ve zmé&ti vzorcd a postupl, se kterymi se setkd ve spe=-
cializované literatu¥e o teorii potencidlu, elektrostatice,
tihovém poli a tvaru Zem&, magnetickém poli Zemé& apod. Vyklad
Je podédvén dosti Siroce, aby byl pouZitelny i pro 3irsf okruh
zdjemct, geofyzikadlni aplikace Jjsou pfeneseny spi3e aZ do



pfikladi.

Toto skriptum vzniklo doplnénim a podstatnym roz3ifenim
asti skripta [30], které bylo urceno pro postgradudlni kurs,
ale nebylo v prodeji. Kde to bylo moZné, byl text pfevzat
doslova. V tomto skriptu se snaZime o Jjisty kompromis mezi
vykladem teorie potencidlu v ulebnicich fyzikdlnich a udeb-
nicich matematickych. Mohli bychom proto toto skriptum naz-
vat "Teorie potencidlu", ale protoZe se pod timto pojmem ob-
vykle rozumi teorie pouze v matematickém pojeti, zvolili Jsme
Jiny nézev. P¥i zvoleném zplsobu vykladu nebyloc moZné se sou-
visleJji pridrZovat Z4dné osvédlené ulebnice; nejvice Jsme
gerpali z [18, 19, 35, 14, 26] . Pritom jsme se sna?ili d&t
odpovédd pokud moZno na vdechny principidlni otézky, které
mohou &tendfe téchto skript napadnout, a to i v p¥ipadech,

e Jjsme p¥islusnou odpovéd v literatufe nenadli. To zplsobi-
lo, Ze text bude nepochybn& obsahovat celou ¥adu nepfesnosti,
chyb i Jjinych nedostatkd. Budu proto velice vd&&ny kaZdému
¢tend¥i, ktery mne na né upozorni. Proto e pro posluchale 3.
ro&niku je obsah tohoto dflu skript pfevdZnZ opakovédnim, i
kdyZ uspoféddanym Jjistym zplsobem, snaZili jsme se o takovy
vyklad, aby tito posluchali mohli skriptum studovat formou
domédci Cetby. Vé&domi si pravdivosti tvrzeni, které uvdd{ mo-
to na zalatku ndsledujfci kapitoly, volili Jsme vyklad radé-
Ji rozvlekly, neZ pfili¥ struény.

Za cenné pripominky a nédmé€ty k rdznym partiim tohoto
skripta d€kuji zejména RNDr.A.Jandlkové, RNDr.J.langerovi,
CSc, RNDr.Z.Martincovi a Ing.M.Pickovi, DrSc.

Praha, brezen 1981 0ld¥ich Novotny
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2. FYZIKAINT ZAKLADY TEORIE POTENCIALU

\

"Short writing makes long reading."”
(PeA.Samuelson)

V dalsich vykladech se zam&¥ime na silovd pole (gravi-
tadni a elektrostatickd), z ¢4sti na pole magnetostaticks.
Potencidlové pole teplotnf, nevirovd pole rychlosti v hydro-
dynamice a jinéd potencidlovd pole zde uvaZovat nebudeme.

2.1s Si{ly plsobici na hmotny bod

Silové plsobeni mezil hmotnymi systémy miZe mit velmi
slozity charakter. Uvedme nap¥. nepf{lid sloZity ptipad, ja-
kym je elektricky dipdél v elektrickém poli. Sily, pdsobici
na tento dipol, zdviseji nejen na mist®, kde se dipo6l naché-
z{, ale i na dhlu, ktery sviré moment dipdlu se sm&rem pole.
Abychom si situaci zjednodus8ili, budeme se v t&chto skriptech
zabyvat pouze silami, plsobicimi na hmotny bod. Sfly, p&sobi-
ci na sloZité j8{ soustavy (napf. tuhé nebo deformovatelné ti-
leso), se obvykle vy3et¥uji aZ v p¥isludnych partiich fyziky.

Zavedme kartézskou soustavu soufadnic pevné spo jenou
s néjakou inercidlni soustavou. UvaZujme volnou &¢dstici (vol-
ny hmotny bod), jeji soufadnice v ¢ase t oznalme x, y, 2.
V&tdinou mb¥eme silu F , pisobici na volny hmotny bod, po=-
vafovat obecn& za funkci sedmi prom&nnych x, y, 2, X, ¥, 2,t.
Tuto zévislost zapifeme symbolicky

—

F = F(x, Y, Z, X, ¥, 2, t) . (2.1)

Tefkou jsme oznadili derivaci podle &asu, velidiny x, y, 2
jsou tedy sloZky rychlosti. V mechanice se setkévéme pouze

se silami typu (2.1). Sily, z4vislé na vyS88ich derivacich sou-
fadnic podle fasu, se vyskytuji v elektrodynamice; nap¥.

v teorii brzdného zafeni se vyskytujf sily zdvislé na druhych
a tfetich derivacich soufadnic podle &asu [32] . Pro jednodu-
chost se v dal8im omezime Jjen na sily typu (2.1). V nédsledu-
Jicich paragrafech poJjedndme o nékterych velmi ddleZityeh
specidlnich pf¥ipadech t&chto sil.
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S{ly, plsobici na Zéstici, mlZeme rozd&lovat podle mno-
hych hledisek. M¥eme napf. mluvit o sildch gravitaénich,
elektromagnetickych nebo jadernych. Jinou moZnosti by napf.
bylo rozd&lovéni sil podle toho, zda zéviseji ¢i nezdviseji
na nékterych proménnych ve (2.1.

Je&td jiné, ale velice vyznamné, Jje rozdélovéni sil na
sily konzervativni a nekonzervativni. Toto rozdéleni je zalo-
Yeno na energetickych hlediscich, na vlastnostech préce, kte-
rou sily dodévaj{ hmotnému bodu p¥i jeho pohybu. ProtoZe ki-
netickd a potencidlni energie Jjscu v mechanice veliliny zé-
kladnfho vyznamu, je zmin&nd klasifikace sil dGleZita z hle-
diska pouZit{ matematického aparétu mechaniky, nap¥. Lagran-
geovych rovnic. Konzervativni s{ly tedy pfedstavuji velice
ddle¥itou a dirokou kategorii sil.

Konednd z hlediska jednoduchosti popisu, coZ je hledisko
spide formdln¥ matematické, Je d8le?ité rozd&lovdni sil (resp.
jingch vektorovych velilin) na ty, které maj{ skaldrni poten-
cidl a které takovy potencidl nemaji. Skalérnim potencidlem
na tomto misté rozumime libovolnou skalérni funkci, JejimZz
gradientem je p¥{sludnd vektorovéd veli¢ina. V tomto skriptu
sledujeme zejmén& toto hledisko, s vyjimkou této kapitoly se
budeme zabyvat vyhradng vektorovymi veli&inami majicimi ska-
ldrni potenciél.

Délen{ sil z hlediska konzervativnosti se pouZivé hlavné&
v ulebnicfch mechaniky, d&leni z hlediska existence skaldrni-
ho potencidlu spiBe v ulebnicich vektorové analyzy & tecorie
potencidlu. Je protc dlGleZité stanovit, Jaky Jje vztah mezi
konzervativnimi silami a silami majfcimi skaldrni potencial.
MiZeme Pici, bude to ukézdno ddle v této kapitole, Ze mnoZi-
na konzervativnich sil a mnoZina sil majicich skalérni poten-
ci&l se navzdjem prekryvaji, ale nejsou totoZné. UkéZeme, Ze
jestlize konzervativni sila zévisi jen na soufadnicich (a jJe
spojitd), existuje pro ni skaldrni potencidl. (Pokud se vy-
Set¥ovani sil omezuje prévé na sily tohoto typu, coZ je v li=-
teratute dosti &asté, nemusime d&lat rozdilu mezi konzerva-
tivnimi silami a silami majicimi skaldrni potencidl.) Exis-
tujf{ vsak konzervativni sily, které nemaji skaldrni potencidl
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a naopak zase sily se skaldrnim potencidlem, které nejsou
konzervativni. Nap¥iklad v8echny sily kolmé na rychlost jsou
podle niZe uvedené definice konzervativni, ale obecn& pro n&
neexistuje skaldrni{ potencidl. Opalnym pfikladem je slapovéd
sila, kterd neni konzervativni, protoZe zdvis{ na Zase, ale
skalérni slapovy potencidl existuje, podrobnosti viz niZe.

ProtoZe v rémci teorie potencidlovych poli se budeme za-
byvat zejména poli se skalérnim potencidlem, bude pro nds dt-
lezit&j81, zdali danou dlohu lze popsat skaldrnim potencig-
lem, neZ to, zdali plsobici sily Jjsou konzervativni. Proto se
v dalSich kapitolédch nebudeme zabyvat otdzkami konzervativ-
nosti sil, ale budeme Jjen hledat prisluné potencidly a stu-
dovat jejich vlastnosti. Abychom v3ak teorii potencidlovych
poli zasadili do 8irsiho fyzikdlniho rémce, zdGraznili nékte-
ré souvislosti a uvedli typické p¥iklady, budeme vyklad v né-
sledujicich paragrafech této kapitoly jestd orientovat z hle=-
disek bé&Znych v mechanice, tj. zejména z hlediska konzerva-
tivnich sil.

2.2+ Konzervativni{ sily

Silu nazveme konzervativni, jestliZe préce, vykonang
touto silou pri premisténi &dstice z libovolného bodu P, do
libovolného bodu P , Jje jednozna&n& urfena pouze polohou

téchto bodl a nezédvisi na dréze samotné [14, 17, 18, 19] .

Elementédrni préce dW , kterou vykonsd sila F podél
elementu drénhy as , se definuje vztahem

—>

__)
aW = F . ds = Xdx + Ydy + zdz (2.2)

kde telkou jsme oznalili skaldérni nédsobeni sily E?z (X, Y,2)
a elementu dréhy ds = (dx, dy, dz). Tato definice vyhovuje
obvyklym poZadavkim, které na prédci klademe, viz ni%e vzorec
(2.4). Necht se &dstice B?emis{uje z bodu P, do bodu P
podél dréhy C . Sila F , plsobfci na &4stici, vykond pri-
tom préci



- 11 =

P P
W o= J F.ds = j (Xax + Ydy + zdz) . (2¢3)
o o

Poznamene jme, Ze k existenci k¥ivkového integrdlu (2.3) je
treba, aby sila i dréha splfiovaly n&které piedpoklady. Teo-
rie téchto integréld se obvykle buduje pro lokédlné& rektifi-
kovatelné k¥ivky [21] . Budeme samoz¥ejmé pFfedpoklddat, Ze
kazdéd dréha md tuto vlastnost. Krom& toho se z fyzikélniho
ndzoru zdé, ¥e bychom se mohli omezit Jen na k¥ivky, které
Jsou navic spojité a po ¥dstech hladké (toto omezeni v3ak
potfebujeme Jjen p¥i dlkazu ni¥e uvedend vlastnosti 4, viz
nédsledujic{ paragraf).

Mé&-1i sila obecny tvar (2.1), pak integrdl (2.3) obecnd&
zévisi na drédze, rychlosti pohybu ¢dstice, Case a na udhlech,
které svird sila s elementy dréhy.M&-1i byt sila konzervativ-
ni, musi tedy mit uréité velnmi specidlni vlastnosti.

Z pokusl je zndmo, %e préce nezévis{ na dréze pro gra-
vitacni a elektrostatické sily [19]. Stejny vysledek byl
ziskdn také pro interakce mezi elementdrnimi ¢dsticemi z po-
kus@ o jejich rozptylu. Pro gravitaén{ sily tento vysledek
Vyplyvé z presnosti pPedpov&di drah planet a M&sice, Je-1i
pFfedpovéd zaloZena na Newtonovd gravitaénim zdékonu, podrob-
nosti viz kap. 3. Na druhé stranég napr., sily t¥eni nejsou
konzervativni, podrobn&j3{ zd@vodnéni je uvedeno nise.

Jak uvidime ddle, bude uUlelné rozdélit konzervativnf
sily do nésledujfcich dvou skupin:

a) sily, které nekonajf préci po Zédné elementdrni drdze (to
m& za ndsledek, Ze také préce (2.3) Jje nulovéd pro libovol-
nou dréhu);

b) sily, které obecn& nenulovou préci konajf (tj. konajf{ ne-
nulovou préci alespon po n&kterych drahéch).

V8imnéme si té&chto dvou p¥ipadd trochu blife.

Je zfeJjmé, Ze specidlnim p¥ipadem konzervativnich sil
budou takové sily, které podél libovolné elementdrn{ dréhy
nekonaji Zadnou préci. UZitim znémé vlastnosti skalérniho
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soudinu miZeme (2.2) pPfepsat ve tvaru

aw = F . ds =l-§’|.ld_§|. cos X , (2e4)

kde oo Jje udhel sevreny vektory F oa &B . Elementérni préce

dW bude nulovd ve dvou pripadech (prfedpokldédddme nenulovou
dréhu ds ) a to, Jje-1i bud F =0 nebo cosx=0 . Trivi-
dlnim p¥ipadem konzervativni sily je tedy sila, kterd je v3u-
de v uvaZovaném oboru rovna nule. Druhy p¥ipad Jje dileZitéj-
81, Jjednd se o siflu, kterd je vZidy kolméd na smér pohybu, tzn.
je kolmé na rychlost &&stice. S timto pfipadem sily kolmé na
rychlost se setkdvame naplf. pri pohybu nabité &dstice v mag-
netickém poli. Jinym p¥ikladem Jje Coriolisova sila. Upozor-
néme, Ze sila ptsobici na nabitou &&stici v elektromagnetic-
kém poli (Lorentzova sila), Jje konzervativni tehdy, je-1i
konzervativni p¥islusné elektrické pole; tato sila mé tvar

?=e§+ﬂ7x§), (2.5)

kde e a V Jjsou ndboj a rychlost &4stice, E intenzita
elektrického pole, B magnetickd indukce.

Poznamene jme, Ze v literatufe neni plné Jjednotnosti po-
kud se tyle zarazeni sil kolmych na rychlost do kategorie
konzervativnich sil. My Jsme Je mezl konzervativni sily za-
fadili, protoZe vyhovuJji vySe uvedené definici konzervativ-
nich sil; stejnZ tak &ini nap¥. autoPi ulebnice [19] . fasti-
ji se v8ak sily kolmé na rychlost mezi konzervativni sily
nezatazujf{ {14, 33, 44] . Hlavn{ dtvod spodivd v tom, Ze pro
sily kolmé na rychlost nelze obecné zavést skaldrni potenci-
41, viz niZe uvedenou vlastnost 2.

Nyni predpoklédejme, Ze F cos« neni identicky rovné
nule, tzn., Ze alespon podél n&kterych drah je vykonand pré-
ce nenulové. M4-1i byt ted sila -? konzervativni, nesmi z4-
viset na rychlosti &4stice, ani na &ase (porovnejte s (2.1)).
Kdyby sila zévisela na rychlosti, pak pfi pomalém a pfi rych=-
1ém prob&hnuti stejné dréhy bychom dostali rizné price, coi
Je v rozporu s definici konzervativni{ sily. ObdobnZ, kdyby
se sila ménila s d&asem, dostdvali bychom p¥i prob&hnuti
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stejné dréhy, ale v ruznych dasech, rizné hodnoty préce. Dos-
pivéme tedy k vysledku, Ze konzervativni sfla (pokud neuvaZu-
jeme sily kolmé na rychlost), mbZe byt pouze funkci souradnic,
ti.

F= f(x, Y, 2) & (2.6)

Kdy? sfla zdvisi pouze na soufadnicich, mluvime o silovém po-
11 [33].

Prévé zavedeny pojem "pole" rozd8ifme jeSt& 1 na jiné
vektory a skaldry. Rekneme, Ze v n&jaké oblasti je zadédno po-
le, Jjestli%e kaZ?dému bodu této oblasti odpovidéd urcité hodno-
ta n&jaké velidiny - skaldrni nebo vektorové[20, 31]. Jinymi
slovy, budeme mluvit o vektorovém (resp. skaldrnim) poli,
jestliZe prisludny vektor (resp. skalédr) je funkci pouze sou=-
¥adnic. Casto se tento pojem Jje8t& ddle roz3ifuje v tom smys=-
lu, Ze se vedle zdvislosti na soufadnicich téZ pripousti za-
vislost na &ase. Pak se mluvi o staciondrnich a nestacionér-
nich polich podle toho, zdali pfisludnéd velilina nezdvisi ¢&i
zédvisi na dase. V tomto skriptu pod pojmem pole budeme déle
vZdy rozum&t pole staciondrni, tj. nezdvislé na Zase. Zcela
analogicky lze pro tenzorové veliliny zavést pojem tenzorové-
ho pole, av8ak v tomto skriptu se témito p¥ipady zabyvat ne-
budeme.

Zavedeny pojem pole Jje velmi 8iroky, ale tyka se pouze
matematické strénky popisu dané veliliny, nikoliv Jjeji pova-
hy. M3Zeme proto mluvit o polich nejrtzn& j3{ povahy, napf. ©
poli gravitadniho zrychleni, teplotnim poli, poli nadmofskych
vysek, poli geologického std¥{ hornin, poli hustoty osidleni
aje. Naproti tomu bychom cht&li upozornit na Jjisty rozdil od
uzdiho a pondkud jinak chépaného pojmu fyzikdlniho pole (naph
gravita®niho nebo elektromagnetického pole), &imZ rozumime
jisté formy existence hmoty, tj. v tomto pojmu je dileZitym
hledisko materidlni povahy zkoumaného Jjevu; podrobn&ji viz
[5] « Pouze pojmy "gravitadni pole"” a "elektromagnetické pole"
budeme chépat z tohoto druhého hlediska, v ostatnich p¥fipa=-
dech budeme pak chdpat pole ve smyslu vyS3e uvedené matematic-
ké definice.
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2.3. Vlastnosti konzervativnich sil

Odvodime zékladni vlastnosti konzervativnich sil. Ctenét,
ktery tyto vlastnosti zné, miZe tento paragraf vynechat.
Poznamene jme predem, Ze vlastnosti 1, 3 & 4 plati i pro sily
kolmé na rychlost, pPidemZ tyto s{ly mohou zdviset i na Case.
Vlastnost 2 (existence skaldrniho potencidlu) plati jen pro
sily typu (2.€).

Ne jprve doka’me zndmou vlastnost, Ze probfhéme-li stej-
nou drdhou v opadnych smérech, 1i8{ se vykonand préce znamén-
kem. Nechf podél useldky as plsobi na &stici konstantni si-
la ¥ (obr. 1). Préce vykonanéd silou F p¥i pfemisténi &és-
tice z bodu A do bodu B bude AW,p = FAs cosa. Pri premisté-
ni déstice z bodu B do A dostaneme AWBA = FAsS cos/3= - Fas,
cosa = = AWAB. Pfejdeme-1li odtud k integralu, dostaneme tvr-
zeni pro obecnocu dréhu a silu.

A aa B

Obr. 1

Pristupme JjiZ? k popisu ne jdllezité&jdich vlastnosti kon-
zervativnich sil.

Vlastnost 1: Sila je konzervativni prévé tehdy, JjestliZe
prédce po libovolné uzaviené k¥ivce Jje nulovd, tj.

$F.da =0, (27

kde f oznaduje integraci po uzaviené kfivce.
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Dikaz: Predn& si uv&domme, Ze pro konzervativani silu pla-
t{ podle jeji definice, Ze préce (2.3) zdvis{ pouze na kraj-
nich bodech integrace, tj. W = W(PO, P). P¥i prichodu dréhy
v opalném sméru Jjsme dostali W(P, Po) = - W(Po, P) . Predpo~-
kld4dejme nejprve, Ze Jje sila konzervativni, a politejme prdci

po libovolné uzaviené k¥ivce C , vychédzejic{ z bodu A (obr.
2a). N&jakym bodem B jsme k¥ivku C ro02d¥lili na &4sti C, a
02. Plati (teCku pro oznaleni skaldrniho soudinu budeme ddle
dasto vynechdvat)

Obr. 2a Cbr. 2b

Predpoklédde jme obrécen&, Ze plati (2.7) pro libovolnou
uzavienou k¥ivku. Vedme z bodu A do bodu B dvd libovolné ces-
ty C; a C, (obr. 2b). Opidme uzavfenou k¥ivku C takovym
zpisobem, Ze z A pijdeme do B po C1 a 2z Bdo A po C
Podle pfredpokladu Je

2 L ]
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B A B B
0o-fFE-[FR+[FR-[FHR-|FE .
C A B A A
(podél (podél (podél (podél
Cq ) C, ) Cq ) 02 )

TfebaZze byly dréhy C, a C, 2zvoleny zcela libovolng, Jje
prédce pfi prechodu z A do B stejndé. Znamend to, Ze préce je
nezévisld na volb& dréhy, sila je tedy konzervativni. Tim je
véta dokdazéna.

Pripomenme, %e jsme dokdzali ekvivalenci definice konzer-
vativni sily a vlastnosti 1, dané vzorcem (2.7). Za definici
konzervativni sfly bychom proto mohli zvolit platnost vztahu
(2+7) pro libovolnou uzav¥ienou k¥ivku, nezdvislost préce na
tvaru drdhy by pak byla jejim ddsledkem [14].

Z fyzikélniho hlediska je nyni zFejmé, %e t¥eni nebo ji-
né disipativni sily nemohou byt silami konzervativnimi, pro-
toZe &len ’?iaé y prisluSejici této sile, bude stdle zdpor-
ny, integrél (2.7) se proto nebude rovnat nule [14, 19]; aby-
chom s ¢éstici ob&hli po uzaviené k¥ivce, musime j{ dodat n&-
Jakou kladnou préci.

Vlastnost 2: Ozna¥me X, Y, Z sloZky sily F . Necht
'F je konzervativn{ a splnuje je&t® ndsledujici dv& podminky:
a) F zdvis{ pouze na soufadnicich, F = f(x, ¥, 2), tJ3. F
vytvdri silové pole;

b) ¥ Jje gpojitd (jeji sloZky Jjsou spojité funkce soutradnic).
Pak existuje skaldrni funkce ¢)(x, ¥, 2z) takovéa, Ze

99
vx

[ ?
X = 9 Y=7€' ) Zz_véza ’ (2.8)

neboli ve vektorovém zdpisu

?==ywd¢==(2¢ 9¢’ ?¢) . (2.9)

7% 9y D)z
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Obrdcend, existuje-li takové funkce ¢ (x, y, z) se spojitymi
prvnimi derivacemi tak, Ze pro silu plati (2.8), je tato sila
konzervativni.

Dékaz: V3imn&me si, %e ve (2.3) Jjsme integrovénim sily
dostali préci. Obrdcen& tedy Jjistym derivovénim prdce musime
dostat silu. Lze proto olekdvat, Ze hledand skaldrni funkce
bude bezprost¥edn& souviset s praci. Préce v poli konzerva-
tivni sily je ovdem zdvisléd na pocéte&nim a koncovém bodu
drdhy, tj. mé tvar W(PO, P), kdeZto my hleddme funkci, kte=-
rd zdvisi na soufadnicich pouze Jjednoho bodu. Zvolme proto
poldteéni bod Po pevné a uvafujme pouze dréhy, které vyché-
zeji z tohoto bodu. ProtoZe je polétedni bod dréhy fixovén,
bude préce po t&chto drahéch v poli konzervativni sily zévis-
14 pouze na poloze koncového bodu dréhy. Tuto préci, kterou
silové pole (pri pohybu dané ¢éstice) vykondvd, oznalime
¢= ¢(P) = ¢(x, y, Z). Poditejme parcidlni derivaci funkce
@ podle x v bod® P [18]. Vezm&me dréhu z P, do P(x,y,2)
podél n&jaké vhodné k¥ivky; drdhu z P, do P’(x +ax, ¥, 2)
vezmdme podél stejné dréhy do P a potom podél p¥imky do P".
Podle (2.3) Je

" X+AX
¢ (") -¢@ 1 S
.——-* £ =

PP AX

X(x, y, z)dx = X(x +ﬁhﬁx, Yy Z)

X

Posledni vyraz Jjsme dostali podle véty o stfedni hodnotég,
plati 0<4"'<1l. Pro tento posledni krok pot¥ebujeme spojitost
funkce X « V 1limité& pro PP* = Ax DbliZ{c{ se k nule dosta-
neme

¢

"-‘—=X 'Y

Vx

Obdobn& bychom postupovali p¥i vypoétu parcidlnich derivact
.—)

podle y a 2z . Pro spojité konzervativni pole F tedy

dostdvéme (2.8), kde ¢) je pouze funkci soufadnic.

Obrdcené tvrzeni se doké¥e snadndji. Nechi existuje
funkce ¢)(x, y, 2z) se spojitymi prvnimi derivacemi tak, Ze
slofky sily lze vyjddrit vztahy (2.8). Funkce Qﬁ méd totdélni
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diferencidl (nebof jejf parcidlni derivace Jsou spoJjité BG])

d(]S:;()-’i-?z- dx+-%%dy+—/;gz-dz .

Podle (2.3) nyni plat{

P, P
W(P,, P)= S (—g—%— dx + -;—?— dy + -;—Q;-)dz =f d¢= ¢(P)-¢(PO) .

Fo %o

Préce je nezdvisld na dréze, protoZe posledn{ vyraz zdvisi
pouze na krajnich bodech. Sfla je tedy konzervativn{. T{im Je
cely dikaz proveden.

Velikd vyhoda konzervativnfho silového pole (spojitého)
spocivé tedy v tom, Ze mtZe byt popséno pomoci jediné skaldr-
ni funkce gé (x, y, 2), zatimco k popisu obecného silového
pcle potFebujeme t¥i skaldrni funkce (slo¥ky) X, Y a 2 .
O roz8iFeni této vlastnosti konzervativnich pol{ i na Jjin4
vektorovd pole, neZ jen pole silové, bude pojedndno na konci
tohoto paragrafu.

MoZnost popisu vektorového pole pomoci pole skaldrniho
Je otdzka natolik zdvaZnd, Ze povaZujeme za Gfelné pripojit
Je8té né&kolik pozndmek. P¥i dtkazu vlastnosti 2 Jsme piedpo-
klddali, Z%e sila zévisi pouze na soufadnicich, je spojitd a
Je konzervativni. V prvnich t¥ech pozndmkédch, které ndsledujt
postupné probereme p#ipady, kdy pfislu3ny p¥edpoklad neni

f

splnén a budeme se ptdt, zdali pfesto nelze s{lu vyjéddrit ja-
ko gradient né&jakého skaldru.

Pozndmka 1: P¥i ddkazu jsme pfedpokléddali, Ze uvaZovans
konzervativni sila zdvis{ pouze na soufadnic{ch., Pak prislui-
nd skaldrni funkce také zdvisela Jen na sou¥adnicich. Sily
kolmé na rychlost Jjsou také konzervativni, ale nemohou byt
odvozeny ze skaldrni funkce, kters by byla pouze funkci sou-
fadnic (derivovénim funkce gﬁ zdvislé jen na sou¥adnicich
dostaneme funkci zdvislou zase jen na souradnicich). Pokud
by pro sily kolmé na rychlost takovd skaldrn{ funkce existo-
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vala (obecnd o jeji existenci &i neexistenci dokézand v&ta

nic ne¥ikd), musela by tato skalsrn{ funkce z¥ejm& zéviset

téZ na rychlosti. Jako p¥fklad uvedme silu, kterd pisob{ na
nabitou &4stici v magnetickém poli:

kde e Je nédboj ééstice, v Jeji rychlost, B magneticks
indukce. Je-li B konstantn{ vektor, lze snadno ovérit, Ze
uvedend sila F miZe byt popséna pomoci ndsledujici skaldrni
funkce U(x, y, z, X, ¥, z):

— >

U=ze(TxV)E , F=grad U : (2.10)

—

kde r = (x, y, z) Je polohovy vektor [22] . JestliZe E; ne-
ni konstantn{ vektor, ale zévis{ na soufadnicich, sfla ztsta-
ne konzervativni, ale p¥fsludnou skaldrn{ funkeci jiZ nalézt
neumime. V té&chto p¥ipadech Jje proto vhodné pou¥fvat Jjinak
zavédénou skaldrni funkeci, zvanou zobecn&ny potencidl, viz
poznémka 4.

Poznémka 2: V dtkazu byl podstatny predpoklad o spojitos-
ti konzervativniho pole. Je-1i konzervativn{ pole spojité, je
podle dokézané vlastnosti zajistZna existence skaldrnfho pole
tak, Ze plat{ vySe uvedené vztahy (2.8). Jestlise konzervativ-
ni pole neni spojité, z dokdzand véty nic neplyne. To znamen§,
Ze pro nespojité konzervativni pole nelze zarudit existenci
pfisludného skaldrnfho pole, ale na druhé stran® ani nelze
existenci takového skaldrniho pole vylouZit. Ulohy s nespoji-
tymi konzervativnimi silami muse ji byt proto vyZet¥ovény pri-
pad od pfipadu. Nap¥iklad 1lze dkézat, Ze konzervativni sila
plsobend tzv. jednoduchou vrstvou je nespojitd p¥i prtchodu
touto vrstvou, ale p¥isludnd skaldrni funkce existuje.

Poznémka 3: Zdkladnim p¥edpokladem dokdzand vlastnosti
2 bylo, Ze sila je konzervativni. Vzniks ovdem otdzka, zdali
i pro n&které nekonzervativng sily Jje mo¥né nalézt skaldrn{
funkeci tak, aby platilo (2.8). Odpovad Jje kladnd. Je ov&em
zte jmé, %e v tomto prfipad® mus{ prislusnd skaldrni funkce té&¥
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zaviset na rychlosti anebo na Zase (kdyby zdvisela jen na sou-
Yadnicich, byla by sila konzervativni). Jednoduchym p¥ikladem
Je sila t¥en{ Um&rnd rychlosti, kterd mtZe byt vy Jjédfena Jjako
gradient skaldrni funkce, z4vislé na sou¥adnicich a rychlos-
tech:

F=-X=gradd, = - K¥¢ (2.11)

kde k Je konstanta, T polohovy vektor, ¥ rychlost.
Jinym p¥ikladem je gravita®ni sfla plsobend t¥lesem, kterd se
vzhledem k uvaZované &4stici pohybuje; v tomto p¥{pad® bude
pfisludnd skaldrni funkce zdviset nejen na soufadnicich, ale

i na Case. Mezi tyto sily pat¥{ i slapovd sfla (pojmem "slapy"
souhrnn& oznafujeme p¥{iliv a odliv). Tento p¥ipad je pro geo-
fyziku velice dlleZity, protoZe umoZnuje urdit slapovy "po-
tencidl", tr¥ebaZe slapovéd sila nenf konzervativn{i.

Pozndmka 4: V mechanice je velice dfile¥itd jedt3 pon&kud
obecné ji zavé4d&né skaldrni funkce, zvand zobecnZny potencidl.
Rekneme, Ze skaldrni funkce V(x, y, 2z, x, y, 2, t) Jje zo-
becn&nym potencidlem sily F = (X, Y, Z), Jjestli¥e plat{,

X: (—i—-fav..ﬂ
dt 7% 7x !
_ 4 2y v
Y-a-gfw- 3y ’ (2.12)
Z_g__f»v_fav .
- at 9z " 7z

Vyznam zobecné&ného potencidlu spoldivéd v tom, ¥e mé-1i sila
pisobici na C4stici zobecnZny potencidl, mi¥eme pohyb této
¢dstice popsat pomoci zndmych rovnic analytické mechaniky,
nap¥. pomoci Lagrangeovych rovnic; tvar vzored (2.12) ptripo-
mind tvar Lagrangeovych rovnic. JestliZe zobecn&ny potencidl
nezdvisi na rychlostech, vzorce (2.12) lze jednodule zapsat
ve tvaru ¥?= - grad V . Odtud plyne, Ze pokud vy8e studované
skaldrni funkce ¢) nezédvisi na rychlostech (krom& sou¥adnic
miZe vdak zédviset i na ¥ase), miZeme poloZit
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Vix, y, 2, t) == P(x, vy, 2z, t) . (2.13)

Podle tohoto vzorce oviem nelze urdit zobecn&ny potencidl pro
s{ly (2.10) a (2.11), které zdviseji na rychlosti. Pro silu
t¥en{ (2.11) dokonce zobecn&ny potenciédl neumime nalézt; La-
grangeovy rovnice pro pohyb %4stice se musejf v tomto pripadé
modifikovat [25]. Ovdem pro specidlni p¥ipady sil kolmych na
rychlost, jako je sfila plsobici na nabitou ¢4stici v magne-
tickém poli a sila Coriolisova, zobecn&ny potencidl nalézt
umime, viz nife uvedené p¥iklady. Zobecnény potencidél tedy
umime nalézt pro viechny konkrétni p¥ipady konzervativnich
sil (#4dny protip¥iklad ndm neni zném), ale i pro nékteré si-
1y nekonzervativni (nap¥. zmin2néd Casové promé&nné gravitaéni
sila).

Poznamka 5: Z predchoziho vykladu by mochl vzniknout ne-
sprdvny dojem, %e teorie potencidlu Jje mélo pouZitelnd v mag-
netismu, protoZe silu, kteréd pisobi na nabitou g4dstici v mag-
netickém poli, nelze popsat pomoci skaldrniho pole. Tak by
tomu opravdu bylo, kdybychom se zabyvali pouze vySet¥ovédnim
sil, ptisobicich na Z4sticl v magnetickém poli. JestliZe v8ak
prejdeme na vySetfovéani intenzity magnetického pole nebo mag-
netické indukce, pak tyto veliliny lze jiZ v pF¥ipadé stacio=-
nédrniho magnetického pole vyjadfit jako gradienty skaldrnich
funkci.

Poznémka 6 (terminologickd): JestliZe vektorova funkce
?‘7 a skaldrni funkce ¢ spolu souviseji vztahem ¥ = grad ¢) 3
pak v pripadé abstraktnich poli, obecnych silovych poli a po-
1{ rychlosti se skalar (ﬁ nazyvé potencidlem [7, 18] . Na-
proti tomu v teorii Newtonova potencidlu se potencidl vidy
vztahuje k intenzit& pole a pro kladnou jednotkovou Edstici,
bodovy néboj nebo magnetické mnoZstvi se obvykle definuje Ja-
ko 1/r, kde r Je vzddlenost od Céstice; pro riznéd rozloZe-
n{ zdrojd pole se pak potencidl dostane jako integrédl z hus-
toty vynésobené 1/r. Potom je ovSem tfeba rozliSovat dva pti-
pady: a) jestlife se elementy souhlasného znaménka pritahuji,
jako v gravitaci, pak mezi intenzitou pole T a potencidlem
U plati vztah T = grad U; b) JjestliZe se elementy stejného
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znaménka odpuzuji, jako v elekt¥ind a magnetismu, platd
E-'—grad U. Ve fyzice se v3ak nejlast&ji zavdd{ potencisl tak,
aby se ve vS8ech pripadech dostala intenzita jako minus gradi-
ent potencidlu. Timto zplisobem budeme postupovat i v tomto
skriptu, viz ndsledujict paragraf 2.4. Pro oznaleni préce sa-
motné, pfipadn& pfepolitané na jednotkovou Céstici, se pak
nékdy zavdd&ji ndzvy "potencidlovéd funkce" nebo "silovd funk-
ce",

Vlastnost 3 (zdkon zachov4ni mechanické energie): Jest-

liZe sily plsobic{ na &&stici Jsou konzervativni, zachovdvé
se Jjeji mechanickd energie.

NeZ pristoupime k dikazu této vEty, pfipomenme definice
kinetické, potencidlnt a mechanické energie. Jestli¥e 4stice
0 hmotnosti m se pohybuje rychlosti v , zav4ddime kinetic-
kou energii vyrazem 8 % mvz. Potencidlni energii 8
definujeme jako praci, kterou musime (proti U&inktm silového
pole) vykonat, abychom &4stici premistili z Jjistého poddted-
niho bodu do bodu uvaZovaného. Potencidlni energie je tedy
préce, kterou musime ¥4stici dodat, tj. kterou musi{ dodat
vné j81{ sily. Pritom silové pole vykond préci (- 5 b coZ
plyne ze zdkona akce a reakce. Aby takto deflnované potenci-
41ni energie nezdvisela na tvaru dréhy, budeme ji zaviait
pouze pro konzervativn{ sfly. Za zmin&ny poldtedni (vychozi)
bod zvolme bod Po’ ktery jsme pou?fivali p¥i konstruovén{
funkce gé « ZFejm& platt

Pz, y, z)
Ex, v, 2) = -Pix, 3, 2) = - (7Ta& (2.14)
PO(XO, yo’ Zo)

Doplfme, ¥e pro spojité sfly ze vztahu (2.9) plyne

-

Mluvime=-li o potencidln{ energii, musime tedy vZdy uvést,
vzhledem ke kterému vychozimu bodu Ji po&itdme. Vzhledem
k tomu, Ze vsak gz fyzikdlniho hlediska Je volba tohoto vycho-
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ziho bodu celkem libovolnd, zavéddji se fasto jisté standard-
ni volby, nap¥. voli se tento bod v nekonednu apod., ndkteré
podrobnosti viz ddle. Soulet kinetické a potencidlni energie
nazyvédme energii mechanickou.

Dikaz vlastnosti 3: Podle (2.14) je prédce, kterou vykoné
konzervativn{ sila ¥ pfi premisté&ni &éstice z bodu A do
bodu B, rovna zéporné vzaté zmén& potencidlni energie &4stice:

B
. v N
gp(B) - Ep(A) = - § Fds . (2.16)

Prfedpoklédde jme, Ze hmotnost &4stice m 2zlstdvd bZhem pohybu
konstantni. Pak plati F = ma , kde & Jje zrychleni &éstice.
Z definice rychlosti ¥ = ds/dt plyne ds = vdt . Integril
na pravé stran& (2.16) lze nyni upravit na tvar

B B B B )
= dv = _m S’ d o= _11 2] _ (2.17

[F@&=n f LVar = 2| S@.at -[2 oy

A A A A

]

Ze srovndni vyrazd (2.16) a (2.17) plyne, %e se mechanické
energie lastice zachovéva:

Ex(a) + E,(a) = £,(B) + E.(B) . (2.18)

Tim Jjsme vlastnost 3 dokdzali pro konzervativni silové pole
(pfedpoklddali Jjsme Jje3t®, Ze hmotnost &4stice Jje konstantni

a plati druhy Newtontv zdkon). Pro p¥ipad sil kolmych na
rychlost je integrdl (2.14) nezdvisly na drdze, protoZe Jje
nulovy, a podle (2.16) se potencidlni energie neménf. Z (2.17)
plyne, Ze také kinetické energie ¢dstice se nem&ni. Pro sily
kolmé na rychlost tedy rovnéZ plati zdkon zachovéni mechanic-
ké energie.
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N& jaké obrdcené tvrzeni zde dokazovat nebudeme. Abychom
tak mohli udinit, museli bychom pfesn¥ specifikovat, jak bu-
deme zavédét potencidlni energii v p¥ipad® nekonzervativnich
8il, kdy préce JjiZ obecn& zévis{ na drédze. Pro nekonzervativ-
ni sily pozbyvé pojem potencidlni energie, a tedy i mechanic-
ké energie, obvyklého smyslu.

Pro sily, majici tu vlastnost, Ze prédce Je nezdvisld na
tvaru drdhy, Jjsme dostali v&tu o zachovéni mechanické energie
(conservatio energiase). 0dtud pro n& pochdzi oznadeni "kon-
zervativni sily" [44] .

Vlastnost 4: Nechf v jednoduZe souvislé oblasti Jje sila
F = (X, ¥, Z) spojitd a mé spojité prvni parcidlni derivace

pedle souradnic. Pak nutnéd a postafujici podminka pro to, aby
= . :
sila F byla konzervativni, Jje, aby byla nevirové, tJj. aby

—_

rot F =0 . (2.19)

D8kaz: Uvedme nejprve definici operace rotace [18].
Necht P oznaduje n&jaky bod a vektor K né jaky smér (obr.
3). Bodem P proloZme hladkou neuzavienou jednodude souvis-
lou plochu ¢ , jejiZ norméla v bod® P m4 sm&r n . Na O
uvaZujme neprotinajici se uzav¥enou konenou a po &dstech
hladkou k¥ivku C , kterd obepind bod P . Orientaci krivky
C zvolime proti smdru hodinovych rulildek, divédme-1li se na ni
z té strany plochy ¢ , kam mif{ T (v levoto&ivé soustavd
bychom k¥ivku C orientovali opadné). Poditejme cirkulaci
vektoru F podél C (tj. § F d3) ve sméru kladné orientace
C a d&lme Jji velikost{f plochy S , kterou C vytind v o .
Zmen3ujme k¥ivku C (Jjeji nejdel3i t3tivu zmen3ujme k nule)
tak, aby bod P stdle zlstdval uvnit¥. P¥isludnou limitou
definujeme sloZku vektoru rot F v bodd® P do sm&ru n

s —

2l
i
(]
'—J
&
Wi
e ar
Fa
6]

rot, (2.20)

K této definici je t¥eba vznést dv& vyhrady: a) limita na
pravé stran& (2.20) mus{ existovat a rozum{ se, Ze by mé&la
byt nezdvisléd na konkrétnim tvaru G a C : b) slo¥ky,
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” C

Obr.s 3

definované témito limitami pro rdzné sméry 1 , musi byt
skutecn& sloZkami vektoru. Jestlife tyto podminky nejsou spl-
nény, rotace v bod® P neexistuje. Lze ukézat, ¥e tyto pod-
minky budou splné&ny, jestliZe slo¥ky vektoru T budou mit
spojité parcidlni derivace podle soubadnic [18].

Pfedpoklédde jme nejprve, %e sfla 7 je konzervativn{
(a spojité do prvniho ¥ddu). Podle vlastnosti 1 je pak inte-
grél po libovolné uzaviené k¥ivce roven nule a podle (2.20)
bude slofka rotace do libovolného smé&ru rovna nule. Odtud
plyne (2.19).

Obrécen& predpoklédejme, Ze plat{ (2.19) v n&jaké jedno-
duSe souvislé oblasti. Chceme dokdzat, ¥e prédce vykonand si-
lou f? po libovolné uzaviend k¥ivce C v této oblasti Je
nulovéd, PouZijeme Stokesovu vé&tu

§ Fa@ = | ror, Fas (2.21)
c S

kde vektorovd funkce f? je spojitd do prvniho ¥d4du, S je
Jednodude souvisld neuzav¥end po Céstech hladks plocha, ohra-
nifend neprotinajici se uzav¥enou po &4stech hladkou kiivkou
C. Dosadime-1li sem (2.19), dostdvéme ihned, Z%e préce po
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uzaviend ki¥ivece C Jje nulovd, sila je tedy konzervativni.
T{m je vlastnost 4 dokdzéna (pro k¥ivky po &4stech hladké).

Hlede jme nyni vyJjdd¥eni rot F v kartézskych soutadni-
cich za pPredpokladu, Ze funkce F je spojitéd do prvniho Fé-
du. Bod, v ndmZ politdme rotaci, povaZujme pro jednoduchost
za poldtek soutadnicové soustavy. Politejme nejprve sloZku
rotace do smé&ru osy x . UvaZujme sou¥adnicovou rovinu (y,z)
a v ni lomenou uzav¥enou k¥ivku C spojujici body A=(0,0,0),
B=(0, Ay, 0), C=(0, Ay, Az), D=(0, O, Az). Pro cirkulaci vek-
toru ¥ = (X, Y, Z) podél C (po drdze ABCDA) platd

X AY AZ
iFI*_’)a—E? = j Y(O, w, O)aw + J Z(0, Ay, v)dv +
C 0 C

0 0

+ j Y(0, w, Az)dw + g 20, 0, vidv .

AY Az

V dtsledku spojitosti 12Y/7z existuje podle v&ty o stFedni
hodnoté takovy bod 1z €&(O, Az), obecn& zévisly na w , Ze
platd

Y
Y(0, w, A2) - Y(O, w, O) =/%)-; (0, w, zo) .
Tento vyraz mdme nyni integrovat podle w v mezich od 0O do
Ay + Oznafme P, ten z bodld (O, w, zo), kde funkce Y0z
nabyvéd minima, a P, bod, kde nabyv4 maxima. Plati

NY(P) i Y (P,)
———=— AZAYZ ‘7 [Y(O, w, Az) - Y(CO, w, OSde 4

v

2

AZAY

Integrdl uprost¥ed nerovnosti a¥ na znaménko vystupuje ve vy=-
e uvedené cirkulaci. Vyd&lme tyto nerovnosti plochou

S = Ay Az a zmen3ujme Ay a Az k nule. V limité& budou
levé a pravé strany nerovnosti stejné, protoZe body P1 a

P2 pF¥ejdou do poldtku. Stejny postup lze aplikovat ve vySe
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uvedené cirkulaci na integrély funkce Z . 0Odtud plyne

s Ny 7z
Upozorn&me, Ze nutnéd podminka, aby z definice (2.20) plynul
tento vztah, Jje spojitost funkei )Yz a /9Z/7y . Analo-

gicky postup i pro zbyvajici dv& slofky rotace vede ke zndmé-
mu vzorci

rot T =22 QY Qx _1Qz X ”_D_g) . (2.29)
y ek Ax x Dy

Poznamene jme, %e dokédzand vlastnost 4 se vztahuje i na
sily kolmé na rychlost. Jestli¥e vdak F zdvis{ Jjen na sou-
fadnicich, F ='ka, ¥, 2z), pak prvni{ %4st dtkazu lze pro-
vést JjednoduBe ji, bez pou%itfi obecné definice rotace (2.20).
ProtoZe Jje podle pfedpokladd funkce ET spo,jitéd, lze toti?
ufit vlastnosti 2, podle ni%¥ existuje skaldrni funkce
@(x, y, z) tak, %e F = grad¢ . P¥imym vypo&tem vektoru ro-
tace v kartézskych soufadnicich (2.22) dostdvéme

rotg=(02¢-f»2¢ Vo P g f»%)
720y 9y?z’9x@z Dz 9% 0y9x Ox?y

Tento vektor bude mit v8echny slofky nulové, pokud budou
prfisludné druhé parcidlni derivace funkce gﬁ zédménné, coZ
Je podle zndmé v&ty zajist&no v p¥ipad® spojitosti téchto de-
rivacf. Odtud je ihned z¥ejmé, pro& jsme zavedli predpoklad
o spojitosti prvnich parcidlnich derivac{ vektorové funkce

F . Tato &4st dbkazu neni vlastné nidim Jjinym ne¥ dokazem
zndmé vektorové identity rot grad(ﬁ = 0; bylo v8ak uZiteé&né
si uvédomit, za Jjakych predpokladd tato identita plati.

P¥i vypodtu rot F nikde nevystupuji derivace X/x ,
WY/9y, 92/72z . Proto je moZno pfedpoklady dokdzané vlastnosti
oslabit, stadilo pfedpoklddat, Ze Jjsou spojité pouze funkce
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X, v, 7, 2X QX QY Ay Nz Nz
Py Nz 72x 7z 7% Dy

Predpoklad o jednoduché souvislosti uvaZované oblasti
v3ak oslabit nelze (z divodd pou¥itf Stokesovy v&ty). Existu-
Ji toti? p#ipady, kdy rot F Jje nulovd ve v3ech bodech né ja-
ké oblasti a p¥itom k¥ivkové integrdly =z P, do P mohou
byt rdzné pro dvé k¥ivky, které le¥{ v této oblasti. To mBZe
nastat v prfipadech, kdy oblast md tvar Prstence a jestliZe
zmin&né dv& k¥ivky probihaji opadnymi segmenty prstence
(prstenec si miZeme myslet preseknuty na dva segmenty tak, Ze
Jeden Tez prochdéz{ bodem P, a druhy bodem P ). V tomto
pfipadé ov3em nelze jednu drsdhu spojitym pfesunem transformo-
vat na dréhu druhou, ani? bychom vy3li z oblasti [26] . Této
situaci je velmi blfzky niZe uvedeny pf¥iklad 12.

Vlastnost 4 konzervativnich sil bezprostfednd souvisi
s vlastnost{ 1. Ob& vlastnosti popisuji v podstatd® jediné -
nevirevy charakter konzervativnich sil. P¥itom vliastnost 1
toto popisuje v integrdlnim tvaru, vlastnost 4 ve tvaru dife-
rencidlnim. Vlastnost 1 Je v3ak obecn¥ jif, vlastnost 4 z ni
vyplynula Jjen za pFfedpokladu, ¥e sila Je spojitd a¥ do prvni-
ho ¥4du.

Z hlediska zobecnin{ vy8e popisovanych vlastnost{ Jje di-
leZitd nédsledujic{ poznédmka. Pouze p¥i dtkazu vlastnosti 3
bylo podstatné, Ze F oznaduje silu, proto¥e Jjsme pouZivali
druhy Newtonlv zdkon. V ostatnich pfipadech (pokud jedt&
upustime od ndzvu "préce" pro k¥ivkovy integrdl), mtse
oznalovat jakékoliv jiné konzervativni pole. Cdtud md¥eme ih-
ned fici, Ze nap?, nevirivy pohyb tekutiny, spojity do prvni-
ho ¥ddu (rot ¥V = o, ¥ Je rychlost pohybu), je konzervativn{
a miZe byt tedy popsén skaldrnim potencidlem y7, tds
vV = grad g, viz [7].

Méme-1i ov&¥it, zdali sfla nebo Jjiné vektorové pole Je
konzervativni, mi¥eme pou?ft definici konzervativnich sil ne-
bo kteroukoliv z uvedenych vlastnost{i. Pou¥it{ vlastnosti 4,
tj. ov&Fovdni, zdali plat{ (2.19), Je pro tyto u¥ely velmi
vhodné, pokud jsou spln&ny pFisludné predpoklady.
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Pro praexi je d8leZity popis skaldrnich a vektorovych po-
11 v k¥ivodarych sou¥adnicich. Touto problematikou se zde jiZ
zabyvat nebudeme, ale pfeneseme Jji do dal3fho dflu téchto
skript.

Ulohy

1. Vzédjemné plsobeni mezi nukleony (protony a neutrony) mGZe
byt s dostatelnou pfesnosti vyJjéd¥eno Yukawovym potencid-
lem

&
U(r) = - (~Q> U e T
T Y]

kde U, =~ 50 MeV a T, ~1,5.107%3 cm [19] . Najaste vyraz

pro odpovidajici sflu F(r) = - dU/dr .
r

Odpovéd: F(r) = = =2 U e~T/To (l-+ l—) "
r o r T,

S{la je bréna kladn® ve sm&ru rostouci soufadnice r .

2. Doka¥te, Ze sila F=(0, 0, - mg) , kterd pisobi na &4s-
tici o hmotnosti m v konstantnim t{hovém poli, je kon-
zervativni; a) dlkazem, e préce Jje nezdvisld na dréze;
b) nalezenim potencidlni energie; c¢) vypodtem rotace.

Odpov&d: a) Uvafujte dvd rtizné dréhy se spolelnym polétel-
nim a koncovym bodem. Dv& blizké roviny kolmé na osu =z

ve vzddlenostech 2z a 2z + dz od polétku vyd&li na téch-
to drahdch rtzné elementdrni useky. UZitim (2.4) dokaZte,
Ye elementdrni préce vykonané silou T podél obou usekt
jsou stejné a rovné dW = - mgdz. Postup se opakuje pro
dalsf useky, a¥ se projdou celé drdhy. (Podobny postup Je
ni¥e v textu pouZit p¥i dlkazu konzervativnosti libovolné-

ho centrdlniho silového pole). b) £ = mgz.

‘ P
3. Zobecn&ni predchoziho pfikladu. Stejnym postupem jako
4
v predchozim p¥ikladu dokaZte, Ze silové pole F = (0, O,
£(z)) , kde f Jje n&jakéd funkce, Jje konzervativni.

Odpov&d: a) Lze postupovat n%prosto stejnd jako v predcho-
zim p¥ikladu. b) € (z) = - J f(%)dg "
¥ 0
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Dals8i zobecn&ni pF¥edchozich dvou p¥ikladd. DokaZte, Ze si-
lové pole T = (£(x), g(y), h(z)) Je konzervativni; vypo-
8itejte rotaci a potencidlni energii.
Odpovéd:
M
£,00 = - [ (rx)ax + glylay + n(z)dz) .
0

Odstfedivd sila., Hmotny bod m se otd&f kolem osy =z

s dhlovou rychlosti ¢« ve vzddlenosti r od osy. Napig-
te vzorec pro odstredivou silu a vypoltem potencidlni ener-
gle dokaZte, Ze tato sfla je konzervativni (nulovou poten-
cidlni energii volte na rotadni ose). Prod nelze zvolit
nulovou potencidlni energii v nekone&nu? VZimn&te si, Ze
tato Uloha Jje specidlnim p¥ipadem p¥ikladu 4.

Odpoved: F = mwoF = (mcozx, mc,ozy, ) ,

Ep = - % mcuz(x2+ y2) o Abychom dostali v nekonednu nulo-

vou potencidlni energii, museli bychom k 5@ pridist
"nekonelnou" konstantu.

Necht se tuhé t&leso otd¥{i kolem osy prochéze jici poldt-

kem s dhlovou rychlost{ « . Pak rychlost bodu o poloho-
e :

vém vektoru ¥ Jje ddna zndmym vzorcem

V=WxT. (2.23)
Je-1i « konstantn{ vektor, doka¥te, ¥e plati [20]
rot(Jx2) =2& . (2.24)

Odtud vyplyvé fyzikdlni vyznam vektoru rotace: Jestlife
napf. kapalina proud{ rychlosti V a v nikterém bods Je
rot v nenulovd, pak se malé okoll tohoto bodu otdd{ jako
celek s udhlovou rychlostd

W=5Frot ¥ . (2.25)
Pro hledéni zobecn&ného potencidlu sil kolmych na rychlost
Je uZitelnd nésledujici véta: JestliZe sfilu plsobic{ na
ddstici lze vyjddrit ve tvaru
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F=Vxrotd : (2426

— 5 . - - )
kde v Jje rychlost &dstice a A = A(x, y, z) n&jaky vek-
tor, pak zobecn&ny potencidl této sily mé tvar
o 4
N

V=-9.2 . (2.27)

DokaZte!

Sila, plsobic{ na nabitou ¢éstici ve staciondrnim magne-
tickém poli, je déna vzorcem

?; =evxB ; (2.28)

. . =% R — —
kde e Je néboj, Vv rychlost ¢éstice a B = B(x, y, z)
magnetickd indukce., Zavedme vektorovy potencidl
— — — — —
A= A(x, y, 2) vztahem B = rot A . Pro sflu F, nalez-
néte zobecnény potencidl V, uZitim pFfedchozfho p¥ikladu.
Poznamene jme, Ze zobecn&ni na p¥ipad nestaciondrniho ele-
ktromagnetického pole (pro Lorentzovu silu) lze nalézt
napf. v [25].

Odpoved: V_ = - eV.d . (2.29)

Pro Coriolisovu silu

—

F,=2nvx @, (2.30)

nalezné&te zobecn&ny potenciil V. za predpokladu, Ze @O
Jje konstantni vektor. Ndvod: Vyjddfete O podle (2.24),
dosadte do (2.30) a uZijte p¥ikladu 7. Ovifte sprévnost
nalezeného zobecnéného potencidlu.

Odpovéd: ¥V, = = . (W x %) . (2.31)

Ovérte, zdali nédsledujici vektorové pole z Jjsou konzer-
—
vativni{, a nalezndte potenciil V’ tak, aby A = grad y’:

a) A = (3% + 2XY, x° + 2y + z, y + 3z2)

b) 2 = (3x2y22 + 3x2, 2x3yz, x3y2 + 322) ;

¢) A= (x° - 2yz, y2 - 2x2z, 2% - 2xy)

d) & = (2yz(1 - éxyz), 2xz(1 - 6xyz), 2xy(l - 6xyz)).
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P¥i vypodtu potenciilu doporudujeme volit drihu tak, aby
JeJji dseky byly rovnob&Zné se soufadnicovymi osami.
3. .2 s 3

Odpovéd: a) Y=x+x% + y°+ zy + z°+ C ,
b) (= xS+ x3y22 + 23+ ¢ :
c) y='(x3+ y3+ z3)/3 - 2xyz + C ,

a) Y= 2xyz(1l - 3xyz) + C .

I kdyZ méd pole ve v8ech mistech steJny smér, nemusi byt
konzervativni. P¥ikladem je sfla P = (y, 0, 0), dokaZte.
Politejte prdci vykonanou touto silou p¥i pohybu &4stice
z bodu (0, 0, 0) do (1, 1, 0) podél ndsledujicich drah

vV roviné (x, y): po lomené (dfe pFes body (0, 0), (0, 1),
(1, 1); b) po lomené Z&¥e pres body (0, 0), (1, 0), (1,1):
¢c) po parabolickém oblouku y = x°. UkaZte, jak Jje tfeba
stanovit dréhu, aby price byla tak velkd, jak si budeme
prat [18]. Vysvétlete, pro¥ tato s{la nent konzervativni,
zatimco obdobnd sila z prikladu 3 (té% z4visld Jjen na jed-
né soutadnici a jen s Jjednou nenulovou sloZkou) konzerva-
tivni je.

JestliZe &dstice obfhaji ve stejném smyslu po kru¥nicich
se spolelnou osou, rotace pfislusného pole miZe byt presto
nulové Prlkladem Je pole o slo¥kdeh X = - y/(x2+ yz)

= x/(x%+ y ) Z = 0, dokaZte. Potom ukaZte, %e préce
(prlslusny k¥ivkovy integrdl), vykonand t{mto polem pti
obéhu &4stice po krufnici x2+ y2 = a2, z = 0, proti sméru
hodinovych rudidek, je 2% « Neni zde n&jaky rozpor?
UkaZte, Ze prdce po libovolné uzav¥end kfivce, kterd ne-

obepind osu z , je nulové [18].

Odpoved: TrebaZe vyjde rotace viude nulovd, pfesto pole
neni konzervativni, proto¥e na ose gz ne jsou splniny
pfedpoklady o spojitosti derivaci, viz vlastnost 4 konzer-
vativnich poli{. Kdybychom z uva¥ované oblasti vyjmuli jis=-
té okolf osy =z , nedostaneme zase Jjednodude souvislou
oblast.
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2.4. Intenzita pole a potencidl

V ptedchédze jicich paragrafech jsme vySetfovali sily,kte-
ré plsobi na jedinou vybranou féstici. Abychom mohli naZe uva-
hy zobecnit, musime vySet¥it, Jjaké sily budou pusobit na ji-
nou vybranou &4stici, 1i8fci se od plvodni nap¥. hmotnosti.
Odpov&d na tuto otdzku je velmi jednoduchd v p¥ipadé gravi-
tagniho nebo elektrostatického pole. Z Newtonova gravitadniho
zékona plyne, %e gravitalni sila, kterd ve stejném mist& bude
pisobit na dv& &4stice 1i¥{fc{ se hmotnost{, bude mit v obou
ptipadech stejny sm&r a jeji{ velikost bude p¥imo Um&rnéd hmot-
nosti d4stic. Obdobn& z Coulombova zédkona plyne, Ze elektro-
statické sily budou mit v daném mistd stejny smér, ale Jjejich
velikost bude UmZrné velikostem nédboje. Z t&chto ddvodld bude
velmi u¥ite&né vySet¥ovat sily a potenciélni energii, vztaZe-
né na jednotkovou &dstici, tJj. na &&stici s hmotnosti rovnou
jedné, resp. s ndbojem rovnym jedné apod.

Intenzitou EB(¥) silového pole budeme nazyvat silu,
kterou pole pisobi na jednotkovou &&stici v misté o polohovém
vektoru T . Potencidlem U(F) konzervativniho pole nazveme
préci, kterou musime Jjednotkové &éstici dodat (proti u€inktm
silového pole), abychom ji z vychoziho bodu, kde potencial
pova¥ujeme za nulovy, premistili do daného bodu.

Oznadme F = ?ﬁm,'?) s{lu, kterou pole ptsobi na &ésti-
ci o hmotnosti m (resp. o ndboji, magnetickém mnoZstvi atd.
rovaym m ), a jeji potencidlni energii oznalme €p= gﬁ(m,'?).
Pro Sirokou kategorii silovych poli (jak jsme JjiZ uvedli,
napf. pro pole popsand Newtonovym gravitainim zdkonem, Coulom-
bovym zékonem) Jjsou plsobic{i sila a velikost potencidlni
energie pfimo Um&rné velikosti m . V t&chto pfipadech existu-
ji velmi jednoduché vztahy mezi silou F a intenzitou T a

mezi potencidlni energif ﬁp a potencidlem U , dané vzorci

Fm, ) = oB(D) , E,(m, B) = nU(®) . (2032)

Intenzitu pole a potencidl miZeme tedy v tomto p¥ipadé defi-
novat pomoci vzorecl (promdnné ji%¥ nevypisujeme)
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=
1
B Il

. (2433)

Podle (2.14) a (2.15) odtud vyplyvé

P(x, y, z)
U(x, y, z) = - J E ds (2.34)
Po(xo’ Yoo Zo)

a pro spo,jité silové pole
T =-grada U . (2.35)

Vychozi bod, v némZ poklédddme potencidl za nulovy, jsme ozna-
éili P, . Kdybychom za vychozi bod zvolili né&jaky jiny bod,
zm&nil by se potencidl o konstantu. ProtoZe volba vychoziho
bodu Pg je celkem libovolnd, Jjsou fyzikdlnZ ddleZité pouze
rozdily potencidlu, nikoliv hodnoty potencidlu samotného.
Z (2.35) nap¥. plyne, Ze intenzita T se nezméni, jestliZe
k potencidlu U pridteme libovolnou konstantu. P¥i nespeci=-
fikovaném poldtednim bod& nemd tedy potencidl fyzikdlni vy-
znam. Potencidlem p¥i takovém zavedeni rozumime libovolnou
funkei U , z niZ lze intenzitu pole vypolitat pomoci vzorce
(2.35). Presto se v8ak v mnohych fyzikdlnich dlochdch vychoz{
bod specifikuje. Nejfastéji se bod s nulovym potencidlem vold
v nekone&nu; v nékterych Ulohdch vsak takovou volbu ulinit
nelze, nap¥. u potencidlu ost¥edivé sily nebo u tzv. logarit-
mického potencidlu.

Poznamene jme, Ze v obecndm piipad® se intenzita pole ob-

vykle zavéddi vztahem

=2 > ?ﬁm )
E(r) = lim =—=——xi
m~0 m

Obdobnym vzorcem se definuje U pomocd gp . Specidlnim
pfipadem obecnych vzorcd, jsou —1i F a gp pfimo Umé&rné
velikosti m , Jjsou vzorce (2.33). ProtoZe se v tdchto skrip-
tech budeme zabyvat pouze poli, popsanymi zdkony typu Newto-
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nova gravitalniho zdkona nebo Coulombova zdkona, budeme pPi
urlovédni intenzity a potencidlu rovnou vychdzet ze speciédl-
nich vzored (2.32) a (2.33).

Jedt& nékolik slov k historii nézvu "potencidl". Metoda
uvaZovani sloZek vektoru Jjako derivaci jisté funkce soufadnic
podle téchto soufadnic byla objevena Laplacem v Jjeho pojedné-
ni o teorii pfitaZlivosti. Ndzev "potencidl" (potential) byl
této funkeci prvné dén Greenem, ktery ji vzal za zdklad svého
pojedndni o elekt¥in& (Essay on the Application of Mathemati-
cal Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism,
Nottingham 1828), viz [26] . Greenova préce byla opomi jena ma-
tematiky aZ do r. 1846 a mezl tim byla vét83ina dl@leZitych vé&t
z této préce znovu objevena Gaussem, Chaslesem, Sturmem a
Thomsonem. Gauss se v83ak v podstatd prfidrZel Greenova oznacle-
n{ (n&kdy byvéd myln& za autora pojmu "potential" povaZovén
aZz Gauss [l&D.

2+5. Silofdry a ekvipotencidlni plochy

Pro ndzornou pfedstavu mé velky vyznam grafické zndzor-
novén{ poli [20].

UvaZujme nejprve skaldrni pole y7(x, ¥y, 2z). Kdyby se
jednalo o nestaciondrni pole, tj. y7(x, yy 2, t), budeme je
vy8etifovat v urdity dasovy okamZik. Nechf v n2 jakém bod&
Mo(xo, Yo zo) nabyvd funkce ¥ hodnotu %z= VKXO’ Yo zo).
Vyznaéme v8echny body, ve kterych je hodnota funkce rovna y%.
Tyto body budou obecn& tvorit plochu, kterd pfipadné miZe se-
stdvat i z né&kolika oddélenych &dsti.

Plochu, kde skaldérni funkce y7(x, ¥, 2) nabyvéd konstant-
ni hodnoty, budeme nazjyvat hladinou [7, 44], hladinovou plo-
chou nebo izoplochou [34, 20] . Rovnice hladinové plochy v
kartézskych souradnicich mé zfejmé& tvar

y?(x, y, 2) = konst . (2.36)

Specidlné plochdém konstantniho potencidlu budeme ¥ikat ekvi-
potencidlni plochy.
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Poznamene jme, Ze v dvourozmérném piipadé, yh=y%x, vy,
hladinovym plochdm odpovidaji izof4ry, nap?¥. na mapéch zakre-
slované izotermy, izobary nebo vrstevnice.

Uva¥ujme nyni vektorové pole. Pro jeho ndzorné zobrazeni
zavedeme tzv. vektorové &4ry, majic{ tu vlastnost, Ze v kaiZ-
dém bodd® vektorové C4ry je telny vektor k této ¢are rovnobeéZ-
ny se smdrem pole [2C] . V [18] se pro tyto ¢dry pouZivé ozna-
geni "field lines" (polni &&ry, &4ry pole). JestliZe vektoro-
vym polem je pole rychlosti proudici kapaliny, nazyvéme vek-
torové C4ry proudnicemi [7, 18] . Jedné-1li se o silové pecle,
mluvime o siloddrich (silok¥ivkdch). Dob¥e znamy Jje pokus se
zndzornovdnim silofar pole magnetu pomoci %eleznych pilin.
Predstava silodar se ukdzala natolik podné&tné, Ze vedla Fara-
daye k mnoha jeho d8leZitym obJevim v elektfiné a magnetismu.

Uréeni vektorovych €ar v n&kterych nejjednodu3sdich dlo-
héch je zdle¥itosti snadné geometrické idvahy. Obecn& v3ak spo-
¢ivd v YeSeni dvojice obylejnych diferencidlnich rovnic, jak
hned uké¥eme. Nechf &3 = (dx, dy, dz) Jje tedny vektor k
vektorové CaPfe pole F = (X, ¥, Z). Podle definice vektorové
¢4ry musi byt oba vektory d a F rovnobdZné, coZ miGZeme
vyjéd¥it vztahem ds = kF , kde k Jje ndjaké #fslo. Zmendu-
jeme=~1li velikost vektoru 38 k nule (k zmen3ujeme k nule),
pfejde 35 v infinitesimdlni dsek vektorové ¢dry. Podminka
rovnob&¥nosti tak prechézi v rovnici vektorové &éry, kterou
pomoci slo%ek obvykle zapisujeme ve tvaru

'd“}'s':-qx:'(‘i“?' ® (2-37)
X v Z

Vektorovd &déra ovdem ddvéd informaci pouze o sméru pole.
Velikost vektoru, co? Jje skaldr, musime graficky zndzornit
ndjakym jinym zpisobem. Napfiklad bychom mohli je3t& sestro-
jit hladinové plochy tohoto skaldru. Jind moZnost spolivé
v tom, ¥e bychom velikost vektoru charakterizovali hustotou
vektorovych &ar, kde je velikost v&t8{i, nakreslime Jje hust&ji.
Pak se ov3em obecnd mife stét, Ze p¥i pPfechodu do jiného mis=-
ta prostoru budeme muset né&jaké vektorové &4ry vypustit nebo
naopak zase nékteré pridat. U nékterych poli v3ak k tomuto
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problému nedochdzi (nezfidlovd pole, div T=0 , napr¥. gra-
vitadni nebo elektrostatické pole ve vakuu).

Je-1li silové pole konzervativni, ml¥eme je zndzornovat
pomoci silofar i pomoci ekvipotencidlnich ploch. VySetieme
Jejich vzédjemny vztah. UvaZujme element dréhy as , leZicd
na ekvipotencidlni ploSe potencidlu U . Podle definice ek~
vipotencidlni plochy je pfirtstek potencidlu dU podél toho-
to elementu nulovy. Odtud plyne (méd-1i U spoJjité prvn{ de-
rivace, coZ zajisfuje existenci totdlnfho diferencidlu [36] )

o=dU=%gdx +g—-—3dy+?-gdz= (grad U). 38 = - F . @3 .

Dostali Jjsme, Ze skaldrni soudin intenzity pole a libovolné-
ho elementu dréhy na ekvipotencidlni ploZe je nulovy. Odtud
plyne, Ze intenzita Je kolmé na ekvipotencidlni plochu. Z to-
ho ddle vyplyv4, Ze siloldry jsou ortogondlni trajektorie

k ekvipotencidlnim plochdm. Vyjime&né situace nastdvéd pouze

v bodech, kde v8echny trfi slofky intenzity jsou nulové. Zde
nelze mluvit o sm&ru pole, tyto body Jjsou body rovnovéhy [18L

Nyni vyvstdvé pfirozend otédzka, kdy déme prednost zobra-
zeni pole pomoci silolar a kdy pomoc{ ekvipotencidlnich ploch,
Jednoznalnou odpovéd ddt nelze, v mnohych p¥ipadech na tom
prilis nezédleZi. Pouze snad v p¥ipadech, kdy nds vice zajimi
smér pole, ddme prednost zobrazeni pomoc{ silo&ar, zatimco
v ulohéch, kdy nés vice zajimd velikost intenzity pole, ddme
prednost zobrazeni pomoci ekvipotencidlnich ploch (vzddlenost
ekvipotencidlnich ploch je nep¥imo UmZrnd velikosti intenzity
[18] ). N&kdy je zpBsob zobrazeni p¥imo po¥adovén charakterem
Ulohy, napf. pohyb nabité ¥dstice kolem magnetické silod4ry
nebo naopak urfovéni tvaru geoidu (ekvipotencidlnf plocha ti-
hového potencidlu, kterd nejlépe souhlasi se st¥edn{f hladinou
svétovych mo¥i).

Podotknéme Je3t&, Ze zobrazovédni vektorového pole pomocd
silofar a ekvipotencidlnich ploch m4 jisty dvojrozm&rny pro-
t& j8ek v zobrazovédni terénu na mapach pomoci 3rafovdni a vrs-
tevnic.



- 38 -

W

Stend¥i, ktery by se chtdl podrobn&ji sezndmit s nZktery-
mi metodami konstruovdni ekvipotencidlnich ploch a siloélar,

doporuduji knihu Maxwellovu [26] , kxterd v mnohych sm¥rech do-
sud neztratila na aktudlnosti a obsahuje Ffadu pé&knych obrazo-
vych p¥{loh k této problematice.

Ulohy
1. Rovnici vektorové Zary pole F mifeme také pséat ve tvaru

e

—
ds x F = 0,

kde ds je element vektorové &dry [20] . Tento vzorec nej-
prve zddvodn&te interpretaci vektorového soudinu a pak do-
ka¥te ekvivalenci s rovnici (2.37).

2. Necht silové pole %?: (X, ¥, Z) méd velmi Jjednoduchy tvar
X=x,Y=y, 2=z . Naleznite tvar silolar [18].

Re8eni: Diferencidlni rovnice silodar jsou

ax _ dy . dz

?
X y %

ze kterych ihned plynou integréaly
log y = log x + log Cy log z = log x + log ¢,
nebo
Yy 5 CqX , Z = CoX e

Dostévéme tedy vysledek, %e siloldry Jjsou pFimky, proché-
zejici poddtkem (uvedené integrdly vSak nepopisuji{ silols-
ry v roving x = 0).
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2.6. Specidlni{ p¥ipady konzervativnich sil. Centrdlni sily.

Velmi jednoduchym specidlnim p¥ipadem konzervativnich
sil je homogenni silové pole, kdy mé intenzita pole ve v8ech
mistech stejnou velikecst a smdr. Ze sloZité&j8ich pripadd pa-
trnd nejdlle?it& jdim a Casto ve fyzice vyZetfovanym specidl-
nim p¥ipadem konzervativnich sil jsou sily centrdlni a z nich
potom sily p¥imo Um&rné vzddlenosti a hlavn& pak sily nep¥imo
Umé&rné kvadrédtu vzddlenosti. V3imn&me si centrdlnich sil tro-
chu podrobnéji.

Centrdlni silové pole Jje takové, v némZ smé&r sily vZdy
prochdz{ pevnym bodem a velikost a smysl sily zédvis{ pouze na
vzddlenosti od tohoto bodu. Tento pevny bod se nazyvd centrum
pole [18]. Zvolime-1i poddtek soustavy soufadnic do centra
pole, bude sila F sméFovat podél polohového vektoru T y Je=
ji velikost bude pouze funkei 1 :

D = £k . (2.38)

V&ta: KaZdé centrdlni silové pole je konzervativni.

Dtkaz: UvaZujme préci, kterou centrdlni silové pole vykoné
p¥i prenosu dané &dstice z libovolného bodu A do libovolného
bodu B nejprve podél dréhy C,, potom podél dréhy Csy viz obr.
4. Kolem centra sil O opidme dv& blizké kulové plochy o

O+

Obr. 4
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polomérecﬁ* r a r + dr tak, aby protinaly dréhy Cl a CZ'
Oznafme dsl element drahy, k?iﬁj tyto kruhové plochy vyti-
naji na dréze C, , @ obdobn& ds, element d;é?y na._PZ,
Sily, pisobici podél t&chto elementd oznalme F; a Fyoy
pfisludné elementdrni prace dW, a sz . Platdi

aW, = F) &, = Fydsjcos py , dW, = Fpds,cos 7, ,
kde JVI a }% jsou thly sev¥ené silou a elementem drsdhy.
Proto¥e uvaZované elementy drahy se nachdzeji ve stejné
Zfdélenosti od centra pole, plati F = F2. ProtoZe smér sily
Fy prochédz{ bodem O , Jje prim&t elementu 531 do sméru si-
ly totoZny s prim&tem do sméru polom&ru kulové plochy, tedy

ol rd -9
ds, cos yl = dr . TotéZ plati pro element ds,, dsgcos<?é= an
Odtud plyne

F,ds,cos (})l = deszcos ())2 .

tj. préce centrélni sily podél odpovidajicich si useki Egl

a Egé jsou stejné. Prechodem k integrélu dostévéme, Ze pré-
ce podél drah C; a C, jsou stejné, sila je tedy konzer-
vativni. Zobecn&ni dvah na slozit&jd{ drédhy, kdy nap¥. "kli-
katou" drahu protinaji kulové vrstvy ve vice usecich, Je
jednoduché a prenechéme je &tendfi. Tim Je véta dokézéna.

Obrécend véta neplati. Existuji sily, které Jjsou konzer-
vativni a p¥itom nejsou centralni. Uvedme Jjednoduchy p¥iklad,
Nechf dva rtzné hmotné body Pl a P2 budi gravitaéni pole
podle Newtonova gravita¥niho zédkona (nebo elektrostatické
pole podle Coulombova zdkona). Pole plisobené kaZdym z bodl
jednotlivé je centrdlni. Vysledné pole, které vznikne sloZe-
nim tdchto dvou centrdlnich poli, JjiZ centrélni neni, ale

z8stdv4 konzervativni.

V ulebnicich mechaniky se odvozuji pohybové rovnice, po-
pisujici pohyb &4stice v poli centrdlni sfly. K nejdlleZitéj-
3i{m obecnym vlastnostem pat¥i, Ze tento pohyb je rovinny a
plodnd rychlost zGstdvé konstantni (druhy Keplertv zékon).
Toto plati pro obecnou centrdlni silu, nikoliv Jjen pro silu
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nep¥imo um&rnou dtverci vzddlenosti [14] .

Analyticky vypolet dréhy Céstice v poli centrdln{ sily
je moZny pouze pro ndkteré konkrétni zékony zmény sily [14] .
Ne jéasté ji se vyS8etPuje mocninny zékon, tj. zdvislost typu

IF| = ko, (2.39)

kde K a n Jsou konstanty, r Jje vzddlenost od centra po-
le. Zvlédtni pozornost zasluhuji nésledujici specidlni p¥ipa-
dy [14, 331:

a) Linedrni vracejici sila (linedrn{ harmonicky oscildtor),
kdy sfla je p¥imo uUm&rnd okamZité vychylce, ale mé opalny
sm&r. V tomto pfipadé méme

—

F=-%Xxr, k >0. (2.40)

Proto¥e v rovin& drédhy lze (2.40) rozloZit na dva na sebe
kolmé harmonické pohyby se stejnou frekvenci, plyne odtud,
%e drahou volného hmotného bodu bude nejjednodudsi Lissa-
joustv obrazec, tedy elipsa [14] . Znémym pfikladem Jjsou ma-
16 kmity sférického kyvadla [44] . JestliZe speciélng& elip-
sa degeneruje na use&ku, dostévéme pfimolary harmonicky po-
hyb. Nejzndm&j3im jeho p¥ikladem jsou malé kmity matematic-
kého kyvadla, malé kmity pruZiny, dalsi p¥iklady viz [19] .

b) Sila nep¥imo Umérnd kvadrdtu vzddlenosti. Zde je F = K/r2

nebo vektoroveé
__)
F...

K
- K (2.41)
r2 ’

Rl

kde K mfiZe byt kladné i zdporné. Tato sila Jje jednou

z nejdtleZitd jéich centrdlnich sil. P¥ikladem tohoto pole
je gravitadni pole pisobené pevnym hmotnym bodem nebo
elektrostatické pole buzené pevnym bodovym nébojem; stadi
si v&imnout, Ze specidln{i volbou K dostaneme 2z (2.41)
Newtoniv gravitadni zékon nebo Coulombliv zdkon. Také vné j=-
3{ gravitaéni pole buzené kulové symetrickym t&lesem (Slun=-
ce nebo planeta) pat¥{ do této skupiny. Lze ukédzat, Ze dré
ha hmotného bodu v poli sily (2.41) je kuZeloseZkou (viz
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nap¥. [14] ). Je-1li tato kuZelose&ka elipsou, plati pro pohyb
znémé t¥i Keplerovy zdkony (druhy Keplertv zékon platil pro
libovolnou centrdlni silu).

V dal#ich kapitoléch se budeme zabyvat p¥evdin& Jjen sila-
mi, které bezprost¥edn¥ souviseji se silami nep¥{mo umErnymi
gtverci vzddlenosti. Budou to sily sice obecn& j8f neZ (2.41),
ale budou tvofeny superpozici koneéného i nekone&ného poltu
sil tohoto typu (2.41). Nebudou to obecn& ji%Z sily centrélni,
viz p¥fklad uvedeny vy3e, ale budou konzervativni. Potencidl
takového silového pole budeme nazyvat Newtonovym potencidlem.
Nap¥. gravitadni pole hmotného té&lesa obecného tvaru vyjadri-
me jako soudet (integrédl) pol{ plsobenych jednotlivymi malymi
elementy t&lesa, kde pole kaZdého elementu bude popséno New-
tonovym gravitadnim zdkonem.

ﬁlohx

1. DokaZte, %e libovolné centrédlni silové pole je konzervativ-
ni; a) nalezenim potencidlu, b) dikazem, Ze préce Jje nezé-
visld na drédze [18].

Odpovad:
P . n
a) U(r)=-§E(§)d§,E(F)=-Qg.I(.‘.I.‘.).§

To
b) Ddkaz proveden v textu.

2., Obdobn& dokaZte, Ze libovolné axidlni silové pole je kon-
zervativni. Axidln{ silové pole Jje takové, v n&mZ smér sily
v#dy prochézi pevnou p¥imkou (kolmo na tuto p¥imku) a veli-
kost a smysl sily zdvis{ pouze na vzdélenosti od této p¥im-
ky. Tato pfimka se nazyvd osa pole [18].

Névod: Postupujte obdobn& jako v predchozim pfikladu.

3. Vypoditejte potencidlni energii &dstice, na ni% plsobi 1li-
nedrni sila (2.40).

« & o wet
Odpovad : 6p = % kr? .
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Vypoditejte potencidlni energii &éstice, na ni% plisobi si-
la nep¥imo Umdrnd &tverci vzddlenosti (2.41). Prold se

v tomto a v pPfedchozim p¥ikladu voli rdizn® mista nulové
potencidlni energie?

Odpovéd: gp = K/r , viz odvozeni v nédsledujici kapitole.

UvaZujme dv& nepoldrni molekuly (maji totoZnéd t&zidt& klad-
nych a t8%i%t& zdpornych nédbojd). Tyto molekuly se v ma-
lych vzddlenostech odpuzuji, ve velkych vzddlenostech p¥i-
tahuj{ silou nepf¥imo Um&rnou sedmé mocning vzdédlenosti, tj.
F = k/r7 , kde k Jje konstanta zdvisld na typu molekul

[11] . Urdete potencidlnf energii jedné molekuly v poli dru-
hé molekuly ve velkych vzdédlenostech.

Odpovad: gp = - k/(6°) .

Nakreslete pfibliZné& siloléary a ekvipotencidlni plochy
elektrostatického pole buzeného dvima stejné& velikymi né-
boji; a) souhlasného znaménka, b) opa&ného znaménka.

Nakreslete pifibliZné& siloddry a ekvipotencidlni plochy po-
le, které Jje superpozici centrdlniho pole a pole homogen-
niho (konstantnfho co do velikosti i sm&ru).



- 44 -

3. NEWTONBV POTENCIAL

3.1. Newtonliv zdkon v3eobecné gravitace. Coulombidv zdkon

Newtondv zékon vdeobecné gravitace zni [44] : "Dva hmotné
body my, m, pritahuji se vzdjemn& silou pFfimo Um&rnou sou-
%inu obou hmot a nep¥imo Umdrnou &tverci jejich vzddlenosti;
smdr sily padd do spojnice obou bodl. Tedy sila ?&2 , kterou
pisobi hmota m, na hmotu m, Je

2 oM T
o

F - 9 (301)
95 12

12

kde ‘;12 je vektor, jehoZ poldtek je v bodé m, a konec

]
v bodé m," .

Konstanta G se nazyvé gravitalni konstanta, Jjej{ hod-
nota je G = 6,67.10'11m3kg-ls'2. Rizné metody urdovéni gravi-
tadni konstanty Jjsou uvedeny v [44] a zejména pak v [37, 38].
Mezi nejzném& j8{ pat¥{ urdovéni gravitadni konstanty pomoci
torznich vah. '

Silové pole (3.1), pisobené hmotnym bodem my , Jje cen-
tréln{ a tedy konzervativni. PoloZme hladinu nulové potencidl-
n{ energie do nekone¥na. Potencidlni energii Ep hmotného
bodu m, v gravita&nim poli bodu my vypoditdme podle (2.14).
ProtoZe je préce nezdvisld na tvaru dréhy, volime jednoduchou
integrani cestu, a to podél polopfimky, vychézejici z bodu
m e Dostévéame

r r .
12 T2 g B,
€ (r,,) = - F. . (R)dr = G - ar = (3.2)
p 12 12 2
J 3 r T
T r
12 12
_ rdr 1 _ o
r e 12
(s
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PoloZime-1li v pfedchézejicich vyrazech m,= 1 , dostaneme vy-
razy pro intenzitu T a potencidl U gravita®niho pole, kte-
ré je buzené hmotnym bodem my (misto T5 piSeme rl):

Gm -? Gm
LT § L]

Vynechéme-1i zde je3t® index 1, dostévéme tento vysledek: In-
tenzita a potencidl gravita®niho pole, které je buzené hmot-
nym bodem o hmotnosti m , jsou dény vzorci

Gm

3 U =5 = e ’ (304)
r

_.)
E = «

" B
Y

kde T je vektor, JjehoZ poldtek je v hmotném bodé m a ko-
nec v misté, kde potencidl a intenzitu urlujeme.

Potencidl, ktery lze odvodit ze zékond typu (3.1) budeme
nazyvat Newtonovym potencidlem. P¥i budovéni matematické teo-
rie tohoto potencidlu neni podstatné, jaké konstanty vystupu-
ji v &itateli vzorce (3.1), ale podstatné je pouze to, Ze sily
mezi dvéma hmotnymi body jsou nep¥imo UmErné &tverci vzdéle-
nosti. Proto také potencidl elektrostatického a magnetostatic-
kého pole budeme zafazovat mezi Newtoniv potenciél, coZ vyply=-
vé z ndsledujiciho rozboru.

Se silami typu (3.1) se setkévéme také v elektrostatic-
kém poli. Podle Coulombova zdékona je sila ?32 , kterou ve
vakuu pisobi bodovy néboj q; na bodovy nédboj a4 s déna
vzorcem

—
—> _ 1 QIq ) rl
= 12 12 " R
12 2
4TE, 7o ry,

kde vektor »?iz je definovén obdobn& jako u vzorce (3.1),

Eo je konstanta zvané Esrgitiviza vakua, jejiZ &iselnéd hod-

nota Jje £°= 8,854.10 "°C°N "m © [11, 23] . Podle analogii

s gravitadnim polem odtud ihned plyne, Ze intenzita a poten-

cidl elektrostatického pole, buzeného bodovym elektrickym né-

bojem q , Jjsou dény vzorci
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Kdybychom zavedli pojem magnetického néboje (magnetického
mno¥stvi), dostaneme pro silu, intenzitu a potencidl v magne-
tickém poli op&t obdobné vzorce jako vyde.

V dald3im se zam&Fime predevdim na studium gravitaZniho
potencidlu. Z rozboru zde provedeného ovSem plyne, Ze obecné
vysledky lze automaticky p¥enést i na jiné typy Newtonova po-
tencidlu.

3.2, Princip superpozice

v ..To se do takového dortu dé4 vecko, co je k jidlu
nejlepsi, vdecko, co nejrad&ji jis, a pak je ten dort
nejlepd{. Kdy? tam d43 takovych nejlep8ich jidel pit,
tak je p&tkrét dobry, kdyZ jich tem d48¥ deset, tak Je
potom desetkrdt dobry. Ale my si jich tam déme sto a
budeme mit stokrét dobry dort!"”

(J. Gapek: Povidéni o pejskovi a ko&iZce).

Newtoniv gravita&ni zdkon ¥{kd, jakou silou na sebe plso-
b{ dva hmotné body. Ze samotného gravita¥niho zdkona ovSem
naprosto nic neplyne o tom, jaké budou sily, kterymi na sebe
budou plisobit t¥i nebo vice hmotnych bodd. Abychom mohli New-
tondv gravita®ni zdkon pou¥it ke studiu silovych poli, pisobe~
nych vdt3im podtem hmotnych bedd, musime k nému pripojit Jjesté
pravidlo, jak se budou u&inky od jednotlivych hmotnych bodd
sklédat. Z pozorovéni vyplyvé, Ze toto pravidlo je velmi Jjed-
noduché, %e jim je pravidlo o vektorovém s&iténi sil. ProtoZe
tomuto pravidlu o vektorovém s&itdni sil budeme pfisuzovat
velmi obecnou platnost, budeme mu Fikat princip superpozice.

Podle (3.4) a podle principu superpozice bude intenzita
gravita®niho pole v bodé¢ P , kterd je plsobena hmotnymi body
Q, A, ene Q , déna vzorcem
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kde m. je hmotnost Céstice Q. a 45; je vektor, ktery za-
gind v bodé Qi a kondi v bod® P, viz obr. 5. D¥ive neZ

7 d,
,“l-lllllllll...-— P
r
O
Obr. 5

budeme hledat potencidl pro sflu (3.7), vyjéd¥eme ji ve sloi-
kdch. Polohovy vektor bodu P oznadme ¥ = (x, y, z) , polo-
hovy vektor bodu Qi(i =1, 2, «es n) oznadéme '?i= (xi,yi,zi).
Pak plati

-3 — —>
d;=F - Ty= (X = X5, ¥ = Y3y 2~ z;)
(3.8)
e 4 e Y 2 2
di‘ldil“J(X xi)+(y‘yi)+(2"zi) 3
Pro slozky intenzity (3.7) miZeme psét
n , n
m: X=X m. -y
Eswi() - - g=-g) -+ I3,
% L— g2 a, Y f— 4% a;
i=1 i i i=1 “i i
(3.9)
L Z=2
E=-86) -+ L .
& t— 32 g
i=l i i
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Pri pevné& danych bodech Q> Q2, eee Qg Jje intenzita pole
pouze funkci souradnic bodu P , kde pozorujeme, tj.
E ='§(x, ¥, z). Vdimndme si nyni, viz (3.8), Ze platf

0x ds D x ds

3 (3.10)

tedy

Zcela obdobné vzorce miZ%eme dostat pro zbyvajic{ dvé slo¥ky.
Odtud plyne, Ze gravita®ni pole soustavy hmotnych bodd miZeme
vyJéddrit ve tvaru

—Tp
E=~-grad U , (3+11)
kde
n m,
U= “GZ a".' ® (3-12)
i=] *

Porovndme-li tento vzorec se (3.4), vidime, ¥e potencidl
soustavy hmotnych bodd dostaneme prostd Jjako soulet potenciéd-
13 od jednotlivych hmotnych bodd. Odvodili jsme tak dob¥e
znémé pravidlo pro sklédddni potencidld (princip superpozice
pro potencidl) pro p¥ipad soustavy hmotnych bodd,

Déle budeme predpokléddat, ¥e uvedené principy superpozi-
ce plat{ i pro jakékoliv sloZit&j8f p¥ipady rozloZeni hmoty.
Bude-1i hmota rozloZena podél né&jaké k¥ivky C s hustotou A
( A je hmotnost pf¥ipadajic{ na jednotku délky), bude tedy po-
tencidl dén vzorcem

Q)

U=-G f ) ds . (3.13)
C

kde d Je vzddlenost pozorovatele od jednotlivych usekl ds
k¥ivky C . Obdobné& pfi plod3ném rozloZeni hmoty po ploZe S
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s plo3nou hustotou ¢ dostaneme potencidl ve tvaru

v=-c([§ as . (3.14)
S

Konedn¥ pfi prostorovém rozloZeni hmoty v t&€lese V s pros-
torovou hustotou 9 bude potencidl dén vzorcem

U=-G m -g- av . (3.15)
v

Poznamene jme, %e v poslednich vzorcich nemuseji byt hustoty
Ay OO a ? konstantnf, ale mohou se od mista k mistu ménit.
V dal3im budeme teorii budovat na NewtonovZ gravitaénim zdko-
nu a principu superpozice pro potencidl. Nadim fyzikdlnim
ptedstavdm ale odpovidd, Ze by také soulasné mé&l platit prin-
cip superpozice pro intenzity; proto také bude t¥eba ov&fovat,
zdali z teorie vyplyv4 platnost principu superpozice pro in-
tenzitu, zdali je tedy teorie v souhlase s fyzikdlni zkuSe-
nosti.

3.3+ Singularity pole

K prédvé zavedenym potencidldm uvedme n&kolik poznémek a
zatim bez dikazu ndkolik jeJjich vlastnosti [32] .

Je-1i hustota omezend, pak objemovy integrdl ve vzorci
(3.15) nemé singularity. JestliZe v3ak zdroje pole povaZujeme
za plo%né, linedrn{ nebo bodové, pak se objevuji singularity.
Rizné typy singularit jsou uvedeny v tab. 1. P¥ipomenme, Ze
p¥i nekone&né rozlehlosti plo3nych nebo linedrnich zdroJjd
(napt. v prfipadd jednorozmé&rnych nebo rovinnych poli) u¥ nel-
ze potencidl v nekonelnu povaZovat za nulovy.

Singularity uvaZovaného typu ve skutelnosti neexistuj{,
ale v mnohych p¥ipadech se redlnéd pole mélo 1iS3{ od pold
s dostate&né JjednoduBe rozloZenymi singularitami. Takovéd zémé-
na reélnych zdrojd pole zdroji bodovymi, linedrnimi nebo plos-
nymi umoZfiuje hodn& zjednodusit matematické vypodty p¥i Fede-
ni{ konkrétnich dloh. Krom& toho takové zdroje jsou vhodné
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Tabulka 1. Typy singularit pole [32].
1
RozloZeni Zédvislost potencidlu Zdvislost intenzity §
zdro ji na vzdédlenosti v na vzdédlenosti v bliz-
blizkosti daného kosti daného rozloZe=-
rozloZeni zdroji ni zdrojd
Plo&né r konst
Linedrni lnr -t
Bodové r~1 r~2
Multipdl -1 r~R=2
¥4du 2R

jako jednoduché fyzikdlni pojmy p¥i popisu redélnych poli. Vy-
SetPovdnim vlastnost{ potencidld takovych zdrojd se budeme
zabyvat v nésledujici kapitole a zejména pak v p¥ipravovaném
dal3im d{lu t&chto skripte.

3.4+ Meze pouZitelnosti Newtonova gravita&niho zédkona a

Coulombova zékona

Newtondv gravitaéni zédkon a Jemu p¥isludny princip super-
pozice byly odvozeny z pozorovédni. JeJjich vyznam pro védu a
pokrok 1idstva nelze ani dob¥e ocenit. OsvEd&ily se a stéle
osvédduji pri Feleni mnohych dloh fyziky, astronomie, geofy-
ziky, geodézie aj. S Newtonovym gravitalnim zékonem jsou spo-
jeny i takové triumfy lidského ducha, Jjakym byla napf. pFedpo-
veéd existence a vypolet polohy planety Neptun (Leverrier a
Adams r. 1846), na zdkladé fehoZ bezprost¥edné nésledoval ob=-
jev této planety [19] « Obdobn& Coulombiv zdkon a p¥islu3dny
zékon pro magnetickd mnoZstvi se staly zdkladem celé teorie
v elektrostatice a magnetostatice.

Presto kolem t&chto zdkond zlstdvaly nékteré nevyjasné&né
problémy. Od samého po¥dtku byly proti tdmto zdkonlm vznéZeny
némitky v souvislosti s otédzkami p¥imého silového pisobeni do
délky, protoZe tyto zékony tvrdi; doslova vzato, Ze plsobeni
do ddlky neni nidim zprost¥edkovéno. Dals3i problémy piinesly
objevy v elektrodynamice v 19. stoleti., Ty postavily teorii
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p¥ed ukoly, které se na rozdil od d¥{véjsich Ukold nedaly jiZ
fe8it jen pomoci centrdlnich sil mezi hmotnymi body, zdvis-
lyeh jen na vzdédlenosti [24] « K dals{m velkym zm&ném v nazi-
rén{ na tyto problémy do¥lo v souvislosti s budovénim teorie
relativity.

Specidlni teorie relativity nepfipoust{ okam¥ité plsobe-
ni{ na ddlku (takové pdsobeni pfedstavuje nekonelné& rychlé 3i-
feni signdlu, které je v rédmci teorie relativity ve sporu s
kausalitou). V dob& vzniku teorie relativity bylo JjiZ ovem
dlouho znémo, %e elektromagnetické plsobeni je obecn& popséno
Maxwellovymi rovnicemi a Coulombdv zékon je Jjejich specidlnim
dGsledkem v p¥ipadé vzéjemného plsobeni dvou nébojl v klidu.
Maxwellovy rovnice vyhdvuji poZadavkim specidlnfho principu
relativity, ve skutelnosti prédvé poZadavek, aby rovnice Max-
wellovy elektrodynamiky m&ly stejny tvar ve vdech inercidl-
nich systémech, odvozeny z experimentdlnich dat, vedl k vybu-
dovédni specidlni teorie relativity.

Pres formélni podobnost je mezi Coulombovym zdkonem a
Newtonovym gravita&nim zékonem hluboky rozdil: gravitace Jje
v#dy pPritaZlivd a dlohu "gravitaéniho néboje" hraje hmotnost,
tedy tyZz parametr, ktery stojf{ u zrychleni v pohybovych rovni-
cich. Disledkem této skutelnosti Jje, Ze v8echna t&lesa padaji
v daném gravitadnim poli s tymZ zrychlenim. Tento experimen-
t41n% velmi dob¥e ové¥eny fakt se stal zdkladem Einsteinovy
obecné teorie relativity, kde Jje gravitace popisovédna zcela
jinak ne% ostatnf pGsobeni; nikoliv jako sila, nybri jako za-
k¥iven{ prostoroasu. Rovnice, které urduji toto zak¥iveni,
pfedstavuji{ velice sloZitou soustavu nelinedrnich parcidlnich
diferencidlnich rovnic. Z Jjejich nelinearity plyne, Ze na roz-
d{l od elektromagnetismu neplati{ princip superpozice.

A%koliv obecn& relativistickd teorie gravitace predsta-
vuje v soulasné dob& experimentdéln& dobfe provErenou teorii,
pro slabéd statickéd gravita®ni pole se jeji p¥edpov&di 1i3f od
newtonovské teorie jen nepatrn®. Gravita&ni pole Zemé& Je
v tomto smyslu slabé a proto v geofyzikdlnich aplikacich zce-
la vystadime s Newtonovym gravitaZnim zédkonem. Pokud bychom
presto cht®li relativistické vlivy uvaZovat, napf. u pohybu
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druZice kolem Zem&, stadi obvykle uvaZovat klasickou mechani=-
ku a zavést malé relativistické korekce. Krom& toho v p¥ipadé
druZice Zem¥& existuje Fada Jjinych “rusivych" vlivld, Jjako ne-
pravidelnosti v rozloZeni hmot v Zemi, vliv atmosféry aj.,
které Jjsou mnohondsobné v&t3i neZ relativistické vliivy. Na
nevhodnost pouZivéni obecnych teorii v situacich, kdy toho ne-
ni t¥eba, upozornuje Bondi v [6], kde uvddf tento priklad:
"Egyptské stavitelstvi vychdzelo z predpokladu, Ze Zem& je ro-
vinnd. I kdyZ soulasny stavitel vi, Ze je Zemé& kulatd, presto
pfi stavb® domu k¥ivost Zem& neuvaZuje". Nebo jiny citdt z té-
to knihy: "Pro libovolnou teorii je pot¥ebnd ur&itd hloubka,
ale v rozumnych mezich".

V daldim tedy budeme uZivat vyhradn& Newtonlv gravitalni
zédkon. Pouze kdybychom cht&li studovat pohyby té&les v blizkos-
ti Slunce, museli bychom relativistické efekty uvaZovat (zné-
my problém se stéddenim drdhy Merkura). Vyzkum gravitaZnich po-
1{ na Zemi a teorie relativity se spiBe setkdvaji v jinych
souvislostech, jako nap¥. v otédzkéch detekce gravitaZnich vln,
tasové prom&nlivosti gravitadni konstanty nebo ovéFovédni prin-
cipu ekvivalence setrva&né a gravitaZni hmoty.

Z4vérem poznameneJjme, Ze Jje dob¥e zndmo, Jjaky vyznam se-
hrédla astronomickd m&¥eni p¥i formovéni Newtonova gravitalni-
ho zékona a p¥i jeho ovE¥ovéni. Méné& je asi znémo, %e nemen3i
roli ve své dob& sehrdla i mé¥eni tvaru Zemé&, kterd m&€la po-
skytnout nezdvisly ddkaz platnosti gravitadnfho zédkona, a to
hned ve dvou sm&rech. Pfesné urleni poloméru Zem& bylo zédkla=-
dem p¥esného urleni vzddlenosti Mé&sice od Zemé, coZ sehrdlo
v Newtonovych dvahdch, jak je dobfe znédmo, velmi dlleZitou ro=-
1i. Druhou otézkou bylo zplo8téni Zemé&, piedpovédé&né Newtonem
jako disledek ptsobeni gravitalni a odstredivé sily. Teprve
spolehlivy experimentdlni ddkaz o zplo&téni Zem&, ziskany aZ
po Newtonové smrti, byl povaZovén za rozhodujici argument pro.
v3eobecné piijet{ Newtonovy teorie; aZ o sto let pozdéji doslo
k slavné pfedpové&di a objevu planety Neptun. Vedle toho New-
tonova teorie umo¥nila snadno vysvétlit p¥{liv a odliv na mo=-
¥{ch, v té dob& jiZ velmi dobfe zndmy pFfirodni jev. Tehdej&i
m&ten{ Zem&, vedle bezprostfedniho vyznamu pro geodézii, méla
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tedy i zdsadni vyznam pri utvafeni zdkladd fyziky, nehled®
JiZ na to, Ze byla také zdkladem pro definici metru. BliZe se
lze s témito otézkami sezndmit nap¥. v [11, 40, 49 .

ﬁlohx

Pro osvé&Zeni n&kterych &iselnych udajd a zopakovéni uvé-

dime i velmi Jjednoduché p¥iklady na pouZiti Keplerovych zéko-
nd a Newtonova gravitaéniho zdkona.

o
2e

3e

4.

Jak zni Keplerovy zékony?

Siderickd obé&Znéd doba Jupitera Jje 11,86 let, Pluta 247,7
let. Vypolitejte velké poloosy drah téchto planet.

Odpovéd: 5,20 a 39,4 AU.

Halleyova kometa obihé kolem Slunce po protédhlé eliptické
dréze s hlavni poloosou a = 17,95 AU a excentricitou

e = 0,967, Urlete JjeJi nejmens3i a nejvét8{ vzddlenost od
st¥edu Slunce. Vite-1li, Ze proSla perihéliem 19.dubna 1910,
urfete rok, kdy se znovu vréati.

Odpovéd: ¥y = a(l-e) = 0,6 AU; r, = a(l+e) = 35,3 AU; 1986,

Stfedni{ vzddlenost M&sice od Zemé& &in{ 384 400 km a ob&Zné
doba je 27,322 dni (siderickd perioda). Sputnik 1, prvni
uméld druZice Zemé& vypuSténd 4. ¥{ijna 1957, se pohyboval
po dréze, JejiZ perigeum bylo ve vySce 227 km a apogeum ve
vy8ce 947 km nad zemskym povrchem. Rovnikovy polom&r Zemé
Je 6378 km. Vypolitejte velkou poloosu a ob&Znou dobu
Sputniku 1. (Pro zjednodu&eni zanedbejte hmotnost Mé&sice
ve srovndni s hmotnosti Zemé&, tJj. neuvaZujte jako problém
dvou t&les).

Odpov&d: 6965 km, 96 min (skutelnd ob&¥nd doba byla 96,17
min).

Roku 1610 objevil Galilei &ty¥i nejvéts{ m&sice Jupitera.
Nazyvaeji se Io, Europa, Ganymed a Callisto. Io obihd s pe-
riodou 1,769 dnd po kruhové drédze o polom&ru 421 600 km.
Ob&zné drédhy dalsich galileovskych mé&sicd Jjsou postupné
3,551; 7,155 a 16,689 dnl. Urlete polomé&ry jejich drah
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v tisieich km.

Odpovéd: Skute&né poloméry jsou 671, 1070 a 1880 (v tis{~
efch km [13])

Luna 1, prvni kosmickd raketa vypudténd k M&sici dne 2.led-
na 1959, se po n&kolika dnech po vypusténi stala prvni u-
m&lou planetou. Perihélium jeji dréhy bylo ve vzddlenosti
146,4.106 km od stPedu Slunce, afélium ve vzddlenosti
197,2.106 km. Nalezndte jeji ob&%nou dobu kolem Slunce,
jestliZe vite, Ze Zemé& obihé kolem Slunce po dréze s vel-
kou poloosou 149,6.106 km a periodou 365,256 dnt [4] .

Odpovéd: Ze vzorcd pro vzdélenost perihélia r, = a(l-e)
a vzddlenost afélia r, = a(l+e) plyne vzorec pro
vypodet velké poloosy a = (rp+ ra)/2. Odtud ply-
ne a = 171,8.10° km, obzZné doba je pak 450 dnd.

Za predpokladu, Ze dréhy planet jsou kruZnice, odvodte ze
tfetiho Keplerova zdkona, Ze pritazlivd sila je nep¥imo
Ymérnd &tverci vzddlenosti. Tento vysledek byl zném JjiZ
Newtonovym predchddctim. Newton vsak roz8i¥il tento vysle-
dek i na pripad eliptickych drah.

Be¥en{: Pritalivé sila je rovna sile odst¥edivé, pro niZ
plati F = leFr, kde m Je hmotnost planety, W
ob&¥né dhlovd rychlost, r polomér dréhy. Podle
tfetiho Keplerova zékona plati r3(02 = K , kde
K je konstanta spole&nd pro vsechny planety. Vy-
loudenim 0)2 dostédvéme F = mK/rz. Konstanta K
charakterizuje Slunce. PouZijeme-1i ddle zékona
akce a reakce a piedpokladu, Ze gravitalni pritaz-
1ivost je obecnou vlastnosti v3ech téles, bude pla-
neta p¥itahovat Slunce stejn& velikou silou, pro
ni? analogicky plati F = Mk/rz, kde M Je hmot-
nost Slunce a k charakterizuje planetu. Odtud
plyne, Ze &itatel ve vyrazu pro silu musi obsaho-
vat soudin mM , z &ehoZ ihned vyplyvé Newtondv
gravitagni zékon [29] .
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DokaZte, Ze na M&sic p¥i jeho ob&hu kolem Zem& plsobi do-
stfedivé zrychleni 2,7 mm/s° (pouzijte &iselnych udajd

z p¥ikladu 4). Zrychleni volného péddu na zemském povrchu
je 9,8 n/s°, Maji-1li ob& uvedend zrychleni spoledny ptvod,
pak prislusnd sila musi klesat se &tvercem vzddlenosti od
stfedu Zem&. Ovéfte! Této uUvahy pouZil Newton (s tehdej3i-
mi &iselnymi ddaji) Jjako prvniho ov&¥eni sprévnosti jeho
gravitaéniho zdkona, které nezdviselo na Keplerovych zéko-
neche.

Poloméry Zem& a Mé&sice Jsou 6378 a 1738 km, Jjejich hmot-
nosti Jjsou v poméru 81,3 : 1l. Vypoditejte tihové zrychleni
na M&sici, je-li na Zemi rovno 9,8 m/sz. Kolikrat je tiho=-
vé zrychleni na Mé&sicli mendi ne? na Zemi?

Odpovéd: 1,6 m/sz; 6 krat.

S presnosti{ na jednu platnou cifruuvedte, kolikrat je
hmotnost Slunce vét8i neZ hmotnost Zemé.

Ovérte vd8 odhad pomé&ru hmotnosti Slunce a Zem& 2z pred-
choziho prikladu tim, Ze porovnéte parametry ob&Znych po-
hybtG Zemé& kolem Slunce a Mésice kolem Zemé&. (PouZijte dda-
Jj& z p¥ikladd 4 a 6).

Odpovéd: 330 0CC.

Obdobnym postupem Jjako v predchozim pP¥ikladu urdete pomér

hmotnost{ Marsu, Jupitera a Saturna k hmotnosti Zem&, Jje-

1i znamo, Ze

a) M&sic Phobos obihéd kolem Marsu s periodou 0,319 dni
(pozemskych) po drdze o poloméru 9380 km;

b) Io obihd kolem Jupitera s periodou 1,769 dnd po dréze
o polomé&ru 421 600 km;

¢) Titan obihé kolem Saturna s periodou 15,945 dnl po dra-
ze o poloméru 1222.103 km. Parametry drahy Mé&sice vez-
mé&te z p¥ikladu 4.

Odpov&di: a) 0,11; b) 315 (pfesn&ji 318); c) 94 (pfesn&ji
95).

Urlete hmotnost Zem& za predpokladu, Ze Zemé Jje kulové sy-
metrickd o polomé&ru 6370 km a hodnota gravitadéniho
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zrychleni na jeJjim povrchu je 9,81 m/s2. Volte hodnotu gra-
vitaéni konstanty G Jak Jje uvedeno na zaldétku kapitoly

(v pfedchozich pPikladech jsme hodnotu G nepotfebovali),

Dikaz, Ze Zemi miZeme v tomto p¥ipadéd nahradit hmotnym bo-

dem, bude podédn v dalsim dilu téchto_skript.

Odpovéd: 5,97.10°% xg.

14. Odvodte vzorec pro vypodet rychlosti druZice v, na kru-
hové drdze (prvni kosmickd rychlost) ve vzddlenosti r od

stfedu Zemé:
v, = \j GM/r |, (3.16)

kde M Jje hmotnost Zemé&. Urlete kruhovou rychlost vztaZe=-
nou k zemskému povrchu (rovniku o polom&ru 6378 km, kdyby
nebylo atmosféry) a pro vy8ku 300 km nad zemskym povrchem.
Hmotnost Zem& vezméte 2z predchoziho pi¥ikladu. VEimn&te si,
Ze kruhovéd rychlost s vy3kou klesd a Ze dvojnésobek kine-
tické energie na kruhové dréze je roven energii potencidl-
ni.

Odpov&d: 7,90 km/s ; 7, 72 km/s.

15. Odvodte vzorec pro unikovou rychlost (druhou kosmickou

rychlost)
v, =‘,2GM/? B Wy 2 e (3.17)

UkaZte, %e na zemském povrchu je v, = 11,2 km/s.

2
Néavod: PouZijte zékona o zachovani mechanické energie a ve-
likosti této energie v nekonelnu.

16. Urlete polom&r dridhy staciondrni druZice Zem&. Upozornu-
Jjeme, Ze Zemé& se otdli o 360° za Jeden hvé&zdny den, ktery
mé 86 164 s.

Odpovéd: 42 160 km.

17. MarstGv m&€sic Phobos je malé t&leso nepravidelného tvaru,
jeho stredn{ polomér je asi 11,0 km, hustota asi 1,9 g/cm3.
Zjist&te, zda-1li by skokan do vy3ky dokdézal na povrchu Pho-
bose vyvinout druhou kosmickou rychlost a vzddlit se z jeho
gravitadniho pole, JjestliZe na povrchu Zem& dokdZe pri vys-
koku zvednout t&Zisté& svého téla o 100 cm. (T{hové pole u
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zemského povrchu povaZujte za konstantni se zrychlenim
9,81 m/s%). Jak by to dopadlo na povrchu druhého Marsova
m&sice Deimose za predpokladu, Ze mé stejnou hustotu, ale
polomér Jen 6,3 km.

Odpovéd: NedokédZe na Phobosu, ani na Deimosu.

Které t&leso pritahuje Mé€sic vice, Zemé& nebo Slunce?

DokaZte, Ze obé&Znd doba druZice, kterd se pohybuje t&sné
u povrchu planety, zdvisi jen na st¥edni hustoté& planety
a nezédvisi na velikosti planety [4]. Jakou obé&Znou dobu
by m&la druZice, JjestliZe stredni hustota planety je rov-
na hustot& vody? Poznamene jme, Ze hustot& vody Jjsou dosti
blizké st¥edni hustoty Slunce a ob¥ich planet.

Odpovéd: T = | 377/(G57) ;3,3h.

Io obihd po drdze o polomé&ru 5,95 Jupiterovych polomérd

s periodou 1,769 dnt [13]. M&sic obihé po drédze o polomé-

ru 60,3 zemskych polom&rd s periodou 27,32 dnd. Urlete:

a) pom&r st¥ednich hustot Zemé a Jupitera;

b) hustotu Jupitera, Jje-1li stiedn{ hustota Zem& rovna
5,58 g/cm3.

V8imn&te si, Ze v této Uloze nepotfebujeme zndt absolutni

délkovéa mé&ritka.

Odpové&d: 4,4 : 1 ; 1,3 g/cm3.

Kolikrét vé&t3{ Je elektrostatickd sfla ne? sila gravitad-
ni, kterymi se pfitahuji proton a elektron v atomu vod{iku?

Klidové hmotnost elektronu m, = 9,109.10 =31 kg, protonu
m, = 1,673. 10727 kg, elementérni nédboj e = 1,602.10 =19 ¢

[46].

Odpov&d: 2.103°7,

Podle newtonovské teorie gravitace Jje potencidl hmotného
bodu o hmotnosti M dén vzorcem U = - GM/r. Podle Ein-
steina je tfeba newtonovskou teorii zpiesnit. Zavedeme-1li
opravu prvniho Fddu, miZeme gravitaini potencidl hmotného
bodu psét ve tvaru

y=-&.2 (3.18)
r r
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7 Yvah o rozmérech veli&in se pokuste nalézt vyraz pro
opravny koeficient A ; musi zédviset na rychlosti svétla
c ataké na G a M . Pak ocente relativnf velikost
opravného &lenu pro gravitalni poténciél Slunce ve vzdé-
lenosti Zem& [28].

Reseni: Oznalme D(A) rozmé&r parametru A . Ze vzorce
pro potencidl plyne D(A) = D(GMr). UZitim vztahu

D(GmMr'l) = D(energie) = D(mec?)

dostédvéme D(r) = D(GMc'z). Dosazenim do prvaniho rozm&ro-
vého vzorce dostdvéme
D(4) = D(G?MPc™2)

b

tedy
A ~ GPMPc-2

Dosadime-1i za M hmotnost Slunce, za r vzddlenost Ze-
mé&-Slunce, bude pom&r druhého &lenu k prvnimu ve vzorci
(3.18) roven

aMr~ic~2 A 2078
Pro Zemi je tato velidina velmi maldéd. Pouze pro Merkur se
vliv opravného &lenu projevi.

Historie s objevem Neptuna se do zna&né miry opakovala
také pri objevu Pluta. Na zdklad® pozorovanych poruch

v pohybech Uranu a Neptuna pf¥edpov&d&l Lowell r. 1915
existenci daldi planety. Tato planeta, Pluto, byla obje-
vena a% r. 1930 Tombaughem. Souvislost mezi pfedpovédi a
objevem Pluta se v3ak dnes pova¥uje za zcela néhodnou
[24, 27]. Zjistilo se, Ze Pluto je velmi malé planeta,
jeho polom&r je asi 1500 km. Aby bylo moZné vysvétlit po-
zorované poruchy, bylo t¥eba pFfedpokléadat velkou hustotu
Pluta; uvaZovaly se hustoty a% 30 g/cm3 i vice, ZemuZ ne-
odpovidalo #4dné p¥ijatelné chemické sloZeni. Roku 1978
objevili Christy a Harrington, Ze Pluto mé pom&rné& velky
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m&€sic ve vzddlenosti 17500 + 2500 km a ob&Znou dobou asi
6,4 dne. Tento mé&sic se nazyvéd Charon. Objev Charona umoZ-
nil pfibliZné& stanovit hustotu Pluta. Vypo&itejte tuto
hustotu! Zjist&néd hustota je v souhlase s kosmochemickymi
pfedstavami. Tedy tajemstvi hustoty Pluta se zd4 byt uspo-
kojivé vyresSeno, ale za cenu Jiné stejn® podivuhodné
zédhady: co je vlastn& p¥ifinou poruch drah Uranu a Neptu-
na, které pivodnd vedly ke hledéni dald{ planety? [10].

Odpovéd: Kolem 0,7 g/cm3 .



- B0 =

4. POTENCIAL SousTAvY HMOTNYcH BODS

Probereme podrobn&ji Newtondv potencidl soustavy bodo=-
vych zdrojd. Nejprve uvedeme nékteré p¥iklady, obecné vlast-
nosti odvodime v druhé C4sti této kapitoly.

4,1, Dva pevné hmotné body

UvaZujme dva hmotné body umisténé'pevné na ose 2 .
Prvni s hmotnosti my necht se nachézi v bodd (0, O, zl),
druhy s hmotnosti m, V bodé& (O Oy 22), viz obr. 6. Gravi-

Obr. 6

tadni potencidl v bod& P o soufadnicich (x, y, z) Je dén
vzorcem

d

m m m m
U(P)= = G<fl & —g> = -G 2 " -1
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Obr. 7. Silolary a ekvipotencidlni plochy [26].
A=20 B=5 P Jje bod rovnovdhy. AP=2/3 AB
Na obr. 7 jsou znézorn&ny siloldry a ekvipotencidlni plochy
pro jeden konkrétni pfiklad. V této udloze existuje jeden rov-
novéainy bod, v némZ Jje gravitadni sila nulov4. LeZi na spojni-
ci obou hmotnych bodd bliZe k tomu, ktery mé men3i hmotnost.

Vlastnostmi pole v okol{ rovnovéZnych bodd se budeme zabyvat
ke konci této kapitoly.

Popsané gravitadni pole miZ%e slouZit nap¥iklad jako model
gravitalniho pole soustavy Slunce-planeta nebo planeta-m&sic
v nékterych jednoduchych dlohdch, kdy vzdjemné pohyby t&chto
téles nemusime uvaZovat. Pohyb &dstice v gravitadnim poli dvou
nepohyblivych hmotnych bodl, tzv. problém dvou pevnych center,
Je popsén pohybovymi rovnicemi, které je3té lze integrovat.
Velkého vyznamu nabyvéd tato udloha zejména v souvislosti



- B2 =

s vyzkumem pohybl um&lych druZic planet, JjestliZe dlohu je&td
zobecnime zavedenim komplexnich velilin. Zvolme m, = % M(1+i0)
v bodd (0, 0, ie) & my= % M(1-iT) v bods (0, O, -ic),

kde M Jje hmotnost planety, ¢ charakterizuje rovnikové
zplodténi a ¢ polové zplodtdni planety. Potom tento tzv.zo-
becn¥ny problém dvou pevnych center umoZnuje s vysokou pres-
nosti aproximovat pohyb druZice v gravitalnim poli zplodt&lé
planety [2]. Vhodné parametry pro Zemi jsou pFibliZng

¢ = 210 km, = 0,04. Podrobn&ji je moZné se sezndmit s touto
problematikou v astronomické literatufe.

Predpokldde jme nyni, Ze misto hmotnych bodd m a m,

se ve stejnych mistech nachdzeji bodové ndboje Q; a Q2 .
Pak vyraz pro elektrostaticky potencidl v bodé P bude obdo-
bou vzorce (4.1):

1 Q Q
U(P) = e + 2 .

‘ 2 2 2 2
4T¢, VX +y2+(z—zl) V? +y2+(z-zl)

(4.2)

Budou-1li Q, a Q2 souhlasného znaménka, budou mit siloléry
a ekvipotencidlni plochy stejny tvar jako v pr¥ipadé gravitad-
niho pole., Budou-li nédboje opaéného znaménka, charskter pole
se méni, priklad je uveden na obr. 8.

Vzoree (4.2) popisuje ne jen elektrostatické pole dvou na-
bitych &dstic, ale miZe byt pouZit i v nékterych jednoduchych
elektrostatickych dlohdch s vodidi. Vime, %e v ustéleném sta-
vu je na povrchu vodide konstantni potenci4l. UvaZujme nej-
prve obr. 7 . V blizkosti bodovych néboji maji ekvipotencidl-
ni plochy p¥ibliZn& kulovy tvar, jsou jen mirné protédhlé pro-
ti sobé&. Mysleme si, Ze dv® z td3chto ekvipotencidlnich ploch,
obklopujicich jednotlivé néboje, reprezentuji povrchy vodidy,
které byly nabity p#isludnymi néboji. Pak obr. 7 bopisuje ta=-
ké vnéjs8{ pole, plsobené t&mito nabitymi vodidi, uvnit¥ vodi-
¢4 (kde je potencidl konstantni) musime vdak ekvipotencidlni
plochy a siloldry vymazat. Necht obdobn& nikters z ovélngch
ekvipotencidlnich ploch, obklopujicich oba néboje, predstavue-
Je povrch vodide, nabitého celkovym nébo jem Q + QZ' Potom
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Obr. 8. Silod4ry a ekvipotencidlni plochy [26].
A=20 B==5 P je bod rovnovédhy. AP= 2AB
Q kulovéd plocha nulového potencidlu.
M bod meximdlni intenzity na polopfimce (P,c0).

elektrostatické pole vné tohoto vodile miZeme Jednodu8e pop-
sat pomoci pole dvou bodovych nédbojl. Z tohoto hlediska Jje ta-
ké velmi zajimavy obr. 8, kde jedna ekvipotencidlni plocha mé
tvar koule. Klasickou dlohu, tykajici se vypo&tu pole buzené-
ho bodovym nédbojem a vodivou kouli, mtGZeme tak pFevést na mno-
hem Jednodu&83i ulochu bodovych nébo jl.

Je z¥ejmé, Ze politdnim poli réznych soustav ndboji mi-
Zeme vyre$it i mnohé Ulohy o polich vodidd rdzného tvaru.
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Ukazuje se, Ze tento jaksi obréceny postup, kdy uréujeme tvar
vodidl pro dany vyraz pro potencidl, Jje lépe zvlddnutelny ne#Z
pfimd4 dloha, spolivajici v uréeni potencidlu, Jje-li tvar vo-
di¢d dén. Maxwell uvadi, Ze ve skutelnosti ka?d4 elektrosta-
tickéd dloha, pro niZ tehdy bylo zndmo matematické FeBeni, by-
la zkonstruovdna timto obrdcenym postupem [26]. MoZnost popi=-
su elektrostatického pole vodidd pomoci pol{ bodovych nébojt
Je zékladem tzv. metody elektrickych obrazi.

Poznamene jme JjeSt&, Ze elektrostatické pole vné& nabitych

vodidd miZeme nahrazovat polem bodovych ndboji teprve tehdy,
a% dokdZeme, Ze pole vné& vodi&l Jje Jednozna®n¥ urleno rozméry
a tvarem vodi¢d a Jejich ndboji (véta o Jjednoznalnosti poten-
cidlu). Témito problémy se budeme zabyvat aZ v dalsim dilu
téchto skripte.

Ulohy

1.

UvaZujme dva hmotné body o stejné hmotnosti m umistdné

v bodech (0, O, zo) a (0, O, -zo).

a) DokaZ?te, Ze v roviné z=0 pisobi centrdlni sila, nalez-
néte Jjeji potencidl a intenzitu.

b) Urdete rychlost v @&4stice, kterd v roving& 2z=0 obihé
po kruhové dréze o poloméru r kolem poldtku. VZimnéte
si, Ze zde &éastice obihé kolem bodu, v n¥m¥ se nenaché-
z{ Z4dnéd hmota.

Odpevéd: g) U = - 2Gm(r2+ 2(23)"1/2 y By W = 2Gmr(r2+ 2573C2

kde r Jje vzddlenost od poldtku.
b) v = r(2Gm)1/2(r2+ zi)-B/4 .

DokaZte, Ze geometrické misto bodld, ve kterych jsou veli-
kosti p¥itaZlivych sil Slunce a Zem& stejné, je koule o po-
loméru r = R{Mm/(M-m) a se stfedem na pfimce, spojujici
Slunce a Zemi, ve vzddlenosti 4 = mR/(M-m) od Zem& na
opadné strané, neZ Je Slunce. Zde M a m Jsou hmotnosti
Slunce a Zem&, R Je vzddlenost Zem& od Slunce. VyJjéddfete
dvé vySe uvedené veliliny v km [47].

Odpov&d: Vezmeme-1i R = 150.10° km, M/m = 330 000 , je

r = 262 000 kmy 4 = 454 km .
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Necht v bod& (0, O, z ) Je umistZn bodovy ndboj Q a

v bod& (0, O, —zo) bodovy ndboj (-Q) . Nakreslete p¥i-

bliZn& tvar silolar a ekvipotencidlnich ploch.

a) Jaky Jje potencidl v rovin& z=0 ?

b) Jakou elektrostatickou udlohu s vodi&i lze timto modelem
popsat?

Odpov&d: a) nulovy; b) nap¥iklad vodivy poloprostor z=0 a
nédboj Q v bodé& (0, O, zo).

Vodivéa koule se stfedem v poldtku soustavy sou¥adnic a o
poloméru R mé nulovy potencidl (uzemn&na). Vné koule na
ose z v bod& A=(0, O, ZA) se nachézi bodovy ndboj Q.
UkaZte, Ze elektrostaticky obraz tohoto néboje se nachézd
také na ose z v bod¢ B =(0, O, ZB) , ktery Jje kulové
inverzni{ k bodu A , tJj.

2

2pZ, = R (43
a nédboj tohoto obrazu je
QB = - QA' ZB/ZA ° (404—)

Elektricky ndboj Q Jje umistdn ve stejné vzddlenosti 4
od dvou vzdjemn& kolmych nekonednych vodivych rovin (obr.
9a). Urdete potencidl pole v libovolném bodd prostoru [28].

Odpovdd: V prvnim kvadrantu je pole superpozici poli &tyi
bodovych ndbojd, zndzorninych na obr. 9b. Ve zby-
vajic{ Césti prostoru je potencidl nulovy.

Nekreslete p¥ibliZn& siloléry a ekvipotencidlni plochy pro
pole, které je superpozici homogenniho pole (mé v3ude stej-
nou velikost a smér) a pole bodového nédboje. Jakou elektro-
statickou dlohu s vodili lze timto modelem popsat?

Odpov&d: P¥{iklad je uveden na obr. 10. UvaZujme nap?. dveé
ekvipotencidlni plochy pod bodem A na obr. 10,
jednu bliZe k A, druhou daleko. Pole mezi t&mito
ekvipotencidlnimi plochami je stejné jako pole
dvou nabitych vodivych ploch téhoZ tvaru, tj. dol-
ni plocha je pFibliZn& rovinnd, v horni plode Jje
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dolik.

-(.)(-d,d) | 9(d,d)

Q.(-d,-d) :Q (d,-d)

Obr. %a Obr. 9b

7. Nakreslete pfibliZné siloldry a ekvipotencidlni plochy po-
le buzendho t¥emi nédboji A=15, B=-12 a C=20, leZicimi
v Jjedné primce.

Odpovéd: Viz obr. 11, v této dloze existuji dvé kulové pro-
t{najici se ekvipotencidlni plochy vyznadené &Cer-
chované.

4.2. Dipol

Budeme uvaZovat Jjisty limitni p¥ipad soustavy dvou nébo-
j& opadného znaménka (obr.12). Poldtek soustavy soufadnic
zvolme v bod& (-Q), polohu nédboje Q uddvéd polohovy vektor
s , polohu pozorovatele P vektor T , vzddlenost bodd Q a

P ozna¥me r°, dhel sev¥eny vektory s a T oznalme 4% .
Potencidl v bod® P Je dé4n vzorcem

1 Q . Q Q 1
U(P) & v | oo oo o | & - . (4.5
ATE \T r 47e J}Z_ avs seai « af T

Nyni pPfibliZujme nédboj Q k nédboji (-Q) a soulasn& zvEtsuj=-
me velikost obou néboj& tak, aby vektor
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Obr. 10 Silol4ry a ekvipotencidlni plochy [26].
A=10

7= Q8 (4.6)

zachovaval svou velikost i smér. Vzniklé limitni uspoPéddni
bodovych nédbojd nazveme dipdlem a vektor 2; nazveme momentem
dipdlu. Pro potencidl dipolu ze (4.5) a (4.6) plyne

D 1
U(P) = lim -1 . (4.7)
820 4mers | \[1_o(s/r)cosa+ (s/1)?
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Obr. 11 Siloldry a ekvipotencidlni plochy [26].
A=15 B=-12 C=20

Provedeme-li rozvoj v mocnindch (s/r) , stali vlastn& jen
pouZit znédmého vzorce (pro mald x )

dostdvéme pro potencidl dipolu Jjednoduchy vzorec

U(P) =

P COSf&’ 1 Eii?
- 3

2

& (4.8)
ATE T 4TTe T
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Upozornujeme zeJjména, Ze potencidl dipolu klesd se vzddlenosti
Jako 1/r2, zatimco potencidl bodového ndboje kleséd jen Jjako
1l/r .

Predpoklédde jme na okamZik, Ze smér momentu dipdélu souhla-
s{ s kladnym sm&rem osy 2z . Oznalime-li soufadnice bodu P
jako x, y, 2z, plati

r = \x2ey2eze ®

Odtud plyne

H

= 2 = ¢os Oﬂ 3 (4.9)
T

D

Z

2 (1) 1 )r cos J

P e [T @n  emswmeen  cewmewes T ew ® (4.10)
Dz \r r z r?
Posledni vyraz, a%¥ na znaménko, vystupuje ve vzorci (4.8),
tedy
p ?) 1
U(P) s B --ead - ® (4Q11)
47€ dz \r

V potencidlu dipolu tedy vystupuje sloZka gradientu funkce
1/r do osy z , tj. prom&t gradientu funkce 1/r do sméru
dipdlu. Vzorec (4.8) pro potencidl dipolu miZeme tak p¥epsat,
ji% nezdvisle na orientaci osy 1z , ve tvaru

Y 1
U(P) S sesespm——" p.grad b . (4-12)
4T e g

Intenzitu magnetostatického pole H , pokud vodivé prou-
dy jsou nulové, lze rovn&Z popsat skaldrnim potencidlem U,
H = -grad U . Potencidl magnetického dipdélu se vyjadfuje vzor-
cem, obdobnym vzorci (4.8),

1 m.r
U(P) = —— "’"’3" ’ (4-13)
' 47 r

kde m Jje magneticky moment 8].

Dipol pro gravita®ni pole nelze izolovan& uvaZovat,
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protoZe vSechny hmotnosti povaZujeme pouze za kladné. Casto
se vdak vydet¥fuji rtzné “"poruchové" potencidly, plsobené od-
chylkami v rozloZeni hmot od urlitého priméru. Tyto odchylky
maji Jjak kladné, tak i zéporné znaménko, takZe pro poruchové
gravitadni pole mé pojem dipolu stejné opodstatn&ni jako pro
pole elektrostatické nebo magnetostatické. Ze stejného divodu
se objevuje dipolovy &len (tj. &len um&rny 1/r®) v rozvojich
gravitadniho potencidlu pro obecnd rozloZeni hmot (pouze Vv
p¥ipadd, kdy Jje poldtek soustavy soufadnic zvolen v t&8Zisti,
vy jde tento dipolovy &len nulovy).

Ulohy

1. Elektricky dipdél se nachdzi v poldtku, Jjeho moment 7 mi-
¥{ v kladném sméru kartézské osy 2z . Vypolitejte intenzi-
tu pole ve sférickych soufadnicich r,,), kde r Je
vzddlenost od poldtku a A" dhlové vzdélenost od kladného
sméru 08y 2 .

Odpovéd: o — N

E = -

V0 216 13

1 QU P sin
Eo = = = =
¥ r v 4TE r3

? (4.14)

E.A:Oo

2. Zemské magnetické pole mé prevaing dipdlovy charakter. Ja-
k¥ je vztah mezi velikosti intenzity tohoto pole v oblasti
geomagnetickych pold a v oblasti geomagnetického rovniku?

Odpovéd: Dvakrdt vét3{ intenzita v oblasti polt ne¥ na rov=
niku (viz vzorce v pfedchozim p¥ikladu).

3. Magneticka indukce B =M H zemského magnetického pole v
oblasti rovniku je asi 3.10-5T; platf wuy = 457 10”77/ (And) .
Urlete velikost dipolového magnetického momentu Zemé&.

2,.2

Odpovéd: Wl sin ' Ame

2
= 8.10
By = WpHp = v, BT
4 i 4T o3
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pfesné j8{ hodnota je m = 7,98.1022Am2 .

Ze v8ech planet slunedni soustavy md Jupiter nejvétsd{i di-

pélovy magneticky moment o velikosti 1,55.1027Am2. Vypo&i-

tejte magnetickou indukei na Jupiterdvé rovniku, ktery mé

polom&r 71 398 km a porovnejte s p¥islu3nou hodnotou pro

Zemi.

Odpovéd: B = 4,3.10°
mi.

4T y l4krédt silné j8{ pole neZ na Ze-

V bod® o souradnicich (0, 0, s) se nachéz{ hmotny bod o
velikosti 3m , v bod® o soufadnicich (0, O, -s) Dbod o ve-
likosti 2m . Pro r>s , kde 1 Jje vzddlenost od polédtku,
vyjédfete potencidl této soustavy hmotnych bodd ve tvaru
¥ady v mocnindch 1/r. Jak lze fyzikdlné& interpretovat prv-
ni dva ¢leny této Fady?

Odpov&d a poznémky:

U=-G-2§-Gg§-cos?j“+...
r T

Prvni &len je potencidl hmotného bodu umist&ného v polédtku
(v némZ Jje soustred&na vedkerd hmota 5m = 3m + 2m), druhy
¢len je potencidl dipolu, dald{ &leny by odpovidaly vyZ3im
multipdltm. Toto je specidlni p¥{pad obecn&jiiho tvrzeni,
oznalovaného jakc véta o multipolovém rozvoji [39, 48],
V3imnéme si je3t&, %e vyraz ms v dipdlovém &lenu se dos-
tal Jjako rozdil 3ms - 2ms ; kdyby uvaZované hmotné body
m&ly stejnou hmotnost, dipdolovy &len vymiz{ (polétek bude
v t3%isti soustavy).

Nalezn&te rovnice silo®ar magnetického dipdélu, umisténého
v poldtku kartézské soustavy a orientovaného ve sméru osy
z , o = (0, 0, m) .

ReSeni: PouZijme sférické soufadnice 1, 7, A a oznalme
—>
element silo¥éry jako ds =(ds,, ds,, ds, )=(dr,
r dV, r sinV d)). Rovnice silodéry mé& podle analo-
gie s (2.37) tvar
dsr ds’y\ dSV\
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priZem# sloZky magnetické intenzity dostaneme ihned ze
(4.14), jestliZe misto p/€ pideme m . ProtoZe je Hy =0,
mus{ byt také ds, = O, tedy \ konstantni, A=c, « Pro
soufadnice r a 1" na siloB&¥e dostdvéme po dosazeni
jednoduchou rovnici

dr B av’
jejiz Fedeni ma tvar
G

Nf-

lnr = 1n sinv + 1n C .

Odtud plyne rovnice silo&4ry dipdlu ve tvaru

t 2
A= ¢, , T =cysin J .

Obr. 12

4.3. Axidlni kvadrupol

VySetfeme elektricky potencidl axiélnfho (linedrniho)
kvadrupolu, znézorn&ného na obr. 13, viz [3]. Kladné néboje
pFibliZujeme k poldtku a velikosti v8ech néboji zvEt3ujeme
tak, aby vyraz

p, = 2Qs° = 2ps (4.15)
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r,

3

&D ®

Q -2Q

Obr. 13

se nem&nil. Velilinu Ps nazyvédme momentem axidlniho kvadru-
polu; p = Qs Jje moment dipold, ze kterych bychom mohli kva-
drupél slo¥it, viz ddle. Obdobnym postupem jako v p¥edchozim

paragrafu dostaneme po provedeni p¥isludnych limitnich pFecho=-
dt (provedte!) nédsledujic{ vy¥raz pro potencidl axidlniho kva-

drupolu
p, |3 1 |
U(P) = —-—3——-{- cosly - —J

ATTE | 2 2

(4.16)

"Swl o

Vdimn&te si, Ze potencidl kvadrupdlu se méni se vzddlenost{
jako 1/73.

Pro specidlni p¥ipad, Ze osa axidlniho kvadrupoélu sou-
hlas{ se soutadnicovou osou 2z , odvodime je3t& Jjiné vyJjédfe-
ni pro potencidl (4.16). JestliZe osa dipolu souhlasila s osou
z , pak potenciél dipélu obsahoval prvni derivaci funkce 1/7
podle z . UkdZeme, %e potenciél axidlniho kvadrupélu bude
obsahovat druhou derivaci. Ze vzorcd (4.9) a (4.10) plyne

7 (1 z 72 /1 322 1 " 1
0z (r) 3792 \r r? r3 s r3

{417
a pro potencidl (4.16) v tomto specidlnim pF¥ipadé dostédvéme
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2 2 2

1l p ; 1

U(P) = —m -2 %(-) . (4.18)
45 2! 9Pz° \r

Tento vzorec nembfeme bezprostfedn® pouZit k numerickym vy-
podtim (museli bychom nejprve provést derivovédni), ale mé
vyznam spie teoreticky, Jjak ihned ukéZeme.

Vyse jsme axidlni kvadrupol vyjad¥ovali jako limitn{i p¥i-
pad soustavy &ty? ndbojd na piimce, kde prostfedni zdporné
ndboje splyvaly (obr. 13). Toto vyJjddfeni m&lo vyhodu v tom,
Ye potencidl soustavy bodovych néboji miZeme snadno urdit.
Cast&ji se vBak axidlni kvadrupol zavddi jako limitn{ p¥{pad
soustavy dvou opa&né orientovanych dipdlt, leZicich na p¥imce
(obr. 14). Potencidl té&chto dvou dipold v bodd P je podle

Obr. 14

(4.11) dén vzorcem

1 [ 49 ( p 7 (p p <l 1
U(P): P [ R [ T e s | e e .
ATE | Dz T 9z \r° 47 Jz \r r'>

(4.19)

Vyraz v posledni zévorce rozvineme do fady podle s
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1 1 4 1

o 2uyRe g2 sz+y2+(z_s)2

z=5 [ z-s ]
- S t*t ese = 8 - et e °
r3 3

Pro vyraz v posledni hranaté zavorce dostévéme pFechodem k li-
mité a u¥itim (4.10)

[ z=s 2 P /1)
1im l\_ "'-3'— + eaeoe = - "“j" = ("') ® (4.21)
s-0 r r Pz \r

Z potencidlu pro soustavu dvou dipold (4.19) dostaneme poten-
cidl kvadrupolu piechodem k limité&: |

1 ) = 1 2 /7
u..........[.._.] Py () ,

50 4TE 2 Jz L 3 ATE 2 92° \r

(4.20)

]

coZ je ji% vzorec (4.18). Tedy soustava néboji na obr. 13 a
soustava dipdl® na obr. 14 ddvaji v 1limit¥& stejné pole.

Vyhoda pravé uvedenédho postupu spolivd v tom, %e mlZe
byt snadno pouzit i pfi vypoltu potencidlu axidlnich multipd-
14 vys8iho ¥édu. Nap¥iklad axidlni oktupdl dostaneme tak, Ze
v obr. 14 nahradime dipdly kvadrupoly, tj. v podédtku umistime
kvadrupol s momentem (-p2) a na ose 2z ve vzddlenosti s
kvadrupélls momentem Py - Vzorec pro potencidl t&chto dvou
kvadrupél® je podobny vzerci (4.19), jen misto p Je t¥eba
psét (-p2/2) a misto prvnich derivaci podle =z psat deri-
vaci druhou. UZitim vzorcd (4.20) a (4.21), které i zde zi-
stdvaji v platnosti, a limitni{m pFfechodem dostédvéme ihned po-
tencidl axidlniho oktupdlu ve tvaru

3

1 2 1

U(P) = =- 3 5 (-) , (4.22)
47E 3' Pz° \r

kde moment oktupolu Py byl zaveden vzorcem [39]

Py = 3pps . (4.23)
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Zde Jjsme se zabyvali pouze axidlnimi multipdly. Potencié-

1y pro obecné multipély jsou popsény v [39], viz té% [3].

Ulohy

1.

3

4,

UvaZujme axidlni multipdly, které jsou umist&ny v polétku
a jejichZ osa souhlaei se soufadnicovou osou 2z . Bodovy
ndboj povaZujme za multipdl nultého stupné s momentem

p(0) = Q , kde Q Jje velikost néboje. Dipélu, kvadrupdlu,
oktupolu atd. prirfadme postupnd indexy n=l, 2, 3 ... Za=
vedme p¥islusné momenty multipdld vztahem

Py = MP,.18 , (4.24)

kde s Jje vzddlenost pfisludnych multipold stupn& (n-1),
viz obr. 12 a 1l4. UkaZte, Ze pak vySe uvedené vzorce pro
potencidly axidlnich multipold lze psit v jednotném tvaru

) P/l
p -
U, (P) = n Y ( ) : (4.25)

= [ =
497¢ n! /az r

kde n=0, 1y 2 eee , p¥idem? pod nultou derivaci rozumime,
e se nederivuje [39]. UkaZte, Ze potencidl multipdlu s inde-
xem n kleséd se vzddlenosti jako 1/rn+1,

VyJjddrete potencidl axidlniho oktupdlu (4.22) ve sférickych
soufadnicich.

Legendriv polynom stupn& n, Pn(x), lze zavést pomoc{
Rodriguesova vztahu

1 a° }
- — 2 n

2 'n! dx

Napi¥te tvar n&kolika ne jniZ3{ch Legendrovych polynomi.
1, Py(x) = x, Py(x) = % x?- % ’

i

Odpovéd: Po(x)

Bsde .

i

P3(x)

Pou?it{m indexovéni multipold z p¥ikladu 1 a vysledku z
pfikladu 3 ov&Fte pro nékolik nejniZ8fch axidélnich
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multipolt, Ze jejich potencidl miZe byt vyJjéddfen ve tvaru

Py Pn(COS'&)

47e

U (P) =

Poznamene jme, Ze tento vzorec plati pro obecné n , dikaz
by byl snadny, kdybychom vy3li z obecného vzorce (4.25) a
pouZzili tzv. vytvo¥ujici funkci pro Legendrovy polynomy,
avdak v tomto dilu skripta se t&mito otézkami zabjvat nebu-
deme.

4.4. Dva obfhajic{ hmotné body

Vrafme se k pripadu dvou hmotnych bodd ze zad4tku kapito=
ly, ovSem s tim rozdflem, #e tyto hmotné body budeme povaZovat
za volné a v dGsledku vzdjemné pFitaZlivosti obihajic{ kolem
spoleéného t€Zi8t& po kruhovych drahdch; ddkaz, ¥e dochdz{

k ob&hu prévé kolem spolelného t&%¥i¥t¥%, se provddi v mechanice
p¥i vy8etFfovéni problému dvou t&les, viz té% vzorce (4.26) a
(4.27). Je z¥ejmé, Ze tento model bude 1lépe popisovat napf.
soustavu Slunce-planeta, neZ model dvou pevnych hmotnych bodd
z paragrafu 4.1, protoZe bere v uvahu ob&%Zny pohyb planety ko=
lem Slunce.

UvaZujme tedy dva hmotné body my a m, obihajici kolem
spolelného t&Zist& O. Vzddlenost hmotnych bodl povaZujeme za
pevnou a oznalujeme ji R (obr. 15)., TEZistd rozd&luje vzdé-

Obr. 15. Pohled na rovinu dréhy hmotnych bodl
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lenost R na useky Rl a R2 y R Rl + R2. Budeme vys8et¥o-
vat vlastnosti silového pole pouze v roving dréhy obou hmot-
nych bodd, ale v soustav® soufadnic, kterd se otdl{ kolem té&-
¥i8t& O s dhlovou rychlosti{ w spolelné s ob&ma hmotnymi
body. Pritom budeme predpoklddat, Ze zkudebni hmotny bod umis-
t&ny v n&jakém bodd P méd zanedbatelnou hmotnost ve srovnéni
s my a m, , takZe nikterak zp&tné€ neplsocbi na polohu a po-
hyb hmotnych bodd m; a m, (naZ%e Uloha tedy pat¥{ do tzv.
omezeného problému t¥i t&les [2]. V pfedchozich dlohdch jsme
nemuseli d&lat %4dné pfedpoklady o hmotnosti zkuSebniho hmot-
ného bodu, protoZe Jjsme hmotné body, které plsobily silové po-
le, povaZovali za pevné, nepohyblivé, Vzddlenost bodu P od
t32i8t& oznalme r , vzddlenosti od hmotnych bodd m a m,
oznalme dl a d2 .

V otélejici se soustavd soufadnic Jje silové pole superpo-
zici pfitaZlivych gravitadnich sil a odstfedivé sily. Rovnost
odst¥edivé a pPitaZlivé sily, plsobic{ na hmotné body m a
my vede k rovnicim

2
my W Ry

&
Cm,m,/R"
(4.26)

2 2
m, W R, Gmlm2/R .
Proto¥e pravé strany té&chto rovnic se rovnaji, museji se rov-
nat i levé strany, tedy

m Ry = myRBR, (4.27)

Tento vztah je v8ak definic{ t&Zidté, takZe Jsme dokézali, Ze
hmotné body m, a m, budou skute&n& obihat kolem spolelné=-
ho t&#i8t&. Vyd&lme prvni rovnici ve (4.26) hmotnosti m, ,
druhou hmotnosti m, a vzniklé rovnice seltéme. Po vydé&leni
vzddlenosti R dostaneme

w? =06 +n,)/R (4.28)

coZ Jje pfesné zné&ni tfetiho Keplerova zdkona pro kruhové dré-
hy, které bere v uvahu obZh kolem spolefného t2Zi8té (y pyi-
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kladech v pfedchozi kapitole jsme v3ude zjednoduZen¥ predpo-
klddali, Ze hmotnost obfhajiciho télesa je zanedbatelnd ve
srovnédni{ s hmotnosti obihaného t&lesa, vzorec (4.28) je tedy
obecn& j8{, protoZe bere v uvahu hmotnosti obou t&les).

Potencidl v bod® P v otédejic{ se soustavé souradnic
(obr. 15) je soultem potencidld pPfitaZlivych sil a odstPedivé
sily:

le.
2
U(P) = = == = =% < = o (4.29)
dl d2 > w ? 9
kde
4, = Vr + 2rR, cos + R V?Z- 2r cos + R
1 1 @ + R Ry ¢ ’

w? = G (my + m2)/R3 . (4.30)

viz vzorec (4.28). Dosazenim (4.30) do (4.29) vyjdd¥f{ime poten=-
vidl v poldrnich soufadnicich r a ¥ , kde je vzddlenost
od t&zisté a @ je uUhel mezi privodidem hmotného bodu m,

a privodifem bodu P . Pro sloZky intenzity v poldrnich sou-
fadniecich plati

U Gml
E, *» o v~ (r + Rycos V) ~
Jr dl (4.312)
Gm G(m,+ m,)
2 1 2
- =% (r - ) + T
d3 ( chos}a R3 5
1 90U <1 1 )
E, = = = w— = GE-R: P 8iNQ| =2 = == | .
18 4 3 (4.31Db)
Y * (‘W 1 43

-Omezime se pouze na vySet¥eni rovnovédZnych bodl, kde obd&
sloZky intenzity Jjsou nulové. Na rozdil od dlohy dvou pevnych
nepohyblivych bodd, kde existeoval Jjen jeden rovnovéiny bod
(pokud neuvaZujeme rovnovéZné body v nekonednu), v této dloze
Jjich existuje pé&t. V souladu s terminologii, pouZivanou v
astronomii, tyto rovnovédiZné body budeme nazyvat Lagrangeovymi
libradnimi body (obr. 16). Céstice, kterd se nachdz{ v librai-
nim bodu a Jje v klidu vzhledem k otddejici se soustavé soufad-
nic, nebude svou polohu vzhledem k této soustavé s lasem
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a

L
5

Obr. 16. Lagrangeovy libra&n{ body

ménit, tj. poloha této ¥dstice vzhledem k hmotnym bodim my
a m, ses asem m&nit nebude.

ProtoZe vzorec pro Er Je sloZity, za¥neme s vySetFovd-
nim, kdy Jje nulové Ey o Podle (4.31b) je sloZka EV nulovg
v nédsledujicich dvou p¥ipadech:

a) d; = d, , tj. na ose tsedky spojujici body m o a m, ;

b) sin @ =0, tj. na p¥imce proloZené hmotnymi body m a
m,. Kromé& toho ze (4.31b) plyne, Ze Ey Jje nulové také
pro r = 0, tedy v t&Zi&ti, ale protofe t&%i3t& leZ{ na
spojnici hmotnych bodd my a m, , tento pfipad vlastnd
patf{ mezi p¥ipady b). Libradni body se tedy mohou naché-
zet pouze na uvedenych dvou na sebe kolmych pFimkéch.
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Hlede jme nejprve libra¥ni body na ose uselky, spojujici
hmotné body m; a m, Dosadime-1i 4; = d2 do vzorce pro
E,, viz (4.31a), v disledku (4.27) vypadnou &leny zdvislé na

v a soufet &itateld prvnich dvou &lent se aZ na znaménko bu-
de rovnat itateli posledniho &lenu. Aby bylo E, nulové, mu-
seji byt_stejni jmenovatelé, tedy d; = d2 = R . Takovyto li-
bradni bod tvo¥{ spolu s hmotnymi body m a m, vrcholy
rovnostranného trojudhelnika. Existuji dva libralni body toho-
to typu, nazyvéji se trojihelnikovymi libra&nimi body a ozna-
tuji se L4 a L5 .

VySet¥eme nyni libra&ni body na pfimce, proloZené hmot-
nymi body m; a m,. Obvykle se nazyvaji kolinedrnimi librad-
nimi body. P¥edpoklédejme nejprve, Ze @ = 0O . Uzitim (4.30)
vyplyvéd ze (4.3la) podminka pro libra&ni bod ve tvaru

. Gm1 sz G(m1+m2) "
= - o <+ T = P
¥ ;(r+R1)2 (r-R2)§ R3

Prevedenim na spoleéného jmenovatele vede tato rovnice na rov-
nici pdtého stupné pro neznémou r . Lze sice nalézt n&které
obecné vlastnosti koFent této rovnice, viz nap¥. [2], ale &i-
selné hodnoty t&chto korend se stgjn® museji hledat n&jakou
numerickou metodou. Pro @ = T je situace obdobné. PFitom

je ztejmé, %e fyzikdlni vyznam maji pro nds jen kofeny redlné
a kladné. Omezme se proto jen na pF¥ibliZ¥ny vypofet polohy lib-
radnfch bodd. Pro zjednoduSeni pFedpoklddejme, Ze m,y je mno-
hem vé&t3{ naZ R,

coZ je u soustav Slunce-planeta-m&sic v naprosté v&tsin& p¥i-
padd velice dob¥e splné&no.

Vy3et¥eme nejd¥ive, zdali existuje libra&ni bod za hmot-
nym bodem m, , tj. hleddme libradni bod oznaleny na obr. 16
jako L2 . Lze ofekédvat, Ze libralni bod L2 se bude naché-
zet v malé vzddlenosti od hmotného bodu m, ve srovndni se
vzddlenosti R . Lze to zdtvodnit nédsledujic{ dvahou. V misté
hmotného bodu m, je v rovnovédze pPitaZlivd sila, plsobend
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hmotnym bodem my , a s{la odstfedivd. Kdyby hmotnost m, by-
la nulové, nachdzel by se "libra&ni bod" p¥imo v mist& tohoto
hmotného bodu. Je-li m, nenulové, ale malé, bude libradéni
bod n&kde blizko. Politejme tedy d, pro libradni bod a pred-
pokldde jme, Ze d2 { R . Podminku E, = 0 v librainim bodé

L2 miZeme zapsat ve tvaru
Gm Gm G(m,+m,)
1 2 ) -
T, & B Mg Rl = @ e ki

V dal¥im budeme potfebovat ndsledujicf vyjéd¥eni R, a R2
pomoci R :

" ™
Rl = R sy R, =R o (4.34)
m, +m, my +m,
Do (4.33) dosadme za R, a déle tam dosadme rozvo]
1 1 1= 24,/R + oss
(R+d,)?  R?(1+a,/R)? R~ ’

prifem? zanedbdme &leny vyZ&fiho Fd4du. Po velmi jednoduché
Upravé dostaneme p¥ibliZny vzorec pro vzddlenost libralniho

bodu L2 od hmotného bodu m, Ve tvaru
3 m,
d, = R . (4.35)
2 3m4 +m
s Bl

Odvozeni bylo provedeno za predpokladu, Ze d2 je malé ve
srovndni se vzddlenosti{ R , co? vzorec (4.35) splnuje, proto-
Ye Jjsme piedpoklédali m > m, . Za tohoto pfedpokladu lze
proto vzorec (4.35) povafovat za dosti pfesny.

Hlede jme nyni libradni bod mezi t&ZiZtém O a hmoinym
bodem o, oznalme JjeJ Ly ProtoZe lze olekévat, Ze se bude
rovné% nachédzet v blizkosti hmotného bodu ms politejme opét
jeho vzddlenost d2 , abychom zase mohli psét rozvoj podle

malého parametru d2/R . Podminka rovnovédhy mé v tomto pF¥ipadé
tvar



Gm Gm G(m,+m,)
AR b W

(Rz- i,) = 0 . (4.36)

Naprosto stejnym postupem jako vySe lze odvodit (provedte!),
Ye vzdélenost librafniho bodu 1, od hmotného bodu m, Je
také déna pfibliZnym vzorcem (4.35). Libradni body 1, a L,
le?{ tedy pribliZ¥n& ve stejnych vzdélenostech od hmotiného bo-
du m, (za p¥edpokladu my > mz).

Mezi t&%i8tém O a hmotnym bodem m,, ma jicim vé&ts{
hmotnost neZ My nemi¥e existovat Z4dny libraéni bod, proto-
Ye viude na tomto useku je pritaZlivost hmotného bodu m,
men3i ne% pritazlivost hmetného bodu my (dokaZte!), k niZ
se je3td priditd odst¥fedivéd sila.

Hledejme libra¥ni bod za hmotnym bodem m; , vn¥ usedky
spojujici oba hmotné body. Budeme Jjej oznalovat L3 . ProtoZe
neméme ¥4dnou predb&Znou predstavu o jeho poloze, pFedpokléa-
de jme nap¥iklad, Ze Jje blizko u hmotného bodu my , tj. Ze ma=-
lou veli¥inou, podle ni% budeme provédét potfebné rozvoje, Je
pomé&r dl/R . Podminku rovnovédhy miZeme zapsat ve tvaru

Gm. Gm G(m,+m,)
=+ 2 - —312 (Ri+a)) =0 , (4.37)
a3 (R+d1) R

co? je formdln& stejnéd podminka jako (4.33) pro libra¥ni bod
L, , pouze s vymén&nymi indexy 1 a 2. Proto i YfedSeni miZeme
ihned dostat ze (4.35) zém&nou indexh:

3 m
4 = R\ —— . (4.38)
3m2+m1

Tento vzorec uddvd pribliZnou vzddlenost libralniho bodu L
od hmotného bodu m,. ProtoZe v3ak predpokldddme, Ze my J
mnohem vétdi neZ m, plyne odtud, Ze p¥ibliZné& plati 4,=
Libra&ni bod L3 je tedy zhruba soum&rny k bodu m, podle

st¥edu m . V&imndme si je3td& Jjedné dlle%ité v&ci. Dostali
jsme pribliZny vysledek dy = R, avdak p¥i odvozovén{ jsme

3
#

R.
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predpoklddali, Ze dl/R je malé. Odtud vyplyvéd, Ze ziskany
vysledek mbZe byt zati¥en znadnou chybou, rozhodn& musime vzo-
rec d1 = R i vzorec (4.38) povaZovat za mén& pfesné, neZ Jje
vzorec (4.35) na vypodet vzddlenosti libraénich bodl L, a
L2 .

Hruby odhad dl = R pro vzddlenost libra&niho bodu L3
miZeme v8ak pouZit pFi hledén{ presné jdiho ¥edeni, napf. tak,

Ze budeme presné j8{ Te3eni{ hledat ve tvaru

dl = R + 8 ’ (4.39)

kde o velilin®& s predpoklddéme, Ze je mald ve srovnéni s R,
Dosadme tento vyraz do podminky rovnovéhy (4.37), pPidemZ za
R1 dosadme podle (4.34). Dvojdlen ve jmenovateli druhého &le=-
nu podminky (4.37) rozloZme op&t do fady, tentokréat podle ma-
1lého parametru s/R , a ponechme zase Jjen prvni dva ¢leny. Po
Jjednoduché Udpravé dostaneme

7m2

S | = R ¢ (4040)
l2ml+ 5m2

U%itim vzored (4.39) a (4,.,40) dostaneme vzddlenost libraéniho
bodu L3 od hmotného bodu my mnohem presnéji, neZ pomoci
vzorce (4.38). Jistym opakovdnim pravé uvedeného postupu lze
Ye8eni stdle zpresnovat. V nédsledujicim kroku bychom hledali
vzdélenost libra&niho bodu ve tvaru 4; = R+ s + § a poli-
tali nezndmou opravu I3 atd. Obdobnym postupem lze také
zpresnovat polohy libradnich bodt I, a L, .

Je8té presné j8{ vzorce na vypolet kolinedrnich libra&nich
bodd, neZ jaké Jsme odvodili, Jjsou uvedeny v [2], ale byly
ziskdny podstatn® sloZité&jsim postupem. Provedeny vypolet po-
loh libraénich bodl mé vyznam prevéZné astronomicky. My Jsme
se timto problémem podrobnéji zabyvali spiSe proto, abychom
ilustrovali nékteré moZné postupy pfi FeSeni rovnic, pro né&z
nezndme analytickd Yefeni. P¥i FeSeni sloZit&js8ich fyzikélnich
dloh se s takovouto situaci setkdvéme velice Casto.

Tvar ekvipotencidlnich ploch pro nasi dlochu Jje schematic-
ky zndzornén na obr., 17. VS8imnéme si, Ze v kolinedrnich
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Obr. 17, Schematicky tvar_ekvipotencidlnich
ploch (podle [45]).

libradnich bodech se ekvipotencidlni plochy protinaji, kdeZto
v trojihelnikovych nikoliv. Tyto otézky Jjsou dlleZité z hle-
diska stability pohybu &4stice v okol{ libraéniho bodu. Zatim-
co trojdihelnikové libraéni body Jjsou body stabilni rovnovéhy
(pokud m > m2) , Jjsou kolinedrn{ libraéni body obecné nesta-
bilnymi rovnovéZnymi polohami, protoZe v n&kterych smérech i
nepatrné posunuti z t&chto libraénich bodd zplisobi, Ze se Cés-
tice trvale vzd4li z Jjejich okoli. T&chto problémd se Jjedté&
dotkneme v paragrafu 4.8. Kdyby napf. téleso reprezentované
hmotnym bodem m, byla plynovd nebo kapalnd koule o malé hus-
toté, takZe by libralni bod L, byl uvnit¥ této koule, bude
¢édst hmoty t&lesa m, strhavédna na hmotn&j8i téleso my. S
touto situac{ se setkévéme u ndkterych dvojhv&zd. Pritom tato
situace nastane tim spide, &¢im bude vzddlenost obou t&les men-
81, viz prfiklady za nédsledujicim paragrafem 4.5.

Je zndmo, %e v oblasti obou trojihelnikovych libralnich
bodd soustavy Slunce-Jupiter se nach#ézeji{ skupiny planetek,
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zvanych TroJjané [2, 45]. Existuje domn&nka, Ze také v koline=-
édrnim libralnim bodu L, soustavy Slunce~Zem? existuje shluk
meteoritd, na n&ém¥ se rozptyluje sluneéni své&tlo, které potom
pozorujeme jako protisvit [2].

Ulohy

1. Urdete vzddlenost od Zem& libraénich bodd Ll a L2 sou-
stavy Slunce-Zemé&.

6

Odpovéd: 1,5.10 km .

2. Urdete polohu kolineAdrnich libralnich bodd soustavy Zemé&-
Mé&sic.

Odpovéd: L, a L, ve vzddlenosti 61 400 km od stPedu ME=-
sice, L3 ve vzddlenosti 381 700 km od stredu
Zemé,

3. Vypo&té&te polohu kolinedrnich libranich bodd pro pfipad,
%e hmotnosti obou t&les jsou stejné.

4. Kosmickd sonda ISEE-3 (International Sun Earth Explorer-3),
uréend k m&¥eni meziplanetdrniho magnetického pole a para-
metrd slune&niho v&tru, byla uvedena na ob&Znou drédhu kolem
libra&niho bodu Ll soustavy Slunce-Zemé. Rovina drdhy Je
kolmé na spojnici Slunce-Zem® a protind tuto spojnici ve
vzddlenosti 1,49.106 km od Zem&. Polomdr dréhy je 0,64.10
km. Urfete ob&Znou dobu sondy.

6

Odpovéd: Skutednd ob&%nd doba je 178 dnt [41] .

4.5. Slapovy potencidl, pPfiliv a odliv

Z&staneme jedtd& u udlohy, kterou Jjsme vySet¥ovali v pred-
chozim paragrafu, ale specidlné se budeme zabyvat podrobné&j-
8im vySetfovédnim silového pole v blizkosti hmotnych bodd. Vy-
SetFfujme napfiklad silové pole ¥ blizkosti hmotného bodu my
(obr. 15), tj. v takovych vzddlenostech d; od hmotného bodu
m o které jsou mnohem men3{ neZ vzddlenost R obou hmotnych
bodd m & m, . V téchto vzddlenostech bude pievlddat silo-
vy dfinek hmotného bodu m o, U&inek vzddleného hmotného bodu
m, bude podstatn® mend{. Krom& toho Jje dGleZité, Ze v rlznych
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mistech v malém okol{ hmotného bodu my je intenzita pole,
buzeného hmotnym bodem m, , pfibli¥né stejnd co do velikosti
i do smdru. Uvidime, Ze jsou ddleZité pouze rozd{ily té&chto
sil, popisujeme-1i silové pole v soufadnicich, vztaZenych

k hmotnému bodu my . ProtoZe tyto rozdilové sily budou malé
a budou vyjéd¥eny pomoci rychle konvergujici Fady, bude moZné

je v&t3inou popisovat jen pomoci prvniho &lenu této Tady.
Ptistupme ji%Z k pfi{sluSnému odvozeni.

Na rozdil od predchozfho paragrafu budeme vySetfovat si-
lové pole nejen v roving ob&Znych drah hmotnych bodd m, a
m, ale i mimo ni. Ponechme obdobné oznafeni jako v obr. 15,
ale oznalme Jje3t& pismenem i tdhel, ktery sviraj{ spojnice
uva¥ovaného bodu P a hmotného bodu m, S hmotnym bodem my
(obr. 18). Prim&ty pfisludnych veli¥in do roviny ob&Znych

P

|
|
|
|
I
I

G
SXS A
R

1

T

Obr. 18

drah oznalme &érkou. ProtoZe chceme vySetfovat pole v blizkos-
ti hmotného bodu m o bude vhodné vyJjadfovat potencidl a in-
tenzitu pole jako funkce prom&nnych, které se vztahuji k tomu-
to hmotnému bodu, v naSem p¥ipad& Jjako funkce prom&nnych dl "
V' oa a7,

Potencidl v bodé® P Jje dén vzorcem, analogickym vzorci
(4.29), kde pouze misto r v odstfedivém potencidlu je nyni
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tfeba ps4t vzddlenost od rotadnf osy r :
Gml Gm2 & 2 2

U(P) = = == =« —% = = T . (4.41)

dl d2 2

Dosadme sem nésledujici vyrazy:
BBl + R
- 2 ;
d2— ﬁil-zle cosﬁ"i»Rz

i

=R | 1-2(da/R) cos? + (4;/R) ,

r"2= a;2 - 2R a{cos? + R§ , (4.42)
d; cos 3= d, cos Jb :
R - R m2 > w2 - w -
1 my +m, RS
Dostaneme
Gm
up) = - =2 -3 22 vy, (4.43)
d1 2
kde
5. 2 Gm2 1 d

—— - - "‘l cos8s °
R V1-2(a,/R) cos'+ (dl/R)f R

(4.44)

Prvn{ &len na pravé stran® (4.43) popisuje gravitalni pole bu-
zené hmotnym bodem my . Druhy &len je potencidél odstredivé
sily, ktery charakterizuje otdfeni bodu P kolem osy, proché-
zejici hmotnym bodem mq kolmo na rovinu ob&Znych drah, s u=-
hlovou rychlosti (o (disledek otéd¥eni celé soustavy kolem
spole&ného t&Zi3t& T se stejnou uhlovou rychlosti; podobné&

napr{iklad M&sic, privréceny stéle stejnou stranou k Zemi,
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vykond za dobu jednoho ob&hu kolem Zemé& také jednu otolku ko-
lem vlastni osy). Clen U, Je, Jjak ddle ukéZeme, aZ na kon-
stantu roven "poruchovému“potencidlu, JjehoZ prost¥ednictvim
se projevuje vliv hmotného bodu m, na mechanické déje v
blizkosti hmotného bodu my . Vlastné& bychom U2 mohli rov-
nou povafovat za poruchovy potencidél, protoZe dva potencidly,
1i3{ic{ se konstantou, popisuji tenty? fyzikdlni problém. Pro-
vedme nyni n&které tpravy &lenu U, .

Predpokléde jme, %Ze vzddlenost pozorovatele P od hmotné-
ho bodu my je mnohem men3{ neZ vzddlenost obou hmotnych bo-
dd, tJj. prfedpokladejme

d; & R . (4.45)

UZitim rozvoje pro maléa x
2.0
. 1 =1 + cos’l}1 —_— 3_cos™v -1 2 . .

Ji-2x cos J’+ x2 1! 2!
ze (4.44) plyne pfibliZné&

1, Gm, Gmaf "

U2=-—le—-"—--——-j-(BCOS\?7-l), (4.46)
2 R 2R

kde jsme zanedbali &leny vy3&iho fédu. VSimnéme si, Ze v tom-
to vyrazu vypadl &¢len um&rny l/R2.

Prvni &len na pravé stran® vyrazu (4.46) je potencial
odst¥edivé sily v misté hmotného bodu my (jako disledek obé&-
hu kolem t3%i%t&d T ) . Druhy &len Jje potencidl gravitalni si-
ly, kterou ve stejném mist® plsobi hmotny bod my . Tyto dvé
s{ly se, v soustavé otéZejici se kolem t&%i&t& T , navzédjem
ru3i; z podminky rovnovdhy jsme v pfedchozim paragrafu urlova-
1i ) , v di@sledku vyruBeni t&chto sil hmotny bod my vzhle-
dem k této soustavé nemdni svou polohu. ProtoZe vysledné

zrychlen{ je nulové, mZeme pi{slusné dva potencidly vynechat
(tfebaZe soulet téchto dvou potencidllt neni nulovy, coZ je di-
sledek rzné volby mista nulového potencidlu u Jjednotlivych
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glentd). Uvedené dva &leny potencidlu jsme také mohli ihned
krtnout v ddsledku toho, Ze nezdviseji{ na soufadnicich d1 "
J a di bodu P , jsou to tedy, pri popisu v t&chto soufad-
nicich, konstanty nemaji{ci fyzikdlniho vyznamu. Ve (4.46) te-
dy sta¥{ uvaZovat jen posledni &len, ktery oznalime Up :

2
Gm2d1

U (3 cos? -1) . (4.47)
P 2R
Tomuto vyrazu budeme ¥ikat poruchovy potencidl plhsobeny hmot-
nym bodem m, V blizkosti my .

Potencidl (4.43), v bodech P blizkych hmotnému bodu my,
miZeme nyn{ prepsat v jednodu33im tvaru

U(P) = U_ + Uo + U

g (4.48)

p b
kde gravitaéni potenciédl Ug a potencidl odstfedivé sily U,
pfisludejici rotaci kolem osy prochdzejic{ hmotnym bodem m, ,
jsou dény vztahy

Gm 1
U = -—2, U =--wia? (4.49)
g d hd 2
1
a poruchovy potencidl Up je dd4n vzorcem (4.47). Poznamenej-
me, ¥e soultu gravita®niho a odst¥edivého potencidlu Fikéme
tihovy potencidl a pfisludné zrychleni, které Jje vektorovym
soudtem gravitadniho a odstPfedivého zrychleni, nazyvéme tiho-
vym zrychlenim. V na¥{ dloze je tedy tfhovy potencidl Uy

dén vzorcem

U, =U_+U y (4.50)

kde pro &leny na pravé strand plati (4.49), a vysledny poten-
. cidl Jje soultem tihového potencidlu a potencidlu poruchového:

U(P) = Uy + U . (4.51)

p
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Kdybychom hmotny bod m, neuvazovali, bylo by silové pole

v blizkosti my (v otéejfcf se soustavd) popsédno tihovym po-
tencidlem Ut . Existence hmotného bodu m, sevV bl{zkosti

my projevuje existenci dodateZného potencidlu Up , ktery se
pfekl4d4 pres Ut ("poruduje” U, a "poruduje" i pozorované
mechanické d&je, odtud jeho nézev). V3imnZme si jedté, Ze po-
ruchovy potencidl je p¥imo Um&rny hmotnosti poruchového (rus{i-
c{he) hmotného bodu m, a nepfimo Umdrny t¥et{ mocnind jeho
vzddlenosti. Proto poruchové sily budou velmi rychle klesat

se vzddlenosti poruchového t&lesa.

Poruchové t&lesa M&sic a Slunce, jako dtsledek potenci-
418 typu (4.47), zp@sobuji na mo¥ich na Zemi p¥iliv a odliv.
K podobnym efektlm dochdzi i v pevnych Cdstech Zem&, oviem ty-
to pohyby Jjsou podstatn& mensi{, ale pomoci pfistrojad Jje lze
zaznamenat spolehlivd. Proto¥e p¥iliv a odliv souhrnné& oznalu-
jeme jako slapy, p¥i vyzkumu téchto jevl nazyvéme poruchovy
potencidl (4.47) slapovym potencidlem a ddle Jjej budeme ozna-
tovat Us . Prepisme (4.47) je3t® s jinym oznalenim. Oznalme
nyn{ pismenem r vzddlenost uvaZovaného mista od st¥fedu Zemé
(pro zemsky povrch je to polomé&r Zemé), m, hmotnost Mésice,
R¢ vzddlenost stfedl Zem& a Mésice, JQ thel mezi privodilem
uvazovandho bodu a privodilem M&sice, pPifem#? za poldtek sou-
stavy soufadnic povaZujeme stfed Zem&. Slapovy potenciédl MEs{-
ce na zemském povrchu miZeme nyni zapsat ve tvaru

2
Gmdr 2
Us« =z - -—2-}—15— (3 cos 12; - 1) . (4.52)
[

Zavedenim obdobnych velidin pro Slunce dostédvéme zcela analo-
gicky pro slapovy potencidl Slunce vyjadfeni

Gm®r2

Uso ol (3 cos2
2R0

J; a3l (4.53)

Slapy maji velky vyznam v mnohych astronomickych a geofy=-
zikdlnich d8jich. N&které vlastnosti slapd vy3etfime v niZe
uvedenych pfikladech, dal8imi podrobnostmi se v8ak jiZ zabyvat



- 092 =

nemiZeme, ale odkazujeme Ctendfe napf. na [34, 45].

Uvedené odvozeni slapového potencidlu (4.47) vychézelo
pfesn® z formulace ulohy, kterou jsme se zabyvali v minulém
paragrafu. Odstfedivy potencidl ob&Zného pohybu kolem t&Z18t8é
jsme pon&kud forméln& rozdélili mezi odstfedivy potencidl ro-
ta&niho pohybu a slapovy potencidl. Tento postup nevyZadoval
slozité fyzikdlni uvaZovéni, ale na druhé strané zase neposky-
t1 dostatedn& nézorné fyzikdlni vysvétleni, co je vlastn& pri-
&inou vzniku slapovych sil. Na zéklad& popsaného postupu mi-
Yeme ne jvyse ¥ici, Ze slapy Jjsou disledkem Jjisté nedplné kom-
penzace pritaZlivosti poruchového t&lesa a odstfedivé sily.
Pon&kud ndzorn& jsi pohled na pivod slapovych sil je podén
v nie uvedeném p¥ikladu 1. Slapové zrychlenf, nap¥. v né&ja-
kém bod¥® Zemd, miZeme také chédpat jako rozdil zrychlenf, kte-
rym pisob{ poruchové té&leso v uvaZovaném bodé a ve stfedu Ze-
m& [34]. VSechny tyto p¥istupy Jjsou ekvivalentni v tom smyslu,
¥Ye vedou ke stejnému vyrazu pro slapovy potencidl a slapovou
silu.

Ulohy

1. Predpoklédde jme, ¥e Zem& Jje koule o poloméru T , kteréd obi-
hé kolem Slunce po kruhové drdze o poloméru R . PFedpoklé
dejme pro Jjednoduchost, Ze Zemé nerotuje, tj. Ze osy pevné
spojené se Zemi zachovdvaji stdle stejny sm&r v interciédl-
n{ soustavé (obr. 19a). Odvodte vyraz pro slapovy slunelni

Obr. 19a
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potencidl a zdtvodndte, prol pfiliv nastdvéd jak na p¥ivré-
cené, tak i na odvrédcené stran® od Slunce.

Redeni: Je zrejmé, %e za uvedenych predpokladl opisujf
v3echny body Zemé& kruZnice sice o rlznych stfedech,
ale stejnych polom&rech, a v disledku tcho mé od-
stredivé zrychlen{ ve v3ech bodech Zem& stejnou ve-
likost a v dany fasovy okam¥ik i stejny smé&r. PFi-
tom odstfedivéd sila mé stejnou velikost jako pri-
taZlivd sf{la ve stfedu Zemé&. V dany &asovy okamZik
jsou ekvipotencidlni plochy odst¥edivého potencid-
lu roviny kolmé na spojnici st¥edd Zem& - Slunce,
viz obr. 19b. ProtoZe odstfedivd s{la mi¥{ smérem

Obr. 19b

od Slunce, odstfedivy potencidl roste smérem ke
Slunci; nulovy odst¥edivy potencidl zvolme v bodé&
0 « Pro odstiedivy potencidl tedy méme

Gm {r
UO(P) = gg T cos "

Slapovy potencidl je soultem pfitaZlivého potenci-
dlu Slunce a odstFedivého potencidlu (slapové

zrychlenf je vektorovym soultem pfisludnych zrych-
leni)
Gm Gm
US(P) et e & cos ' ,
d R

kde m Jje hmotnost Slunce. Rozkladem 1/d do fady
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a vynechdnim konstantniho &lenu a &lenl vy83{iho ¥4du dosta=-
neme vysledny vzorec (4.53).

7Zdavodndni p¥{livu v okolf{ osy OS na pFivrécené i
odvrécené strand: odstFedivd sila Jje ve vS8ech bodech stej-
nd a je v rovnovdze s pifitaZlivou silou v t&Zisti Zem& O ;
pritazlivéd sila je ne jv8t3{ v bod® B (obr. 19b) a nejmen-
${ v bodé C , tak¥e v bodd B prevl4dd4 prita¥livé sfla
nad odstfedivou a v bod® C Jje tomu naopak, vyslednice
obou sil tedy v obou bodech B i C m{¥{ ven ze Zemé&.

V predchozim paragrafu jsme uvedli, Ze slapové sily
vznikaj{ v disledku jisté nednlné kompenzace mezi pfitaZli-
vou a odst¥edivou silou. Prévd vyfedeny p¥{klad umoZnuje
tuto pfedstavu bliZe konkretizovat. V uvedeném modelu,

v daném %asovém okamZiku, odsthdivé sily vytvé¥eji v Zemi
homogenni silové pole (ve v3ech bodech stejny smér a veli-
kost), kde?to pritaflivé sily jsou centrdlni. ProtoZe se
homogenni pole a pole centrélni nemohou zcela vyrudit, zi-
stdvaji zbytkové sily - sily slapové. (Slapovd sila je nu-
lovéd pouze v t&%isti Zemd, viz nédsledujici pfiklad).

Nechme nyni Zemi rotovat kolem Jjeji osy. Vzniklé sila
odstfedivd se sklddd s pF¥itaZlivou gravitadni silou Zem& a

vznikd s{la tihovéd. Lze rozmyslet, Ze vyrazy pro slapovou

s{lu se nezm&ni, pouze uhel fr , pro bod pevn& spojeny se
Zemi, se stane slo%ité&j8{ funkeci Casu.

Zavedenim kosinu pro dvejndsobny thel ukaZte, Ze slapovy
potencidl, viz vzorce (4.52) a (4.53), lze psét ve tvaru

Gmr2
U = - (3 cos 24" + 1) , (4.54)
. 4R>

kde G Jje gravitadni konstanta, r vzddlenost od stfedu
Zem& (nebo Jjiného uvaZovaného t&lesa), m Jje hmotnost po-
ruchového t&lesa, R Jeho vzdélenost, o thel mezi pravo-
di&i uvaZovaného bodu a poruchového t&lesa, prilemZ polé-
tek soustavy soufadnic volime ve st¥edu Zem2.
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3. Radidlni sloZka slapového zrychleni (kladnd ve sm&ru ven
ze Zem&), je déna ndsledujicim vzorcem, ktery ihned plyne
ze (4.54):

7Uy Gmr
B, * = = = 3 (3 cos 29 + 1) . (4.55)
Dr 2R

Odpovézte odtud na nésledujici otédzky:

a) Pro¢ nastdvé dvekrét za den pf{liv a dvakrat odliv?

b) Jsou slapy symetrické na pfivrécené a odvrécené strand
vzhledem k poruchovému t&lesu?

¢) Pro jaké hodnoty +)' nastévé pFfliv, pro které odliv?
Nakreslete!

d) UkaZte, Ze na Zemi Jjsou slapové sily plsobené MEsicem
pribliZn& dvakrét vEt3{ neZ slapové sily plsobené Slun-
cem. Prol mé Mé&sic tak velky vliv?

e) Lze na Zemi zm&¥it slapové zrychleni plsobené M&sicem
pomoci{ gravimetru, ktery m&fi s p¥esnosti O,léwm/sz?

Odpovédi:

a) Uhel 1 obsahuje sloZku, kterd mé& v disledku zemské
rotace periodu jeden den. Ve (4.55) v8ak vystupuje kosi-
nus dvojndsobného thlu, takZe p¥iliv a odliv se opakuji
dvakrédt za den.

b) Pokud uvaZujeme pouze prvni &len ve slapovém potenciéluy,
pak symetrické Jjsou. Kdybychom v3ak pfibrali dalsi &len
t¥ady pro slapovy potencidl, ktery jsme vySe zanedbdvali,
u% symetrické nebudou.

¢) Radidlni slofka slapového zrychleni je nulovéd pro
3 cos 29" + 1 = 0, &emu¥ vyhovuje pribli¥ng J'= 550,
Tedy pro 0% 4 < 55° je p¥{liv, pro 55°< 4/' < 90° odliv
a na odvrédcené strand symetrické (obr. 20).

d) Stadf ukézat, %e m(/Ry Jje pribli¥n® dvakrét vEtsf
ne? mo/Rg , presndj8{ pom&r Jje 11:5. Pfes malou hmot-
nost Mésice ve srovndni se Sluncem Jje zde podstatnd ma-
14 vzddlenost M&sice, protoZe slapovd sila klesd se tfe-
ti{ mocninou vzddlenosti poruchového té&lesa.

e) Naprosto spolehliv&, protoZe meximéln{ slapové 2rychle-
ni plsobené Mésicem dosahuje v absolutni hodnoté
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55°

Obr. 20

pFibliZné l,aﬂm/sz. Poznamene jme, Ze Jjedt& snadnéji
lze slapy pevné Zem& sledovat mé&¥enim ndklonl svislice
[34], viz té% nésledujici p¥iklad.

4. Horizontdlni sloZka slapového zrychleni{ (brand kladné& ve

sméru k rudicimu t&lesu, tj. ve sm&ru klesajiciho o ),
je déna vzorcem

190y 3Cmr
E, = = =

= sin 201 s
P p v 2R3

Odpovézte odtud na nédsledujici otézky:

a) Kde je horizontdlni sloZka slapového zrychleni v Zemi
nulova?

b) Kde je slepové sila nulovd, tj, kde jsou nulové soulas-
né ob& sloZky Er a En 7

c) Jakd je maximélni hodnota horizontdlniho slapového
zrychlen{ na zemském povrchu, plsobeného M&€sicem? Pro
jaky dhel 4 nastévé?

Odpovédi:

a) Na p¥imce prochdzejic{ t&#i8tém Zem& a rusicim télesem
('= 0° a 180°) a v roving J = 90°,

b) Pouze v pol¥dtku r = O (t&Zisti Zem&).
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c) O,S(u/m/s2 pro ig = 45° a 135°.

V dtdsledku horizontdlnich slapovych zrychleni dochdzi k
ndklondm svislého sméru. Svislice se nakloni o uhel 17 >
pro ktery plat{ (zd&vodn¥te nd¥rtkem)

"7? =tg°z=E17-/g 3
kde g Jje tihové zrychleni. Kolik &ini nejvEt3{ nédklon na
zemském povrchu plsobeny Mésicem, Sluncem a obéma té&lesy

dohromady? Pfedpokléde jte pfitom, Ze zemsky povrch se ne-
deformuje, tJj. Zem& Jje tuhé, a poloZte g = 9,8l m/sz.

Odpov&d: 0,017"; 0,008"; dohromady tedy maximéln& O0,025".
Tyto nédklony musi byt brény v udvahu p¥i pFesnych geodetic-
kych a astronomickych méfenich.

Zvednut{ ekvipotencidlni plochy tihového potencidlu v dd-
sledku slapl, za pfedpokladu tuhé Zem&, miZe byt p¥ibliZné
poditéno pomoci vzorce '

¢=-Ug/e (4.56)

kde g Je tihové zrychleni (protoZe préce U, se rovné

sile (-g) krdt drdze ¢ ). Odtud urcete:

a) Jak se nejvySe zvedne ekvipotencidlni plocha u zemského
povrchu v ddsledku slapl plsobenych M&sicem a Sluncem
dohromady? Volte g = 9,81 m/s2.

b) Pro& vysky p¥ilivu a odlivu nejsou stejné, tj. pro&
vzhledem ke stfedni hladin& se p¥i p¥ilivu zvedd hladi-
na o vét3{ hodnotu, neZ o Jjakou klesd za odlivu?

¢c) Zdtvodndte, prod ve vnit¥nich mo¥ich (Baltické, Cerné)
dosahuje vydka prflivu obvykle jen n&kolika centimetrq,
zatimco Jjinde mnoha metrd (nejv&t3{ rozd{l mezi vyskou
pf{livu @ odlivu &in{i asi 15 m na vychodnim pobfeZ{ Ka-
nady v Bay of Fundy).

Odpovédi:

a) Zvednuti ekvipotencidlni plochy (vy3ka statického p¥{li-
vu) plsobené Mésicem &in{ maximéln& 36 cm, Sluncem lécm,
dohromady tedy 52 cm.



Te

- 98 =~

b) Vyska pfflivu je v&t3{ neZ odlivu, protoZe ve (4.54)
mi%e vyraz v zdvorce nabyvat nejvEt3{ kladné hodnoty +4
a nejmen3{ zdporné hodnoty =-2.

¢) Na mofich jsou d8leZité dynamické efekty, udzkym prdli -
vem nemt¥e z ocednu do vnit¥niho mo¥e nebo naopak pfeté-
ci dostate&né mnoZstvi vody; v zdlivech sousedicich
s ocednem Jjsou naopak moZné vyrazné rezonandni Jevy.

Ve kterych dnech v mésici Jjsou pFilivy a odlivy nejvéts{i?

Odpovéd: P¥i dplnku a novu, kdy se udinky M&sice a Slunce
s&itaji ve féazi,

Rocheova mez [45]. Jestli¥e se tdleso s malou hmotnosti,

napf. m&sic nZkteré planety, pfibliZ{ blizko k télesu

s velkou hmotnosti, nap¥. k matefské planeté, mlZe se men=-

8{ t¥leso U¥inkem slapovych sil rozpadnout (zejména pokud

drzi pohromad& jen vlastni gravitaci Jjako télesa tekutd ne-

bo slo¥end ze sypkych materidlt). Predpoklédejme, Ze mens{
t%leso je tuhé koule o polom&éru r a hmotnosti m , velké
t&leso mé hmotnost M , vzddlenost st¥edld obou té€les Jje Re

a) P¥i jaké vzddlenosti R Jje na povrchu menS3iho té&lesa
slapové zrychleni stejn& velké jako gravitaZni zrychle=-
ni vliastniho t&lesa?

b) Pri jaké vzddlenosti R Jje na povrchu men3fho t&lesa
slapové zrychleni stejné jako tihové zrychleni, pFedpo-
kld4déme-1i, e malé t&leso rotuje kolem vlastni osy tak,
Ye je natoleno k velkému t&lesu stédle stejnou stranou?
Tato vdzanéd (synchronizovand) rotace se u blizko obfha-
jicich t&les fasto vyskytuje, je disledkem tzv. slapové=-
ho t¥eni; krom¥® M&sice takto nap¥. obihaji galileovské
mésice Jupitera. Uvedend vzddlenost R se nazyvéd Roche-
ovou mezni vzddlenosti.

c) V jaké vzddlenosti od st¥edu Zem& se nachdézi Rocheova
mez pro Mésic?

Reseni:
a) Podminka, %e maximdlni slapové zrychleni Jje rovno gravi-
tadnimu zrychleni mé, uZitim (4.55), tvar
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2GMr _ Gm |
Rl

0dtud plyne

R=or %/ZM/m #

b) Ve vyse uvedené podmince na pravé strang je tieba je3t&
odedist odst¥edivé zrychleni cuzr , kde za (32 je treba
dosadit podle (4.42):

2GMr Gm  G(M+m)

R°  r R>

0dtud, zanedbdme-li m ve srovnéni s M , dostédvédme vzoreec
pro Rocheovu mez

R=r 3 Mm . (4.57)

c) 10 860 km . PFi této vzddlenosti stiedu Mésice od st¥edu
7emd se zadnou z povrchu Mésice odd&lovat volné Zdstice.
Poznamene jme, Ze kdyby byl M&sic tekuty, zalne se rozpadat
u¥ ve vétdich vzdédlenostech (18 500 km), viz [45] . Patrng
takovymto rozpadem vznikly Saturnovy prstence.

9., Uka’te, Ze Rocheovu mezni vzddlenost (4.57) lze interpreto-
vat také jako vzddlenost st¥edd téles, p¥i ni% se libralni
bod I, dotkne povrchu men3iho t&lesa, viz vzorec (4.35).

4.6. Laplaceova rovnice

Vrafme se k vySet¥ovéni obecnych vlastnosti pole sousta-
vy bodovych zdrojd v inerciélnich souradnicovych soustavéch.
VySetfujme vyraz

— 7E PE, 7E
div E = —% + —&L 4+ =2 (4.58)
Dx Ny =

pro soustavu hmotnych bodd. Ze (3.9) a (3.10) plynou vzorce

( v bodech, kde ¥4dné d; neni nulové)
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Dostali jsme vysledek, Ze v mistech, kde nesidl{ hmotné body,
Je div B = O . Budeme Fikat, ¥e pole Jje v t&chto mistech ne-
z¥{d1lové nebo solenoiddlni (divergence charakterizuje veli-
kost zdrojd, "vydatnost z¥idel"™ pole V daném bod&). O tom, Ze
je toto pole také nevirové, tls rot-ﬁ'= 0 , mohli bychom se
presvéd&it p¥imym pouzitim vzorch (3.9), ale vlastn& to jiZ
vime, protoZe se jednd o obecnou vlastnost konzervativnich po-
1{. V mistech, kde se nachézeji hmotné body, mé divergence in-
tenzity singularitu, ale rot'ﬁ = 0 ; mohli bychom se o tom
pfesvdd¥it uZitim integrélnich definic{ operaci divergence a
rotace [7, 48].

Zavedme Laplacetv operdtor A na skalér ?7 znémym
vztahem

2 2

2
Agﬂ = div grady=%+%+% » (4.,61)

Vy jddfeme vzorec (4.60) pomoci potenciélu. Ze (3.11) a (4.60)
plyne tato dtleZité véta: V mistech, kde nesidlf hmotné body,
spliuje potenciél rovnici

AU=0 . (4.62)

Tuto rovnici nazyvéme Laplaceovou.
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Laplaceova rovnice (4.62) mé& ov3em mnohem obecn&jdi plat-
nost, ne¥ jen pro soustavu hmotnych bodd. MiZe proto slouZit,
jsou-1i je#t& dény okrajové podminky, jako velmi dtleZitéd vy-
choz{ rovnice pti FeSeni mnohych dloh teorie potencidlu. Pro
soustavu hmotnych bodd velky vyznam nemd, protoZe vypolet po-
tencidlu nebo intenzity miZeme snadno provést pomoci vzorcl,
uvedenych v kapitole 3.

4,7. Gausstv zékon

lLaplaceova rovnice vyplynula z rovnice (4.60), kterd ob-
sahuje derivace intenzity pole. Nyni naopak budeme hledat
vliastnosti n&kterych integrdld z intenzity pole.

Uva?ujme n&jaky plodny element d4S . Jednotkovy vektor,
udévag1c1 smér a smysl orlentované normély k elementu d4S ,
znafme n . Pro vektorové pole E bude vyraz E.Q ds = E,dS
vy jad¥ovat tzv. tok intenzity pole E plo3nym elementem dS.
Tento termin je pfevzat z hydromechaniky.

Uvatujme gravita&ni pole buzené jednim hmotnym bodem ©
hmotnosti m . Sestrojme kulovou plochu K o poloméru T se
stifedem v uvaZovaném hmotném bodu. Tok intenzity E ve sméru
vnd j81i normély ke kulové ploZe je podle (3.4)

i it Gm
f}EndS =‘” - =5 43 = - = Ifds = = 47Gm . (4.63)
-
X K

Vidime, Ze uhrany tok nezdvisi na poloméru kulové plochy. Zd4
se tedy, Ze bude tentyZ i pro libovolnou uzavfenou plochu S,
kterd uvnit® obsahuje uvaZovany hmotny bod. Abychom to doké-
zali, zvolme na plode S né&jaky bod B a kolem n&ho element
plochy dS (obr. 21, viz té% [42]). Oznadme R vzddlenost
bodu B od hmotného bodu O . Necht ds™ je prim&t elementu
dS na kulovou plochu o st¥edu O prochézejici bodem B .
Nechf A a d4£2 jsou prim&ty bodu B a elementu dS na
jednotkovou kulovou plobhu o stfedu 0 . Je zfejmé, Ze tok
intenzity plochou d4S Jje roven toku plochou dN , nebot
plati:
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Obr. 21. K odvozeni Gaussova zékona [42]. Nechf v bods
0 se nachéz{ hmotny bod nebo bodovy néboj.
Pak tok intenzity plo3nymi elementy dS , 4s8*
a 40 je stejny ( ds* Jje prim&t dS na kou-
1li o poloméru R , dQ je prim&t d4S na jed-
notkovou kouli).
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tok plochou dS Jje E(B).A 4S = E(B) cos ds = E(B) ds* ;
tok plochou dQ je E(A) d.Q = Eﬂi}- R°a) = E(B) as* .

Pro tok intenzity uzavienou plochou S , kterd obklopuje
hmotny bod o hmotnosti m , odtud dostévéme

U E4S = - 47Gm . (4.64)

JestliZe se uvnit¥ uzav¥ené plochy S nenachézi Z4dny
hmotny bod, bude tok intenzity touto plochou nulovy. Dikaz
lze provést obdobnym zpisobem jako vyde, viz [42], nebo ufi-
tim Gaussovy v&ty integrdlniho poltu

”fdiv E 4V = ﬂ EdS (4.65)
v g

kde V Je objem uzavieny plochou S . ProtoZe podle p¥edpo-
kladu se v objemu V nenachézeji ?4dné hmotné body, Jje
div E = O v3ude v tomto objemu a tedy \U E dS =0 .

Nechf uvnit¥ uzav¥ené plochy S Je uzav¥eno k hmot-
nych bodd o hmotnostech my (i =1, +e., k) . ProtoZe s&{ité-
n{ vektord znamené algebraické s¥fténi sloZek, bude vysledna
normdlovd sloZka En v ka?dém misté plochy S soudtem p¥i-

spdvkld od jednotlivych hmotnych bodd:

k
=,Z:;En,i g
in

kde E je normélovéd sloZka intenzity, kterou by pisobil
$

samotny bod m; . Odtud plyne s pouZitim (4.64)
k :f—
([zpas = [[ ) =, 50 ff B, 34 =) (- 4x0m;) .
S S i=1 i= l 1 i=1

Dostdvéme tento vysledek: Pro uthrnny tok intenzity uzav¥enou
plochou S (tok z vnit¥ku plochy ven) plati
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f[Enas = - 47CM (4.66)
s

kde M je soulet hmotnosti v3ech hmotnych bodd, které se na-
chdzej{ uvnit¥ plochy S . P¥isp&vek k toku od hmot, které se
nachéze jI vné plochy, Jje nulovy. Tvrzeni (4.66) se nazyvé
Gausstv zdkon (Gaussova véta, Gausslv vzorec).

V pfipadd elektrostatického pole soustavy bodovych nébo=-
j& ze (4.66) analogicky plyne

'[g ds = o/ (4.67)
S n

kde Q Jje soulet v3ech ndéboji uzavfenjch uvnit# plochy S .
Tomuto vztahu se Fiké GCaussova véta elektrostatikye.

Lze ukdzat, Ze Gausshv zdkon mé rovnéi obecné j8{ plat-
nost, neZ jen pro soustavu bodovych zdro jd. Znédme-1li intenzi=-
tu na néjaké uzav¥ené plode, miZe byt pouZit k vypodtu celko-
vé hmotnosti nebo néboje uvnit¥ této plochy. Naopak, znéme-li
celkovou hmotnost &i ndboj, mti¥eme v ndkterych jednoduchych
Ulohdch po¥fitat intenzitu pole; je-1li napf. intenzita kons-
tantni na S 2 kolmé k této plode, tak¥e integrél na levé
strangd (4.66) lze vyjédd¥it jako soulin intenzity a velikosti
plochye.

V pripadech soustavy bodovych zdroji nemé& Gausstv zékon,
obdobn& jako Laplaceova rovnice, p¥{ilis velky vyznam. O pouZi=-
t{ tohoto zékona pri FeSeni n&kterych sloZit&jsich uloh po-
jednéme v daldfm dilu tohoto skripta.

4.8. 0 bodech rovnovéhy

, Laplaceova rovnice a Gaussiv zékon umoZnuji{ snadno vy-
ZetPit ndkteré vlastnosti gravitalniho nebo elektrostatického

pole v okol{ bodl rovnovéhy (v inercidlni soustavé soufadnie,
viz paragraf 4.l1).

V bod¥® rovnovéhy jsou vSechny t¥i sloZky intenzity nulové
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takZe pro potencidl U v tomto bodé plati

W.g , Wopg , W9
9% Y 02

Tyto vztahy oviem znamenaji, %e funkce U(x, y, z) nabyvé

v bodé® rovnovédhy maxima, minima nebo tento bed Je stacionér-
ni{m bodem vzhledem ke zm&ném soufadnic. Kdyby vSak v bodé
rovnovéhy nabyval potencidl maximélni nebo minimdlni hodnoty,
musely by byt derivace

PRy %y %
72 a2 ' g

viechny zéporné nebc viechny kladné. Jejich soulet by tedy
musel byt nenulovy, coZ odporuje Laplaceové rovnici (pokud se
v bodd rovnovdhy nenachdzeji{ Z&dné zdroje pole). Bod rovnové-
hy tedy neni ani bodem lokdlnfho maxima, ani minima potencié-
lu, v n&kterych smi&rech prochdzejicich timto bodem potencidl
roste, v jinych klesé [26].

Stejny vysledek lze ziskat uZitim Gaussova zékona. Jest-
1i%e se v oblasti bodu rovnovéhy nenachdzeji %4dné zdroje, Je
tok intenzity pole libovolnou uzavienou plochou, obklopujici
bod rovnovéhy, nulovy:

0dtud plyne, Ze v n&kterych &astech plochy S musi{ intenzita
m{Fit dovnit¥ této plochy, v jinych vné. Bod rovnovéhy Jje te-
dy pro nékterd posunut{ bodem stabilni rovnovédhy, pro Jjiné
posunut{ bodem labilni rovnovéhy.

VySetFfovdni stability pohybu v oblasti libradnich bodl
(paragraf 4.4) Jje sloZit&jd{, protoZe se jednéd o popis v oté-
gejici se soufadnicové soustavé. V této soustavé musime kromé
gravitadnich sil uvaZovat i silu odstPedivou, JjejiZ potencidl
nespliuje Laplaceovu rovnici (dokaZte, Ze pro potenciél od-
st¥edivé sfly U, plati AUy = =2 w2). V ddsledku toho in-
tenzita tihového pole také nesplnuje vySe uvedenou Laplaceovu
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rovnici a Gaussiv zdkon. Podrobné vySetfeni stability pohybu
v bl{zkosti libra&nich bodt je podéno ve [2].

4.9. Potencidlni energie soustavy hmotngych bodd

V dosavadnich ulohéch jsme vZdy pYedpoklédali, Ze méme
danou uréitou soustavu hmotnych bodd, a vy3et¥ovali jsme, ja-
kou energii musime dodat dal3imu hmotnému bodu, abychom jed
pfenesli z nekone®na do zvoleného mista soustavy. Nezabyvalil
jsme se zatim otézkou, jakou energii bylo t¥eba vynaloZit na
sestaveni puvodni soustavy hmotnych bodl, tj. k jejich piene=-
seni z nekonedna do vysledného uspofddéni. Touto otdézkou se
budeme zabyvat nyni [9].

Prenesme z nekone&na prvni hmotny bod ¢ hmotnosti my .
Protofe na n&j ostatni hmotné body neplsobi, bude vykonand
préce nulovd. Predpoklédejme nyni, Ze poloha prvniho hmotného
bodu byla fixovédna. Ddle pfenédSejme druhy hmotny bod o hmot-
nosti m, V gravita&nim poli prvniho hmotného bodu. K tomuto
pfemisténi musi vné&j8{ sily dodat energii (zépornou), kteréd
je soulinem hmotnosti m, a potencidlu hmotného bodu my
v p¥isludné vzddlenosti

kde dij oznaduje vzddlenost i-tého a j-tého hmotného bodu.
T¥etimu hmotnému bodu bude t¥eba v gravita®nim poli p¥edcho-

zich dvou dodat potencidlni energii
m m
2 2
W, = - mG +
3 » [313 323 jl '

tak¥e celkovd préce pot¥ebnd k pFemisténi t¥{ hmotnych bodd
bude
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Dal3f postup Jje ztejmy. K sestaveni soustavy z n hmotnych
bodd bude treba vykonat préci

n-1 n n
i m.m. G Z ——Mm.Mm,
i=1 j>i %443 2 521 =1 Yij

kde apostrofem u posledn{ sumy Jjsme vyznaili, Ze p¥i séité~-
ni vynechdvéme &leny J=i .

Vysledny vzorec (4.68) pro potencidélni energii soustavy
n hmotnych bodl mGZeme také piepsat ve tvaru

n

. %’Z_mi"i , (4469)
kde Uy je potenciél soustavy n=-1 hmotnych bodd my, my, ...
my_ppMyaqreees m, v mistd i~-tého hmotného bodu:

n:m.
Ui=-GZ_ - . (4.70)

=1
Potencidl soustavy n bodovych ndboji ve vakuu dostane-

me ihned ze (4.68) tak, %e misto hmotnosti piZeme néboje a
misto (=G) pideme (1/4mJg°):

. n
— Q.Q
- 1
Vel Ve i Wiahd

Rovnd% tento vzorec miZeme prepsat ve tvaru, ktery Jje obdobou
vzorcd (4.69) a (4.70).
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5, 0 PRfSTUPECH K RESENI ULOH TEORIE POTENCIALU

D¥{ve ne% &tend¥ pristoupf ke studiu dalsich partii{ teo-
rie potencidlu, povaZujeme za d8elné pro lepd{ orientaci zde
uvést krétky, i kdyZ znain& schematicky pifehled ne jddleZité j-
8{ch pristupd, pouZivanych p¥i fedeni dloh teorie Newtonova
potencidlu. Zminime se jednak o hlavnich vychozich vzorcich
a rovnicich, kterych miZeme pouZit p¥i matematické formulaci
dlohy, jednak o matematickych tvarech YeSeni, v Jjakych poten-
cidl nejlastdji vyJjadfujeme.

5.1 O vychozich vzorcich

Newtondv gravitadni zékon (spolu s principem superpozice)
vyjadfuje pfimy vztah mezi intenzitou gravitalniho pole a roz
lo¥enim hmot. Pro FeS3eni mnohych dloh Jje v8ak vhodné mit k
dispoziei i jiné, ekvivalentni, vzorce ¢i rovnice. Jistym in-
tegrélnim ekvivalentem Newtonova gravitadniho zédkona Jje Gaus-
s8v zékon. Diferencidlnim ekvivalentem, pfipojime-li jeSté
okrajové podminky, je Laplaceova rovnice, resp. obecné j&1i
rovnice Poissonova (zde jsme se touto rovnici nezabyvali).
Obdobnd situace je v prislu3nych partifch elekt¥iny a magne-
tismu.

7nédme-1i rozloZen{ hmot, miZeme k vypoltu potencidlu po-
u¥ft vzorcd z kapitoly 3, které bezprostfedng vyplyvaji z New-
tonova gravita®niho zékona a principu superpozice. Mohli by-
chom také vyjit z p¥isludné parcidlni diferencidlni rovnice
(Poissonovy) a hledat jeji FeSeni p¥i odpovidajicich okrajo-
vych podminkdch, ale tento postup je obvykle sloZit&jdi. MoZ-
nost postupovat touto cestou je zajist&na tim, ¥e p¥i Jjistych
okrajovych podminkéch je Feleni pFislusné parcidlni diferen-
cidlni rovnice jednoznalné., Jestli’e napf. potencidly U, a
U2 vyhovuji{ Laplaceové rovnici uvnit¥ n& jaké uzaviené plochy
S (kterd splnuje predpoklady pro pouZ?iti Gaussovy vi8ty) a na
ploSe S platf{ Uy = U2 , jsou potencidly stejné i uvnit¥ S.
Obdobn&, maji-1i na S oba potencidly stejné normdlové deri-
vace, BUl/’Qn =/DU2/“9n , mohou se 1i8it jen o konstantu [32].
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Velice fasté jsou dlohy, kdy méme uriit potencidl a pf¥i-
tom rozlo¥eni zdroji pole vibec nezndme nebo je obtiZné toto
rozlo¥eni urc¢it. Ukazuje se, -fe i mnohé z té&chto uloh lze Te-
8it, %e neznalost zdrojt miZeme n&kdy nahradit i jinymi in-
formacemi o studovaném poli. Sem pat¥i napfiklad elektrosta-
tické dlohy s vodi&i; soustava bodového néboje a vodile vy-
tvér{ pole, které je superpozici pole tohoto ndboje a nébo ja
indukovanych ve vodi&i, jejichZ rozlo¥eni neznéme. Neznalost
indukovanych ndboji miZeme obejit poznatkem, Ze povrch vodicke
v ustdleném stavu vytvéf{ ekvipotencidlni plochu, a dlohu lz
pak formulovat Jjako okrajovou ulohu pro Laplaceovu rovnici.
Obdobnd je situace p¥i studiu gravitainiho a hlavniho magne-
tického pole Zem¥. ProtoZe neznéme piesné rozloZeni zdroji
t&chto polf uvnit¥ Zem&, nemlZeme urlit potencidl uvnit? Ze-
m&. Pole vné Zemd ov3em miZ¥eme politat op&t reSenim Laplace-
ovy rovnice p¥i danych podminkdch na zemském povrchu a v ne-
konednu. Poznamenejme v3ak, Ze Ye3eni Laplaceovy rovnice tas-
to neni t¥eba ve skutenosti prov4d&t; objemové integraly pro
potencidl, obsahujici v integrandu neznémou hustotu nebo mag-
netizaci, lze nap¥fklad p¥imo rozloZit do Fady a hledat n&ja-
ké jiné metody urleni koeficientl této Fady (touto cestou se
obvykle postupuje p¥i studiu vné j&iho gravita®niho pole pomo-
ci{ um&lych druZic).

7Ze vzorcd v kapitole 3, zaloZenych bezprost¥fednZ na New-
tonovd gravitalnim zdkonu a Coulombov® zékonu, jeme v kapito-
le 4 formalné matematickou cestou odvodili Gausslv zédkon a
pfisludnou parcidlnf diferencidlni rovanici (pro soustavu
hmotnych bodd, obdobn® lze postupovat i u objemovych potenci-
1% aj.)e. Z tohoto hlediska miZeme uvedené vztahy povaZovat
za ekvivalentni. Presto moZnd &tendf pocifuje jisty rozdil
mezi popisem gravita&niho, elektrického a magnetického plso-
beni{ na jedné stran& pomoci vzorcd z kap. 3 a na druhé stra-
n& pomoci Gaussova zékona a Laplaceovy (Poissonovy) rovnice.
Nap#iklad ve vzorcich kap. 3 se prisp&vek kaZdého elementér-
niho zdroje uplatnuje prostfednictvim jeho velikosti (husto-
ty) a vzddlenosti od uvaZovaného mista, pfi Yeleni Laplaceo-
vy rovnice se zdroje projevuji prost¥ednictvim okrajovych
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podminek. Nechceme tyto piistupy od sebe odd&lovat, to by by=-
1o nesprévné, ale cht®li bychom je3t® upozornit, Ze Jje moZné
v nich vid&t dva pohledy na studované problémy, jak Jje znéme
z historie fyziky. V&imnéme si t&chto otdzek bliZe.

Je znémo, %e newtonovskd teorie gravitalniho plsobeni i
teorie elektrického a magnetického plsobeni vznikly jako teo-
rie pr¥imého plsobeni na ddlku. Tato koncepce byla podrobné&
rozpracovéna v pracich pfednich matematikd na zalétku 19.sto-
let{. Faraday zvolil Jjiny p¥istup, ktery slouZi Jjako zékladni
pojeti v teorii pole [5]. Podle Faradaye, ale i Maxwella a
dalsich tvircd elektromagnetické teorie v minulém stoletd,
predstavovalo elektromagnetické pole skutedné napéti v redl-
ném mechanickém prostfedi (éteru), schopném napf. prenddet
elektromagnetické vliny apod. V soudasné dob& se éteru nepfi-
pisuje existence, elektromagnetické pole Jje v8ak poklédéno za
stejné redlnou velidinu Jjako ¢dstice. Toto pole existuje
v prostoru mezi ¥4sticemi, Cemu? odpovidd matematicky popis
pomoci veli&in, definovanych v kaZdém bod& prostoru v kaZdém
Zase; tyto velidiny splnujf ur&itou diferencidlni rovnici.

Poslechnéme si, jaké stanovisko zaujimé k témto otdzkém
Maxwell v pfedmluvé ke své monografii [26]. Ne jprve uvadi, Ze
se nejd¥{ve rozhodl ddkladn& se seznémit s Faradayovymi vy-
sledky, shrnutymi v knize "Experimentdlni vyzkumy o elekt¥in&",
Poznamendvé, e si byl v&dom Jjistého rozdilu mezi Faradayovym
chépénim jevd a koncepci matematik®, coZ zpisobovalo, Ze ani
Faraday ani matematikové nebyli ochotni p¥ijmout Jjazyk toho
druhého. Maxwell byl v¥ak presv&d&en (za toto presvidleni vdeé-
il Thomsonovi), %¥e tento rozpor nepochdzi{ z toho, Ze by se
nékterd strana mylila. Ddle Maxwell piSe:

"Kdy¥ jsem pokrafoval se studiem Faradaye, pochopil Jjsem,
Ye jeho metoda chépdni jevd je také matematickd, alkoliv neni
vyjéd¥ena v obvyklé formé& matematickych symboll. Shledal jsem,
Ye tyto metody mohou byt vyjéd¥eny v obvyklych matematickych
tvarech a tedy i porovndny s metodami profesiondlnich matema-
tikd.

Napfiklad Faraday ve své piedstavé vid&l siloléry probi-
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hajici celym prostorem, kde matematikové vidéli centra sil,
pisobicich na ddlku: Faraday vidé&l prost¥edi tam, kde oni ne-
vid&li nic jiného, ne? vzd4lenost: Faraday hledal pavod jevl
v redlnych d%jich, které probihaji v prostfedi, matematikové
byli spokojeni, %e tento pivod shledali ve schopnosti plsobit
na dédlku a tato schopnost se p¥end3f{ na elektrickou substanci.

KdyZ jsem p¥eloZil, co Jjsem povaZoval za Faradayovy my8-
lenky, do matematické Feli, zjistil Jsem, Ze vy¥sledky obou
t&chto metod obecnd souhlas{i, ¥e pomoci obou metod lze vysvét-
1it stejné jevy a odvodit stejné zdékony ptscbeni. OvSem Fara-
dayovy metody sepodobaji tém metoddm, v nichZ zalindme s cel-
kem a dospivéme k ldstem pomoci analyzy, kdeZto obvyklé mate-
matické metody jsou zaloZeny na principu, Ze zalindme s Zést-
mi & konstruujeme celek pomoci syntézy.

Také jsem shledal, %e ndkteré z nejvice nosnych vyzkum-
nyech metod, objevenych matematiky, mohou byt mnohem lépe vy-
jdd¥eny v pojeti odvozeném Faradayem, neZ ve své ptivodn{ for-
mé.

Celd teorie, nap¥. pro potencidl, ktery Jje povaZovén za
veli®inu splnujfci{ jistou parcidlni diferencidlni rovaici, né-
le?{ v podstatd k metod®, kterou jsem nazval metodou Faraday-
ovou. Podle druhé metody mus{ byt potencidl (mé-1i byt vibec
uva¥ovén) povaZovén za vysledek sumace elektrickych nébo jt
délenych vzddlenosti od daného bodu. Tedy mnohé z matematice
kych objevd Laplaceovych, Poissonovych, Greenovych a Gausso-
vyeh nachdzeji v této knize své pravé misto a odpovidajici
vy jédteni ve smyslu koncepci, odvozenych hlavnZ od Faradaye”.

5.2, Riznd vyJjédfeni pro potencidl

V jednoduchych tlohéch miZeme potencidl &asto vy Jjadrit
ve form& jednoduchych analytickych vzorcth. P¥{kladem miZe
sloufit vzorec (3.4) pro potencidl jednoho hmotného bodu nebo
vzorec (3.12) pro potencidl soustavy hmotnych bodd. Ve sloZi-
t& j8ich pripadech ovdem takovdto jednoduché vy jéd¥eni nalézt
nelze; nap¥. potencidl homogenniho elipsoidu, na prvn{ pohled
Gloha jednoduchd, pat¥{ u? mezi tyto komplikované pifpady [34].
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Ve sloZitdj8{ch tdlohdch musime tedy hledat jiné formy
vyjdd¥eni potencidlu. V matematické analyze se proc popis slo-
¥itych funke{ pouZivaji zejména dva zplsoby, a to vyJjéd¥eni
pomoci integrdld a vyjdd¥eni pomoci Tad (jiné vyjéddfeni Je
pomoc{ nekone&nych soudind apod.). Odvozuji se vlastnosti
t&chto vyjddfeni, jako je konvergence, spojitost, moZnost
derivovéni za znamenim integrélu nebo sumy, chovéni v neko-
nednu aj. Se v8emi t&mito situacemi se setkdvéme i v teorii
potencidlu. Abychom lépe vystihli rozmanitost metod teorie
potencidlu, rozd&lime zpisoby vyjédfeni{ potencidlu do t¥i
skupin:

a) vyjédreni potencidlu ve tvaru integrélu;

b) vyjdd¥eni potencidlu ve tvaru Fady;

¢) urdeni potencidlu numerickym FeBenim Laplaceovy (resp.
Poissonovy) rovnice.

Kazdé vyjaddF¥eni potencidlu mé své charakteristické vlastnos-

ti, své pfednosti i nedostatky. Podejme struénou charakte-

ristiku jednotlivych vyjédfeni.

Vy jédieni{ potencidlu ve tvaru integrélu je nejbliZe

k obvyklé fyzikdlni formulaci dulohy, nejbliZ¥e Newtonovu gra-
vita®nimu zdkonu nebo Coulombovu zékonu. Je vhodné k teore-
tickému vySetTovéni vlastnosti potencidlu (existence, spoji-
tost, diferencovatelnost) za rdznych predpokladd o rozloZeni
hustoty. Je vhodné k vypodtu potencidlu v jednoduchych ulo=-
héch, kdy lze integrdly analyticky politat. Ve sloZité jsich
dlohdch byvé toto vyjédfeni nevhodné a dokonce tasto zcela
nepouzitelné.

Predstavme si, %e rozloZeni hustoty nebo tvar télesa
jsou takové, Ze p¥isludny integral pro potencidl nelze ana=-
lyticky vyJjéd¥it. Pol{téni potencidlu numerickou integraci
miZe byt velmi nepraktické, protoZe pro ke?dy bod, v n&miZ
potencidl hledéme, musime celou integraci znovu od polétku
provést. V této situaci byvéd vyhodné vyjadrit integrand ve
tvaru Fady, integrovat ¥adu &len po &lenu a dostat tak Fadu
pro potencidl. Lze nalézt ¥ady, v nichZ se rozloZeni{ hustoty
objevuje pouze p¥i vypoltu koeficientd této Yady. Potom sta-
¢{ pro danou ulohu vypo&itat v&echny potfebné koeficienty na
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zatdtku jednou pro vZdy a potencidl v libovolném misté pak
po¥itat jako souet Fady s témito znédmymi koeficienty. Tento
postup je obecn& mnohonésobné rychlej8i ne% numerické integro-
véni. (Vyjéd¥eni potencidlu ve tvaru Fady mé proti vyjadreni
pomoci integrédlu, zminé&nému vyse, je8td Jjednu ohromnou pred-
nost, e totiZ bezpodminelneé nevy?aduje znalost rozloZeni
hustoty, jak jsme o tom mluvili v pfedchozim paragrafu). M-
Yeme pribliZ¥n& ¥{ci, %e Pady pro potencidl jsou konvergentni
vné hmot, ale obecn¥d divergentni v mistech, kde se nachdze ji
hmoty. Prévé divergence Fad je jednou z nevyhod tohoto vyJjéd-
Yeni potencidlu.

V¥podet potencidlu numerickym Fedenim pf{sludné parcidl-
n{ diferencidlni rovnice se pou¥ivéd v situacich, kdy ostatni
metody selhévaji, nap¥. v Ulohéch se slozitou geometrii. Ten-~
to postup v3ak vyZaduje provadét velky polet numerickych ope-
raci, takZe miZ%e byt prakticky realizovén obvykle jen s pou-
zitim po&itadd.
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