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Skripta Jsou urdens k predndsce "Potencidlova pole"
pro posluchac¢e 3. rolniku specializace geofyziksa. ProtoZe
se nepredpokladaji Z%24dné pIedbéiné geofyzikélni vnaxits
a nepouzivéd se prili% slo¥ity metematicky apardt (jen za-
klady diferencidlniho = integrélniho podtu a vypoclet
vicerozmérnych integréld), mohou byt tatc skripta pouZita
jeko doplnkovy udebni text také pro posluchacde Jjinych
specializaci, vCetné posluchac¢t nizsich rolniki.



6. UVOD

Tato skripta jsou piimym pokradovénim skript O. Novotny:
Potencidlovd pole I - Ziklady teorie, Universita Karlove,
Prahe 1982. Z toho d&vedu i %islovéni kapitol v té&chto skrip-
tech navazuje na &islovdni kapitol v prvnim dilu. Stejné& jako
v prvnim dilu i zde pfi vykladu klademe direz spi¥e na diklad-
né j81i rozbor zdkladnich problémi & souvislosti ne? na odvozo-
vdni velkého mnoZstvi nejrizn&jdich vzorcl. Nesnazili jsme se
o vyklad za prilid obecnych matematickych piedpokladd, které
se pri redeni konkrétnich fyzikdlnich dloh stejné& vét3inou
nepotrebugi ale o vybudovéni metod, které by umoZnily redit
2 Jedﬁbmo hlediska &irokou t¥idu obdobnych dloh, 8 nimiZ se
setkdvéme v mechanice, elektrostatice, magnetostatice, geofy-
zice, fyzik4lni geodézii, astronomii i Jjinde. ProtoZe pro
posluchade 3. roéniku je text tchoto dilu do égigaé-miry opa-
kovénim 14tky probirené v matematice a fyzice, i1 kdyZ usporédda-~
nym Jjinym zptsobem, snazili Jjsme se o takovy vyklad, aby tito
posluchaé¢i mohli podstatné &4sti té&chto skript nastudovat for-
mou domédci &etby. Krom& toho jsme se snafili pYenést geofyzikdl-
ni aplikace a n&kterd matematickd zobecnéni spide do prikladt.
V prvnim di{lu skript jsme se zabyvali Newtonovym potenciéd-
lem bodového zdroJje a soustavy bodovych zdrojli. Vzorce pro po-
tencidl 2 intenzitu pole byly vyjddreny pomoci Jjednoduchych
funkci. V tomto dilu se budeme zabyvat obecn&jsimi pripady,
kdy zdroje pole (hmoty, elektrické ndboje, magnetické dipdly)
Jjsou rozprostrfeny po krivkéch, plochéach a objemech. Pgtenciél
a intenzita pek budcu v tdchto pripadech obecn& mnohem sloZité&j-
8imi funkcemi, které s vyjimkou nejjednoduddich piipad® nebude
moZno vy jddrit pomoci elementdrnich funkci. K popisu sloZitych
funkci se v matematice pouzivaji zejména dvé vyjéddieni:
vy jadreni ve tvaru integrdlu a vyJjédd¥eni ve tvaru rady. V tom-
to av p?&??ﬁ¥6§ﬁﬂ€&—%¥&%im~dilu skript pojednéme © vyjddre-
nich potencidlu a pribuznych velidin v integrdlnim tvaru; in-
tegrdlni vyjéddreni téchto velidin je v jistém smyslu fyziké4le
né nejpfirozen&jdi, nebol se dostdvé bezprostifednim zobecn&nim
Newtonova gravitadniho zdkona, Coulombova z&kona a principu
superpozice. 0 vyjédtfenich potencidlu a p¥fbuznjch velidin
ve tvaru Pad pojednédme aZ vizemydlendm Etvrtém dflu téchto skript.
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Vrpodtitulu—t—tomute dilu skrlpt(5e—a¥eéene~—%e—eeﬂzée
budeme zabyvat urlovanim potencidlu pri znamém rozloZgni

zdrojd pole. V—ﬁ%g}égé%f%é%géf}& budeme vy3etfovat - pripady,
kdy rozloZeni zdrojd pole sice neznéme, ale misto toho znéme
nékteré dopliujici udsje o studoveném poli. Ilustrujme tcto
&lenéni dloh teorie potencidlu na problému studia gravitac-
niho pole Zemé&, Kdybychom znali presné& rozloZeni hmot uvnit?®
Zem&, mohli bychom gravitaéni potencidl vné i uvnitt Zemé
po¢itat pomoci niZe odvozeného integrilu (8.10), v jeho%Z in-
tegrandu vystupuje hustota., Studiem potencidlovych poli pros-
tfednictvim integrédld tohoto typu se budeme zabyvat v tomto
dilu skript., Mezi dlohy tohoto typu patri tské velké mnoZstvi
dilezitych fyzikélnich dloh, jak bude patrné zejména ze cvi-
é¢eni.

RozloZeni hustoty uvnittr Zemé& ov3em presné nezndme. Lze
ukédzat, Ze v této situaci nemdZeme presné urdit gravitad-
ni pole uvnitr Zemé&. Ov3em gravitaéni pole vn& Zem& budeme
moci i presto uréit, pokud neznalost rozloZeni hmot nahradime
znalostmi o nékterych charakteristikdch pole na zemském povrchu,
nap¥. znalosti potenciélu nebo jeho derivaci na povrchu (p¥Fi-
tom musime predpoklddat, Ze tvar zemského povrchu je znémy,
Jinek se Udloha stdva jesté sloiitéjéﬁl S obodobnou situaci se
setkdvédme v elektrostatickych dlohdch s vodiéi., RozloZeni né-
boje na vodidi mbZe byt znadin® slo?ité. AniZ bychom museli
toto rozloZeni nédboje uréit, miZeme prisludnou elektrostatic-
kou dlohu fesit, vyuZijeme-li poznatku, Ze povrch vodide vytvéa-
r{ ekvipotencidlni plochu (znéme tedy nekterou ekvipotencidlni{
plochu). Ulohemi tohoto typu se/ﬁé%%géﬁé ,2abyvat zde; ale—ai-
wdeldim-dilu skript,

V t&chto skriptech se zabyviame prevaiZné vypolty potencis-
lu a intenzity pole, které Jje plsobeno rlznymi t&lesy. Znamené
to, Ze se vét8inou omezujeme Jen na plsobeni t&lesa na &ds-
tici (hmotny bod, bodovy néboj). Pro nedostatek mista se zde
obecn&jsimi pripady prilis nazabyvéme, pouze v kap. 9 je po-
jednédno o plsobenf pole na dipol a o vzédjemném plsobeni dvou
tuhych téles; zdjemce o hlub3{ studium této ddle%ité proble-
matiky odkazuJjeme ne& citovanou literaturu.



.
-y -
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7. vicHOZt VZORCE PRO INTENZITU POLE

7.1. Roz3irené znéni Newtonova gravitaéniho zdkona & Coulom=

bova zékona

Stejn2 Jjako v prvnim dilu skript budeme i nyni vychézet
pri budovéni pPisludnych teorii ze dvou zdkladnich fyzikdl-
nich zdkond - Newtonova gravitainiho zdkona a Coulombova zé-
kona. Meze pouZitelnosti obou zdkont byly diskutovéany v prvnim
dilu. Pojednejme nyni o né&kterych zobecnénich Newtonova gra-
vitaniho zédkona, pro Coulombiv zdkon plati dvahy zcela obdobné.

Newtoniv gravitadni zdkon uddvd, jakou silou na sebe pl-
sobi dva hmotné body. Chceme-li popsat silové plsobeni mezi
t¥emi nebo vice hmotnymi body, musime Newtoniv gravitadni
zdkon doplnit, musime k nému pripoJjit pravidlo o skladéni sil
- princip superpozice (viz prvni dil skript)., Velice &asto
v3ak nevystalime s pfedstavou hmotnych bodd, ale musime uva-
Zovat spojité rozprostrené hmoty, pripadné 1i nékterd sloZi-
t&j81 rozloZeni hmot. V tomto pripad& je prirozené pouZit
metod integrédlniho podtu, tj. rozdé&lit té€leso na malé Casti,
vektopoveé selist sily pﬁszené Re@notllvyml ¢dstmi a prejit

17 2 ‘/f Lt} 'r7~ q 1(4<f1
“ * pliZi k nule. Chté&li
bychom ov3em upozornit, Ze takovy proces vyZaduje zavedeni
dodate&nych predpokladd. AY je toti% d&leni t&leea jakkoliv
jemné, &dsti télesa stédle nejsou hmotnymi body a, presnd re-

k 1limit&, jestliZe se

¢eno, Newtondv gravitaini zdkon v pivodnim znéni neni tedy
pouZitelny, Neméme tak vlastné& Zddny prosttedek k urdeni sil,
pisobenych jednotlivymi &4stmi t&lesa / Kellogg /.

Musime tedy formulovat novy fyzikdlni zdkon. Prijmeme fyzi-
kd81lni zdkon, ktery miZe byt povaZovédn za roz3ifené znéni New-
tonova gravitainiho zdkona, v nésledujicim tvaru / Kellogg /:
"Necht jsou déna dv& t&lesa, nechl jsou rozdélena na elementy
jeko se to d&l4 v integrdlnim podtu a nechl hmotu ka¥dého ele-
mentu lze povaZovat za& soustfedénou v néjakém bod& elementu,
Potom pritaZlivost, kterou jedno t&leso plisobi na druhé, je
limitou pFfitazlivosti, kterou odpovidajici soustava &astic
pisobi na druhou soustavu &&dstic, JjestliZe se maximidlni tZtiva
elementd bli%{ k nule". ("T&tivou’ zde rozumime mno%inu body,






Y

N
-5 -

1

vzdy existuje. Proto &tendf, kterého obecné problémy prilis
nezajimaji, mbZe tento paragraf vynechat a bez Gjmy na srozu-
mitelnosti pokradovat ve &teni ndsledujiciho paragrafu 7.3.

Jak Jjsme JjiZ uvedli vy3Se, kromé& kap. 9 se v té&chto skrip-
tech nebudeme zabyvat vzdjemnym plsobenim mezi dvéma télesy,
Jak se o tom mluvi v roz$irenych zné&nich Newtonova a Coulombova
zdkona, e@le budeme studovat jen specidlni pripady, kdy druhym
"t8lesem" Jje ddstice (hmotny bod, bodovy ndaboj). Budeme tedy
vyéetfovat{%gly, kterymi té&leso plsobi na &dstici.

Abychom ilustrovali postup, jekym dospivéme k integrdlni-
mu vy Jjéddreni pro intenzitu a potencidl, vySetfujme v tomto pa-
ragrafu pro Jjednoduchost gravitaéni pole, které je plsobené
hmotami rozprostfenymi podél néjaké usedky délky £ . Jednd
se o idealizeci primého drédtu, pridemZ tato aproximace je tim
lep31{, ¢im Jje primér drdtu ten&i vzhledem k Jjeho délce a vzhle-
dem ke vzddlenosti pritahované ¢&dstice. Pripoustime, Ze hmota
nemusi byt rozprostrena podél iiselky rovnomé&rné, o charakteru
rozloZeni hustoty zatim nic nepredpoklédédme.

Zvolme kartézskou soustavu souradnic tak, aby konce driatu
leZely v bodech (0,0,0) a (£,0,0), viz obr. 1. MnoZstvi
hmoty na rtznych &édstech uselky mbZeme popsat pomoci funkce
m(§ ) , kterou budeme definovat jeko mnoZstv{i hmoty mezi podé-
te€nim bodem udsedky a bodem (f,0,0) . P*i tomto zavedeni je
ztejmé, 2e m(0)=0 a m(f) je celkové hmotnost uvaované
Usecky. ProtoZe pfi konstruovéni funkce m(§ ) od pofdatku sté-
le pricitdme hmotnosti daldich &4sti usedky (priditéme nezdpor-
nd & {sla), plyne odtud, Ze m(? ) Jje neklesajic{i funkci

soufadnice ¢ . Z34né dals{ predpoklady o funkeci m(%’) zatim
ne¢inime. )

A%
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Po&itejme pro Jjednoduchost intenzitu gravitaéniho pole na
pfimce v prodlouzeni drétu v bodd P o soufadnicich (x,0,0) ,
kde x>/ / Kellogg /. Rozd&lme dr&t na intervaly pomoci bo-

%0 , fl, *2""’¢1f"8 {obr.1l). Hmotu na intervalu
( .?k’ _Fk*‘l) oznadme Am =m ( ‘k+l)-m( {:k) a podle naseho
fyzikdlniho zédkona Jji povaZuJ me 2z& soustredénou v néjakém
bodé& »L uvaZovaného intervalu. Intenzita gravitaéniho pole
takto konstruovaného hmotného bodu mé& v bodé P nenulovou pou-
ze sloZku ve sm&ru drétu, oznacéime Jji (z;E ) , ostatni sloz-
ky Jjsou nulové., Platfl

(AE), = -G St S (7.1)
(x- Ek)

..9
kde G Je gravitacéni konstanta. Intenzita E plGsobend celou
Usedkou bude (podle zobecnéného Newtonova zdkona) limitou soué-
tu intenzit plisobenych ¢4sticemi, jestliZe se norma dé&leni

v =max gk'<?k-l) bliZi k nule. Tuto limitu pro sloZku E
oznaéimé)symbolem

y
B, = | —2 an( §) (7.2)
o (%-¢) _

a nazyvdme Jji Stieltjesovym integrdlem funkce f-G/(x 5) 7
podle funkce m(§ ) na intervalu <0,£) , viz / Jarnlk II,
Krdl, Rektorys /. Poznamenejme, %Ze v disledku zndmych vlastnos-
t{ 1limit jsme mohli v poslednim vzorci napsat konstantu (-G)
pred integrdl. Je zrejmé, Ze zbyvajici dvé sloZky intenzity

v bodé P Jjsou nulové.

V roz8ireném znéni Newtonova gravitaéniho zdékona se mlu=-
vilo o limité, pridemZ se automaticky predpoklédalo, Ze takové
limite musi existovat., To vyplyvalo z fyzikdlni zkuZenosti,

?e néjaké pritezlivé Uc¢inky libovolného télesa vZdy existuji.
Pri matematické formulaci : musime v3ak existenci prisludné






Necht f,g jsou redlné funkce definované na <a,b> .
Predpoklddejme, Z2e g Jje na <a,b> spojitd a mad tam v3ude
az ns konedn& mnocho bod& (vlastni) derivaci. Potom

f(%‘)dg({\:’)=(R) f({s)g’({;‘)df ¢7.3)

-

®ra O

Pl T

za predpokladu, Ze existuje Stieltjestiv integrdl vlevo 1 Rie=-
menniv integral vpravo.

P odminky pro existenci zminénych integrdld a pls tnost
(7.3) budou splnény (postadujici podminky), jestliZe napt.
funkce f a g budou spojité na {a,b> a funkce g tam
bude mit spojitou derivaci s vyJjimkou kone&ného po&tu bodd.

Vratme se k na3i dloze o gravita&m im poli hmotné udsedky.
Derivaci fukce m(§ ) , pokud existuje, nezveme linedrni
hustotou a oznadime

de = SmE) (7.4)

%

Tato hustota udédva velikost hmoty pripadejici na jednotkovy

NN

infinitezimédlni interveal., Vzorec (7.2) méZeme s uzitim (7.4)
a (7.3), jsou-1li splnény predpoklady, pfepsat ve tvaru

VA
Ex(x) = =G S ——Ai£~l dg . (7.5)

2 (:x-g)2

Jestli%e je linedrni hustota J spojité a omezend na 0,4
BxRpdxxx s vyjimkou nejvysSe konelnéhc podtu bodd a bod X nele-
Z1 na této uselce, pak z vySe uvedenych v&t ihned plyne, Ze
sloZku intenzity EX mtZeme vy jadd¥it pomoci Riemanncva in-
tegrélu (7.5) a tento integrdl existuje. Vidime tedy, Z%e pred-
poklad o spojitosti a omezenosti hustoty (postadi s vyjimkou
koneéného podtu bodd) miZe podstatné& prispét ke zjednodudeni
teorie. I v pfipad& plodnych a objemovych zdrojd budeme proto
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obvykle p¥edpokléddat, Ze prislu3néd plo3néd nehoc objemova hust-
tota je po &4stech spojitou a omezenou funkci.

Uvedme jeden fyzikdlni prfklad, kdy vzorec (7.3) pro pfevod
Stieltjesova integrdlu na Riemanniv neplati. Pro Jednodu ost
nejprve predpoklédejme, Ze vySe uvaZovand hmotna uUseclka Je
Homogenni, tj. linedrni hustota A je konstantnf na <0,%{)

a funkce m Je tedy linedrni rostouC1 funkci ne tomto interva-
lu. V n&jekém bod& x, € Lo,£” %ﬁ%@g%é-na hmotnou udsedku Jje&-
t& hmotny bod o hmotnosti m, & politejme gravitadni pole
vysledné soustavy. Semozfejmé& bychom mohli oddélené politat
gravitaéni pole homogenni uselky a greavitaéni pole hmotného
bodu & vysledky selist, ale my bychom nyni chtéli pohliZet na
vyslednou soustavu pouze Jjako na novou (nehomogenné)dseéku.
Funkce m 2zistdvd v intervalu ‘<O,xo) stejnd jeko v pii-
pad® homogenni usefky, v bod® x, Jje nespojitd (skok funk&-
nich hodnot &ini wm;) a déle v intervalu (x,,£> je opét
linedrni. Funkce m 2z8stav4 monotonni a omezend, tekZe Stieltje-
siv integrdl (7.2) existuje i pro pfipad nové Usedky. ProtoZe
tato funkce neni spojitd, nemlZeme integrédl (7.2) upravit

pomoci vzorce (7.3), ale pouZijeme nésledu31c1’%%fdb7 Rekto-

rys /:

Nechti f(§ ) Jje spojitd v Ja,b> a necht g(é ) a
g’(? ) Jjsouv <{a,b> po &dstech spojité. Ozna&me
f < ¢1‘4...<1§” = b body nespojitosti funkce g(} )
v (a b>, s, skok funkce g(g ) Vv bod¥& §k . Pak nizZe

uvedeny Stieltjesv integrél existuje a plati

b b n
[ 26 ae ) = [t e" G oag « > fleps, , (7.6)
a a k=1 ’

tj. Stieltjesliv integrdl vypodteme snadno Jjako soudet uvede-
ného Riemannova integrdlu a skokd funkce g(f ) nésobenych
funk&nimi hodnotami funkce £(f ) v bodech %k .

Uzitim (7.4) a (7.6) lze integr4l pro intenzitu (7.2)
v nadem pripasdé prepsat ve tvaru
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d£ GmD

(x-§ )2 (x--xo)2

E (x) = <l

OS2

Prvni &len na pravé strané popisuje pole homogenni primky, dru=-
hy ¢élen popisuje pole hmotného bodu,

Dostali Jjsme zajimavy vysledek. Zatimco Stielt jestv
1ntegré1 umo;noval popsat celé pole soustavy, prechodem k 1li-
nedrni seus%avé uz integrdl obsahujici hustotu nepopisuje
pole celé nebol nezahrnuje pole hmotného bodu. Nelze zkonstruo-

vat ﬁe}e-hustoty tak, aby umoZnovala zahrnout i d&inek hmotné-
ho bodu. I kdybychom lineérni hustotu v bodd x, , kde neni
definovana, definovali jako nekoneénou a presli k Lebesguesovu
integrédlu, tento integral nebude rovné&Z zahrnovat vliv hmotného
bodu. Pri vypoltu Lebesguesova integrédlu miZeme totiZ bod x4
vynechat, protoZe se Jjednd o mnoZinu miry nula. Popsany pro;
blém se podari preklenout teprve zavedenim distribuci. S po-
uzitim teorie distribuci k redeni nékterych dloh teorie poten-
cidlu se miZe &tendr sezndmit nap¥. v / Schwartz, Vladimirov /,
zde se Jjimi zabyvet nebudeme. Budeme muset Sice dlsledné od-
délovat bodové, linearni, plo3né a objemové zdroje, ale zato
vystalime s elepentdrné&jSimi matematickymi prostredky.

Symbol dnmg ) ve Stiltjesovych integrdlech typu (7.2)
miZeme chédpat jako element hmoty v infinitezimdlnim okol{

bodu & , jeko pfiristek funkce m(f ) na tomto intervelu:

-

dm(§ ) = -@é%—l ap = Me)ag .

Tato predstava umoZnuje bezprostredné roz38irit nade udvahy 1 na
plo3dné a obJjemové zdroJje, Jjak bude provedeno v ndsledujicim
paragrafu,

Hlavni poznatky z tohoto paragrafu mé&Zeme shrnout né-
sledujicim zplsobem..
Zobecnéni Newtonova gravitadniho zdkone a Coulombova zdkona
vede bezprostredné k vyjadfeni intenzity pole ve tvaru integra-
14 Stieltjesova typu. Teprve za n&kterych doplnujicich pred-
pokladl lze prfejit k béZnym integréldém, v nichZ vystupuje
hustota zdrojd (v ndmi vyZét¥ované dloze postadila spojitost
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a omezenost hustoty s vyjimkou kone&ného poltu bodi).

Ulohy

1.

Uzitim vzorce (7.5) vypoditejte intenzitu gravita&éniho pole
homogenniho tenkého drétu (hmotné“dseéky) ve vné&jsim bodé
P v prodlouZeni dréitu. Inté?ﬂhvm,vysledek pomoci pole
hmotného bodu. Jak se mé&ni poloha ekvivalentniho hmotného
bodu, JjestliZe se pozorovatel P vzdeluje od useclky?

/ Kellogg /.

Odpovéd:
_ _ ex{ oM
Ey(x) = - x(x=1y =~ 2 !

kde c¢ = [x(x-{). Drét tedy pritabuje jednotkovou
dstici v bodé P stejn&, jako kdyby hmota celé-
ho drédtu byla soustredZna do Jjednoho bodu na drétu,
jehoZ vzddlenost od bodu P Jje geometrickym pri-
mé&rem vzdalenosti bodu P od koncl drétu. Pri
vzdalovéni bodu P se ekvivalentni hmotny bod
posouvéd ke stfedu drétu.

Intenzita gravitadniho pole hmotné usedky vedla na Stieltje-
siv integrédl podle monotonni funkce m , resp. g . Uvedte
Jednoduchy fyzikdlni prikled, kdy prislusn&a funkce, podle
niZ integrujeme, nebude monotonni.

Odpovéd: Nevodivé uUsedka s linedrnim rozloZenim kladnych
a zdpornych nédboji. (Nevodivd proto, aby se né-
boje opaéného znaménka nevybily). V obecn&jsi
teorii Stieltjesova integrdlu se proto misto
monotonnich funkci{ obvykle uvaZuji funkce s ko-
neénou variaci / Krdl I /.
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7.3. Obecné vzorce pro intenzitu pole

V tomto paragrafu odvodime vzorce pro intezitu pole
objemov®, plodn& a linedrné rozlozenych zdrojd. Pokud &tend?
tuto problematiku znd (alespon z&4sti) e nechce zachézet
do podrobnosti ni¥e diskutovanych, mdZe i tento paragraf vy-
nechat a prejit na &teni nésledugic1 kapltoly, kde nejdile-
?1t&jé{ vzorce zde odvozené budou-epé%—souhrnne uvedeny.

V prvnim & lu skript jsme odvodi]f, Ze intenzita gra-

[
vita¥niho pole soustavy hmotnych bodi je déna vzorci, viz
vzorce (3.9),

n
_ S ml(x-xi)
Ex fnad “‘G L "'"R3' ]
i=1 i
n
C LS By
i=1 i

i=1 i

Jednotlivé symboly v t&ehto vzorcich maeji nédsledujici vyznam:
G = 6,672.10 -11 3kg —1g-2 Je gravitaéni konstaenta; m. Je

i
hmotnost i-tého hmotného bodu, jehoZ kartézské souradnice

Jsou X, Yis 24 5 soutradnice x,y,z Jjsou soufadnicemli né-
Jekého bodu P , v némZ urlujeme intenzitu pole; Ri Jje vzdé-
lenost bodu P od i-tého hmotného bodu, tj. Rxxzxkaxs

= «(x-xi)z;(y-yi)2+(z-zi)2 . Pro bod P , v ndm%Z uréuje-
me pole, budeme také n&kdy pouZivat nédzvu "pozorovatel" nabo
"pol" / Pick /. Poznamemejme, ¥e jsme ¥ prvnim dilu skript
oznalovali vzddlenost i-tého hmofného bedu a pozorovatele
P jeko d;. Av3gk pismeno "4d" nyni bude vystupovat také
v integracénich symbolech dm , 4V apod., proto Jjsme pro
vzdédlenost radé&ji zvolili R

i » €0%Z Je v souhlase s oznale-
nimi nap?. v uéebnici / Votruba /.






(x=%x,.) Am
Ry
(y-y.) Am
( A_Ey)k = =G L k , (7.10)
3
Ry
(z-2,) Am
( 4E,), = -6 —BE—F%
3
Ry

kde Rk je vzdalenost bodd P a Qk . Settéme nyni prispév-
ky od v8ech ¢dsti a prejdéme k 1limité pro pripad, Ze se
déleni télesa zjemnuje a rozm&ry v3ech &4dstf{ se bli%i k nu-
le. Vysledkem budou sloZky intenzity v bodé P plsobené
uvazovanym télesem:

E (P) = =G Jv“ x;;' dm

B (») = ¢ [[f 1?3’—; am (7.11)
)
Aps

E,(P) = <G J|] 2=z’ am

v R

kde, jak Jje zcela zrejmé, Jjsme soufadnice bodu Q t&lesa
oznadili x,y,z , vzddlenost tohoto bodu od bodu P je

R = \/(x-x')2+(y-y')2 +(z-—z')2 a dm znali{ element hmoty
(zatim to jes8t& nemusi byt diferencidl). P¥i integraci pres
t&leso jsou x,y,z  proménné, slozky intenzity jsou funkcemi

soufadnic bodu P , tj. E, = E_(x,y,z) atd.

Polohovy vektor pozorovatele P oznadme a? = (x,y,2) ,
polohy vektor bodu télesa Q , Vv némZ se nachdzi hmotny
element dm , oznalme "?‘=(x;y;z') , vektor s poddtednim
bodem Q a koncovym bodem P oznadme R = p-7'= (X=X |p=y , 2-27,
viz obr. 2.
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E_(P) = -G jT(g X=X gy
X - RS !
_ ] rc  ¥= , (77' 4:5‘)
Ey(P) = =G yﬁgaxg§* av A9y
Vv
(rf . ’
E,(P) = -G xgﬁg ZR§ v,

kde hustota @ je obecn& funkci sourednic x,y,;z .
Tyto vzorce miZeme vektorové zapsat v ndsledujicim tvaru,
viz obr. 2,

5 av (7.16)

at
kde integrace se provadi pres &#rkové souradnice (v uéebnici

/ Votruba / se pripojuje ¢arka také k symbolu 4V , aby se
zdGraznilo integrovéani podle &drkovanych soufadnic, my to
zavadét nebudeme, ale tuto situaci budeme mit stdle na mysli).

Vzorce (7.15) a (7.16) budeme povaZovat za vychozl
vzorce na vypolet intenzity grevitaéniho pole objemové roz-
loZenych hmot; obecné&j3ich vzored (7.11) a (7.12) uzivat nebu-
deme, Vid&li Jjsme, Ze vzorce (7.15) a (7.16) plynou 2ze(7.11)

a (7.12), pokud lze zavést hustotu, av3ak sama existence hus=-
toty jedt& nestadi., Hustota musi splnovat je3t& jisté podmin-
ky, postaéi napf. spojitost hustoty (viz odvozen{ vzorce
(7.14)).

Vzorce (7.15) Jjsme mohli odvodit piimo ze (7.11) ndsledu-
Jicim postupem. Predpokléde jee, Ze.g;ement Avk zmensu jeme
tak, e stdle obsahuje n&jaky bod Q . Uzitfm (7.14)

a prechodem k 1imit& dostédvéme, Ze pro hmotnost infinitezimédl=-
niho elementu obsahujiciho bod Q ¢ polohovém vektoru T
plati

dm(7’) = §(?')dv : (3.47)

co¥ po dosazeni do (7.11) ihned déva vzorce (7.19).
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Budeme-1i zmenSovadnim h posunovat hmoty k plode S (napt.
podél kolmic k plo3e S ), dospivadme k predstevé plo3ného
rozloZeni hmot. Toto limitni uspordddni budeme nazyvat jed-
noduchou vrstvou. Uvedeny limitni prechod nemliZeme sice prak=
ticky realizovat, je-1li vrstva sloZena z né&jaké létky, ale
docela redlny smysl md v elektrostatice, kde ndboje lezZi na
povrchu vcdide, Ov3em i v teorii gravitaéniho pole m& pred-
stava plo3nych zdrojd oprévnini, pokud tloudtka vrstvy h Je
mald vzhledem k rozmérdm plochy S a vz hledem ke vzddle-
nosti pozorovatele od této plochy. Kromé& toho ﬁﬁrwhiiaf Ze pole
objemové rozloZenych hmot miZeme v rniékterych pripadech formél-
né& nahraedit polem plosné rozloZenych hmot.

AniZ bychom opsgkoveali udvehy uvedené vyse, je zrejmé,
Ze vzorce pro intenzitu pole plosné rozloienych_hﬁot dosta-
neme ihned ze vzorce (7.12), kde pouze misto integrace pfes
objem budeme integrovat pres plochu:

. p
E(r) = -G ||

S

dm |, (7.18)

ELFU$

pritom stejné jeko vysde je
v némZ intenzitu urdéujeme,

polohovy vektor bodu P ,

Jje polohovy vektorgpodu Q
’ — -3,

na plo3e S (pres body plochy S integrujeme), R =r - ~

a dm Jje ploSny element hmoty.

,

A ARt

Budeme vZdy predpoklddat, Ze plocha S a rozloZeni
hmot ne2 ni maji takové vlastnostli, Ze existuje spojitd
funkce ¢ definovand na S vztahem

- i AD
Q/ g 1lm AS 9 (7019)

kde Am Jje element hmoty prfipadajici na element plochy
AS a v limité zmensujeme rozméry plodného elementu k nu-
le. Funkci @G budeme nazyvat plod3nou hustotou (neboc jen
hustotou, pockud nemitiZe dojit k nedorozumé&ni). Pro infinite-
zimdlni hmotny element dm pTripadajici ne infinitezimélni
plodny element dS pak plati



>

s

-7’ P "’;I
dm(r’) = §(r)as (7,20)
a vzorec pro intenzitu (7.18) lze prepsat ve tvaru

[ -1
Lo aEY A e, (7.21)
S R

E(r) = -G

Z tohoto vzorce budeme vychdzet pri vypoltu intenzity gravi-
taéniho pole plo3né rozlozenych hmot. Pro vypolet intenzity

elektrostatického pole ve vakuu, pasobeného plodné rozloZeny-
mi ndbo ji s hustotou § 3 je ve vzorcich (7.21) pouze tfeba
nabradit konsteantu (-G) konstantou 1/(47€)

v

Aby integrdl v (7.21) existoval, musi splnovat jisté
podminky nejen hustota G , ale i plocha S . V té&chto
skriptech budeme o vS8ech plochdch predpokladat, Ze Jjsou
hladké nebo se sklddaji z konetného podtu hladkych ¢ésti.
To by vSak nestalilo, protoZe i né&které hladké plochy mohou
byt velmi slozité, mohou nap¥. v né&kterych mistech nekoned-
n&krat "oscilovat". Tekové sloZité plochy musime z nadich
dvah vylouéit, musime se omezit Jen na"rozumné" hladké plo-
chy. Tekovymi specidlnimi pripady hladkych ploch Jjsou napft.
plochy Ljapunovovy, o nichZ bliZe poJjedndme v kap. 13. Za-
tim se spokojime s konstatovdnim, Ze vSechny b&iZné plochy,
se kterymi se setkdvédme ve fyzikdlnich dlohdch, poZadované
vlastnosti maji.

Obdobné& budeme predpoklddat, Ze i v3echny uvaZované
kPivky se sklé%ﬁi z kone¢ného podtu hladkych a "rozumnych"
Usekt.

c) Kfivkové (linedrn&) rozloZené hmoty nebo nébo je.

Uvazujme drdt napf. kruhového pridrezu, pridemZ stredy krui-
nic leZi na néjaké krivce C . Budeme-1i si predstavovat
hmotu mezi libovolnou dvoJjici rovin kolmych k C jakoby
byla zkoncentrovénea héﬂf% mezl témito rovinemi, dospivime
k predstavé hmotné krivky. D&lenim kiivky na udseky, zjemno-
vénim tohoto dé&leni a limitnim prechodem dospivédme ke vzorci
pro intenzitu, ktery je stejny jako vzorec (7.12) a (7.18)

aZ na to, Ze nyni integrujeme(kel§m-kfivky C
’ pode!



td
Hy

>
) = -G -33 dm . (7.22)
R

Vyznam Jjednotlivych symbold v té&chto vzorcich je stejny
jako u vzorcld (7.12) a (7.18).

Linedrni husto tou .4 hmotné k¥ivky v bod& Q(x,y,z’)
budeme nazyvst limitu pom&ru hmotnosti libovolného useku
k?ivky obsghujiciho bod Q k délce tohoto dseku, jestliZe
se délka uUseku bliZ{ k nule. Budeme predpoklddat, Ze krivka
C a rozloZeni hmot na ni maji takové vlastnosti, Ze uvede-
nd limita existuje ve v3ech bodech kfivky a je na této kriv-
ce spojitd. Pro element hmoty dm pripadajici naclement
délky ds podél krivky nyni plati

am(Z’) = ME)as (7.23)

a vzorec (7.22) nabyvéd tvaru
g >a R
E{r) = -G y A(FY 33 ds . (7.24)
C R

V pripadé& elektrostatického pole nabité krfivky ve vakuu je
v t¥chto vzorcich opét treba misto (-G) psdt 1/(47%,) .

d) Objemov¥ rozloZené dipdly. Mohlo by se zd4t, Ze
vySe zavedend obJjemovd, plodnd a linedrni rozloZeni zdrojd
ném umoZni popsat v3echny fyzikdlni situace, se kterymi se
setkdme pri studiu gravitaéniho, elektrostatického, p¥ip.
i magnetostatického pole. Nenf tomu tak, priroda je sloZi-
t&j81 neZ zminéné zjednodudené matematické modely. Prikla-
dem miZe byt polarizované dielekgtrikum. V tomto pPripadé
je v celém t&lese i v jeho Jjednotlivych &4stech (ov3em
v ¢4stech podstatn& vé&t8ich neZ Jjsou rozméry atomd) stejny
pot¢et kladnych i zdpornych nébojd, takZe vyslednd prostorové
hustota ndboje je vi3ude nulovd. V désledku systematického
posunu kladnych ndbojd vzhledem k nébojim zdpornym v kaZdé
¢dsti t&lesa viask vygsledné elektrické pole nebude nulové.
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Vhodnym modelem pro tuto fyzikdlni stuaci bude t&leso

s objemovym rozlofenim elektrickych dipold. Naprosto obdobné
situace je v magnetismu, kde zmagnetované té&leso si miZeme
predstavit jako slo¥ené z elementdérnich magnetickych dipold.

V prvnim dilu skript jsme vy3etfovali pole d%aﬂb umis-
t&ného v pocldtku soustavy soutfadnic. Tato dloha pot¥ebuje
nyni zobecnit, budeme piedpoklédat, %e se dipol nachézi
v bod& o polohovém vektoru T . Oznadme 7 polohovy wvektor
pozorovatele a zavedme opét % =% -7%". Pro intenzitu pole
elektrického dipélu s momentem P ve vakuu pek plati vzo-
rec

>

E= -grad U , (7.25)

kde potencidl U Je d4n vzorcem (viz specidlni vzorec
(4.8) v prvnim d{lu skript)

(7.26)

1 B.E

U(P) = =—=— B=L |
. >

Pro intenzitu magnetického pole H buzeného magnetickym

dipélem o momentu m plati

H=-grad U , (7.27)
kde

= 4n-— -—-3' hd . (7.28)

Vi&imnéme si bliZe vypoltu intenzity pomoci uvedenych
vzorct. Polohové vektory vyjddrime pomoci Jejich slozZek, tj.
= (x,y,2) 8 r" (x,y,2). Platl R = r - F’= (x=%,y=Y,

z-2) a R = = (z=x" )% (y-y )°+(z-2")° . Gradientem

ve vzorcich (7.25) a (7.27) rozumime vektor, jehoZ sloZky
dostaneme derivovénim podle neddrkovanych souradnic X,y, &,
Protoie vektor P z4visi jen na &&rkovanych soufadnicich,

= p(¥) , platd

A (EQE).-@JELgl.lu + (ﬁwg i (1) =
7x ‘g3 T Tax g3 P-R) 7% R3) =
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kde jsme p¥i derivovéni skaldrniho soudinu p.R pouZili zé-
pisu
— 3 _ ’ ( I+ ( ’
p.R = p R+ pyRy + p,R, = Py (%-x } *py (y-y ) p,(z-2 ) .

Odtud je zfejmé, %e dosazenim (7.26) do (7.25) dostaneme
/ Votruba /

> s TR 2 5
E(r) = —=— i ] 3 BB F_7 . (7.29)
= 3] 2
7 t_o R \- R .

Predpokladejme, Ze elektrické dipé}y jsou spojitd roz-
lozeny v n&jakém objemu V . Oznaime P dipdlovy moment,
prfipadajici na Jjednotku objemu. Vektor b udava hustotu di-
p6lovych moment& a nazyvéd se vektorem polarizece. Dipolo-
vy moment v elementdrnim objemu dV Jje tedy roven B.dV.

Ze vzorce (7.29) a principu superpozice plyne, Ze elektrické
pole ve vakuu buzené polarizovanym t&lesem Jje ddno vzorcem

- /4 = S/
Zoa o =1 [ PR, _ _ 1 ”( 1
E(f) = 4T e U\ grad R3 v = 4% g ‘V“ R
\'i (7.30)
-—3-—} _ -,
=

§3P§R§-Pj‘dv ,
(R

kde integrace se op&t provad{ pFfes ¢4arkované squradnice
3 -—F
a vektor je funkci t¥chto soufadnic, P = P(F’) .

UvaZujme nyni zmagnetované té&leso. Hustotu magnetické-
ho momentu, tj._zggnetickj qggent pripadajici na jednotku
objemg)oznaéme M . Vektor M budeme nazyvat vektorem magne-
tizace (té% hustotou magnetizace / Kellogg /). Vyraz pro
intenzitu magnetického pole H buzeného uvaZfovanym télesem
dostaneme ihned formédlnim piepisem vzorce (7.30{,vyu2ijeme-

1i podobnosti vzorect (7.26) a (7.28):



V.
hEs —
H(T) = i;.\(( grad B gy =
[ R
v (7.31)
(L hEF Y
= 1 J\M %p“—ﬁ%ﬁ-midv .
dr B R )

e) Plo%n& rozdélené dipdly, dvojvrstva, Vzorec pro
intenzity pole plo3n& rozloZenych dipdolt dostaneme ihned

z vy%e uvedenych vzorcd pro objemov& rozloZené dipoly, Jjest-
liZe v nich integraci pPes objem nahradime integraci ptes
plochu a obJjemové hustoty dipdldt zeamdnime plo3nymi hustota-
mi dipold. Uvedme Jjen vzorce pro pole plo3né& rozloZenych
magnetickych dipold s plodnou hustotou (&? , které mé

zTejmé& tvar

L = (7.32)
= i e Py (L R e —
Zy = =1 @B qs - 1. (1. |3 &R R_7
H(r) = T i( gread ﬁ3 ds = yos 'U 3 ?3 LE? R &L:} ds.
S R™ L

V tomto vmorci mlZe mit plo3nd magneti zace é;: zcela libko-
volny sm&r vzhledem k normdle plochy S . Nepriklad magnetic-
ké pole tenké desky, zmagnetované 3ikmo vzhledem k povrchu,
miZeme poditat pomoci vzorce (7.32).

Zvla3tni vyznam mé specidlni pripad, kdy dipdlové mo-
menty jsou v kazdém bodé€ plochy erientovédny kolmo k této
plo3e. Tomuto modelu budeme rikat dvojvrstiva, Zdlvodné&ni
tohoto terminu ilustrujme na pripadu elektrické dvojvrstvy.
V tomto priped® jsou na ploSe rozlofeny elektrické dipdly
orientovené kolmo k této plose. Kdybychom ka%dy dipdl
uprostired "rozrizli", dostaneme dvé vrstvy nédbojd, dvé jed-
noduché vrstvy té&sné& u sebe. Odtud vyplyvéd oznaleni "dvoj-
vrstva".

Tyto dvé jednoduché vrstvy maji v3ak tu speciélni vlastnost,
e je-1li v ndjakém mistd jedné vrstvy néboj q , je v "sou-
sednim"mist& ve druhé vrstvé nébc} (-q) .

Vinam dvojvrstvy spodivd v tom, Ze se s timto modelem
setkdvidme nejen v problémech magnetismu & polarizace dielek-
trik, ale i v elektrostatickych dlohdch s vodi¢i a dokonce
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8. V¥CcHOZf VZORCE PRO NEWTONBV POTENCIAL A PRIBUZNE VELIGINY

8.1. Obecné vzorce pro potencidl

Odvodme vzorce na vypolet potencidlu pro pole, kter4
jsme uva¥ovali v predchozi kapitole. V integrédlech, které
uddvaly intenzitu pole, budechtit integrand vy jéddrit pomoci
gradientu néjaké skaldrni funkce.

Zopaku jme nékterd oznaleni z predchdzejici kapitoly, viz
obr. 2. Polohovy vektor bodu P , v némZ politdéme pole, jsme
oznadili T = (x,¥,2) . Polohovy vektor uvaZovaného hmotného
elementu dm (obJjemového, plo3ného nebo linedrniho) Jjsme
oznadili T*’'= (x,y,zf. Vektor, ktery mé poddtek v hmotném
elementu a koncovy bed v bod€ P, jsme oznalili ¥{, tJ.

P

—

R=7~71'= (x-x, y=y.2-2") (8.1)

Pro velikost vektoru R platdi

= J(x-x'f;(y—y')2+(z—z')2 . (84.2)

Ve vzorcich v predchozim paragraefu pravidelné vystupovala
velidina R/R3 . UkéZeme, Ze ji lze vyjadrit pomoci gradientu
funkce 1/R .

Funkce R Jje funkci neddrkovanych souradnic x,y,z
a &4rkovanych soufadnic x,y,z . Pokud budeme poditat gra-
dient vzhledem k nelédrkovanym soufadnicim, budeme Jjej zna-
¢it obvyklym zph=mkem symbolem grad . Pokud budeme poditat
gradient vzhledem k &érkovanym souradnicim, budeme k sym-
bolu gradientu téZ pripojovat &drku, tj. gred’ . Tedy

/:\)(‘]—') / /L
R I (2 ) (=)
B R ) . (8.3)

grad( ) “( AX Ay AT

Politejme prvni sloZku tohoto gradientu. Z (8.2) plyne



_ >g -
ol ,
R 1R, L xx" . _ % (8.4)
r} X R2fo R2 R R3 ¢ °

Obdobné vzorce plati i pro zbyvajiciqg%Béky gradientu. 0Odtud
plyne

5 = - grad (§) . (8.5)

Tento vzorec patii vibec k nejddlezitéjsim vzorclim teorie
potencidlu, bez p¥ehdnéni bychom jej mohli oznadit za zdkladn{
vzorec teorie potencidlu. Svym vyznamem se Fadf{ hned za Newto-
n&v a Coulombiv zdkon a princip superpozice. UmoZnuje popsat
vy3e studovand geofyzikdlni pole pomocci jediné skaldrni funk-
ce-potencidlu, jsk hned ukdZeme. Mdme-1li byt zcela pFfesni, mu-
sime v3ak predeslat, Ze v nékterych specidlnich pripadech ne-
bude moZné zavést potencidl uZitim vzorce (8.5), ale ve vét-

8iné& pripadd to pdjde. . Y L s . " et
l c%.)f R@na‘d/ 0/7.1'%%11(3&’2' plc e Oy i @%’iﬂ"f‘ regle 2“‘175/’ /7"’"‘% nebe ’_7‘7’7’[’4/ L

zorce, odvozené v prechozim parsgrafu pro intenzitu
gravita&dniho pole pisobeného objemovymi, plo3nymi a linedrni-

mil zdroji, mdZeme uZitim (8.5) prepsat v nésledujicich tvarech

-~ fige 3 Ly
E(F) = -6 )| ¢ 35 av =¢ ()Qgrad(%-{) av = (8.6)
. - R ;
v \'s
'}t'cl‘ Q
=G J'f grad(g) av ,
V'
5 5 N -7 An /’
E(r) = -G \M (‘BS as = G jJ grad(%) as |, (8.7)
s R s
~* A B S“ ) E B (‘ Jl 3 ?\
E(r) = -G ) AZ5ds =G grad(g) ds , (X”/
R
C C

-

kde ? je objemovd hustota, ¢ je ploZnd hustota, [\ Je
linedrnt hustota; vSechny tyto hustoty jsou funkcemi &drko=-
vanych sourfadnic, takZe Jjsme Je mohli zapsat aZ za znak gra-
dientu, integrace se rovn&Z provadé&ji podle &dérkovanych

souradnic,
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Predpoklédde jme, Ze v uvedenych vzorcich lze zamé&nit pofra-
di integrace a derivace (gradientu). Pak bude moZné vyjédrit
intenzitu pomoci gredientu skalarni funkce. Podle fyzikél-
nich zvyklosti zavedeme tuto skaldrni funkci, kterou hudeme
nazyvat potencidlem, tekovym zplsobem, aby se intenzita rov-
nala zdéporné vzatému gradientu potencidlu:

o

E = "grad U o (809)

Pro potencidly obJjemovych, plo3nych & linedrnich hmot pak
postupné dostavame

o = ¢ JIl Fav (8,10)
v
D =< [ zas (8.11)
S
i b
UF = -6 | x ds . (8.12)
c

Vzorce pro potencidly elektrostatického pole buzeného
objemovymi, plodnyml a linedrnimi nédboji ve vakuu dostaneme
ihned ze vzorcd (8.10) az (8.12), jestliZe v nich nahradime
konstentu (-G) konstantou 1/(4T¢,) a pod hustotami @,
T , A rozumime prisludné hustoty nébo je. J

Potencidly typu (8.10) a%Z (8.12), obsahujici v integrandu
funkci 1/R , budeme nazyvat Newtonovymi potencidly. Uvidime,
Ze v n&kterych pripadechnebude moZné vysledné pole popsat
pomoci Newtonova potencidlu, i kdyZ pusobeni mezi jednotlivy-
mi ¢dsticemi se ¥{di Newtonovym gravitadnim zdkonem nebo
Coulombovym zékonem., Takovym pripadem bude logaritmicky nebo
linedrni potencidl (viz kap. 11) a samozfejm&, v obecném pri~

pad®, i_potencidl rozloZenjch di 61&7‘
&) Fetencaal phjenmye rodledangdi oo
Vzorel pro potencidl pro&¥orovE a plo&né rozloZenych sta-

ciondrnich dipold byly v podstaté uvedeny uZ na konci pred-
chdze jiciho paragrafu, postali pouze opét pripojit p¥edpoklaed
o moZnosti zdmény integrdlu a derivace. Napf19§%%enzitu megne-
tostatického pole zmagnetovaného télesa miZeme psit ve tvaru

>
H=-grad U , (8,13)
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1 1 cos )l
U= SSS P i T (8.24)

Uvedme specidln& ndkolik dprav vzoreld (8.23) pro gfipad
magnetické dvojvrstvy, kdy je pcdle definice vektor é? v3ude
kolmy k plode S . Zvolme né&jakym zplsobem orientaci Jednot-
kové normdly B k plog8e S .
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Obr. 4

-3

V pripedé dvojvrsEzy miZeme psat Ca,szj" kgg (LU Je kladné,
pokud mé& vektor &U stejnou orientaci jeko n , zdporné v cpadé-
ném pripasd&. Oznafme ¢ ihel mezi normélou v né&jakém bed& Q
plochy S a spojnici tohoto bodu s mistem P ,v némZ poten-
cidl poéitdme (obr. 4). Pro skeldrni souéin Jz;ﬁl pek plati

. ~
PR,

éﬁoR =/oR cos V

a prvni ze vzorcd (8.23) ddvé potencidl dveojvrstvy ve tvaru
/ Pick /

1 {f cos¥. (P.25)

= = (V S o R
u(F) 47] 33 & R d
S

Ponechdvéme Ctendfi, aby porovnal tento vzorec se vzorcem (B.24).
Prepisme posledni vzorec jed3té v jiném tvaru. Vyraz dS cos 2

predstavuje prGmét elementu plochy d4S do roviny, ktera je
kolmé ke spojnici bodd @ & P , viz obr. 5.
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Obr. 5

Velikost tohoto prim&tu oznalme dS'= dS cos ¥ . Oznaéme

a{ prostorovy dhel, pod kterym vidime z bodu P plochu d&s’
(a tedy i plochu dS ), Protoze plocha dS’ se nachdzi ve
vzddlenosti R od bodu P , zFejmé pleti

as’= R°d L1 .
0dtud plyne

as.= 95, - L’;fﬁ_ A4S (8,26)

R

a vzorec (8.25) nabyv4 jednoduchého tvaru / Votruba /

"
L]

g

L

¢
e

U(p) = %ET“‘

M all (8.27)

kde element d(! bereme kladny, je-1li dhel W ostry jeko

na obr. 5 (z bodu P vidime "kladnou" stranu plochy d4S );

d{l Dbereme zéporné, je-li dhel  tupy (z bodu P vidime
"zdapornou" stranu plochy 4S5 ). Kdybychom zvolili opaénou

vclbu znamének, objevilo by se ve vzorci (8.,27#) zdporné znaménko
/ Kellogg /. Vzorec (8.2#) neni sice pri1i8§ vhodny k numeric-
kym vypoltlm, ale md velky vyznam v teorii. Uvedme je3dté

jeden vzorec pro potencidl dvojvrstvy, ktery se vyskytuje
nejlasté&ji. V pripadé dvojvrstvy mlZeme posledni ze vzorctd
(8.23) zepsat ve tvaru



-3 -

U = %ﬁ ﬁfﬂyg.grad'(%)ds .
S
Skaldrni souldin v tomto vzorci udévé primé&t gradientu do
sm&ru normély ?', tj. deriveci ve sméru této normély.
Odtud dostdvéme vzorec pro potencidl magnetické dvojvrstvy
ve tvaru
1 i‘fi.

(i

U(p) = ye= 4 3h

(F)as (8.28)

kde derivaci podle normély rozumime derivaci ve sm&ru normdly pui//
¢érkovanych sourednic, tj. pfi derivovéni reciproké vzdale-
nosti bcdd @ a P ponechédvdme bod P pevny m bod Q po-
souvéme podél normdly, viz obr. 4. N&kteri asutorfi volil smér
normdly opa&n&, neZ jsme zde uvedli, pak se ve vzorci (8.28)
objevi zdporné znaménko / Pick /.

MAZeme tedy shrnout, Ze na vypoclet potencidlu magnetické
dvojvrstvy lze vellle obecnych vzorcd (8.£3) pouZit kteréhokoliv
ze vzorclh (8.25), (8.2%) nebo (8.28).

Diskusi o mezich pouZitelnosti zde odvozenych vzorcd pro
gravitaéni, elektrostaticky a magnetostaticky potencidl prove-
deme v ndsledujicieh peragrafech £ 2 a fﬁ3,

Ulohy
1. Je-1li »= (x,y,z) polohovy vektor n&jakého bodu a
r= d x£+yd+zZ jeho vdikost, dokaZte, Ze palti / Rektorys /:

a) grad r = 3 Je Jjednotkovy vektor ve sméru vektoru ?';

r
5) 1, _ 1 _ T
grad () = =5 grad r = - -3 e
T T

V8imn&te si, Ze vzorce (8.5) a (8.16) Jjsou zobecn&nim posled-
, "] . - S,
niho vzorce, kde misto r vystupuje r-r .

2, Vyjéddreni msgnetostatického potencidlu zmagnetovaného t&-
lesa ve tvaru soudtu objemového potencidlu a potencidlu
jednoduché vrstvy. UZitim nésledujici identity vztaZené
k souradnicim t&lesa, tj. k Cérkovenym soufadnicim,

div (M le H

+ M grad (H) (8,24)

J
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dUpravé vzorce (8,17) a u%itim Gaussovy v&ty ukaZte, Ze
magnetostaticky potencidl lze vyjadrit ve tvaru

. e M
1 B —div'M 1 [ "n
e =3 [ g¥ave L ([ Bas (8.25)
V S (471
kde M Je normdlovad sloZka vektoru magnetizace povrchu S uva-

n
Zovaeného té&lesa. Interpretujte oba €leny ve vzorci (8,25).

Odpov&d: Prvni &¢len na pravé strand (8.25) miZeme intenpretovat
Jeko objemovy potencidl s "magnetickou" hustotou
Oy = -div'ﬁ., druhy ¢&¢len Jjako potencidl jednoduché
vrstvy s plosSnou hustotou J = M . Vzorec (8.25)
ma zésadni vyznam v teorii zemského magneti c-

kého pole, proto se k nému je3t& vrdtime v kap. 12,

1. Geusstv integrial. Uvazu jme uzavrenou hlad kou plochu S ,
jeji vn&jsi normélu oznadme 1h , viz obr. 4 a 6. Oznadme
¢ uhel mezi normélou

Obr. 6
v bodé plochy S a spojnici tohoto bodu s pdélem P .
DokeZte, Ze plati

g-47} je-1li pél P uvnit¥ S
4=27 pél P na S )
S Lo 5 & 55 (9.74)

~¥Y , pol P wvn& 5.




- 36 -

Poznamene jme, %e Cast&ji se misto dhlu ? uvaZuje ve vzorci
(8.29) jeho dopln&k, pak na pravych strandch jsou opa&néd
znaménka / Pick /.

ReBeni: Vyplyvéd ihned ze vzorce (8.26). Jsme-li uvnit¥,
vidime pluchu & pod prostorovym dhlem 4% , ale
vidime jeji"zdpornou" stranu (vné&jsi normdla vychdzi
z druhé strany). dJsme-li na hranici, Jje vidét opé&t

vnit¥ek plochy S , ale pod prostorovym dhlem 2% .
Je-1li P wvné&, pak ¢dsti plochy S "viditelné”
z P prisludi n&jaky prostorovy uhel JQ_O , zbytku
plochy pPfislus3i protorovy dhel (-i?o) , dohromady
tedy nuls.

8.2. Vztah mezi vzorci pro intenzitu & pro potencidl

Hlavni obecné poznatky, ziskané dosud v prede3lé a v
této kapitole, lze struéné& shrnout nésledujicim zplsobem.
Intenzitu gravitaéniho,psXx elektrostatického nebo megnetosta-~
tického pole plsobeného objemov&, plodn& nebo linedrné
rozloZenymi zdroji miZeme v nejobecn&j3im piipad& vyjad¥it po-
moci integrdld Stieltjesova typu (Lebesguesovych integréld
podle miry). JestliZe lze zavést hustotu zdrojd a tato hustota
splnuje n&které predpoklady (postedi spojitost hustoty), lze in-
tenzitu jiZ vyjéddrit pomoci obvyklych integrdld, viz nap?.
vzorec (8.6) a% (8.8) pro gravitaéni pole. ProtoZe ddle v t&ch-
to skriptech budeme vZdy predpokladat, Ze hustoti.. poZzasdovanych
vlastnosti lze zavést, budeme tyto vzorce pro intenzitu po-
vazZovat za vychozi vzorce celé teorie. Teprve pii splné&ni
dal8ich predpokldd, které zajisti moZnost zdm&ny integrdlu
a derivace, Je moZné prislusné pole popsat pomoci potencidly,
které Jjsme vy3e uvedli. Tedy vzorce pro intenzitu budeme
povaZovat z& obecné, univerzdlné platné, kdeZto vzorce pro
Newtonovy potencidély pouze za jejich specidlni pripad, pouZi-
telny Jjen za Jjistych predpokladi.

Semoz¥ejmé&, pokud to ptjde, budeme davat piednost popisu
pole pomoci potenci 4lu, protoZe v tomto pripad® vystadime
Jen s jednou skaléarni funkci. Pouze v pripadech, kdy budou vzni-
kat n&jaké problémy s pouZitim Newtonovych potencidld, budeme
se muset vratit k obecnéjd3im vzorcim pro intenzitu. V kap., 12
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dokézeme, %e Newtoniv gravitadni potencidl dany vySe uvedenymi
vzorcli spré&vn& popisuje pole prakticky ve vsech pripadech, kdy
uvaZovany integraé¢ni obor mé koneéné rozméry., Problémy vSak na-
stdvaji napi. w pole nekoneéného drédtu nebo nekoneéné desky,

I v t&chto pripadech se sice nakonec podaii né&jeké potencidly
nalézt (pole jsou konzervativni), ale tyto potencidly nejsou
Newtonovj?ﬁotenciély. S obdobnou situaci se setkavame v elektro-
statice, kde v8gk navic nelze vzorcd pro Newtond@v potenciédl
primo pouzit i v nékterych dlohdch s vodidi; napr. uzemnéna
deskea kondenzdtoru predstavuje plochu nulového potencidlu

v koneénu, zatimco pri odvozovéni vzorcd pro Newtontv potenc#4l
se predpokléadslo, Ze tato hladina je v nekoneénu. BliZe to
uvidime na konkrétnich pfipadech v kap. {0 a 11. Pro prehled-
nost posudme zmin&né problémy jedt& z hlediska budovéni
fyzikdlni teorie.

V téchto skriptech jsme zvolili Jjisty postup pfi budovani
teorie, ele zatim jsme nediskutovali otdzku, zdali nebylo moZ-
né postupovat  jinek. V této souvislosti ¢tena® miZe pravem
namftnout, Ze nap¥. vzorce (8,10) a% (8,12) pro objemovy, plos-
ny & linedrni potencidl byly JjednoduZe odvozeny JjiZ v prvnim
dilu skript (pouze s jinym oznadenim) pouzitim principu super-
pozice pro potencidly. Pro¢ Jjsme zde nevySli rovnou z té&chto
vzorcl a namisto toho se napred vé&novali zdlouhavym diskusim
o intenzitédch? Poskusme se d4at odpovéd na tyto otézky.

Pri budovani teorie gravitaéniho a elektrostatického pole
buzeného soustavou bodovych zdrojd (viz prvni dil skript)
Jsme vy&li z Newtomova a Coulombova zdkona a postulovali Jsme
platnost principu superpozice pro intenzitu. Vid&li jsme, Ze
zcela ekvivalentné bylo moZné vyjit také z potencidlu bodového
zdroje a postulovat princip superpozice pro potencidl. Oba
pristupy byly zcela ekvivalentni diky tomu, Ze derivace soudtu
kone¢ného podtu &lend je rovna soultu derivaci., P¥i pfechodu
k polich objemovych, ploSnych a linedrnich zdroji jsme tedy mé&-
11 dvé& moZnosti:
a) vyjit ze vzorcd pro intenzitu bodovéhas zdroje & postulovat
platnost principu superpozice pro intenzitu i v prfipad& objemo-
vych, plo3nych a linedrnich zdrojh (tento postup jsme zvolili
zde, stejn& se postupuje nap¥. v / Kellogg, Purcell 0;
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b) vyjit ze vzorce pro potencidl bodového zdrpje a postulovat
princip superpozice pro potenc1al (takfo se postupuje napt,
”'st

v / Dubosin, Idelson,” Plck VotrdB '7)3 mnoha Jjinych uéebni-
cich).

Na poddtku neexistovaly Z4dné zédsadni divody, abychom
ddvali prednost n&kterému z uvedenych pristupd. Z dévodd for-
mélnich bychom déavali prednost spiSe pristupu b), protoZe
potencidl Jje skaldrni velildina, Samoz¥ejmym poZadevkem ovSem Jje,
aby oba pristupy vedly ke stejnym vysledklm. Nyni je vSak situa-
ce slo?it&jsi, neZ v pripad& soustavy hmotnych bodd, protoZe
misto koneénych sum vystupuji v p¥islusnych vyrazech integra-
ly a je 2znémo, Ze poradi integrovani a derivovani nelze vidy
zem&novat, ale pouze pri spln&ni jistych podminek., Je tedy moZ-
né olekdvat, Ze se vyskytnout néjaké pripady, kdy pristupy
a) a b) nebudou davat stejné vysledky. V téchto pr¥ipadech bu-
de treba jeden pristup odmitnout.

Nastésti se ukazuje, Ze pro velice 8irokou t¥idu redl-
nych zdrojd pole dévaji oba pristupy stejné vysledky, viz
kap. 12. Pokud bychom se omgzili jen na takovétio zdroje, Jsou
oba pristupy ekvivalentini a predncst bychom dali patrné pristu-
pu b),protoZe se v ném pracuje s Jjednoduddimi vzorci. Avdak
napr. pro modely, které maji nékteré rozméry nekoneéné, pristup
b) selhavéa, integrdly pro potencidl Jsou divergentni (nekoned-
né velké), zstimco v pristupu a) Z4dné problémy nenastdvaji.
Lze sice nemitnout, Ze takové modely redlné neexistuji, ele
0 uzitelnosti takovych modell, Jjsko je nekoneény drét nebo
nekonetrnd deska, Jjisté neni tieba pochybovat. ProtoZe i tako-
véto modely chceme zabhrnout do nad{ teorie, zvolili Jjsme piis-
tup a)., Rovné&Z v né€kterych elektorstatickych dlohédch s vodiéi,
jek jsme JiZ uvedli, Je treba dévaet prednost tomuto pFistupu.

Ve skuteénosti byly ddévody pro prijeti postupu a) jeste
hlub3i. Intenzitu pole povaZujeme totiZ za primérni velidinu,
kter4 bezprcstredng vystupuje v NewtonovE a Coulombové zdkonu,
a témto zdkonim prisuzujeme velmi obecnou platnost, kdeZto po-
tencidl byl pGvodné zaveden Jjako velidina pomocnéd. Podafilo se
sice nalézt velmi ddlezity fyzik&lni vyznam potencidlu jako
préce, kterou musime dodat jednotlivé d&dstici, abychom ji pre-
nesli s nekoneéna do deného bodu, ale takovd velidina si patrné
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nemtZe zachovat svlj plvodni fyzik&lni smysl, pokud se i t&-
leso bude rozprostirat do nekonedéna.

Uvedené uvahy Je tedy moZné shrnout tak, Ze pro popils
gravitaéniho, elektrostatickéko a magnetcstatického pole Je
t¥eba ze zdkladni vzorce povaZovat vzorce pro intenzitu., Tyto
vzorce budeme tedy zde povaZovat ze mateﬁ&ickou formulaci
prislugnych fyzikdlnich zdkond, {n¥které pezndmky k tomuto pro-
‘blému—budou uvedeny -jeét& v.-kap, 13). Vzorce pro potencidl
je treba poveaZovet jen za vzorce cdvozené, Nic na této situaci
nemémi{ ani skutecnost, Ze potencial jako skaldrni velidina
Je velice uZitedny pro popis uvedenych poli, ani to, Ze roz-
dily potencidlu uddvaji dlleZitou fyzikalni velicinu - préci.

8.3. O_spojitych rozloZenich, rozdil mezi matematikou a fyzikou

Predstava o spojitém rozloZeni zdrojd pole je v rozporu
s predstavou o atomové stavbé ldtek. Vyse zavedené matematic~
ké medely hmotnych téles, ploch ¢1 kTivek se spojitou hustotou
neodpovidaji tedy fyzikdlni realitd. Vznikd tek otdzka, zda-
1i je moZné pouzit tyto zjednodufené modely k popisu redlnych
Jjevld, a v p¥ipad& kladné odpov&di je t¥eba stenovit meze pouZi-
telnosti tekovych modeld.

Modely ve spojitém rozloZeni zdrojd nepopisuji sprévnég
vlastnosti prili8$ malych oblasti, JjejichZ rozméry jsou soum&-
Yitelné ¢i men3i neZ vzddlenosti mezi ¢dasticemi, ale Jsou
dobrou egproximaci k popisu strednich vliastnosti oblasti, kte-
ré obsshuji mnoho ¢dstic. Ve smyslu stfednich hodnot je také
treba fyzikalné& interpretovat hustotou jzko stredni mnoZstvi
hmoty (resp. ndboje) rozlo¥ené v n&jeké melé, ale konedné
oblasti / Purcell /.

Vedle uvedenych problémd matematického popisu se v pred-
loZenych modelech setkéavéme jeSté s né&kterymi fyzikdlnimi ob-
tiZemi. Ty¥:0 spodivaji v tom, Ze pevnd litka, kterdé je celd
sloZend s nepohyblivych &4stic, mezi kterymi ptsobi jen prita®-
livé sily nepfimo Umérné vzddlenosti, by nebyla stabilni a ko-
labovala by do nulového objemu. Tento problém lze prekonet
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predpokladem o existenci dodateénych odpudivych sil, které
se projevuji gen v malych vzddlenostech, neboc predpokladem,
Ze se C4stice nachédzeji v rychlém ob&Zném pohybu / Jeffreys /.

Uvedené matematické a fyzikdalni obtiZe obejdeme tim, Ze
spojité modely budeme pouZivat gem k vypoltdm stifednich veli-
¢in., Teorie pouZivajici spojitd rozloZeni bude ddvat dostateé-
né presné hodnoty stIednich veliéin uvnit® oblasti, JjeJichiZ
linedrni rozméry Jjsou podstatné vét3i neZ vzddlenosti mezi
atomy, a za Casy podstatné delsi, neZ jsou periody pohybd v ato-
mech (zhruba rozméry deldi ne% 10710 u a zasové intervaly
deli nez 10717 s, viz / Jeffreys /).

80#0 Potencidlni energie soustavy

S pojmem potencidlu souviseji, kromé& intenzity, Jesté
dveé dilezité veliciny: potencidlni energie soustavy a kapa-
cita. Tyto veliéiny maji nejen velky vyznam fyzikdlni, sale
ukdzaly se jako velice uZite¢né i v matematické teorii potencia-
lu / Kr4l III, Wermer /. VSimn&me si v totmo ﬁgégrafu prvniho
z nich.

Potencidlni energii p¥isludného rozloZeni zdroj& (potencidl-~
ni energii soustavy, interakéni energii soustavy, vlastni po-
tencidlni energii, energii pfisluiného pole) budeme rozumét
préci, kterou musime dodat vZem elementlm pivodn& rozptylenym
v nekoneénych vzddlenostech od sebe, abychom z nich sestavili
vysledné uspoPddani. V pripaedé& soustavy n hmotnych bodd
byla teto potencidlni energie dédna vzorcem (4.69):

-
- 1
W—ZA/_AmlUl ’
i=1
kde m, je hmotnost i-té Cdstice a U; Je potencidl zbyvaji-

cich n-1 ¢&éstic v misté i-té ¢dstice. Zobecnénim tohotc
vzorce na pfipad objemovych hmot e—husto%eu~—§ dostaneme

W= 3 H( pu v (8.20)

v
kde § Je hustota a U je Newtonav potencidl plsobeny celym

telesem v uvaZovaném mist&, jak hned zdivodnime. Vzorec (8,30)
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plati rovn&% pro soustevu objemové& rozloZenych néboji, 1isi se
pouze vzorec pro potencidl U .

Podle snalogie se vzorcem pro soustavu hmotnych bodd
bychom m&li potencidlem U ve vzorci (8.30) rozumé&t poten-
cidl, ktery v mist& objemového elementu dV pésobi vSechny
ostatni objemové elementy. Lze v3ak ukdzat, Ze prispévek ne-
komeéné melého objemového elementu k potencidlu v misté semot-
ného elementu je nekoneéné& maly, viz kap. 12 (v priped& hmot-
ného bodu byl nekoneéné& velky). Tedy k potencidlu, ktery
Jjsme m&li sprdvné& uvaZovat, Jjsme pPFidali nekoneéné& malou ve-
li¢inu. Kromé& toho element hmoty, analogicky velicéiné m;

Je roven §>dV a je také nekonetné& mely. Do prisp&vku 4w

k potencidlni energii soustavy Jsme tak pridali velidinu ma-
lou druhého *adu, a lze proto ocekdvat, Ze ani po zintegrovani
se tyto veliliny ve vysledku neprojevi. Presndjil odvozeni vzor-
ce (8.30) bychom museli d&lat pomoci postupd, pouZivanych

v kap. 12. Né&kteri autori dokonce zastdvaji ndézor, Ze tento
vzorec nelze odvozovat, ale Jje treba jej postulovat jeko novy
fyzikalni zdkon, ktery podléhd ovi&rovéni pomoci pozorovéni

a experimentd, viz / Kellogg /-

V ucehnciol elekiemagne hokele pefe, V2 T€E0ize Cvedeny piklod 3, 5¢ jeite” edichk

vyjadreni potencidlni energie
soustavy pomoci intenzity pole.Tim j@ odivodnén nézev "ener-
gie pole". Pro staciondrni dlohy, kterymi se v t&chto skriptech
zabyvame, nemd v8ak toto vyjadreni zvla3tni vyznam, vhodnéjsi
je vzorec (8.30).

Pro potencidlni energii soustavy plo3né& a lineérné roz-
loZenych hmot nebo naboji plati vzorce, analogické vzorci

(8.30):
W = % i{fodS , W= % § JUds & (8.31)

S c

1. Na vypodet potencidlni energie soustavy hmotnych bodd
jsme v prvnim dilu skript odvodili je3t& vzorec (4.68),
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vaorel pre robeancialni energli zouslavy,

8.5, Kapacita

Je-1li fixovédna poloha bodového ndboje a pozorovatele P ,
plati pfimd dm&rnost mezi potencidlem v bodé P a velikosti
bodového ndboje Q :

o

[

kde koeficient dmé&rnosti zavisi na vzddlenosti R pozoro-
vatele a ndboje, tedy zévisf na Jisté geometrické charsaskteris-
tice uvaZované soustavy. V pripadé sloZitéjsich rozloZeni
zdrojl neexistuje obvykle Jjednoduchy vztah mezi potencidlem &
celkovym ndbojem. Av8ek v pripadé vodidéd plati, Ze potenciédl
ne povrchu vodide je rovn2% pPimo dm3rny celkovému néboji,
konstantu Gm&rnosti oznalme 1/C :



#

B
U=%8 Q9 -

Bast¥ji se tento vzorec zapisuje ve tvaru

Q = CU ° (8035)

Veli¢ina C se nazyvéa kapacita a je velmi dlleZitou chearakte-
ristikou elektrickych vodiéd. Kapacita vodife zévisi na tvaru
a velikosti vodife. Soustava vodiéd, specidlné konstruovena
tek, aby m&la velkou kapacitu, se nazyvd kondenzdtor. Kapa-
cita kondenzdtoru zAvisi téZ na vzdjemné poloze vodicd
a permitivité prostredi mezi nimi.

Na tomto misté& nemdme je3t& teorii vybudovanou natolik,
abychom mohli obecné dokézat nvedené tvrzeni o dmérnosti po-

: : . pipt, Chtéll Jjsme v8ek pojem kapaclty

zavést jiZz zde, abychom jej mohli pouZivat v konkrétnich pri-
padech v nasleduglcfmkapltoLthakmlle zjist{ime umérnost mezi

potencidlem a ndbojem.

Je-1li znAma kapacita, miZeme snadno vyjadrit elektrosta-
tickou energii nabitého vodide. ProtoZe na povrchu vodide
v ustdleném stavu je potencidl konstantni, lze vzorec (8934)
pro potencidlni{ energii zapsat v jednoduchém tvaru

W= 3 ﬁ suass =3 u [[oas=3% v , (8.36)
S

kde Q Je celkovy ndboj na vodidi. Dosadime-1i za ¢ z (8.39),
dostavame odtud zndmy vzorec pro elektrostatickou energii
nabitého vodide ve tvaru

w=2ou® (£.3#)

Tento vzorec uddvad také elektrostatickou energii nabitého
kondenzdtoru, jehoZ jedna deska se nachézi{ na nulovém poten-
cidlu (uzemnéna) m na druhé je napdti U ; v tomto pPipadd

Jje sice plocha S +tvorensa dv&ms deskami kondenzdtoru, sle
prispévek uzen¥né desky k integrdlu (8.3¢) Jje nulovy v déisled-
ku U=0.
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Véimn¥te si form&lni podobnosti vzorce (8,3F) pro energii
nabitého kondenzdtoru a vzorce pro kinetickou energii pohybuji-

ciho se hmotného bodu mv2 o

Noj-
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/
9. V¥cHOZE VZORCE PRO PYSORENI MEZI SLOZITEJSIMI OBJEKTY

9,1. Pisobeni pole na dipol

Intenzitu pole, resp. potencidl, poveZujeme za veliZinuy
kterd prisludné pole plné popisuje. Intenzita je v3ak sila,
kterou pole plsobi na jednotkovou &dstici, Vznikd prirozend
otdzka, Jjak pole plsobi na slozitéjsi objekty, neZ Jsou
¢astice, & do Jjeké miry je moZné toto plsobeni popsat pomoci
intenzity. Vyéetﬁ%é nejprve pisobeni pole na dipol, o obec-
n&j$im pripadu pojedndme v ndsledujicim parasgrafu. Na 1latku
probiranou v tomto & v ndsledujicim paragrafu nebudeme v dal-
$fm textu nikde navazovat. Ctend¥, kterého tato problematika
bli%e nezajimd, mlZe proto tuto kapitolu vynechat a pfejit

k dalsi kapitole. v

Uvaujme elektricky dipol o momentu E?N've‘vnéjéim,tjocizim,
elektrostatickém poli, jehoZ intenzita Je '§P='Ekx,y,z) .
Ohel mezi vektory P a E oznaéme J' . Nahradme ne jprve
dipol dvojici stejné velikych bodovych néboji opainého znaménka.
Nech! n&boj (-Q) e nachdzi v bodé A , ndboj O v bodd B,

Obr. 7
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vektor s poéatednim bodem v zdporném ndboJji a koncovym bodem
v kladném néboji oznatme 8 , viz obr. 7. Moment dipdélu se
zavadi vztahem p Qs . SouPadnice bodd podél osy dipolu,
tj. podél primky urdené vektorem é\, oznatme 4 . Poddtek
této osy zvolme v bodé A a orientujme ji kladn& smérem k
bodu B , tedy £(A) =0, [(B) = s . Vyslednd sila pisobici
na oba néboje je

e - — Q’E(C) /J—Eggc_l

F = Q(E(B) - E(A)) = Q 2y 8 =Pp 2y )
kde jsme pou?ili v&tu o st¥edni hodnot&, C Je jisty bod na
isedce AB . V limitd&, jestli’e se 3 zmen3uje k nule a
soulasn& roste do nekoneéna tak, aby se vektor f? neménil,
dostaneme silu pisobici na dipdl ve tvaru

> m
F(A) = p 7—% (4) . (9.1)

Tento vzorec jesté upravime. Cznadme x’,/ﬂ /) uhly, které
s kartézskymi souradnicovymi osami x,y,z svirsd moment [
a tudiZ i osa dipolu ‘f -~ Pak plati

.
H

¢

,

7
NE Ox , 2F ) YE Nz
= Bl x0Ty §é TNz /)g) -

b iy

o
|

) _;E/? ,') ER' /«05 o N
= p( T x cosx + W COS/L + —7\—2 cos/ ) = (l‘/wd//)
) r).:.E‘»-{- .’3?1;_';4_ HES
= Px Tx T Py vy Pz > (p grad)E

Posledni vzorec jsme mohli dostat ihned z (9.1) pouZitim vlast-
nosti, kterd je zrejmd z ndzoru, Ze derivace libovolné skalsr-
ni funkce (sloXky vektoru) v daném sméru Je rovna prumétu
gradientu do tohoto sm&ru; odvozeni v (9.2) neni vlastnd niéim
Jinym, neZ ddkazem této v_lastnosti., Vzorec (9.1) pro silu

plisobici na dipdl m&Zeme tedy zapsat v ekvivslentnim tvaru,
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ktery se fasto pouZivd / Votruta /,
F=(p . grad)E . (9.3)

Tl . .
(ﬁégrec 8=3) mbZeme je8té déle upravit uZitim identity
/ Rektorys /

— > > >

w3 3 . : ~3 = > -— —>
grad(a.b) = a2 x rot b + b x rot a + (a.grad)b + (b.gred)a .

u-) - , ~ -
Uvdiime-1i, Ze p Je konstantnf{ vektor nezdvisly na souradni-
cich x,y,z a pro elektrostatické pole plati rot E = 0 ,
vyplyv4 odtud jednoduchy vzorec / Stratton /:

= s
F = grad(p . E) . (9.4)

Odtud vidime, Ze sila (9.4), kterou plsobi = wvné&jsi elektrosta-
tické pole na dipol, Jje rovndZ konzervativni, protoZe ji 1lze
vyJjédrit ve tvaru

s

F = -gred V , (9.5)

kde V je potencidlni energie dipdolu ve vn&j3im elektrostetickém
poli:

~>

V = -’50E -] » (906)

Kromé& vysledné sily, oznelovené téz jako trenslaéni sila
/ Votruba /, pisobi na dipol jedt¥ dvojice sil, Urdeme jeji oté-
¢ivy moment T . Nobradme opét dipol dvojici ndboji. Ot&divy
moment vzhledem k pevnému bodu A (sidlu néboje =G ) Jje dén
momentem sily, kteréd ptsobi na druhy néboj, tj. vektorovym
soulinem

o]

I 2 -
T =3sx QB(B) = p x

5

>
E(B)

V 1imit& pro elementrani dipol pak dosteneme
- -7 R
T(4) = p x E(A) , &ili zkrdcen& bez vypisovéni soufadnic
—

T = S'x

%

. (9.7)

Poznemene jme, Ze vzorce (9.1), (9.3) a (9.7) plati i v nesta-
ciondrnim elektromagnetickém poli, avsak vzorce (9.4) a (9.6)
nikoliv, protoZe v nestaciondrnim poli je obecn® rot E#£0 .,
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Slo%it&j81 vzorce, napi. pro potencidlni energii vySsich
multipéld ve vnéjdim poli, zde odvozovat nebudeme, zdjemce
odkazujeme na ulebnice elektf¥iny a magnetismu / Votruba /.

Ulohy

1. DokaZte, Ze homogenni pole (“E konstantni co do velikosti
i sm&ru) neptisobi na dipol %¥&8dnou translani silou, pouze
ota¢ivym momentem.

>
Redeni: Je-1li E konstantni vektor, ze vzorce (9.3) ihned

plyne F =0 ,

2., Predpoklédejme, %e se dipol nem8Ze posunout z deného mista,
ale miZe se v tomto mist& libovolné& otddet. VySetfete, které
z poloh dipolu vzhledem k vn&j&imu poli jsou rovnovazné a kte-
rd4 z nich je stabilni.

ReSeni: Podle (9.6) je potencidlni energie dipolu déna vzor-
cem

'\)
3
'

V = -pE cos ,

kde +/ je dhel mezi momentem dipolu '57 a intenzitou
E . V rovnovésné poloze musi platit W= 0 ,
tj. pE sinh-{)‘= 0 . RovnovéZné polohy Jjsou tedy dvég,
jedna pro + = O (moment dipé}u mé souhlasny sm&r

se smérem pole) a druhd pro -+ =  (moment dipolu
mé opsadny smér neZ Jje sm&r pole). Poloha A?1= 0 Je
stabilni, protoZe v ni nabyvd potencidlni energie
miniméln{ hodnoty V = -pE . Poloha . =7 Jje labil-
ni,

3. Ne zdklad¥® predchozi Globhy zddvodné&te, prol¢ se magnetické
stPelka orientuje ve sméru siloéar magnetického pole.

Odpovéd: V daném mist& mé pri této orientaci minimdlni poten-
cidlni energii.

4, Odvodte vzorce pro interskéni emergii dvou elektrickych di-
pélt o momentech T a p°, nachdzejicich se ve vzdédlenosti
R od sebe / Votruba /.



Re¥eni: Ze vzorct (9.6), (#.25), (#.26) a (846) plyne

5 >

> . 1 DR
v p.grad U = pograd( 4:”\;;0 pR3 )=

1 "_;? “‘) ’ , ’d EY
- amrand - grad .grad = o
I g PoET® (P -2 R

9.2. Vzdjemné pisobeni dvou tuhych té&les

Vzédjerné plsobeni mezi dvéma félesy, kterd nejsou léstice-
mi, miZe mit velmi sloZity charekter. V prvé radé je treba si
uvédomit, Ze Jjedno té&leso neplsobi ne t&leso druhé Jjedinou si-
lou, ale plsobi silami na Jjednotlivé elementy druhého té&lesa.
V pripad& deformovatelného t&lesa tyto sily obecn& nemohou byt
sklddény, obecn& jejich Gdinek nelze dokonce vyjdd¥it ani koned-
nym po¢tem sil., Omezme se proto pouze na tuhd télesa / Kellog /.

V ulebnicich mechaniky se dokazuje, Ze dlinek vdech sil pl-

sobicich na tuhé t&leso lze nahradit jednou silou pésobici
v libovoln& zvoleném bod& O a silovou dvojici. Tato sila je vy-
slednici v38ech sil p@sobicich na t&leso. Silové dvojice zévisi
na poloze bodu 0 a Jjeji moment je ve ktorovym soultem momentd
vS8ech sil vzhledem k bodu O , které na t&leso ptGsobi, JestliZe
na tuhé t&leso plhsobi sily F, v bodech o polohovych vektorech
‘?i (i=1,2,...,n), pek pro vyslednou silu platf

F= F

i=1

3 (9.8)

-

a je-1li bod O, v némZ predpokléddme plisobeni vysledné sily,
poCdtkem soufadnicové soustavy, dostévéme pro moment silové
dvojice vyJjédreni
’*"“\i—? >
M=, o xF. o (9.9)
i=1
JestliZe sily pascbici ne tuhé t&leso Jjsou rozloZeny spojitég,
sumaéni znaménka musi byt nahrazena integrdly.
UvaZujme dvé& tuhd té&lesa, téleso Tl zeujimajici oblast

prostoru V a téleso T2 zaujimajici oblast V2 o Vy8etTujme

1
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gravitalni pritaZlivost, kterou té&leso T2 pGsobi na téleso

Tl . Prvnim krokem je opé&t rozdéleni ité&les na elementy, soustie-
déni hmoty kaZdého elementu do Jjednoho Jjeho bodu a vySetTreni
prita¥livosti tekto vzniklych soustav &dstic. Necht AV,
oznatuje néjaky e;?ment ob jemu Vi ktery obsehuje bod P o po-
lohovém vektoru ;i = (xl,yl,zl) , 8 AV, e néjaky element
-gpjemu Vo ktery obsahuje bod Q o polohovém veE}o?E; =

T, = (%X,,¥,,25) , Viz obr. 8. Zavedeme-li vektor R = ry-r, ,
je R = f?l—?él vzddlenost bodd P a § . Nechi § @ ?2
jsou stiedni hodnoty hustot v elementech _Avl a AV, .
Potom &é&stice v bodé @ v elementu ‘AVZ plsobi na &é4stici

v bod¢ P v elementu AV, silou, jejiZ x-ovd sloZka Jje

(12) _ I X%
ARy = 0 1 o £V £V T3

kde R Je vzddlenost bodd P a Q ., Moment této sily vzhledem
k polddtku mé& x-ovou sloZku

. ) o
(12) _ o 21723 Y17Y2 _
e = N I T R S s B
. V1227902
=G fe T3 AViale
T \ T
1 T -7 . -
R

Obr. 8
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g

Tyto sloZky, plsobené dvojicemi Cédstic, musime nyni selist pres
% .o . . .o L AT
v8echny dvojice a provést limitu, jestliZe se i

&tiva
elementd bliZi k nule. Dospivéme k ndsledujici mu vyeledku
/ Kellogg /:

V soublase s roz3ifenym zn&nim Newtonova gravitaéniho za-
kona lze pritaZlivost, kterou tuhé t&leso T, plsobi na tuhé

téleso Tl , Vyjadrit pomoci sily

-3 of ;(e“‘ (I: -r )
p(12) _ U M 5;1 fz __.;1;..2._ dv,av, (9.10)
v

kterd phsobi v poldtku soustavy soutfadnic, a pomoci dvojice
sil, JjejiZ moment je

— _—

-5 U T S b 3 o
w12 g Ji1 (] F1fe —153-—2 av,av, ; (9.11)
Vi Y2

tuto pritaZlivost lze popsat ovS8em i Jjakoukoliv jinou ekvi-
valentni dvojici vektord - sily a silové dvojice. Pov3imnZme
si, Ze z t&chto vzorcd ihned plyne zdkon akce & rezkce

#(21) _ 12y  plen) _ i12)

’

Vzorce (9.10) a (9.11) pfedstavuji analytickou formulaci New-
tonova gravitaéniho zAkona v Jjeho rozdireném zné&ni pro pripad
tubhych t&les. Jsou to nejobecn&jsi vzorce pro popis gravitaé-
niho pdsobeni, které v t&chto skriptech uvadime.

Nyn{ bychom mé&li vySet¥it, zdali uvedené tvrzeni{ o pd-
sobeni mezi dvé&ma té&lesy Jje ve shod& s Newtonovym grayitaénim
zdkonem pro hmotné body /Kellogg /. Nechf se tedy e imaln
+&tiva obou té&les zmenduje k nule, pridem? téleso T stéle

1
obsahuje poddtek soursdnic 0O a t&leso Ts  stéle obsahu je n&-

Jeky pevny bod QO y JehoZ polohovy wvektor oznadime .?ED 0
Vy8etleme nejprve moment silové dvojice. UZitim v&ty o stied-
ni hodnot& integrdlniho podtu a vlastnosti, Ze hustoty nejsou
nikdy zéporné, miZeme psit




(12) _ 4 _1_5___2 j H( Iy §p avqav, = G- . 3 21“1““2
R SR R

kde ";i je polohovy vektor n&jekého bodu ve V, a 'FE poloho-
vy vektor n&jakého bodu ve V, , R’ je vzddlenost t&chto bodd,
m a m, Jsou hmotnosti té&les. Jakmile se rozméry téles

bli%i k nule (postali dokonce, aby se bliZily k nule Jjen
rozméry t¥lesa T, ), vektor '?i se bl{%{ k nule a tedy i mo-
menty silové dvojice se bliZi k nule. ProtoZe je moment nu-
lovy, plyne odtud, Ze silové pfsobeni té&lesa na C&stici se re-
duku je na jednu vyslednou silu, kterd plsobf na tuto Céstici.
Obdobn& budeme postupovat pfi dpravé& vzorce (9.10) pro silu,
Jestli%e se tdlesa stahuji do hmotnych bodd, jeden v polétku

a druhy v bodé& QO , sila se bliZi veliciné&
7(12) A?zo
F(l =G —;-3— mm,

20

coZ souhlasf s Newtonovym zékonem pro hmotné body. Tedy souhlas

rozSi¥eného gravitadniho zdkona se zdkonem pro hmotné body Jje

ovéren.,

Pohled na 8estirozmé&rné integrdly ve vzorcich (9.10) =a
(9.11) a predstava, Ze bychom takové integrdly m&li poéitat v
uvedené formé, plisobi nepochybné sklidujicim dojmem., UkéZeme
v8ak, Ze uvedené Sestirozmérné integrédly lze prevést na postup-
ny vypofet dvou trojnych integrélt, Krom& toho v Yad& dloh vy-
mizi moment silové dvojice nebo jej nepotiebujeme podéitat
/ Kellogg /.

Uvazujme malou ¢éast télesa T1 obsaZenou v obJemu Avl
a obsahujici pevny bod ( 0) . Poéitejme silu AF , kte-
rou na tuto &dst p&sobl t&leso T, . Tato sila je déna
vzorcem (9.10), v némZ je tPeba integraéni obor V, nshradit
oborem AV, . Budeme predpokladat spojité hustoiy a jednodu-
ché oblasti integrace, tekZe Sestirozmé&rny integrdal miZe byt
nahrazen dvojndsobnym vypoétem trojného integrélu:

- Y s (ry = B
| ) j(‘g-—%—i?l av, | av, .
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Vnitini integrédl je pouze funkci r, a pokud Gl neméni
J
znaménko, mGZ%e byt tento integrél zapsdn pied vnéjsi integrdl
uzitim véty o stiedni hodnot& integridlniho pod&tus
fas L. S 4 A
= I/ folry-r,) ‘

AF = <G J R’3 dV2 u"f"/ ~R\\']-dvl =

V2 AV

fips N e
{[ Halr-rp)
N R'3

dV20 Am

’ :% ' d - ’ rd - -
kde P (rl) Je néjaky bed v S}ementu AVl , B Jje Jjeho vzdi-
lenost od promé&nného bcdu Q(rz) ve V, a Am Je hmotnost
elementu AV, . Vyd&lime-1li nyni tuto sflu velidinou Am
o de Azt i&’rf"':,,f’g/ 1E
2 budeme zmensovat té&tivuv _AVi k nule, abyhﬁed-
PO stdle z8stdva uvnity AVl , dospivéme k 1limité&

g LF (Mf Fo(rig-%y)
E(Fo) = lim £2 = ¢ || =3 av,
v, 0

kde R, = 55@ . Vektro E(?&O) udévéd specifickou silu, tj.
silu na jednotku hmotnosti, v bod& PO pisobenou t&lesem T
Porovnéanim po§;egyiho vzorce se vzorcli 2z paragrafu 7.3 visk..
zjistime, %e E(rio) Jje teké sfla pisobend t&lesem T, na
Jednotkovou &dstici v bodsd PO (intenzita v bod& Po ). Odtud
vidime, Ze pojmy specifické sfly a intenzity jsou totoZné.
Vyznam specifické sily spodivd v tom, %e umo#nuje nalézt
silu p&sobici na celé té&leso Tl ndsobenim specifické sily
v bods P(rl) hustotou ?1 a integraci pPes objem A

Ny oA

2 o]

¥

Z12) _ \LU gl‘E(Ez)dvl . C#.Z%)

V1
Tim dostévéme jiné vyjddifeni integrdlu (9.10). I kdyZ moZnost

vyJjéadteni celkové sily v tomto tvaru jsme mohli odekdvat, uve-
deny postup bli%e ukdzal ne vazbu mezi poslednim vzorcem a vy-
chozim vzorcem (9.10). Obdobn& bychom mohli konstruovat vzorec
pro moment silové dvojice (5.11)., Odtud je vid&t, prod je
znalost intenzity pole, jeko sily plsobici na jednotkovou ¢éds-
tici, tolik ddleZity / Kellogg /.
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Zévérem tohoto paragrafu se jestd& pokusme o nalezeni Jjis-
tého potencidlu, kterym by bylo moZné popsat vzdjemné gravitad-
ni pUsobeni dvou tuhych t&les. Tvar integrandu ve vzorci (9.10)
ukazuje na to, Ze 1 zde bude moZné zavést gradient né&jaké ska=
lérni funkce. Podle snalogie se vzorci (8.16) ihned dostévéme

7
17Y2 _ R _ 1, _ L
. = 53 = - gradl(ﬁ) = 8T3d2(§) ’

kde indexy 1 a 2 u gradientd oznaduji, zdali se derivuje podle
souradnic bod& prvniho nebo druhého télesa. Vzorec (9.10) lze
tak vyjadrit nap?. ve tvaru

R ”J( f1 (2 erady(p) avy av, .
Vl v, !

Tento zdpis sv4di k tomu, abychom gradient nepsali ihned p¥ed
v8echny integrdly, Jjek Jjsme to d&leli v paragrafu 8.1. Zatim
to v3sk provést nemiZeme a to hned ze dvou dlvodh; Jjednek v
integrandu jedt& vystupuje hustota ?1 , kterd rovnéz zavisi
na soufadnicich s indexy 1 , a kromé& toho se pres tyto sou-
Yadnice integruje, takie grad, nepredstavuje typickou de-
riveci podle parametru., Posledné& uvedeny vzorec Jje zajimavy,
gle k¥ dalsim dvahdm se prilid nehodi. Ukézal vsak, v Cem Je
problém, Ze totiZ Jje t¥eba o0ddélit skute&né perametry od pro-
ménnych, pres které se integruje.

Hustota ?1 v bodé P zdvisi pouze na poloze tohoto
bodu v té&lese Tl , Tovnéz 92 zdvisi pouze na poloze bodu
Q v t&lese T, . Av3sk vzddlenost R bodd P , Q zévisi ne-
jen na poloze t&chto bodd v prisludnych té&lesech, ale téZ na
vzdjemné poloze obou té&les. Vzadjemnou polohu. té&les Tl a T
miZeme napi. popsat pomoci vzdjemné polohy dvou keartézskych
souradnicovych soustev, pevné& spojenych s jednotlivymi té&lesy
(obr. 9). Oznadme S1 souradnicovou soustavu s pocCéatkem Ol
2 osami X1,¥71%7 ktera je pevné spojena s té&lesem T1 R
soustavu 82 s poldtkem 02 a osamil X555 2% Spo jenou
s T, & jeSt& daldi soustavu S , referenini, s polétkem O
a osami X,Y,Z ; poznamenejme, Ze nékterad oznaceni v obr. 9

- ;o pry R

se 1is{ od obr. 8. Polohové vektory ROi‘Ogmxm,E%@)m aL:{%xg%f,
polohu poldtkd soustav S; a S, vzhledem k 5 . b

2

-
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2
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Py

_‘53—
Xy = Xgp * Dyy¥p ¥ Pioyp ¥ b3z
Ty = Ygp * Bpy¥p * Dop¥p ¥ P23% (9.1
Z, = Loy + byyXy * Dyo¥y * D33z

Vektor ?? , urdeny poldtelnim bodem Q a koncovym bodem P ,
lze vyjadrit Jako

>y =3 3
- - - 1
Jeho vellkost Jje
S R -
'\ 17%2 1712 17%2) - L
ZapiSeme-1i integrél (9.10) ve tvaru.
(“7 -ﬁ
"Z(12) Tl > B8
F = -G kﬁf ij rl(rl) S (r2) ~3 av,dv, (9.1%)
ViV V
~

a dosesdime sem za R u2itim vzorcd (9.13) aZ (9.16), po in-
tegraci pres objem Vi vymizi zavislost na X1,¥7127 @ Po
integraci pres V, vymizi zévislost na X,,y,,2, o Pri da-
nych télesech T; a T, Jje pak integrél (9.1%) funkci zbjvae-
jicich veli&in vystupujicich v (9.13) a (9.14), tj. zévisi na
parametrech X, YOl’ZOl’XCZ’YOZ’ZO2’aij’bij’ (i,3=1,2,3) ,
které cherakterizujf polohy obou t&les (lze ukézat, Ze z de-
viti koeficienth aij , Tesp. bij , Jsou pouze tri nezivis-
1é a byvaeji Casto nahrazovény tfemi Eulerovymi dhly).

SloZky vektoru R/R3 v (9.17) bude/%yni chtit vyjéddrit
jeko derivace funkce 1/R podle nékterych vyse uvedenych pa-

remetrt. UzZitim (9.16) a prvni z rovnic (9.1%) dostédvéme

Vo, 2, 7V__; I
(Xo1 R ¢ Xy %51 R>

Cdtud plyne, %e vzorec (9.1F) miZeme vyjddrit ve tvaru

.:7\'( 12) oy ke ff‘ s 1 §
F = G ji { yz(rz) gradOl(ﬁ) dv,av, (9.1.)
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kde symbolem gradcl rozumime vektor, jehoZ sloZky se dosta-
nou derivovédnim podle paremetrd XOl’ YOl a Zﬂl . ProtoZe ty-

to parametry vystupuji v integrandu pouze ve funkci 1/R ,
mlZeme prisludné derivovani povaZovat za derivovdni integrdlu
podle parametru. Jsou-li spln&ny potiebné podminky pro zamé&nu
derivace a integrélu, miZeme (9.18) vyjddrit ve tvaru

T2 - _greay, 1P (9.19)
kde ‘ g ? y
4 s b "
(12) o, I V0 Sate .
L} = ..G dh‘f\)‘ J\“’-/ "’"ﬁ""—‘- dvldV2 o (90;&40)
Vl V2
Skalérni funkce U(lz) se obvykle nazjvé vzdjemnym potencidlem

dvou té&les. Zavisi obecn& na 12 nezdvislych parametrech, které

uréuji polohu obou té&les, tedy nap®. na paremetrech X515 YOl’
ZOl’XOZ’YO2’ZOZ a po trech nezavislych z pareametrt 8 3 a
bij_3 Zopakujme jedté, jak bylo uvedeno na zaldtku paregrafu,
Ze F(lz) Je vyslednd gravitadni sila vztaZend k bodu

Ol(X01,Y01,201) pevného t&less kterou na prvni t&leso T
pisobi té&leso T, (pfisludny bod je oznaden jako O1 na
obr. 9, ale na obr. 8 jako O ).

1

Vyjad¥ovadnim momentu silové dvoJjice pomoci vz&djemného
potencidlu se zde Jjiz zabyvat nebudeme, ale odkazujeme zdjemce
nap¥. na knihy / Dubo3in I, Dubodin II [.
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10. GRAVITAGNT A ELEKTROSTATICKE POLE SFERICKY SYMETRICKYCH

TELES

" ee. J& sl véaiZné myslim, ... Ze
hlavni oprdvnéni matematikovy exis-~
tence je v reSeni probléml, a Ze
tedy skutelnym jadrem matematiky
Jsou problémy & jejich Tredeni,”
(P.R. Halmos i ;)

Dfive ne? pristoupime ke studiu obecnych vlastnosti po-

tenc1él§)Vysetr1me v kapltolailo a M., gne&ée%%né;=@&ektre—

et

& (pole specidlnich t&les. lasto se

v ufebnicich postupuje v opatném poradi. Zde v8ak chceme
zatit s konkrétnimi p¥iklady, protoXe n&které speifdlni vy-
sledky mohou byt pouZity i v obecné teorii, vlastnosti spe-
cidlnich poli rovné&Z ilustruji nékteré obecné vliastnosti
a zejména pak uvedené modely nachdzeji Cetné aplikace ve

fyzice, geofyzice a astrggggii{ﬁ;ﬁ@iingg;l&
r““-4¥Lasiﬁost1 objemového potencijlu budeme_ ilustrovat ‘ze jmé-~

et

ina na potencidlu koule F—vlastnosti deldich ty-
Pl
{pﬁ/pniencféiﬁ na modelegh vyéetrovanych v nésledu31c1 ke—plioleo

\\Omé21me se prevaing Jjen na vySetrfovani gravitaénich poli pfl—
slusnych té&les, prenos vysledkl na elektrostatickd pole neni
obtiZny, viz predchozi kapitolu; misto konstanty (-G) Je
treba psdt 1/(4%¢ ) , kde ¢ je permitivita p¥isluného
prost¥edi, v pripad& vakua bude ¢ = to = 8,854,.,10"12 F/m .

Intepzita pro
10.1. 5£§r;£kx_§3mginigkgdﬁewtonovd)koulf

UvaZujme kouli, ve které je hustota 9 pouze funkci vzdé-

lenosti od st¥edu r’, tj. g)=<v(r ) . Tomuto kulové symetric-
kému té&lesu se né&kdy riké Newtoriova koule / Idelson /. Specidl-
nim pPipadem je napr. homogenni koule, kterou se zde rovnéZ
budeme zabyvat., Newtonova koule je velmi &asto pouZivenym mo-
delem ve fyzice, astronomii, geofyzice a geodézii.
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Polom&r koule oznalme &a . Politejme gravitaéni pole v né-
jakém bodé P ve vzddlenosti r od stPedu koule (obr, 10).
Zvolme kartézskou soustavu souradnic tak, aby méle polatek ve
stfedu koule & osa 2z prochdzela bodem P . Oznadme r, 1
Vl sférické souradnice fdlementd koule. Vypoldet intenzity gra-
vitaéniho pole provedeme ve sférickych soutadnicich / Kellogg,
Neumann /. Pro element objemu ve sférickych soufadnicich plati
znamy vztah

av = r'%sin Prar ey (10.1)
a pro vzdalenost R bodu P a elementu koule plati podle

kosinové véty

RS = p2 + p2 _ 2rr'cosvﬁb . (10.2)

Vzhledem k symetrii dlohy bude mit intenzita nenulovou pouze
radlélnl slozku intenzity E, (P) 1 kterd pri nadi volbé sou-

dé P plati =1 . UZitim (#.15) dostévame

]

Ypf
E(P) = E (P) = -G J‘g S..;Zj!_.. av

12 A"
T sin -«

2
\ 3 (r-r cos \)1 ) dr'd’?l’dtf'"
5 ‘

(r“+r’ -2'.!"r'cos‘(3“")3/2

Ir
a i
[} N J N . D 4 , ,
= =20 G j g ‘ g f%;& ) QELJ;_l dy, Jdr R
0’ "0 -

L av’
kde
® =G/(r') ,
J ) % .
f( ) = r=r’cosy ",
g( "\:T ’) = —fr, °

y -
rd rl+r "2 2rr cosy’
Integrac{ per partes podle 4  dostaneme
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E.(r) =
a
P P i r-r’ , rrr =lp=pl | .
- -2f1 G é): g T i l + ‘r_r’l + T i dI' ° (1003)

Vyraz v hranaté zévorce v integrendu je roven 2r'/r pro
r2r’ a je nulovy pro rdr’.
Jestli%e bod P 1leZi vné& koule, je r vE&t8i neZ Jjaké-
koliv r . Z posledniho vzorce pak pro pole vn& koule plyne
.. e
Ep o(r) = - ﬁf%g j f(r')r'
0
kde index e oznaluje, %e se jednd o vn&jsi pole (externi).

2ar” (10.4)

Zavedme do tohoto vzorce celkovou hmotnost koule M , pro
niZz zrejmé& plati
(FES) a ?: gﬁ/
M = {(g @ dv = ' \ S o (I")r'zsin .«f""dr'd {j;"d”l .
vty ) Jod \ T
. coo ~

@(r‘)r'zdr ) (10.5)

W/

I

N

=
O

Intenzitu gravitaéniho pole vné a na povrchu koule lze tedy
psét v jednoduchém tvaru

= - Gl >
Er,e(r) = . 3 (rza) . (10.6)

Tento vzorec Jje stejny jeko vzorec pro intenzitu gravitaéniho
pole hmotného bodu o hmo tnosti M umist&ného v poddtku., Do-
stali Jjsme tek znémy vysledek, Ze gravitadniho pole vn& a na
povrchu kulové symetrického t&lesa je stejné jako gravitaéni
pole hmotného bodu, ktery se nachédzi ve stfedu koule a v némZ
je soustredéna vedkerd hmota koule. Tento visledek také napt.
zdﬁvodﬁuje, pro¢ lze pTi vypoltech drah planet povafovat pla-
nety i Slunce s dostateénou pfesnosti za hmotné body. Na dru-
hé strané md tento vysledek, tj. nezavislost vné&jsiho pole na
konkrétnim tvaru funkce ?(r') s velp} nepriznivé disledky pro
Tedeni nékterych Jjinych udloh, Napfﬁmgdtud vyplyvaji velmi
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Druhy integr4l je nulovy, protoZe je r<r a integraad v (1C.3)
Jje nulovy. Odtud plyne vzorec pro intenzitu gravitaéniho pole
ve vnit¥nim (internim) bod¥& koule ve tvaru

r

- _4TG [ o orynr24.c _ _Gm(r
,i(r) = - _rTjO SJ(I' J)r Tdr = - —I?:——l , (10.7)
Lde
r
m(r) = 47 | V(r')r"dr' (10.8)
R

je hmotnost koule Vl o poloméru r (obr.ll). Tedy ve vnit¥-
nim bodé P prispivaji k intenzité& pouze hmoty koule V1 s
jejiz povrch prochdzi bodem P . Prisp&vek hmot z kulové vrstvy
V2 , které se nachdzeji ve v&t3ich vzddlenostech od stifedu kou-
le neé bod P , Jje nulovy. Kdnkrétni{ zdvislost intenzity na
vz@dlenODtl r zdvisi na tvaru funkce §7 . N&kolik konkrét-
nich specidlnich p¥ipadd budeme vysetrovat az déle.,

Pres né&které podobnosti pole Newtonovy koule s polem hmot-
ného bodu existuji i zdsadni rozdily. V mist& hrotného bodu
Je intenzita nekonelnéd, kdeZto uvnit¥ Newtonovy koule je in-
tenzite v8ude konelnd, jak hned ukdZeme. Oznadme A?max

meximdlni hodnotu hustoty v kouli = piedpoklddejme, Ze ?max
je kone¢né &islo. Z (10.8) pak plyne “
Lo 4. 3.
m = 37T Y mex
& dosazenim do (10.7) dostdvéme
a[_ 4
. } - --{ "\. Al
Er,l(r) J( 3fj Gr(\ma o (1(4-9)
Intenzite pole Je tedy. vsude/k?/féné ve stfedu koule Jje do-
WG ool i rirm o ¥ g
konce nulova.’!guv1sf §7tlﬁ, Ze v mist& hmotného bodu je

hustcta nekonecnd, ale zde uvaZujeme jen konedné hustoty.
DokdzZeme Jje3t® vice, Ze za danych predpokladd je intenzits viu-
de spojitd. Spojitost vné&jéiho pole je zfejmd ze vzorce (10.6),
spojitost na povrchu r=a& =z toho, Ze vzorce (10.6) a (10.7) zde
davaji stejné hodnoty. Pro vnit¥ni pole uvaZujme rozdil
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horni mez r%— =+ , Jednd-li se o kspelinu v ustd-
leném stavu, nesmi hustota smérem od stredu koule
rist, jiﬁﬁ by nastala nestebilni situace a hustsi
kapalina by klesla smérem ke stfedu a vytladila by
¥idC1i kaepalinu. Mezni pIipad, kdy Jje kapalina
jedte& stebilni, je pfipad homogenni kapaliny.
V tomto pripedd je @ =D a r %— =0 . V pripa-
dé kapalné Newtonovy koule leZi tedy hodnota Tisse-
rendova paremetru v intervalu <<-3,0;> .

S Odvodte, Z¥e Brunstv vzorec (10.15) pro vnit¥ni pole lme
vyJjddirit ve tvaru / Idelson /

dE_(r) r .

a5 — = - 4WG (I‘) - -— D(r) (10.2%)
(/0 2€ ),

kde D bylo zavedeno v pewai—tlege, Zavedeme-li gravitad-

ni zrychleni g kladné ve sméru ke stfedu Zem&, g = -Er y

lze tento vzorec zapsat ve tvaru

_ -
delr) . 47 G :i(r) - g D(r)f . (10.24)
Névod: %&ﬁﬁ%e 91942+ Vzeoee (19.2F) Agsadlte. oy w,rszm,

prve’ Shaeg (10,45,

2e Saigeyho teorém / Idelson, Pick /. Gravitaéni zrychleni
plsobené Zemi neni nejv&t3i na zemském povrchu, ale v jisté
hloubce pod povrchem. Tento zdvér odvodil Saigey (&ti: seZe).
DokaZte toto tvrzeni, jestliZe vite, Ze stfedni hustota Zeméd
je 5,52 g/cm3 a hustota na povrchu Zem& Jje asi 2,7 g/cm3.

r

Redeni: Ve stfedu Zemd je ?(O) = D(0) a z (10.29) plyne

-&—)—éi %n G Q(O)>O o V blizkosti stifedu Zem& tedy

gravitaéni zrychlenl roste pfi vzdalovdni od stre-
du. U zemského povrchu naopak klesé se vzddlenosti
od stfredu, neboi 0= 2,7 3 = 3,68 . Derivace

dg/dr musi byt tedy nulové n&kde pod povrchem

2 tem nabyvéd g maxima. Abychom ur¢ili misto, kde

k tomu dochdzi, museli bychom zndt zdkon, jakym se
méni hustota uvnitt Zeméo Zndmé hustotni modely Zem&
dévaji g = 10,68 m/s na hranici zemského plas-

mex
t& a jadra v bloubce p¥iblisnd 290C km / Jacobs /.
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+. Fay sova redukce. Abychom mohli hodnoty gravitaéniho zrych-
lent uréenév riznych mistech na zemském povrchu mezi sebou
porovndvat, musime je pFepolitat (redukcvat) na jednu
hladinu, obvykle hledinu mole. Poznamenejme, Ze s velmi ob-
dobnou situaci se setkévéme v meteorologii pri prepodétech
tlaku vzduchu na hladinu more. Nejjednodusi redukci pro
ptepodet gravitafniho zrychleni je tzv., redukce ve volném
vzduchu, neboll redukce Fayeova, kteréd je zaloZena ne pred-
pokladu, Ze mezl hladinou mole a pozorovatelem v nadmolské
vysce h neexistuji Z4dné kmoty (obr. 12).

Obr. 1z

Odvodte, 2e mezi gravitadnim zrychlenim na hlading mote

gy @& gravitatnim zrychlenim g, V nadmotské vyéce;plati
pfribliZné vzorec

gy = &, * Agp (10.30)
kde
2o
Ne&p = ;—‘iﬁh (10.34)
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se nazyvé Fayeovou redukci, a je polom&r Zemé. Protoze
(10.24) predstavuje jen opravny ¢len, mi%eme v ném misto
nezndmé hodnoty g, dosadit n&jakou stredni énormélni)
hodnotu na hladin& mote, napf. gy = 9,8l m/s” . Ukazte,
Ye pak priblizZné plati

Ag&p = 3,08 . h 22 F

kde Asgp je udédno v <(ﬁm/s2 a vy8ka h v metrech,
Poznamene jme, %e v gravimetrii nem&¥ime samotné gravitaéni
zrychleni, aletzv. tihové zrychleni, coZ Jje vyslednice
gravitaéniho zrychleni a odstPedivého zrychleni, plsobeného
rotaci Zem&. ProtoZfe v3ak odstFedivé zrychleni tv i nejvy-

%e jen asi 1/300 gravita¢niho zrychleni, mﬁéeméﬁ§ig;éefvwéﬁF
{36+2%6) a {10.2F) pouzivat i pro tihové zrychleni. Presnéj-
%1 vzorce pro Fayeovu reduxci tihovych mé&reni, uvaZujici
odstredivé zrychleni a zplo3td&ni Zem&, Jjsou uvedeny napl.

v / Pick /.

Redeni: Pro vn&j3{ pole sféricky symetrického t&lesa plati:

0 a2 )

GM CM . h
g, = = e : g (1-2 =) .
h (a+h)2 ad(l+h/a)? 0 a

O0dtud plyne (10.2() a (10.34)o Vzorec (10.34) rovn&z ihned
plyne z¢pervnihe vzorcu. (10.1%) a (40./%%

Elektrické pole v atomu vodiku / Purcell /. Neutrdlni atom
vodiku v normdlnim stavu se v Jjistém smyslu chova jako
soustava nébojh, sklddajici se z bodového ndboJje velikosti
+ e , obklopeného prostorové rozloZenym zdpornym nébo jem,
jehoZ hustota je ddna vyrazem Q(r) = C exp (-27‘/30) .
Zde &, oznatuje Bohriv polomér, rovny 5,292.10 %1 n

)
~

a C Jje konstanta, jejiZz hodnota se bere tak, aby celkovy
zdporny ndéboj byl piesnd roven e . Cemu se %2@3 celkovy

elektricky ndboj uvniti koule o poloméru a; ? Jakd je in-
tenzita elektrického pole v této vzddlenosti od jadra?

Cdpoved: C = e/(?Tag) .
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Celkovy nébej v koulizo poloméru &q Je kladny
o velikosti q = %e/8 2 0,68¢e, kde ¢ £ 2,718 je
zéklad prirozenych logeritmi. Intenzita v této

vzddlenosti Je

1 13
T —8 = 2,7.,107° V/m
E qrﬂT S;O ao ’ 7 ’

o ~12 .
kde jeme pousili £, = 8,854.1071° ¥/m ,
e = 1,602.1¢77 ¢ .

10. 0. Fetencial pro Newtonow koo

Pristupme k vypoc¢tu gravitadniho potencidlu Newtoncvy
koule. Uvidime, Ze tento vypolet je podstatn& jednodufdi ne%
vypolet intenzity. Z obecného vzorce (§.40) a vzorcd (10.1)

a (10.2) dostdvéme pro potencidl vyjid¥eni

u(e) = ¢ || g v = (10.21)
\'
& 2 Q r'tsinf&' , , ,
= -G | \ i - dr'ayay” =
0 ¢ V r2+r'2-2rr'cosﬁ"
, .
a . - =T
] ’ P A, v
— o PR J;E:;%E:;;r cCos .o
=27 G | opr = dr’ =
I 4'=0
R
= - 2ﬂ G (g?r'(r+r'— [r-r”()dar" .
)

'C .

’

JestliZe se bod P nechdzi vné koule, je fr—r'(z r-r
& pro potencidl dostdvéme

- GM
Ug(r) = - = | (10.33)
Pecsledni vyraz je tské potencidl hmotnéhe bodu, ktery se ns-

chédzi ve stredu koule & v némZ je soustPed&na vedkersd hmota
koule. Je-1li bod P wvnitfnim bodem koule, musime integraci












10.3. Homcgenni koule

Je=1i koule homogenni, tJ. - = konst., prc intenzitu
gravitadnibo pole uvnitr koule dostdvdme z (10.7) vzorec

| _ omp) . _ 4 .
Er,i(r)---‘—”{l—_—ﬂm/@r . (10.3P

T

Pole uvnit?¥ homogenni koule je centrdlni a mé velmi zajima-
vou vlastnost, jeho intenzita totiz roste linedrné od stie-

e

du koule, S takovou zdvislosti sily na vzdélenosti se set-
kdvéme u harmonického oscildtoru (pruZina, malé kmity me-
tematického kyvadla 2j.). Gravitaéni pole uvnitr homogenni
koule ptsobi tedy jeko kvasielastickd sila / Idelson /.
Kéyby se mohl n&jeky hmoiny bod uvnit?¥ homcgenni koule po-
hybovat (viz ptikled z uvecdeny niZ%e), mphli bychom jeho po-
hyb popsat uzitim teorie harmonického oscildtoru.

Vzorec (10.%%) pro vnitifni potencidl nabyva v pripadé
homogenni koule tvaru
2

Ui(r) = -276 0 (" - ) (10.38)
Prab&h grevitadniho potencidlu a intenzity pro homogenni
kouli je zndzornén na obr. 13, viz / Kittel /. Mezi potencisa-
ly ve st¥edu a na povrchu koule plati podle (10.38) vztah
uo) = 2 U(a) .



Cbr. 13

V8imnéme si nédsledujici ddleZité vlastnosti / Idel-
son /. Vn&j31i potencidl homogenni koule, v ddsledku (10.33)
Je vyjédren lomenou & pritom irsciondlni funkci sourednic

Ux,y,2) = - g=—g—p=
VxSeyez

avSek uvnit® homogenni koule je pctencidl U kvadrickym
polynomem soufednic, viz (10.38). Potencidl homogenni koule
Je tedy pTikladem funkce, kters zistdavd spojitd pri prechodu
pres hranici hmot, ale mé&ni svij analyticky cherekter, v tom-
to priped& se z kvedraitického polynomu méni ne lomencu ira-
cionélni furkci. Teto vlaestnogt se zagbgzévéri v obecnéj-
¥tch pripadech. Napiiklad eibe diaiemt ol  toncisl uvnith
homogenniho elipsoidu je kvadratickou funkeci soutadnic,
U(x,y,2) =G Q(K}Ax2+By2+Cz2)
A

?



e

¥
- -
kde K,A,B,C jsou konstenty, zdvislé pouze na po méru poloos;
neproti tomu potencidl vné& homcgenniho elipsoidu je transcen-
dentni funkci souradnic. Uvedend vlastnost se tedy u homo-
genniho elipsoidu projevuje dokonce Jedt& vyraznéji nez
u homogenni koule,

S uvedenou vlastnosti souvisi otdzka enslytického pro-
dlouzeni potencidlu z vné&jsi oblasti do cblasti wvnit¥ni.
Tuto otézku postavil Poincaré dc tésné souvislostil s teorii
tihovych redukei / Idelson /. Objasndme, co zde rozumime
enalytickym prodlouzenim. Necht se bod P nachdzi v malé

hloubce h pod povrchem homogenni koule o polomé&ru e
(obr. 14), takiZe

Obr. 14

pro pravodié¢ tohoto bodu plati r = a-h
bod& Jje podle (10.38) roven

. Potencigal v tomto

u(P) =-2?TGS>a2 + 276 (e-n)® (10. 39

Vyvo&itejme nyni potencidl v tomto bod& u¥itim vzorce (1C.23),
tj. Jekoby bod P byl bodem vné&jsim. Jinymi slovy, pro-
dluZme vné&js8i potenciél do hloubky h pod povrch pfi zacho-
vani Jjeho anelytickych vlastncsti. Oznalime-1i prodlouZeny
potencidl znskem U’, v bodé P plati

i 3
u(p) = - - _Lug ¢ =55 (1040
-
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Dpppekdidyme, @ hd

Nyni nés zejiméd rozdil dou potenciélﬁ:VPozloime (lO.#Cb uzi=-

tim nésledujiciho rozvoje v mocnindch malé velidiny wu=h/s i
-—-—~=l+u+u2+ ses
Po jednoduchych dpravéch a zanedbdni meljch ¢lenl vy33iho
Padu dostdvame

U(R) - UT(P) = 27 Gp ne . (10.454)

Pro pfisludnd grevitadéni zrychleni g a g’ , brand kladné
smérem ke stfedu koule, plati o piyie

-r-ﬁ ¥
_——

g(F) - g’ (p) =

i

%ﬂ -4 Gph . (10.%2)

Skutelné gravitaéni zrychleni v bod& pod povrchem Jje tedy
mendi pribliZné& o hodnotu 4W‘G$>h, neZ hodnota, kterou dosta-
neme prodlouzenim vnéjsiho pole do stejného bodu; viz zmé&nu

v pribéhu intenzity na povrchu koule v obr. 13. Vzorce (100#4)
a (10.41) odvodil prvn& Poincaré. Ze vzorce (1C.%4Z2, plyne,

ze derivace dg/dh pro vnit¥ni a vné&jsdi pole se 1i31 pri=-
bli%né& o hodnotu -47 Gg , coZbylo moZzné olekavat také jiz
na zgkladd vzoreld (10.11) a (40.45),

Vliastni gravitaéni energii homogenni koule dostaneme
ze vzorcl (§.30) a (10.38):

W o= 3—21- f H eUav = (1C.4%)
v )
> a I3 27 -2 ol
=G 9 J ) (a2 - 23— )r'zsinirdr'd A a 7'=
000
. _ e
5 a !

kde M Jje bmotnost koule.
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Pigeme-1li v uvedenych vzorcich 1/(4% fo) misto kon-
stanty (-G) a ndboj Q misto M , dostaneme vyrazy pro
elektrostatické pole homecgenni koule (pfedpoklddéme, Ze se
Jednd o rozloZeni prostorového néboje ve vakuu s permitivi-
tou £, Yo Z (1C.4#3) tek dostaneme vlastni elektrostatic-

o

kou energii rovncm&rné nabité koule ve tvaru

2
g o= x 39 Li
Yol T4 7o 5a - (10.4%)

Abychom mohli vypoclitat vlastni elektrostatickou ener-
gii elektronu, je tieba znit jeho polomér / Kittel /. Proto-
Ze obecnd teorie elektronu neexistuje, mbZeme postupovat
opalné, uréit Jjeho polomé&r na zdklad& energie. Celkovou
energii elektronu miGZeme urc¢it pomoci Einsteinova vztahu
E = mc2 , kde m Je hmotnost a2 ¢ Je rychlost své&tla.

Kdyby veskerd energie elektronu byla elektrostatickou energii
homogenni koule, platilo by

2 _ 1 3¢°

€ AT 7o 2 @ ’
kde m, Je hmotnost a e néboj elektronu. Z tohoto vzorce
by bylo moZné uréit polom&r elektronu a . Avdak stavba elek-
tronu neni{ znédma. Model ve form& homogenni koule neni mozné
povaZovat za pln& vyhovujici, protoZe neni jasné, ¢im se drZi
ndboj elektronu pohromad¥. Prol se dektron nerozleti pod
vlivem coulombovského odpuzovani jednotlivych elementll tohoto
ndboje? V soufasné dob& neexistuje teorie, kterd by objas-
novala stavbu elektronu. ProtoZe neméme ptesné ddaje o stavbd
elektronu, je pouZiti koeficientu 3/5 v poslednim vzorci
velice problematické, proto Jej vynechdme. Pou¥ijeme-li &i-
selnych hodnot £, = 8,854,107 o™t | e = 1,602.107%7 ¢,
m, = 9,110,107 kg, ¢ = 2,998.1¢°
dostavame pak Jjekysi polomér

ms™T , viz / Valouch /,

1 e2
L&y g
O me C2

a = =2,82.107Y o
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Tato velidina se nazyva klasickym polomérem elektronu. Ma

ndjeky vztah k elektronu, ele nevime piresné Jjaky. Nicmén#

se tato délka nazyva charakteristickou délkou.

ﬁlohy

1. Od had hmotnosti Gelexie. Uvafujte Galexii jako kouli
s rovnom&rnym rozlo%enim hmoty. Slunce obihA kolem strfedu
Galaxie ve vzddlenosti 10,0+0,8 kiloparsekl (1 parsek =

3,086,101°

louch /.

m) rychlosti pribliZn& 250 km/s / Allen, ¥a-

a) Uréete ob#Znou dobu Slunce kolem st¥edu Galaxie, zvanou

galakticky rok.
b) Uréete hmotnost &dsti Galaxie uvait® koule, JjejiZ stred
se nachdzi ve stIedu Galasxie a povrch prochézi Sluncem.

Odpovédi: a)

b)

Asi 250 miliond let. Je zajimavé, Ze se tato
doba zhruba rovnd periodé nékterych geologic-—
kych cyklG na Zemi, N&kteri autofi to nepova-
zuji za nahodné, ale hledaji v tom hlub&i sou-
vislosti,

Na kruhové dréze se odstfedivé zrychleni rovnd
pritazlivému zrycbleni, tedy

r-a (1C.45)

kde v Je rychlost obé&Zného pohybu, r je
polomér drédhy, M bhmotnost &4sti Galaxie.
ocdtud H = 2,9.10% kg = 1,5.10M my , kae

M@ = 2.103O kg Je hmotnost Slunce. Celkova
bmotnost Gelexie se uddvé 1,4.10%1 My / Allen,
Valouch /., Vzacnd shoda nadi hodnoty s hodnotou
skuteénou Jje trochu nshodnd, vznikla kompenza-
ci dvou efektd, které jsme neuvaZovali: zplosd-

téni Galaexie a hmoty vn# slunelni drdhy.



2. Pobyby uvnitf Galaxii / Kittel /. UvaZujme op&t model gala-
xie ve tvaru koule s rovnom%rnym rozloZenim hvézd, charak-
terizovanym hustotou ? . UveZujme pohyby hvézd jen uvnitr
galaxie, '

a) Jakd sila plsobi ve vzddlenosti r od stfedu galaxie?

b) Jekd Je obé&znd rychlost hv&zdy, obihejici kolem stifedu
galaxie po kruhové dréze?

c) Jekd Jje perioda ob&hu po kruhové drédze? Plati zde
trfeti Kep lerdv zskon?

Odpovi&di: a)Intenzitu gravitainiho pole uddva vzorec
(10.3%)-
b) Rychlost v zdvisi linedrn& na polomZru dra-
hy r , v:=r{%79§ .

c) Perioda T

i

«3ﬁf/(G§3) je pro v8echny kru-
hové drdhy stejnd, nezdvislad na poloméru

drédhy r . Treti Kepplertv zdkon zde proto ne-
plati. Nezdvislost T na r bylo moZné téZ
ofekdévat na zdkladé teorie harmonického os-
cildtoru; perioda malych kmitd matematického
kyvadla nezavisi n& velikostil vychylky. Ve
skutetné galaxii obihaji hvézdy blizZe ke
stredu rychleji, protoze ke st¥edu galaxie
Jsou hmoty vice zkoncentrovany.

3. Prib&h tleku v homogenni Zemi / Kittel /. UvaZujte homo-
genni kouli o hustoté ? @ poloméru a , kterd je v hy-
qkostatické rovnovéaze. -

a) Urlete prabé&h tleku, plsobeného vlastni gravitaci,

v zévislosti na vzddlenosti r od stiedu koule.
b) Urcete velﬂgst tlaku se stredu tekové koule, kterd ma
polomér rovny st¥ednimu polomdru Zemé& a = 6371 km a hus-
totu rovnou stredni hustoté Zem& ¢ = 5,52 g/cm3 .

Reseni: a) Prirtdstek tlaku dp p¥i zvétsSeni hloubky
o dh Jje dén zndmym vzorcem

dp = Qg dh ,



2
kde g :lEr i(r)' je zrychleni,éﬁaé:&ﬁﬁfﬁem~(10.32);

r Jje vzddlenost od stifedu Zem&, dh = =dr
Bereme~1i tlek kladné& ve sméru ke stredu Zemé)je

a
B N - 2. 2,,2_2
plr) = j % 3110 der 3erQ§ (a"-r7) .
T

b) 1,7.10°MPa. Ve skuteinosti je ve stfedu Zemd
tlak veétdi, 3,6.105MPa , v disledku ristu hus-
toty sm&rem ke stfedu Zem& / Jacobs /.

Urtete vlastni grevitadni energiil Slunce, které povazujte
za homogenni kouli s hmotnosti pribliZné 2.1030 kg a po-
lom&rem 7C0 000 km / Kittel /.

Odpoved: W = ~2,10%%

souvislosti si lze uéinit predstavu o tom, Jek

J . Je to obrovskd energie. V této

obrovskéd energie se uvolni, 2% se Slunce na
konci svého vyvoje zméni na bilého trpaslika,
ktery bude mit polomé&r mendi nez 1/10 soulas-
ného poloméru / Kittel /.

Pocédteéni teplo Zemé,

a) Urlete vliastni gravitaéni energii Zemé&, JjejiZ hmotnost
Jje 5,9701024 kg a stredni polomér 6371 km.

b) Predpokladejme, Ze Zem& vznikla gravitaéni koncentraci
chefdnych ¢dstic, ptvodn& rozptylenych ve velkych
vzdalenostech od sebe. Dale predpoklddejme, Ze tato
koncentrace prob&hla rychle (bez ztradt energie na
zédTeni). Je uvolnénd gravitadni energie dostatelnd
k tomu, aby se celd Zem& roztavila? / Min /. Pro jed-
noduchost volte mérné teplo v Zemi konstentni a rovné

m&rnému teplu hornin 0,8 J g—lK-l / Goguel / (pro vodu

je 4,2 Jg-lK-l)o

Odpovedk &) W = -2.10°° J . ol
b) ZvySeni teploty asi o 47 000 K, tedy -eés

Zemé& by se roztavila.



9/
6. Poditejte obdobnou udlobu jako v pTredchozim prikladu pro

Mgsic, ktery mé polomdr 1736 km a hmotnost 81,3 krét

men3i, ne? je hmotnost Zemé&.

Odpovédi a) W = -1,10°7 J .

b) ZvySeni teploty asi o 2100 K, coZ by teoretic-
ky mohlo stalit na roztaveni celého Mégice.
Skutedné zvyZeni teploty bude zfejmé& pod-

statng men3i v disledku vyzarovani a v dé-

sledku toho, Ze ¢éstice nepadaji z nekonecna,
Podrobné jdi rozbory vdak uksazuji, Ze presto ve
gvrchnich vrstvach igsice doslo k ohFevu na
teploty v&t&i neZ je bod téni kremicitand
/ Horedt /.

T. Zdroje energie hvé&zd. Soldrni konstanta, tj. tok energie
plochou kolmo ke slune¢nim paprskim ve vzddlenosti Zemg,
¢inf 1326 W/m® / Valouch /.

a) Vypolitejte celkovy vykon vyzarovany Sluncem, Jje-1li
stfedni vzdadlenost Slunce a Zem& (1 AU) rovna
149,598,10% km.

b) Na jak dlouho by p¥i takovém vykonu stac¢ila celkovd
gravitadni energie Slunce? MdZe byt gravitalni energie
hlsvnim zdrojem energie Slunce?

. 20w, W LT Lo
Odpov&di: a) 3,7.10°“ W, /2.10' let, coz je mdlo ve srov-
nani se stdrim Slunce 5olO9 let, mohutné&jsim
Bdro jem erergiae zdreni Slunce Jje energie
jadernd, nikoliv gravitadni / Kittel /.

8. Zdroj vnitrni energie Jupiteras. V infrsasdervené oblasti spek-
tra vyzafuje pleneta Jupiter ze svého povrchu asi 14 W/mz,
coZ Jje zhruba dvojndsobek toku energie, kterd je slunecniho
pivodu (uvédi se pom&r 1,9 - 2,5, viz / Gehrels Zl Jupiter
tedy musi mit n&jeky vnitini zdroj tepla. Predpokléde jme,
ze toto teplo vznikd 2z grsvitacni energie v disledku smrs-
Tovdni Jupitera. Jszkou rychlosti by se musel Jupiter smriYo-
vat, sby se uvolnoval tepelnj tok zhruba 7 W/m2 7 Povazujte
Jupitere za homogenni koulili o hmctnosti 1,901027 kg & polo-
méru 69 00 km.
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10.4.

a1

Homogenni dutd koule

Pristupme k vypoétu pole duté koule s vnit¥nim polomérem
g vnéjsim polomérem as , viz obr. 15.

SR e



-“&{ -

(Toto t&leso, vymezené dv&ma soustiednymi kulovymi plochemi, se
také nazyvd kulovou vrstvou / Sretenskij /; upozornéme v3ak,
Ze v geometrii se pod kulovou vrstvou obvykle rozumi t&leso,
které vznikne sefiznutim koule dvé&ma rovnobé&Znymi rovinami

/ Rektorys / . V / Trkal / je toto t&leso téZ oznadovano

jeko mezikouli.)

Jak jpme jiZz uvéd&li, vzorce (10.6) a (10.33) pro inten-
zitu a potencidl wvné koule plati i pro pripad homogenni
kulové vrstvy. Ve vzorci (10.3) pro intenzitu pole je nyni
trfeba pouze misto integracnich mezi O,a psdt integralni

£

meze 87,85 o Uvnity kulové vrstvy (al Eg a2) dostaneme

vzorec pro intenzitu obdobny vzorci (10.7) ve tvaru
3_.3
I8

P o—— (10.41)
r

Fl

uvnit® dutiny (r % al) je pole nulové,

S

S

Er(r) Z - %m{G

P

E (r) =0 , (10.42)

V3imnéme si, Ze pole uvnitr kulové vrstvy se jtz, n= rozdil
od pole uvnit¥ plné homogenni koule, nem#ni linedrné se
vzddlenosti r . Poznamenejme, Ze vzorec (10.41) Jjsme mohli
napsat rovnou bez Jjakéhokoliv pocéitédni, JestliZe bychom ve
vzorci (10.3%) z minulého odstavce odeletli ulinek vyjmuté
homogenni koule e poloméru a) kterjy Je roven —Gml/r2 ,
kde m = $7 0 a? je hmotnost vyjmuté koule.

Vzorec (1l0.52) je vyjaddrenim Newtonovy v&ty / Idelson /:
koncentricka homogenni kulové vrstva nepritehuje body leZicit
v jeji dutiné& a na JjeJji hranici . Pritazlivé sily se zde
vzadjemnd rudi.

Vzorce pro gravitadni potencidl duté koule dostaneme
rovndi ldpravou vzorce (1C.37) nebo p¥imo ze vzorce (10.38)
pro plnou kouli odeftenim prispZvku vyjmuté koule, na jejimZ
eist& je nyni dutina., Uvniti vrstvy (a1 £r £ a;) dostaneme

2 g2 1
Ulr) = 2T C ¢ (8 - 3= + 4G5 3* (10.43)
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Ulohy
1. Odvodili Jmsme, Ze grevitaéni a elektrostatické pole duté

homogenni koule se soustrednymi plocheami Je uvniti dutiny
nulové. Ukazte, pokud v homogenni kouli vytvoiime kulovou
dutinu nesoustfednou, nebude JiZ pole uvnitr dutiny nulové,
ale bude mit ve v8ech bodech dutiny konstantni smér a veli-
kost, tj. bude homogenni / Kellogg /. Jeké Je intenzita
pole v duting?

Névod: Kouli s dutinou miZeme povaZovat za superpozici
pavodni plné koule a malé plné koule o velikosti
dutiny s hmotou opaéného znaménka., Piispévky od
obou kouli popisuji vzorce typu (1C.3%). Intenzita
v dutiné vyjde stejnd Jjesko intmzite v pdvodni plné
kouli v mist#, kde je nyni stred dutiny (ve stiedu
dutiny se tedy pole nezménilo),

Vlestni elektrostatickd energie homogenni kulové vrstvy.
Urcete tuto energii, je~1li néboJ rozloZen s konstantni hus-
totou g) mezl soustrednymi kulovymi plochami o polom&rech
81,8, , kde &, d{a, . Permitiwitu prostredi polozte vdude
rovnou permitivité vekua £, .

Rezeni: Elektrostaticky potencidl uvnit¥ vrstvy dostanenme
ze vzorce (10.43) zdmenou (-G) za 1/Caq £4)

U(r) = gﬂL— ﬁ

o L

- a -
2

Wi
(S

5 (10.5%)

s

Pro vliastni energii plati podle (§.3()

L Qd’/ -
2 o / ‘
1 { ( Ay o -Tg 5 3 2
W*zkgy gsUdV-lsibf*fﬁa -1012Jo (10.56)

Specidlné, dosadime-1i 2y = 0 , dostaneme vzorec
(10, ##) pro homogenni kouli.
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2, Vlestni elektrostatickd energie tenké kulové vrstvy.
V predchozim pP¥ikladu pYedpoklddejte, Ze a, = & * h,
kde » Jje malé ve srovndni s a; . UkaZte, Ze pribliZné
plots
2

| < .
T" —_ n/ E—O al ) (10057>

%)

8

kde & Je celkovy néboj a zsnedball jsme ¢leny Tradu b
a vy3&i, Tento vzorec plati pfesné v 1limité pro h >0 ,
jiné Jjeko odvozeni bude uvedeno v nédsledujicim paragreafu.

10.5. Homogenni kulovd slupka

Velice vyznamnd Jje homogenni kulova slupka, ktersd
vznikne z duté koule limitnim pF¥echodem tak, Ze vnéjsi a
vnit¥ni kulovou plochu k scbé pribliZujeme &Z ne nulovou
vzddlenost, pridemZ se celkové hmotnost zachovava. Predpo-
kladejme, Ze se polomér wvnéjsi plochy &5 neméni & pouze

clomér & se zvétduie k¥ s i zechoviani celkové hmot-
1 [9)

e N

A\

nceti, ProtoZe intenzite vnéjsiho pole se neméni a intenzita
uvnit?¥ dutiny Jje nulovéd, v 1imité odtud dostdvame, Ze intenzita

pcle uvnit?f kulové slupky je v misté slupky nespojita.

OznaCime-1i a= &, polomér homogenni kulové slupky a M
Jeji hmotnost, pro radidlni doZku intenzity gravitacéniho
pole dostdvédme, viz vzorce (10.6) a (10.52),

T

Er(r)

a (10.48)

"
o
w~ Vv

E_(r) prc O = rdda .

Skok v radidlni sloZce intenzity ¢ind -—GM/a2 pri pohybu ve
sméru pravodicte. Zavedeme-1li plodnou hustotu ¢ uZitim vzta-
hu M = 4@7&264 , mGZeme ckok v radidlni sloZce intenzity vy-

jadrit ve tvaru
E (a+) - E (a=) = -47°GG . (10.59)

V tomto vzorci JjiZ nevystupuje polomér slupky. Obdobny
vzorec pro skok intenzity elektrostatického pole na homogenni
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kulové slupce s plo&nou hustdou nébcje ¢ dostaneme zamé-
nou konstanty (-G) konstantou 1/{47 £):

5~

E (&) - E (a-) = :% o (10.40)
Uvidime, Ze vzorce (10.49) a (10.60) maji mnchem obecn&jsi
platnost; ztustavaji v platnosti i v pfipadé cbecné jednodu-
ché vrstvy (kep. 13). Krom& toho, protoZe uvnit¥ vcdicéd je
pole nulové, bude ne povrchu vodice platit mezi normdlovou
sloZkou intenzity a hustotou nsbcje jednoduchy vztah E :‘f7£bo

Vy8etreme potencidl kulové slupky. Vnéjéi potencidl
duté koule ce pri uvedeném limitnim prechodu rovnéz neméni,
Vzorec (10.44) pro vnitfni potencidl viak bezprostifedné po-
uzit nemtZeme, protoZe &, - a) se blizi k nule, ale hustota

\

¥ roste dc nekonetns. Dosadme proto do (10.54) za v ze
vzorce M :-%WfQ(ag - a{) ’
) 2%‘GM(82—89(82+81)
U(I’) - = 4.*‘ 2 1‘72 o

Po zkrédceni clenu a,-a; Vv limité pro o,-»a, dJdostaneme,
Ze potencidl uvnit? kulové slupky je roven konstanté

-GM/a2 , ¢oZ je hodnota vn&jsiho potencidlu na povrchu slup-
ky. Pro potencidl homogenni kulové slupky tedy plati (oznali-
me-11 polomér slugky opét a = 32)

U(r) = - Q% pro r T , (10.61)
Ulr) = - Q% pro C £ r S a

Potencidl se pri prdchodu kulovou slupkou méni spojité, za-
timco intenzita se méni nespojit& (obr. 16b). Uvidime, ze fale'
tato vliastnost Je obecnou vlastnosti poli jedncduchych vrstev,

V pripadé elektrostatického pole hcmogenni kulové slupky
nabyvaji vzorce pro potencidl tvaru



U -
U(r) = TRy T pro r = a |, (10.62)
U(r) = 4ﬁ=1f‘ %- bro 0Erfa .

2 ©

Upozornu jeme jedté,% e v daléim textu budeme pojmem
"vrstva" obvykle rozumé&t vrstvu nekonelné& tenkou. Misto
o kulové slupce budeme peak mluvit o kulové vrstvé. Pokud se
bude jednat o vrstvu konedné tlousiky, bude to vyslovnd
Teleno, pripadné& budeme pouZivat oznadeni jako dutsd koule,

deska aJj.

Pcznamene jme, Ze za timto parsgrafem opét predkladdme
étendri k Yeseni nékolik fyzikdlnich dloh. Z hlediska obec-
nych otédzek msatemstické teorie bychom chté&li upozornit zejmé-
na na dlohu ¢. 6 o kulovém kondenzdtoru, kde se naraii na
otdzku mezi pouZitelnosti Newtonova potencisdlu; zatimco vzorec
pro intenzitu dévé sprdvny vysledek, bezprostredni pouziti
bézZnych vzorecd pro Newtondv potencidl vede k chybd.

Ulohy
l. Ovéreni Coulombova zékona.Nepfimou u‘mérnost mezi silou,

kterou na sebe plsobi dva bodové néboje, a2 Ctvercem vzda-
lenosti mfZeme p¥imo experimenté&lné& ov&rovat, sle Jje zfejmé,
Ze takové méteni nemlZe byt prilig presné. Na zdkladé vy-
sledkd z tohoto paragrafu navrhnéte jiny, presndjsi, test
neprimé dmérnosti mezi silou a &tvercem vzddlenosti / Max-
well /.

Odpovéd: Cvéfovat, Ze uvnit¥ nabité kulové slupky je intenzi-
ta pole nulovd, viz ndsledujici pfiklad., V pribé-

hu historie byla provedene Tada velml
presnych méfeni tohoto druhu. Historicky vyznamna

jsou mé¥eni Cavendishova a Maxwellova. Dosud nej-
presn&jsi jsou m&reni Plimptona a Lewtona z r. 1936,
Jejich aparstura se sklddala ze dvou kovovych sou-
st¥ednych kouli o polomérech 1,5 a 1,z m, navzd-
jem cdizolovanych. Vné&jsi koule byla nabijena aZ na
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potencidl 3000 V, av3ak mezl kculemi nebyly zji&té&-
ny 24dné rozdily v potencidlu, trebaZe bylo moZné
detekovat rozdily 107% V. Na z4klad& téchto m&bent
bylo urc¢eno, Ze exponent ve Jjmenovateli Cculom-
bova zdkona je roven dvéma s absolutni presnosti
2.107% / sedalsx /.

2. Predpokléadejme, Ze v Newtonové gravitaénim zdkonu klesé

. . . 2+
sila se vzddlenosti jakoc 1/R , kde £ je malé &islo.

Vypotitejte gravitaéni potencidl uvnitr homogenni kulové
slupky o plo3né hustotd (§ a poloméru a .

Cdpovad:
o 5 A oy _/’—’
U(r) = - gJLg4§§— | (a+r)t ¢ ~(a-r)1™¢ f .
(1- ¢7)r L =
Pro £ =0 Je U(r) = -47%G ¢ a = konst. Je-1li ¢ # O, nemiZe

ji% byt potencidl uvnit?¥ slupky konstantni, o &emZ se lze
pPesv&d&it napi. rozvojem U(r) do Mecleaurinovy Prady podle r .

3. Vypoltéte potencidlni energii koule o polom&ru a , ktera je
nebite ndbojem ¢ : a) je-1li koule z nevodivého materidlu
a predpoklédame-1i, Ze ndboj Je rovnomérné rozloZen po celém
objemu koule; b) je-1li koule vodivd, tj. je-1li ndboj rovno-
mérné rozlozen po povrchu koule / BroZ, Idelson /:

ReZeni: a) Potencidlni energie je déna vzorcem (10.44),
b) Podle (8.31) = (10.62) je

e 2
;= L T T R S [ - -~ 1 Q- . .
W - 2 J~ ‘] Hds e 87T [/JC a o \.& dS - 8\%\, (;;O a 9 (10063)

S S
viz vzorec (10.47) odvozeny Jjinym zptsobem,

V pripedé a) je energie o 20 % vét3i ve srov=
néni s pripadem b).

4. Zddvodnéte, pro¢ v pripad& nabité vodivé koule se elek-
trické naboje ustdli na jejim povrchu.
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OdpovEd: V désledku odpudivych sil se ndboj rozmisti
kulové symetricky s hustotou, které bude u po-
vrchu koule vétsi neZ u stredu koule, Abychom
viek zddvodnili, Ze se ndboj rozloZi na samém
povrchu koule (vytvori kulovou slupku), musime
vySetiovat vliastni potencidlni energii. Jak Je
znamo 2z mecheniky, stav stabilni rovnovahy je
charakterizovan minimdlni hodnotou potencidlnit
energie. V predchozim prikladu jsme nap¥iklad
vidé&li, %e pro homogenné& nabitou kouli je vlast-
ni potencidlni energie v&t3i neZz pro kulovou slup-
ku o stejném ndboji. Cbdobné predpoklédejme, Ze
nabc je jsou rozloZeny v tenké kulové vrstvé o vnitr-
nim polomé&ru ay ktery Jje men8i, neZ polomér
koule & . Prisluénsg vlastini potencidlni energie
je ddna vzorcem (10.57). JestliZe ndboje z této
vrstvy presuneme na povrch koule, vlastini poten-
cidlni energie se zmen&i, Lze proto olekavat, Ze
minima potencidlni energie dosdhneme tehdy, Jest-
liZe vSechny ndboje z vnitrku koule pieneseme na
Jedi povrch; matematicky dikaz vyZaduje Yedeni
prisluiné variaéni dlohy / Idelson /. JeZt¥® ob-
tiZné j31 je matematicky dfkaz, Ze elektrické na-
boeje se rozlozi na povrchu vodicde 1 v pIipadé& vo-
diCe obecného tvaru, vig—4ei8i—&4il skriph.

5. Kapacite koule. Odvodte vzorec pro kapacitu vodivé koule

o poloméru & . Zjistéte, Jekou kapacitu by meéla koule o ve-
likostil Zemé&,

Regeni: Elektrostaticky potenci&dl na povrchu kulové slupky
je dén vzoreci (10.62), v nich%z Jje tfeba dosadit’
r = a . Vidime, Ze pro denou koull plati dmérnost
mezi U & & . Porovnanim se vzorcem Q = CU , jimZ

se zavadi kapacita, dostévédme pro kapacitu koule
vzorec

C =47 £n2 - (10 .64)



Dosedime-1i € = 8,854.107° F/m & a = 6371 ¥,
dostavame C = 709éuF - Ani koule o velikosti Zemé&
nemd prflid velkou kapacitu, Samotnd koule je tedy
gpatny kondenzator.

6. Kapacita kulového kondenzAtoru., Kulovy kondenzdtor se
skldd4d ze dvou soustfednych vodivych kulovych ploch,
Plochy neabijeme tim zphsobem, Ze na Jjednu z nich prive-
deme ndboj +Q ; elektrostatickou indukci vznikne ne druhé
plode ndboj -G (z této pivodnd elektricky nenabité plochy
se uzemnZnim odvede méboj +Q do zemé&). Pro kondenzdtor
definujeme vzdjemnou kapacitu vztahem

o=

2
U,-0, , (10.65)

vyjedfujicimpomér naboje & na vodici kladné nabitém
X rczdilu potencidl® U1 - Ué mezi vodici, pricem¥

U1>U2 . UrCete kapacitu kulového kondenzatoru, JjehoZ
plocky meji poloméry a; , a

chemi Jje vakuum / BroZ /.

[a

, kde &, <a, , mezl plo-
ReZeni: Nechi ndboj & s1dli na vnittni plode, ndboj =&
na vnéjséi ple3e (obr. 17). K urdeni potenciilu

Ul na vnitrni plose a U2 na vnéj3i plose se
bezprostfednd nabizi pouzit{ vzorce (10.£2):

N
N o
/ — iy
// /i/ \ / '
_ \/ ‘ \ Yo i
Cbr. 17
_ 1 Q 1 &
U U, = = = =Fmmm .
S T T 4 oeg 8
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Po dosazeni do (10.(¢%) bychom dostali

218
0 al+82

C = 47

N

Tento vzorec je v rozporu s pozorovanimi, které ukazuji, Ze
kapacita koncenzdtoru Jje tim v&t3i, ¢Im je men3i vzddlenost
mezl plochami kondenzdtoru; ve vzorci pro kapecitu bychom
méli spise olekdvat rozdil polomdrd, nikoliv jejich soucet.
Nékde Jsme udélali chybu. Ziejmé v tom, Ze jsme pIi vypoltu
nevzall v dvahu uzemnéni jedné desky. Timto uzemninim se
hladina nulového potencidlu posouvd do  konedéna, v disledku
toho uvedené vzorce pro potencidly nepleti, nebol byly odvozeny
za predpokladu o nulovém potencidlu pouze v nekonelnu. Jinymi
slovy, pri prenéSeni ndbojl na jednu plochu kondenzdtoru se na
druhé plo&e indukuji ndboje opaéného znaménka, které vzorce
typu (10.Hh2) uvaZuji chybn&, jskoby tyto ndboje byly rovndz
pfineseny z nekonefna. Situaci nelze zachrénit ani tim, Ze
bychom k potencidlim piicetli stejnou konstantu, v rozdi-
lech potencidll by se stejné odeCetla. Setkdvéme se tak v
téchto skriptech s prvnim konkrétnim pripadem selhdni vzor-
ci pro Newtondv potencidl, jezk Jjeme ns to upozornovali v
paragrafu 8.2. Musime se proto vréatit ke vzorcim pro inten-
zitu. V prostoru mezi kulovymi plochami Je intenzita pole
ptisobend vné&jsimi néboJji nulovd, vnit¥ni ndboje ddvaji in-
tenzitu s radidlni sloZkou (viz vzorec (10.48) pro gravitad-
ni pole)

E_ = Zﬁ;7?5 %5 ;> lepsirday) (10.46)
Protoze intenzita mirf od vmiiunil plochy ke vnijsi, bude
v&tsi potencidl na vnit¥ni plode., Rozdil potencidlu U1 - U2
Je podle definice potencidlu roven prdci, kterou musime dodat
Jednctkovému kladnému nédboji, eabychom jej prenesli z druhé
plochy na plochu prvni; pole vykondva préci opaéného zna-
ménka. Tedy

U,-U, = - Edr = (. -1 __ & -9 (1 _1
12 § r AT g pe I = fo(al a, ‘
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Dosazenim do (10.65) dostévime sprdavny vzorec pro kapacitu
kulového kondenzatoru

ala2
0 a,=-ay

C = 4T ¢ . (10.48)
Timto prikladem Jsme se podrobnéji zabyvali proto, abychom
ilustrovali, Ze ve v8ech problematickych situacich je treba
ddvat prednost vypoltdm intenzity pred nekritickym pouzZitim
vzorcli pro Newtondv potencidl; vzorce pro intenzitu je tre-~
ba povaZovat za obecn&ji platné, neZ vzorce pro Newtonav
potencidl.

7. Elektrické pole v atmosfére, Nad zemskym povrchem existuje
stdlé vertikdlni elektrické pole, jehoZ intenzita mit{
smérem z atmosféry k zemskému povrchu (atmosféra nabitd
kladné, zemsky povrch zdporné)., V rovinatém terénu za
Jasného dne mé intenzita velikost kolem 100 V/m; inten-
zita kolisd v pribéhu dne pribliZn& o + 15 %, zdvisi téz
na zne¢isténi ovzdusi, vlhkosti aj. / Feynman /. Dpmni-
vame se, Ze "plochou" nabitou kladn& Jje vrstve atmosféry
ve vy8kdach kolem 50 km, kterd md jiZ dostateéné vysokou
elektrickou vodivost (obr. 18)., S vygkou intenzita pole
klesd, ve vy3ce 50 km Jje jiZ velice slabd. Celkovy rozdil

e — — T P
i

b f | L

Loe kV I pviel o f0 A / %
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|
S ‘/' . 1‘{
Fti.» \7’V hl‘ 1”

.‘/ A A A A R /'\( V2R e — _ .
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Obr. 18, Typické charakteristiky elektrickych vlastnosti
¢isté atmosféry / Feynman / .
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potencidlu mezi touto vySkou a zemskym povrchem Jje témér

400 kV. V diisledku malé, ale nenulové, vodivosti atmo-

sféry, tete z atmosféry do zemé& proud, JjehoZ celkovd in-

tenzita Jje asi 1800 A. Jednd se tedy o sloZzit&jsi kon-

denzdtor, ne? jaky Jjsme uvaZovali v predchozim prikladu,

mezi deskami kondenzdtoru se zde nachdzi Césteéné vodivé

14tka, Urcete:

a) celkovy elektricky vykon, celkovy odpor & hustotu
proudu;

b) velikost zdporného naboje Zemé&;

¢) kapacitu prisludného kondenzatoru;

d) pPribliZnou dobu, za kterou by se uvedeny kondenzétor
vybil, kdyby nebyl n&jekym mechanismem stéle dobijen,

Cdpov&di: a) 700 MW, 200.0) , 3,5.107Y% a/m® .

b) % (10.66) plyne G = 4,5.10° C.

c) Z (10.65) plyne C = 1 F (vzorec (10.6£8) dava
hodnotu o T&d mensi, sle tento vzorec neni
zde pouZitelny, protoZe pole kles& s vyskou
rychleji, nez udavé vzorec (10.66).

d) Za ¢as t = RC , kde R Jje odpor a C kapa~-
cita, klesne naboj e-krét (e2 2,72 je zdklad
prirozenych algoritml). Vychdzi t = 4 minuty.
Néboj by klesl na tisicinu pavodni hodnoty,
tedy prekticky by vymizel, asi ze pl hodiny.
Tento kondenzator tedy musi byt neustdle do-
bijen. Predpokladsd se, Ze toto dobijeni obsta-
ravaji boutrky, zejména v tropickych oblasstech;
Jeden blesk piind3i na zemsky povrch zdporny
ndboj o velikosti asi 20-30 C, podrobny me-
chenismus v&ak neni zndm / Feynman /.

10.6. Primé& a obrdcend gravimetricksd idloha pro kouli

Ukolem grevimetrického prézkumu je vyzkum rowloZeni hmot
pod zemskym povrchem na zdkledé& méreni Jjejich gravitsednich

U¢inkd na zemském povrchu. Pro gravimetricky vyzkum jsou vhodné
zejména tskova geologickd télesa, kterd se svou hustotou
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vyrazn® 1i&1 od okolnich hornin. Primérnd hustots hornin

v povrchovych Cdstech zemské kary ¢ini asi 2,7 g/cm3 (pramdrna
hustota ¥ul). V&t3i hustoty maji napi. hlubinné vyvreliny

2 lo#iskz rud, naopek mensi hustotu meji mnohé usazené hor-
niny, loZ%iska kamenné s>1i, uhli, nafty, zemniho plynu aj.

V&imndme si zde otdzky gravimetrického urceni parametrt
geologického té&lesa ve tvaru koule, jejiZ hustota se 1i81
od hustoty okoli o konstantni hodnotu A§P . Predpokladejme,
Ze tato koule méd str¥ed v hloubce h pod zemskym povrchem,
jeji polomér oznatme a (obr., 19).

\AO] )
e It A(j;'r’!ﬂ}\
e
"2=A3mﬁx
77 o X

Obr, 16

Piredpoklédejme, Z%e wemsky pcvrch, ne kterém provadime mé&teni
gravita¢nibo pole, Jje rovinny. N&s nyni zajiméd jen ta last
gravitaéniho pole, kterd Jje plsobena rozdilovymi (anomélnimi)
hmotami; toto pole budeme nazyvat graviteéni enomdlii. Pro-
toZe se nejtastéjli méri vertikdlni sloZka gravitaéniho pole,
omezme se ne vy3etTovéni snomdlie Jen pro tuto sloZku; tj.

na esnomilii zrychleni volného pédu g . Tuto anomdlii budene
oznatovat Ag .

Poznamenejme, Ze pIi mé¥enich na rotujici Zemi se ke
gravitaéni sile pfic¢itd Jedt& sile odstredivd. Vyslednému
poli, slcZenému z gravitatniho pole 2 pole odstredivé sily,
se Tikd pole tihové. Proto se v geofyzice mluvi o tihovych
mérenich a tihovych anoméliich. My si budeme ddle vsimst jen
gravitadniho pole, protoZe gravitacni a tihové snomdlie jsou

stejné (pokud tzv. normdlni pole, od néhoZ odméiujeme enomélie,
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plné zahrnuje pole odstfedivé sily).

Zavedme kertézskou soustavu soufadnic tak, aby se jeji
potdtek C nachézel na zemském povrchu nad stredem koule,
osy % a y lezZely na zemském povrchu =2 osa 2z byla orien-
tovéna smérem dolb. Vzhledem k symetrii dlohy se omezme Jen
na popis v rovind (x,”) , viz obr. 19. Nadim dkolem Jje urdit
vertikalni slozku intenzity Ag gravitaéniho pole na zam-
ském povrchu, které Jje pdsobeno homogenni kouli o hustoté

Ag’ , Jeji# stfed se nachdzi v hloubce h pod povrchen
a jeJjiZz polomér je a . Zrejmé plati
Aglx) = g%'?,— )
kde Mﬁ_jg*ﬁelkové hmotnost koule (rozdilovd hmotnost)
a r = ¢x2+h2 je vzddlenost prislusného bodu nz zemském
povrchu od stredu koule. Dosezenim dostavéme hledany vaure:

~Sehemeticky Pribsh této funkce je znézornén v borni &dsti
obr. 1% (pro kladrnou rozdilovou bmotnost M ).

Jsou-1i dény persmetry uve¥ované kcule, umoZnuje vzorec

postupu, kdy prc deny model urcujeme pTislu$né fyzikalni pole,
¥1kdme pfimd dloha. Opadny postup, kdy z neméfeného fyzikdl-
niho pole se snaiime urcit pesremetry modelu, nazyvame cbricenou
dlohou., S obracernymi dloheami se setkédvdme v mnoha fyzikdlnich
oborech, ale velice typické jsou v geofyzice, kdy z méreni
raznych fyzikdlnich velic¢in na zemském povrchu se snaZime

ur¢it stevbu prostfedi pod povrchem.

Odvodme vzorec prc obrdcenou dlohu v nadem pripadi.
Z nam&fené grevitainf anomdlie chceme urdit pclobu stfedu kou-
le 2 jeji rozdilovou hmotnost M .Polomér koule nebo rozdilovou
hustotu nelze urcit pouze z gravimetrickych mé&reni, prctoZe
tyto veli¢iny nevystupujfi ve vfzoci (1C.69).

Ur¢it bod na zemském povrchu, pod nimZ se nachdzi stred
koule, neri obtiZné, Je zrejmé,Ze timto belem Je misto ns

zemském povrchu, kde grevitadni snomdlie nebyva nejvétsi hod-
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noty (zde jsme zvolili polédtek soul'adné soustavy). Zbyva
uréit hloubku h a hmotnost i . K urleni téchto dvou nez-
némych v princiﬁggstaéi uré¢it né&jeké dva nezédvislé ddaje z
k¥ivky gravitaéni enomdlie, nap¥. hodnoty Ag(x) pro dvé
rizné hodnoty soufednice x . Jinou mcZnosti, kterd se
tasto pouZivd, je urleni nejvétsi Hodnoty anomélie
A€oy = £ g(0) a vzddlenosti X /2 podél zemského po-
vrchu, v niZ hodnota asnom&lie klesne na polovicni hodnctu.
Ze vzorce (10.6G) plyne

_ GM e o
LEpgx = P (16.£3)
Lag = CMh
2 “emax 5 > ML '

Vydé€iime-1i levé a preavé streny téchto rovnic, po kratké
iprave dostaneme

X1/2

W= 2 PR
. (2273 130 e (4 #4)

peblere
Dosadime-11 takto urlenou hodnctu &h do kkerékeliv z rovnic

(16.#)), mtZeme Jji¥ snadno uréit i rozdilovou Lmotnost M .

Nékteré deléi vzorce na YeSeni obrdcené udlohy pro kouli
Jsou uvedeny nepi. v / Dehlinger, Msred, Pick /, viz téz
ndeledujici dlohy,

Ulchy "
1. Odvodte vzorce na fefeni obrdcené gravimetrické dlohy pro

kouli, které vyuziveji hodnotu Agy . @ polohu inflexnrho
bodu na k¥ivce Aglx) .

Redeni: Pro Agg,, PpouZijeme prvni ze vzorcd (1C.70).
V inflexnim bod& x; Je druhd derivace ng(X)/an
nulové, uzitim (1C.¢9) dostaneme

h, = 2Xi o (100'}’2)
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2. Jek klesne hodnota gravitaini snomélie pro kouli ve vzdd-
lencsti x = h od bocdu maximdlni anomglie, kde h je
hloubka stifedu koule?

/{82 0,35 sg i

Odpovaéd: Aglh) = Ag max

max

10.7. Obecné pozndmky k obrédcenym dlohdm v gravimetrii

UZ jednoduchd obrdcend \loha pro kouli ukédzale na nékteré
problémy, které se vyskytuji p¥i Fedeni obrdcenych gravimetrickych
dloh obecné&. V prvni ?adé Jje to principidln{ nejednoznalnost Fe-
8eni{ obrdcenych gravi metrickych dloh (mohli Jsme ur&it hmotnost
koule, ale nikoliv jeji polomér). X dal3im problémim pat¥{ i sama
otdzka vyd&leni gravitaéni anomdlie z m&fen{ v nerovném terénu
a moZnost sloZitého tvaru hledanych t&les a jejich nehomogenita.

K reSeni sloZfitych obrédcenych iiloh se mohlo pFistoupit a% tehdy,
kdyZ byly k dispozici po¥fitade. Bylo tfeba hledat nové teoretické
pristupy, jejich vyzkum neni ve v&t3ind pripadd dosud zakonéen.
Teorie obrdcenych \iloh, nejen gravimetrickych, se tak v soulasné
dobé stala predmétem velmi intenzivniho studia, viz. napF. pFehled
v /Janovskaja/. Bylo publikovédno velké mnoZstvi praci, pFfilemi
v3ak pfedkléddené postupy se mezi sebou Zasto velice 1i3%i. Ctenddi
tqbak miZe plisobit poti%Ze, aby si uddlal potfebny prehled a 2z
navrhovanych postupd si vybral ty nejvhodn&jdi. Cilem niZe uve-
denych pozndmek je pomoci v této situmci &tend¥fi, ktery md hlub3i{
zdjem o obrdcené gravi metrické dlohy. Budeme si v3imat obrdcenych
tloh obecn&, nikoliv Jjen specidlniho problému hleddni Newtonovy
koule.

JeBt& asi pfed dvima desetiletimi se p¥i obecném Feleni
obrdcené gravimetrické udlohy dislednd rozliéova;y dvé etapy:
kvalitativni interpretace a kvantitativni interpretace. Pod kva-
litativni interpretaci{ se, zhruba Feleno, rozumdlo vyd&leni typu
rudiciho t&lesa, které by mohlo pusobit denou snomédlii. Vybér
t8lesa se zejména ¥idil tvarem izofar na mapd gravitadnich anomdélif
(protdhlym izodardm se pifiFadilo protéhlé tZleso atd.). Na sprdvném
vybéru typu ruSiciho t&lesa velice zdvisela sprdvnost celé inter-
pretace, dileZitou roli v tomto stédiu FeSeni dlohy hrély zkusenosti



interpretétora. V dald{ etapé, kvantitativani interpretaci, se urlo-
valy ¢iselné parametry zvoleného t&lesa (hloubka, hmotnost, sklon aj)
Soulasnym potfebdm jiZ tento dvojstupnovy postup nevyhovuje, zej-
ména nevyhovuje p#11i¥ subjektivni prvni etapa. Podle ndzori v
/Strachov/ by soufasnd metoda interpretace gravimetrickych mé&feni,
Io é}’gfl Jisté schematizaci, m2#la obsahovat etapy t¥i: zjisténi,
-&E%ﬂ%&#ikaei a zp¥esndni. Zji¥ténim rozumime zji¥t&ni existence
gravita&ni anomdlie v m&Fenych datech, coZ pak znamend i zji3téni
existence anomdlniho t&lesa. Jednd se hlavné o ov&Feni, zdali
mé¥ené rozd{ly nejsou zplsobeny jen nerovnostmi terénu &i Jinymi
hmotemi, o jejich% existenci vime (vypln sedimentérni pénve aj.).
V této etap® se provdd&ji zejména rizné Za&eﬁgg ,nam&fenych dat
a konstrukce map p¥islud3nych anomdlii. Iéen%&é&k&eé se rozumi
hlavn® identifikace po¥tu rudicich tZles (zdali pozorovand ano-
mdlie je zpisobena jednim &i vice t&lesy) a ur&eni ndkterych
obecnych charakteristik t&chto t&les ( kulovitost &i protdhlost
téles, pFibliZnd poloha t&%i3t&, celkovd hmotnost aj.). Tato etapa
se realizuje pomoci rdznych transformaci potencidlovych poli,
jako Jje analytické prodlou%eni pole pod povrch (singularity prod-
lou¥eného pole p#ibliZné vymezuji polohu rudicich t&les) nebo
vypolet nékterych 1ntegrélnich charakteristik ru3icich té&les.

ado—t o—mesedndme e : = Tato
etapa interpretace by JjiZ méla poskytnout dosti dobry polateéni
model, ktery se v etapd zpiesnéni ddle vylep3uje.

ReSeni vyj%e uvedené obrsdcené dlohy pro kouli bylo sice mno-
hoznaZné (nes$lo ur&it polom&r), ale hloubku stfedu koule a hmot-
nost bylo moZné uriit jednoznalné. Vlastné se jednalo o jednoznadné
uréeni parametrﬁ ekvivalentniho hmotného bodu, ktery vm& koule
vytvar{ steanbpole. S obdobncu situaci se setkévémeﬂl v%_?lo-
2it8j31ch dlohdch. ReXeni obrdcené iudlohy tak mﬁZemehgoié%Tit na
dva kroky, prvni jednoznalny a druhy mnohozna&ny. V prvnim kroku
se urduji takové ekvivalentni elementdrni zdroje (napif. soustava
hmotnych bodl), které ddvaji stejné vn&j3i pole a lze Jje urdit
jednoznaénd. Vo druhém kroku se k t&mto Jjednoznadné& urdenym "nghradniw’

zdrojim hledaji{ redlnd t&lesa, tj. obecnd tdlesa tfirozmérnd, kterd

i
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ddvaji stgjné vn&j8i pole. K omezeni mnchoznainosti tohoto kroku
se musi vyuZit n&kterych dodatednych informaci, nap¥. znalosti
geologickych, seismickych aj. V tomto druhém kroku se hmoty
soustredéné v bodovych &i jinych elementdrnich zdrojich "vymetaji"
do prostoru tak, aby se vnégéi pole nezménilo. Tento pojem
"vymetdni" zavedl P01ncaré /fdel son/. Otdzkdém vymetdni bylo

v geofyzikdlni llteraturevénovéno v poslednich letech velké
mnozstvi praci. Takovéto postupy Jsou Jjist® zajimavé z hlediska
matematického, jejich oprévdni z hla@diska praktického je do Jjisté
miry odtivodndno tim, Ze se snaZime ud®lat redeni obricené udlohy
jednoznadnym co nejddle, dokud to je Jjen moZné.

Z uvedenych pozndmek vzniké pravdé&podobné dojem, Ze hlavnim
soudasnym trendem v metoddch FeSeni obrdcenych gravimetrickych
diloh Jje snaha o rozdéleni dloh na celou rfadu diléich, &asto jen
pomocnych operaci. Je v3ak treba poznamenat, Ze existuji i ten-
dence pravé opaéné, snazici se o reSeni obrdcené ulohy vcelku
(s uvédZer:im rtznych dodateénych podminek pro ézléténi jednoznal-
nosti), bez jakéhokoliv &lené&ni do rdznych diléich operaci, Axcbrunov/.
Jednd se o soulasné hleddni velkého podtu nezndmych parametri,
coZ nap?. plisobi v&t31i problémy se stabilitou FeSeni a zvy3uje
i ndroky na vypoletni Zasa pamdf po&itade, ale na druhé strand
odstranuje mnohé nepodstatné a &asto nepresné mezikroky, Podari-li
se rozvinout tyto metody tak, aby vyhovovaly v8em poZadavkim pra-
xe, bude to znamenat, Ze mnohé i velmi ddmyslné d{lé&i postupy,
jako je nap?. analytické prodluZovéni nebo metoda vymetdni, ztrati
v budoucnosti mnoho ze svého soudasného vyznamu. Z hlediska téchto
postupld lze bez velkého prehdn&ni Fici, Ze napf. intenzivni roz-
vijeni metod vymetdni v posledni dobé& predstavuje vyvojovou etapu,

kterd je jiZz vlastné& pfekondna, aniz bylaszavr3ena.
v ?6011['4 Zu 1ﬁ
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Po¢{tejme nejdrive intenzitu gravita&niho pole desky. 4 geo-
metrie dlohy je zrejmé, Ze intenzita ¥ bude rovnob&Znéd s osou z.
Ke ka%dému elememtu 4V 1lze totiZ nalézt stejny element symetricky
vzhledem k ose 2z (obr. 20 ); vyslednd intenzita od t&chto dvou
elementd m& nenulovou Jjen éag%& sloZku, sloZky rovnob&Zné s deskou
se vzajemnd rudi. Z obecnych vzorcd (7.15) uZitim (ll l) plyne
pro intenzitu v bod® P nsd deskou (souradnice z /ﬁéﬁ libovolné

z ) vzorec

z - 2z
EZ<P>=-GSSSQ Rt
% (/‘7{7.,,2,\)
o 27 2 ‘
=__G§Sg (z - z')r’dr'dy ~ dz _
00-n2[r?+(z-292])32
:+2TI'G§ h<2 z -z -Irzgo dz =-2‘iTG§h,.

Je zrejmé, Ze v bodech pod deskou zméni Ez pouze znamémko.

Pro velikost intenzity pole I-§ (p)| = IEZ(P)IV bodech mimo desku
odtud dostdvame

S

| (] = 2@ 6Qn (11.3)

Tento vzorec udédva pritazZlivost nekonelné homogenni desky v bodech
mimo desku. V gravimetrii je zndm pod pojmem "Bouguerova redukce"
nebu "Bouguertv &len". PBuziva se, vedle Fayeovy redukce 1 jinych
redukci, pri prepoftu gravita&niho zrychleni namé&feného v nzadmolfské

vy3ce h na hladinu mote.

V3imnéme si, Ze velikost intenzit‘ je stejnd ve v3ech bodech
mimo desku, Ze Jje nezdvisld na vzddlenosti od desky. V kakdém
z poloprostordy, vydélenych deskou, se tedy vytvai i homogenni
silové pole. (Pokuste se nazorné& vysvétlit, Jjak je moZné, Z%e
v tomto pripadé intezita neklesd, JjestliZe se m&élugeme od desky).



Tento model je opdt zajimavy z hlediska gravimetrického prizkumu.
Nedl se v zemi nachdézi vrstva zvy3ené nebo sniZené hustoty, rovno-
bd8%nd se zemskym povrchem. Predpoklddejme nyni, Ze je vrstva sice
konednd, ale dostate®nd rozlehld v horizontdlnim sméru. Z gravi-
metrickych m&feni na zemském povrchu kdesi nad stredem vrstvy,
tj. daleko od okrajl vrstvy, miZeme uréiﬁ jen sou&in tlousiky
vrstvy & rozdilu hustot, nemiZeme v8sk uréit, v jaké hloubce se
vrstva nachédzi.
dagka

ProtoZe vy¥%e uvedend nekoneénd homogenni(vytvari ve vnéjsich
bodech homogenni pole, bude existovat potencidl, ktery bude linearni
funkci soufadnice z . U%itim (11.2) a symetrie lohy vzhledem
k rovinég z = 0O dostdvdme ndsledujici vzoﬁ%/pro potencidl v bo-
dech vné& desky:

"y

U(z) = 2ﬂ%}grxlzl + C pro |z | h/2 (11.4)

Pro jednoduchost bychom mohli polozZit C = 0 . PPri konstrukci
obr. 21 v3ak pouZivdme Je3t& Jjinou volbu.

Intenzitu a potencidl uvnitr desky snadno dostaneme rozdé-
lemim desky na dvé &4sti rovinou, kterd Jje rovnob&iZnd se st&nami
desky a prochdzi uvaZovanym bodem, a sedtenim pFisluSnych prispévki.
VyJjde

E (z) = - 4N G Q z pro |z]| € n/2 . (11.5)

Pro potencidl uvnit¥ desky, a2 na aditivni kostantu, kterou polo-
#ime rovnou nule, zrejm& plati

U (z) = 2(Wc;gz2 pro | z] € n/2 . (11.6)

Prdb&h potencidlu a intenzity je schematicky zndézornén na obr. 21,
priem? jsme konstahtu C v (11.4) zvolili tak, aby potencidl

Laplaceovu rovnici vn& desky a Poissonovu rovnici ve vnit¥nich

bodech desky)kgémmjewg;gpa vyrfeSena . Ve zbyvajici &&sti tohoto
¢ viz (40.35), (40, ) g m:'s/fd;y‘,é‘///42/’/'%2%/, ]



paragrafu a v ndsledujicim paragrafu pojedndme o moZnosti éi

nemo¥nosti pouziti n&kterych jinych postupl k Fedeni dané ulohy.

\

N
~

™oy

Vi

Obr. 21. Pp@ib&h gravitadniho potencidlu a intenzity pro
nekonednou desku ve smdru kolmém k desce.
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V uvaZovaném pripedé lze provést vypocet 1n32yzt}y pole
L4,

velice jed?ﬁ?aﬁﬁ také uZitim Gausseva zékonaj/ﬁiz—pa ragraf—f+5.
Stadi zkontretewst védlec, jeho’ pléast je rovnob&Zny s osou =z

a podstavy jsou na tuto osu kolmé, pridemZ jedna podstava pro-
chdzi bodem P, druha prochézﬂbodem soumdrnym podle podldtku.

Na tvaru a velikosti podstavy nezdleZi. K toku intezity povrchem
vdlce prispivéd pouze tok podstavami, protoZe tok pladtém je nulovy.
Dal¥i postup je snadny, odvodte timto zp@sobem vzorce (11.2) a
(11.5). VySe uvedené slozitdj81 odvozeni, vychdzejici z obecnych
vzorcd pro intenzitu ( .15), Jsme zde d&lali ze stejnych dtvody,
které byly uvedeny v paragrafu 10.1, tj. z divodd ucelenosti

teorie a proto, Ze vzorce pro intenzitu povaZujeme za zdkladni.
Ulohy

V dlohdéch 1 a 2 se ma uréit vertikdlni slozka intenzity
gravitadniho pole pUsobeného n&kterymi t&lesy, které vzniknou
"vyFiznutim"z nekonecéné desky. Tato t8lesa nachdzeji &etné apli-
kace v gravimetrii a gravimetrickém prizkumu, nd&které dalsi
priklady uvedeme niZe. PouZijeme nékterd oznadeni podle /Mares/
viz pripojené otdzky.

1. Kruhovy védlec se svislou osou (obr. 22). Necht vdlec mi
polomér R a podstavy v hloubkéch hl a h2. DokaZte, Ze na
ose valce na zemském povrchu plati

it

E,(0,0,0) UG e (ry + ah - r,) (11.7)

kde Ah

i
o)
i
p=¢)
+
=3
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3. Odvodte potencidl homogenni nekone&né desky uzitim
Laplaceovy a Poissonovy rovnice.

ReSeni: Vzhledem k symetrii dlohy bude potencidl funkci
pouze jedné souradnice z kolmé k desce, U = U(z),
viz obr. 20. Laplaceova rovnice, kterd plati v bodech
mimo desku, bude mit v tomto pfipadé& jednoduchy tvar

2°u

9 2°

Integrac{ odtud plyne

= O L]

DU
—— = , U=C1Z+C

1
/1 =
Poissonova rovnice v bodech uvnit? desky nabyva obdobn& tvaru

°u

2
z

= 4‘|TG§

Jeji obecné refeni md tvar

U=296Q3z° +Cyz+C, .
PoloZime-1i hladinu nulového potencidlu do roviny z = O,
dostaneme C4 = 0 . V disledku symetrie tlohy podle roviny

z = O musi byt téZ C3 = 0 . Tim dostdvame vzorec (11.6)

pro vnitfni potencidl. UvaZuj me ddle jen poloprostor z > O .
Konstanty C1 a C2 ve vyrazu pro vn&js8i potencidl urédime

2z poZadavku, aby potencidl a jeho prvni derivace byly spojité
na hranici desky 2z = h/2. %Zja@



422

U=29aG Sh ( z- h/4) pro z 2 h/2,

coZ souhlasi se vzorcem (1ll.4). Stoji je3td za pov3imnuti,

%e Laplaceova a Poissonova rovnice samotné nepopisuji studované
pole plné&, jejich Fe8eni obsahuji nékteré konstanty, které mohly
byt urdeny aZ prijetim dodateénych predpokladd o spojitosti.
Museli Jjsme odnékud glnud Yi%i%wéi tudit, Ze témi spravnymi
dodatednymi (okragovyml) je prévé spojitost potencidlu a jeho
prvni derivace. Na druhé stran& vzorce pro intenzitu (7.15)

vedly jednoznaéné k reéenl ulohy, pFisludné spojitosti se nemuselil

predpokladat, ale naopak/z téchto vzorcld vﬁiyvaly.

11.2. O nemoZnosti zavedeni Newtonova potencidlu pro

nekoneénou desku

Potencidl Jjsme pro nekoneénou desku v prededlém paragrafu
odvodili primo z nalezenych jednoduchych vyrazl pro intenzitu.
Obdobn& jako v pripadé Newtonovy koule by ,om m&li ukdzat, Ze
stejné vzorce pro potencidl nekoneéné desky destaneme 1 z obecné-
ho vzorcepro Newtoniv potencidl (&.10). BohuZel, v tomto piripadé
nic takového ukdézat nelze! Bezprostfedni vypolet Newtonova po-
tencidlu pro uvaZovanou desku vede totiZ na divergentni integrdl
(integrdl je v tomto pPfipad® v absolutni hodnotd nekonednd velky),
jak hned odvodime.

Hledejme neaprveNewton&vpotenciél pro homogenni kru-

hovy vdlec,

50(/ r o # ’ b4 rd 1 »‘/' !
aehoz osa  z prochazejici uvaZovanym bodem P , b7xku
valte Uznacime “

polom&r r® . Z tohoto vélce dostaneme

nekoneénou desku limitnim prechodem pro r'—s oo©. Pro potencidl
na ose vélce plati:

r* 2% h/2 S
U( P} :_’Ggsgf_ dV:_,Gg g ( g _ r’dr'dy ‘dz i}
v R o 0 1/ W{fz r(z - 27)°
h/2 r= X

:—ZWGg g + (Z - Z’)?“ dZ’ . (’/ZJ)

-h/2 r'=0
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Kdybychom mohli provést limitni pfechod za zh@menim integralu,

je divergence posledniho integrdlu ihned ztejms, nebot integrél
roste do nekoneéna pro r%_4>1~p. Postupuj me v38ak presné&ji.
UvaZuj me pro jednoduchost jen body nad deskou,tj, 2z > h/2.
Usitim vzorce pro neurdity integrdl (viz /Rektorys/ a priklady Za
timto paragrafem)

1
gv =——-[x az+x2+321n(x+Va2+x2)]+C
2

(11.9)
lze potencidl na ose védlce vyjadrfit ve tvaru
U(P) =q\—G€r*Ei . u-(d+h)w+r 1n (w/u)] ) (11.10)
kde d = z - h/2 Jje vzddlenost pozorovatele P od horni
podstavy valce a
a Y _ _a
R L % ’
r r
. 2
w= |1 +(i—i—h-) - 4*h . (11.11)
r r*
Pro velkd r* dostdvdme uZitim prislusdnych Maclaurinovych
rozvoji vyjadreni
uP) = - 2We Q@ nr*+ 20GQn (a + n/2) + =5 (L..) .(31.12)
r
Toto je Newtondv potencidl na ose kruhového védlce, ktery md velky
polomér, Prechodem k nekoneéné desce, tj. pro r%_,dbﬂ, dos-
neme U(P) = -o@ v disledku prvniho élenu na pravé stranég.

Vidime, Ze pokud je teorie gravitaéniho nebo elektrosta-
tického pole zaloZena na obecnych vzorcich pro Newtondv potencidl,
coZ Jje bé&Zné ve vat3iné& ulebnic, tato teorie ztroskotdvéd v pri-
pad® nekonedéné desky. V ulebnicich se o tomto selhdni radé&ji mléi,
protoZe jeho priliny pri zvoleném pristupu obvykle zistdvaji
zahaleny tajemstvim. B&Zné& se/vJ%rlsusnyoh vykladech vychdzi z
obecnych vzorcd pro Newtondv potencidl. Jakmile se v8ak pristoupi
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k nekone&né desce nebo k jinému nekone&nému modelu (napi. ne-
koneény védlec nebo drét)}ziz:niﬁgi; zapoléne se vyklad vypoctem
intenzity a teprve z ni se uréi potencidl, Jjak Jjsme to délali
na zaldsdtku tohoto paragrafu. Pripadné se o potencidlu pro ne-
kone¢nou desku nemluvi.

Z hlediska pfistupu, ktery pouZivéme v téchto skriptech,
je vyklad uvedeného selhdni teorie Newtonova potencidlu veluce
snadny. Za zdklad totiZ bereme popis pole pomoci intenzity.
Pouze v pt*ipadech, kdy lze zamé&nit poradi integrace a derivace
(gradientu) v prisludnych vzorcich, lze zavést popis pomoci
Newtonova potencid&lu. V pripad®& nekoneéné desky tedy zrejmé
nejsou potiebné predpoklady pro zdmé&nu splnény , protoZe Newtonidv
potencidl nelze zavést(?liie viz kap. 14.). Potencidl, ktery se
ndm vySe p¥esto podarilo nalézt, je tedy jinym typem potencialu,
nikoliv potencidlem Newtonovym.

pre nelunecace oesko (A, 'y

Pokusme se vyJjasnit, md-1li nalezeny potencidl viibec né&jaky
vztah k Newtonovym potencidlim. V3imn&me si bliZe vzorce (11.12)
pro NewtonGv potencidl krukového vdlce o velkém poloméru. Poloha
uvaZovaného bodu P na ose vdlce je charakterizovdna vzddle-
nosti d od horni podstavy, tedy U(P) = U(d). Prvni &len na
pravé stran& tohoto vzorce neobsahuje d , pro dany vdlec je to
tedy konstantgkterou vlastn® nemusime uvazZovat. PotiZz spodiva
jen v tom, Ze pPfi pPechodu k nekoneéné desce roste hodnota této
konstanty nade v3echny meze. Kdybychom v3ak tuto konstantu neuva-
Yovali a prefli k 1limit& pro rﬁ_g.e;; zlstane na pravé strané
vzorce (11.12) jen druhy &len. Tento &len neni nidim Jjinym, neZ
vzorcem (11l.4), ktery byl pro potencidl odvozen vySe (pro bod
nad deskou, tj. pro 2z 7> h/2).Zcela form&ln&, kdybychom nekoneé&no
mohli rovnopravné pfiradit k redlnym ¢isltim, mohli bychom vysledek
formulovat ndsledujicimi slovy. Potencidly pro nekoneénou desku,
odvozené v pfedchozim paragrafu, se od pfisludnych divergentnich
Newtonovych potencidld 1liSi "jenom" o jistou nekone&nou konstantu.
To bliZe vysvé&tluje i situaci, pro¢ Newtonlv potencidl existuje
pro vdlec o konel&né vyéce h a o libovolné véﬁém, ale konedéném,
polom&ru, a pro¢ uZ neexistuje pro nekone&nou desku. Vysvétleni
miZeme tedy formulg%/tak, ze Newtonlv potencidl pro vdélec v sobé
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1. Odvodte vzorec (11.9) pro neur&ity integral

1’ o)
g a2 + x° dx .

ReSeni: Nejprve integraci per partes dostaneme /Smirnov/

5 .
1/ 2
Sa2+x2dx=x a“+x2—g X dx R
1/ 2 2
a + X

v poslednim integrdlu pricdteme a odelteme v C¢itatell ¢islo

. Predchozi rovnost pak nabyva tvaru

K vypoétu poslednfho integrdlu pouZijeme Eulerovu substituci

Y
8 +x° =t - x L= x + a® + x° (44”¢3)

’ .

Umocnénim prvni rovnosti po udpravé dostanemé

X = L2 o° .
2t
Odtud
2 2
32 + x2 =t - x = L *+a s
2t
2 2
dx = ——22. gt .
2t?
Protoze je t = x + a® + x2 kladné pro libovolné redlné x

(pokud a # O0), pro posledni integrdl dostévéme

____cb_{________=5 =ln‘t+C=1n(x+Va2+x2)+C.
2

1,a2+ e

Platnost vzorce (11.9) je nyni jiZ zrejma.

2. Odvodte vzorec (11.9) tim zpisobem, Ze Eulerovu substitus
provedete na samém zaddtku.
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11.3. Nekoneé&nd rovinnd vrstva a dvojvrstva

Uvazujeme opét nekonedénou rovinnou homégenni desku, kterou
jsme se zabyvali v prede3lych paragrafech (obr. 20). Zmenéuj§me
nyni tlouSiku desky h a soudasnd zv&t3ujgme hustotu tak, aby
se soudin t&chto hodnot U = Q h nezmdnil (v tomto pripadé& se
hmota libovolné &4sti desky pri "stlalovani" zachovavd). V 1limitd&
pro h -0 prechdzi deska v jednoduchou vrstvu s plo3nou husto-
tou @7 . UZitim (11.4) dostédvdme potencidl této rovinné jedno-
duché vrstvy ve tvaru

U(z) = 2T c0)z) , - olz L PO . (11.15)

Pro tuto specidlni jednoduchou vrstvu odtud ihned plyne (viz téz

zmdny v obr. 21 pifi h—e0 ): —

a) Potencidl jednoduché vrstvy je v3ude -steiny.

b) Prvni derivace potencidlu ve sm&ru normély k plo8e je na této
ploSe nespojitg tj. intenzita 'E?: - grad U mé@ na plo8e nespo-

jitou normdalovou sloZku:

B (0+) - E(0-) _ _ ,q o (11+1¢)

Zde je rozdil od objemového potencidlu, ktery ma prvni
derivace v3ude spojité.
V uéebnicich se dokazuje, Z%e vlastnosti a), b) jsou obecnymi
vlastnostmi potencidlu jednoduché vrstvy;, platnymi pro velmi
obecné nerovinné plochy a pro prom&nnou plo3nou hustotu
/ Gjunter, Pick, Sretenskij, Tichonov + Samarskij/, viz kap. 13.
V predchdzejici kapitole Jjsme stejné vlastnosti zJjistili u pole
kulové slupky, vzorec (11l.1f) je shodny s (10.59). Pribd&h gravi-
taéniho potencidlu a intenzity v zdavislosti na souradnici 2z Je
schematicky zndzornén na obr. 24.
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Obr. 24. Prabdh gravitadniho potencidlu a intenzity pro nekonecénou

hmotnou rovinu ve smdru kolmém k této rovinég.

Pro pripad elektricky nabité roviny s ploSnou hustotou
naboje T  dostaneme zFejmd namisto (11.1%) a (11.1¢) ndsledujici

vzorce:

g
25;

| z | , - o0 Lz o0, (11.1%)

g
3

Uvazujeme nyni dvé rovnob&Zné roviny nabité rovnomérné

E_(0+) - E_(0-) = (11.18)

0

se stgjné velkymi plodnymi hustotami, ale opa&ného znaménka (obr.25).



K
I

Oznadme d vzddlenost desek, U plosnou hustotu naboje na jedné

z nich, {( -U) na druhé. Osou 2z kartézské soustavy zvolme kolmo
k rovindm, poddatek zvolme uprostted mezi rovinami. Potencidly
pro jednotlivé roviny dostaneme jednoduchou upravou vzorce (11.1f).
Pro vysledny potencigl dvojice opadn® nabitych rovin dostdvame

u(z) = - j§:~ lz - —g—l - Iz + _Q_! .
2& 2 2
Odtud plyne
U(z) = U g pro 22 4 ,
22;) 2
U(z) = V. pro lzlgi-il- s (11.19)
<, 2
u(z) =- 0”q pro z <.4 .
2 €, 2

Obdobn&, jakggsme vyS3e pre&§li od desky k Jednoduché vrstvé:
prejdeme nyni od dvojice jednoduchych vrstev ke dvojvrstva.
Zmendujgme vzddélenost d mezi nabitymi rovinami a soudasné
zvidt3ujkme plodné hustoty tak, aby se soulin tdchto hodnot

Y = U4 nezmdnil. V 1limitd pro d ~» 0 prechdazi soustava
dvou rovin ve dvojvrstvu s plo3nou hustotou elektrického dipolo-
vého momentu 8’.



Pro potencidl dvojvrstvy plyne z (11.19):

Y

U(z) =

pro z 20
2

(11.40)

S

u(z) =- pro z & 0 .

&

Vidime, Ze pTi prichodu dvojvrstvou se m&ni nespojitd® uZ sam
potencidl:

U(o+) - U(0-) = —:EL— . (11.29
Lze op&t ukazat, Ze vzor8c (11.24) plati mnohem obecn&ji,
i pro nerovinné a nehomogenni dvojvrstvy.

Uloha

1. Kapacita deskového kondenzdétoru. Uvaiuj%me deskovy kondenzator,
jehoZ kaZdd deska md plochu S a vzddlenost mezi deskami je d.
Predpoklddejme, Ze rozmdry desek jsou mnohem v8t31 neZ jejich
vzddlenost d ( abychom p#i vypo&tu mohli zanedbat efekty na
okrajich kondenzdtoru). Odvodte vzorec pro kapacitu kondenzd-
toru, je-1li mezi deskami
a) vakuum;

b) lédtka o permitivit& g .

Re8eni: Jsou-li rozmdry desek mnohem v3t31 ne% jejich vzddlenost,

pak se nabo,j Q preneseny na neuzemn&nou desku rozloZi po této
desce pribliZn& s konstantni plodnou hustotou O , pro niZ

plati Q = SO . Na uzemndné desce se indukuje ndboj s plo-

Snou hustotou ( -U). Potencidly na de«kdch, je~1i me=i nimi

vakuum, uddvd prvni a tPeti ze vzorecd (11.1¢9). UZitim vzorce

¢ = /(U - Uy, viz (10.65), dostdvéme pro kapacitu deskového

kondenzdétoru vzorec

C = g = i (11.24)

Je-1li mezi deskami kondenzdtoru ldétka o permitivit® €, dostaneme
obdobné

c=& S : (11.2%)
d



2. Sv1tkovy kondenzétor TC 18? je véledéek o priméru T

a vySce '““wwMuw. Jeho rozebrdnim bylo zjiSténo, -Ze élrka
polepﬁ je cm, Jeglch délka Jje asi.- ’//Em a tloustka
/ -

é'r = A:/,j/,_,.,@ ’v’afguch/ tj. &€= &, 2 . \'\\\

~—.

u{ﬁffgﬁggvéa : Vyrobcem udand kapacita &ini 0,33 . e

11.4. N8kterd zobecnéniyna néZz ukazuji reSené pPiklady

Dosud vy$etFované modely v prede8lé a v této kapitole,
vedle konkrétnich aplikaci, poslouZily i k ilustraci nd&kterych
obecnych vlastnosti potencidlovych poli. Tak vlastnostl objemového
potencidlu Jjsme ilustrovalli na pripadu Newtoﬁ”'koule a rovinné
desky, vlastnosti potencidlu jednoduché vrstvy na kulové slupce
a rovinné vrstvd, vlastnosti potmcidlu dvojvrstvy na rovinné
dvojvrstva.

Ve v8ech vy8etrovavanych pripadech jsme zjistili, Ze lze
nalézt potencidl, ktery Jje omezeny v celém prosbru (tj. vnid i
uvnitd zdrojt). Lze olekdvat, Ze 2Jjidt&nd omezenost je obecnou

vlastnosti objemového potencisalu a potencidld jedn duché vr§}vy
2

L

a dvojvrstvy. Obecnymi dlkazy se budeme zabyvat v

Kromé& toho lze z jednoduchych vy3etfovanych modela napriklad
usoudit, Ze by pro spojitost potencidlu a jeho derivaci mé&ly obecn&
platit vh}stnostl, uvedené pirehledné v t1h. 1. Z této tabulky
Jje vid&t, jak se shoréuge spojitost pok na hranici télesa pri
pfechodu od objemovych zdrojd k jednoduché vrstv& a dédle ke dvoj-
vrstv&. Tvrzeni o nespojitostech jsme dokdzali tim, Ze jsme nale-
z1li konkrétni priklady, kdy k takovym nespojitostem dochdzi.

Zbyvé tedy provést obecné dlkazy spojitosti pro velidiny uvedené
v tab. 1, viz kap. 12 a 13.
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Tabulka 1. Chovédni potencidlu U a Jjeho prvnich a druhych
derivaci ve smé&ru normdly pfi prechodu z vnéjsiho prostoru
do mist, kde se nachdzeji zdroje pole.

U Nu/Nn N?u/ 7 n°
Objemové spojité spojité nespojité
zdroje
Jednoduchéd spojité nespojité
vrstva
Dvojvrstva nespojité
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