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Skripta jsou urcena k pfedn4Ace "Potencialov4 pole" 
pro posluchace 3. rocniku specializace geof'yzika. Protoze 
se nepredpokladaji zadne pfedbezne geof'yzikalni znalosti 
a nepouziva se prilis slozity matematicky aparat (jen za­
klady dif'erenci4lniho a integralniho poctu a vypocet 
vicerozmernych integralO), moh~u byt tato skripta pouzita 
jako doplnkovy ucebni text take pro posluchace jinych 
specializaci, vcetne posluchacO nizAich rocnikO. 



6. lNOD 

'l'ato skripta jsou pfimym pokracovanim skript 0. Novotny: 
Potencialova pole I - Zaklady teorie, Universita Karlova, 
Praba 1982. z toho duvodu i cislovani kapitol v tech.to skrip­
tech navazuje na cislovani kapitol v prvnim dilu. Stejne jako 
v prvnim dilu i zde pti vykladu klademe duraz spise na duklad­
ne jsi rozbor zakladnich problemu a souvislosti nez na odvozo­
vani velkeho mnozstvi nejruznejsich. vzorcu. Nesnazili jsme se 
o vyklad za pfilis obecnjch matematickych pfedpokladu, ktere 
se pfi reseni konkretnich. fyzikalnich. uloh. stejne vetsinou 
nepotre9uji, ale o vybudovani metod, ktere by umo~nily resit 
z jedrtst;.o h.lediska sirokou tridu obdobnych. uloh, s nimiz se 
setkavame v mechanice, elektrostatice, magnetostatice, geofy­
zice, fyzikalni geodezii, astronomii i jinde •. ~701toze pro 
posluchace 3. rocniku je text tohoto dilu do ~n~ne miry opa­
kovanim latky probirane v matematice a fyzice, i kdyz usporada­
nym jinym zpusobem, snazili jsme se o takovy vyklad, aby tito 
posluchaci moh.li podstatne casti tech.to skript nastudovat for­
mou domac:! cetby. Krome toh.o jsme se snazili prenest geofyzikal­
ni aplikace a nektera matematicka zobecneni spise do prikladu. 

V prvn:!m d:!lu skript jsme se zabyvali Newtonovym potencia­
lem bodoveho zdroje a soustavy bodovych. zdroju. Vzorce pro po­
tencial a intenzitu pole byly vyjadreny pomoci jednoduchych. 
funkci. V tomto dilu se budeme zabjvat obecnejsimi pripady, 
kdy zdroje pole (hmoty, elektricke naboje, magneticke dipoly) 
jsou rozprostreny po krivkach, plochach. a objemech. Potencial 
a intenzita pak budou v tech.to pr:ipadech obecne mnoh.em slozitej­
s:!mi funkcemi, ktere s vyjimkou nejjednodussich pripad~ nebude 
mozno vyjadrit pomoci elementarnich funkci. K popisu slozitych. 
funkci se v matematice pouzivaji zejmena dve vyjadreni: 
vyjadreni ve tvaru integralu a vyjadreni ve tvaru rady. V tom­
to a v ·pripr&'$6~~em tretim dilu skript po jedname u vy jadre­
nich potencialu a pribuznych velicin v integralnim tvaru; in­
tegralni vyjadreni tech.to velicin je v jistem smyslu fyzikal-
ne nejprirozenejsi, neboi se dostava bezprostrednim sobecnenim 
Newtonova gravi tacnih.o zakona, Coulombova zakona a principu 
superpoziceo O vyjadrenich. potencialu a pr:!buznych veli~in 
ve tvaru rad pojedname az vt~amislenem ctvrtem d:!lu tech.to skripto 
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budeme 
zdrojO. 

V podtitulu ~ ::m~te dilu skript(J:; uvedeno, ~e se zde 
zabyvat.~rcgvanim po~~ncialu pri znamem roz~o ~ni 

KrtJrne, foho. )Jo)deJi .., e 
pole. ·V nasledUJLCflii dila budeme vysetrovat pripady, 

kdy rozlozeni zdrojtl pole sice nezname, ale misto toh.o zname 
nektere doplnujici udaje o studovanem poli. Ilustrujme tab..o 
cleneni uloh teorie potencialu na problemu studia gravitac­
niho pole Zeme, Kdybychom znali presne rozlozeni h.mot uvnitr 
Zeme, mohli bych.om gravitacni potencial vne i uvnitr Zeme 
pocitat pomoci nize odvozeneho integralu (8.10), v jehoz in­
tegrandu vystupuje h.ustotao Studiem potencialovych poli pros­
trednictvim integral~ tohoto typu se budeme zabyvat v tomto 
dilu skripto Mezi ulohy tohoto typu patri take velke mnozstvi 
d~lezitych. fyzikalnich tiloh., jak bude patrne zejmena ze cvi­
ceni. 

Rozlozeni h.ustoty uvnitr Zeme ovsem presne nezname. Lze 
ukazat, ze v teto situaci nemuzeme presne urcit gravitac-
ni pole uvnitr Zeme. Ovsem gravitacni pole vne Zeme budeme 
moci i presto urcit, pokud neznalost rozlozeni hmot nahrad:!me 
znalostmi o nekterych. ch.arakteristi kach pole na zemskem povrchu, 
napr. znalosti potencialu nebo jeho derivaci na povrchu (pri­
tom musime predpokladat, ze tvar zemskeh.o poYrchu je znamy, 
jinak se uloha stava jeste slozitejs~. s obodobnou situaci se 
setkavame v elektrostatickych tiloh.ach s vodici. Rozlozen:! na­
boje na vodici m~ze byt znacne slozite. Aniz bychom museli 
toto rozlozeni naboje urcit, m~zeme prislusnou elektrostatic­
kou uloh.u resit, vyuzijeme-li poznatku, ze povrch. vodice vytva­
ri ekvipotencialn:( plochu ( zname te~, nekterou ekvipotencialni 

Z;de l!4 val/ 
ploch.u). 01.ohami tohoto typu se rnebCieme. zaby'.'at zdo, ale az 
~ dalsim dilu skript. 

V tech.to skriptech. se zabyvame pfevazne vypocty potencia­
lu a intenzity pole, ktere je pusobeno r~zn;Ymi telesyo Znamena 
to, ze se veteinou omezujeme jen na pusobeni telesa na cas­
tici (hmotny bod, bodovy naboj). Pro nedostatek mists se zde 
obecnejsimi pripady prilis nazabjvame, pouze v kap. 9 je po-

jednano o p~sobeni pole na dipol a o vzajemnem pusobeni dvou 
tuhych teles; zajemce 0 h.lubsi studium teto dulezite proble­
matiky odkazujeme na citovanou literaturu. 
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7. VYCHOZf VZORCE PRO INTENZITU POLE 

7.1. Rozsirene zneni Newtonova gravitacniho zakona a Coulom­
bova zakona 

Stejne jako v prvn:im dilu skript budeme i nyni vych.azet 
pri budovani pr:i.slusnych. teorii ze dvou zakladnich :fyzikal-
ni ch. zakonu - Newtonova gravi tacnibo zakona a Coulombova za­
kona. Meze pouzitelnosti obou zakonu byly diskutovany v prvnim 
dilu. Pojednejme nyni o nekterych zobecnenich Newtonova gra-
vi tacniho zakona, pro Coulombuv zakon plati uvahy zcela obdobne. 

Newtonuv gravitacni zakon udava, jakou silou na sebe pu­
sobi dva hmotne body. Chceme-1i · popsat silove pusobeni mezi 
tremi nebo vice hmotnymi body, musime Newtonuv gra itacni 
zakon dOplnit, musime k nemu pripojit pravidlo o skladani sil 
- princip superpozice (viz prvni dil skript)o Velice caste 
vsak nevystacime s predstavou hm.otnych. bodu, ale musime uva­
zovat spojite rozprostrene hmoty, pripadne i nektera slozi­
tejsi rozlozeni hm.ot. V tomto pripade je prirozene pouzit 
meted integralniho poctu, tj. rozdelit teleso na male casti, 
vekt~~ove secist sily pusobene jednotlivymi castmi a prejit 

r-o 2rnt r:J. jer!YHo.fT•\r:f °'1 ~!./ 
k limite, jestlize se nejvet~i "'tCtiva" blizi k nule. Chteli 
bych.om ovsem upozornit, ze takovy proces vyzaduje zavedeni 
dodatecnych predpokladu. Al je totiz deleni teleea jakkoliv 
jemne, casti telesa stale nejsou hm.otnimi body a, presne re­
ceno, Newtonuv gravitacni zakon v puvodnim zneni neni tedy 
pouzitelny. Nemame tak vlastne zadny prostredek k urceni sil, 
pusobenych. jednotlivy-mi castmi telesa I Kellogg I. 

Musime tedy :formulovat novy :fyzikalni zakon. Prijmeme :fyzi­
kalni zakon, ktery muze byt povazovan za rozsirene zneni New­
tonova gravitacniho zakona, v nasledujicim tvaru I Kellogg /: 
"Nechl jsou dana dve telesa, necht jsou rozdelena na elementy 
jako se to dela v integralnim poctu a nech{ hmotu kazdeho ele­
mentu lze povazovat za soustredenou v nejakem bode elementuo 
Potom pritazlivost, kterou jedno teleso ptlsobi na druh.e, je 

l i mi tou pritazlivosti, kterou odpovidajici soustava castic 
p~sobi na drub.cu soustavu castic, jestlize se maximalni tetiva 
elementtl blizi k nule". ( "Tetivou" zde rozum:lme mnozinu bodtl, 



obvykle usecku, spolecnou uvazovanemuet.ementu a libovolne 
pr~mc.~, ktera jej protina; cle'//,w 11iJt1[fs'/ le:fr'v:; nru}iewilP le; nt;rif VC!!-
f'r(JfYler em elemei11-v). 1 Chteli bychom znovu upozornit, ze prave formulovany 
zakon bezprostredne neplyne z Newtonova zakona, nelze jej 
z Newtonova zakona odPodit (vyse uvedene uvahy nebyly zadnym 
odvozenim, ale mely pouze pomoci k jeho formulovani)o Opacne 
vsak musi plati t, ze z rozsireneho Newtonova zakona vypl;Yva 
Newtonuv zakon pro hmotne body jako specialni pripad; pris­
lusny dukaz je uveden v paragrafu 9.2. Kdyby tomu tak nebylo, 
mu~li bychom prave formulovane rozsireni Newtonova graYitac­
niho zakona ihned zamitnout. Overeni spravnosti rozsireneho 
Newtonova gravi tacnih.o zakona musi spocivat v provereni, zdali 
dusledky z nej plynouci souh.lasi s pozorovan:!.mi a experimenty. 

Zcela obdobne, jako jsme dospeli k rozsirenemu zrieni New­
tonova gravi tacnih.o zakon8t muzeme zavest i rozsirene zneni 
Coulombova zakonao Slovni fomiulaci rozs:!.reneho zneni Cou­
lombova zakona prenech.avame ctenari za cvicenio 

OJ.oh.a 
l. Zduvodnete, proc jsme ve formulaci rosireneh.o Newtonova 

zakona nepouzili pojmu "pri tazliva sila'~ ale jen mene 
urciteho slova "pritazlivost"? 

Odpovea: Vzajemne pOsobeni mezi dvema telesy nelze obecne 
popsat jen pomoci sil. V pripade tuh.ych teles je 

< 
treba uvatovat jeste momenty sil, jak je znamo 
z mech.aniky. V pfipade deformovatelnych. teles 
by byla situace jeste slozitejs:!.. 

7 .2. Nektere otazky matematicke formulace, r'?Vt->-<- lPn/ ht1slofJ 
f 

"Pro libovolnou teorii je potrebna urcita hloubka, ale 
v rozumnych mezich.". (H. Bondi, viz prvni dil skript-). 

v tomto paragrafu si vsimneme nekterych. velmi obecnych 
otazek tykajicich se ~ozlozeni zdrojO pole a integraln:!.ho 
vyjadreni pro intenzitu• ~pecialne si vsimneme otazky, kdy je 

mozne popsat rozlozeni zdroj'O. pole pomoc:!. h.ustoty. Avsak ve 
vsech fyzikalnich ulohach, kterymi se budeme v tei:hto skrip­
tech zabyvat, budeme predpokladat, ze takovato funkce h.ustoty 
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vzdy existuje. Proto ctenar, ktereho obecne problemy prilis 
nezajimaji, mOze tento paragraf vynecbat a bez ujmy na srozu­
mitelnosti pokracovat ve cteni nasl.edujiciho paragrafu 7.3. 

Jak jsme jiz uvedli vyse, krome kap. 9 se v techto skrip­
tech nebudeme zabyvat vzajemnym pOsobenim mezi dvema telesy, 
jak se o tom mluvi v rozsirenych znenich. Newtonova a Coulombova 
zakona, ale budeme studovat jen specialni pripady, kdy druh.jm 
"telesem" je castice (hmotny bod, bodovy naboj)o Budeme tedy 
vysetrovatj~ly, kterymi teleso ptlsobi na casticio 

Abych.om ilustrovali postup, jakym dospivame k integralni­
mu vyjadreni pro intenzitu a potencial, vysetrujme v tomto pa­
:ragrafu pro jednoduchost gravitacni pole, ktere je ptlsobene 
hmotami rozprostrenymi podel nejake usecky delky t . Jedna 
se o idealizaci primeh.o dratu, pricemz tato aproximace je tim 
lepsi, cim je prtlmer dratu tene~ vzhledem k jeho delce a vzhle­
dem ke vzdalenosti pri tah.ovane castice. Pripoustime, ze hmota 
nemusi byt rozprostrena podel usecky rovnomerne, o charakteru 
rozlozeni h.ustoty zatim nic nepredpokladame. 

Zvolme kartezskou soustavu soutadnic tak, aby konce dratu 
lezely v bodech (o,o,o) a <t,o,o), viz obr. 1. Mnozstvi 
hmoty na rliznych. castech. tlsecky milzeme popsat pomoci funkce 
m<_r) , kterou budeme definovat jako mnozstvi hmoty mezi poca­
tecnim bodem usecky a bodem Cy,O,O) • Pri tomto zavedeni je 
zrejme, ze m(O)=O a mU) je celkova hmotnost uva!ovane 
usecky. Protoze pri konstruovani funkce mC J ) od pocatku sta­
le pric:ltame hmotnosti dalsich cast:! usecky (pric:ltame nezapor­
na ct, t sla), plyne odtud, ze m( J ) je neklesajici funkci 
souradnice f . Zg~ne dalsi predpoklady o funkci m( f ) zatim 
necinime. 

p 
-------- +-

1. ..'/.. 0 

Obr. ;f 

I/ v 
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Pocitejme pro jednoduchost intenzitu gravitacnih.o pole na 
primce v prodlouzeni dratu v bode P o soufadnicich (x,O,O) , 
kde x > .f, I Kellogg I. Rozdelme drat na intervaly pomoc:! bo- X 
du r;; 0=o, fl' , 2 , ••• , &n=l (obr.l). Hmotu na intervalu 
( . 5 f v .5 .,, t: ( )y y ( 

Jk' Jk+l> oznacme ~m~=,.,m }k+l_.:m Jk> a podle naseho 
fyzikalniho zakona ji povazuj" me za soustredenou v nejakem 
bode f ~ uvazovaneho intervalu. Intenzi ta gravi tacniho pole 
takto konstruovaneho hmotneho bodu ma v bode p nenulovou pou­
ze slozku ve smeru dratu, oznacime ji ( 4 Ex)k , ostatni sloz­
ky jsou nulove. Plati 

( ~ E..,.) k = -G -----~ , - ~ 
~ (x- j~)2 

(7ol) 

~ 
kde G je gravitacni konstanta. Intenzita E pusobena celou 
useckou bude (podle zobedneneh.o Newtonova zakona) limitou souc­
tu intenzit pusobenych casticemi, jestlize se norma deleni 

y =max( !1r. - f k-l) blizi k nule. Tu to limi tu pro slozku Ex 
oznacime symbolem 

-G dm( { '> - 7! 
j '- I (x- ~- )2 

a nazyvame ji Stieltjesovym integralem funkce [ -G/(x-J> 2J 
podle funkce m( J ) na intervalu _,, (o,e) 11

, viz I Jarn:!k II, )( 
Kral, Rektorys /. Poznamenejme, ze v dusledku znamych vlastnos­
ti limit jsme moh.li v poslednim vzorci napsat konstantu (-G) 

pfed integral. Je ztejme, ze zbyvajici dve slozky intenzity 
v bode P jsou nulove. 

V rozs:!fenem zneni Newtonova gravitacniho zakona se mlu­
vilo o limite, pficemz se automaticky predpokladalo, ze takova 
limita mus:! existovat. To vyplyvalo z fyzikalni zkusenosti, 
ze nejake pritazlive ucinky libovolneho telesa vzdy existujio 
Pri matematicke formulaci ~'T' musime vsak existenci prislusne 

~ 



I\ 
limity vzdy dokazat, odnikud to a priori neplyne (i 9kyz by 
to bylo podivne, kdyby neexistovala, pak by neco nebylo v po­
radku). Vsimneme si existence limity v nasem pripade, tj. exis­
tenci integralu (7.2). Integrand v (7.2) oznacme F(f ,x)= 
= -G/(x-f )2 • Predpok~adejme stale, ze p

1

ozorovatel P se nacha­
zi vne usecky <o,t) , tedy napro x).J . Potom f'unkce F je 
spojita. Pfedpokladejme dale, ~e f'unkce m( f) je nejen mono­
tonni, ale tez omezena (drat ma konecnou hmotnost). Potom exis­
tence integralu (7.2) pfi pevne zvolenem x plyne z nasledu-
jici vety.J )eJi'i dt ka 2 llb nak!z.t v I krd(]: X 

g mo~::~~n~:k::ez!n,8~:j~:!z:
8

i!~::::~~~ pa~a!b?~ ~(~~k::<Jl 
existuje. Dokonce mtizeme neco fici i o vlastnoste~h intenzity, 

J 

:jak bne-d --uve<N!me-. Vzh~edem k tomu, ze f'unkce F( f ,x) je spoji-
ta na mnozine ~o,t> x<t, oa ) a ma zde i spojite parcialni 

..i.1~ derivace, z obecnych vet plyne, ze funkce Ex(x) , dae vzorcem 
(7.2) je spojita funkce promenne x a ma spojitou derivaci, 
kterou dostaneme derivovanim (7.2) za znamenim integralu. Obec-
ne vety zde dokazovat nebudeme, zajeIIJ.De odkazujeme na I Kral I /, ' 

kde jsou provedeny dtikazy i za obecnejsich predpokladti. 
63'· er:.IJ/ 

v bode ch hmotne usecky' (x t L.. 0 ,t> ' integral pro intenzi-
tu (7.2) obecne neexistuje; u soustavy hmotnych bodu mela in­
tenzita obdobnou singularitu v mistech. hmotnych bodu. Je to 
zptisobeno idealizaci ulohy, kdy jsme pfedpokladali, ze prtimer 
dratu pfi zachovani jeh.o hmotnosti mtizeme zmensit k nule. Kdy­
bychom drat uvazovali jako skutecne tfl.rozmerne teleso, bude 
integral pro intenzitu existovat i ve vnitfnich bodech dratu, 
jak bude ukazano pozdeji. 

~eseni fyzikalni ulohy neni plnohodnotne, dokud pfists­
ne veliciny neumime ciselne vyjadrit. Pro obecne Stieltjesovy 
integraly vsak vhodne metody vypoctu vypracovany nebyly.~~ --:"Wt;et~"V'2~y j odkazani jen na moznost pfevedeni Stieltje-
sova integralu na obycejny (Riemannuv) integral. Toto pfevedeni 

neni mozn~ v~dy, ale jen za nAkterych pfedpokladu. Plati vAta 
I Kral I /: 

Mu2eme: sice.- ;()os./r/fltJ tla f f>&c:fle defi'ttt'r:e., a f10{J:/l-ct f p1·"/dvs";10() //111/l-U; ~h 
~ ,f:Jrt?Xt fet1 ./o bp(,~tJ6 vfpodiv 1~1/e:;i</lv fJl•/11,t vh~o/17-f nen/, f{}f,vd 1-1ecitet'h1o 
jlf J-otJ/1J ces/ou1 / S.'#1e-- __ _ 
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Nech.{ f ,g jsou realne funkce definovane na <a, b) • 

Predpokladejme, ze g je na <a,b) spojita a ma tam vsude 
az na konecn~ mnoh.o bodu (vlastni) derivaci. Potom 

b b 

i f( f) dg ( ! ) = (R) J f( ~ ) g' ( J ) dJ ~7.3) 

a a 

za predpokladu, ze existuje Stieltjestiv integral vlevo i Rie­
manntiv integral vpravo. 

pT odminky pro existenci zminenych integralO a pJa tnost 
I 

(7.3) budou splneny (postacujici podminky), jestlize napr. 
funkce f a g budou spojite na (a,b) a funkce g tam 
bude mit spojitou derivaci s vyjimkou konecneh.o poctu bodti. 

Vra~me se k nasi uloze o gravitaenim poli hmotne usecky. 
Derivaci fukce m(J } , pokud existuje, nazveme linearni 
h.ustotou a oznacime 

j(~}= ,,. 
dm(~ } 

d~ 
• (7.4) 

Tate h.ustota udava velikost h.moty pripadajici na jednotkovy 
infinitezimalni intervalo Vzorec (7.2} mtizeme s uzitim (7.4} 
a (7.3), jsou-li splneny predpoklady, prepsat ve tvaru 

,g 
= -G j J. <j ) 

0 tx- ~ )2 
• (7.5) 

Jestl ize je linearni h.ustota ,.,\ spoji ta a omezena na {O ,.£) 
BXEEmxxx s vyjimkou nejvyse konecneh.o poctu bodti a bod x nele­
zi na teto usecce, pak z vyse uvedenych. vet ihned plyne, ze 
slozku intenzity Ex mtizeme vyjadrit pomoci Riemannova in­
tegralu (7.5} a tento integral existuje. Vidime tedy, ze pred­
poklad o spojitosti a omezenosti hustoty (postaci s vyjimkou 
konecneho poctu bodti} mtize. podstatne pfispet ke zjednoduseni 
teorie. I v pripade plosnych. a objemovych. zdrojti budeme proto 



obvykle predpokladat, ze prislusna plosna nebo objemova h.ust­
tota je po castech spojitou a omezenou funkci. 

Uveame jeden fyzikalni priklad, kdy vzorec (7.3) pro prevod 
Stieltjesova integralu na Riemannuv neplati. Pro jednoctt{'bost 
nejprve predpokladejme, ze vyse uvazovana hmotna usecka je 
li.omogenni, tj. linearni b.us tot a ). je konstan tni na <..o ,.£ > 
a funkce m je tedy linearni rosto~§f•funkci na tomto interva­
lu. V nejakem bode x0 e ~0 ,f) /fip6!~ na hmotnou usecku jes­
te hmotny bod o hmotnosti m

0 
a pocitejme gravitacni pole 

vysledne soustavy. Semozrejme bych.om moh.li oddelene pocitat 
gravitacni pole h.omogenni usecky a gravitacni pole hmotneh.o 
bodu a vysledky secist, ale my bych.om nyni ch.teli poh.lizet na 
vyslednou soustavu pouze jako na novou (neh.omogenn~ usecku. 
Funkce m ztlstava v intervalu <'O,x<?..) stejna jako v pri-
pade h.omogenni USecky, V bode x0 je nespojita (skok funkc­
nich hodnot cini mo) a dale v intervalu (xo ,£.) je opet 
linearnio Funkce m zustava monotonni a omezena, tt:kze Stieltje­
suv integral (7.2) existuje i pro pripad nove usecky. Protoze 
tato funkce neni spojita, nemuzeme integral (7.2) l!R~avit 

pomoci vzorce (7.3), ale pouzijeme nasledujici~ Rekto- )( 
rys /: 

Nechf f(~ } je spojita v <a,b> a nech{ g(j ) a 
g'(f } jsou v <a,b/ po castech. spojite. Oznacme 
a = fo < J1 ( •• • < fn = b body nespojitosti funkce g(_J } 
v <.a, b > , 8k skok funkce g(j _} v bode f-k • Pak nize 
uvedeny Stieltjesuv integral existuje a plati 

, (7.6) 

tj. Stieltjesuv integral vypocteme 
neho Riemannova integralu a skoku 

I 

funkcnimi hodnotami funkce f (~ ) 

snadno jako soucet uvede­
funkce g(~ } nasobenych. 

v bodech. J k • 

Uzitim (7.4) a (7.6) lze integral pro intenzitu (7.2) 
v nasem pripade prepsat ve tvaru 



• 

A'-t 
- l]. -

l Gm0 
Ex(x) -Gv\ j ' d~ = 2 2 • 

0 (x- f ) (x-xQ) 

Prvni clen na prave strane popisuje pole homogenni primky, dru­
hy clen popisuje pole hmotneh.o bodu. 

Dostali jsme zajimavy vysledek. Zatimco Stieltjes~v 
integral umojnoval popsat cele pole soustavy, prechodem k li­
nearni ~~trs·fta\"e uz integral obsah.ujici hustotu nepopisuje 
pole. ce~e, nebol nezahrnuje pole hmotneh.o bodu. Nelze zkonstruo-

Jv11kc, .., . , x . J. 
vat pole hustoty tak, aby umoznovala zahrnout i u~inek hmotn~-

h.o bodu. I kdybychom linearni h.ustotu v bode x". , kde neni 
definovana, definovali jako nekonecnou a presli k Lebesguesovu 
integralu, tento integral nebude rovnez zahrnovat vliv hmotneho 
bodu. Fri vypoctu Lebesguesova integralu m~zeme totiz bod Xo. 
vynechat, protoze se jedna o mnozinu miry nula. Popsany pro­
blem se podari preklenout teprve zavedenim distribuci. S po-
uzi tim teorie distribuci k reseni nekterych uloh teorie poten­
cialu se m~ze ~tenar seznamit napr. v I Schwartz, Vladimirov /, ~ 
zde se jimi zabyvat nebudeme. Budeme muset s ice d~sledne od­
delovat bodove, linearni, plosne a objemove zdroje, ale zato 
vystacime s ele~entarnejsimi matematick;Ymi prostredky. 

Symbol dm(~ ) ve Stil tjesovych. integralech. typu ( 7 .2) 
m~zeme chapat jako element hmoty v infinitezimalnim okoli 
bodu , jako prirustek funkce na tomto intervalu: 

dm ( ~ I ) = dm ~ f ) d J = ,A ( f ) d ~ • 
Tato predstava umo~nuje bezprostredne rozsirit nase uvahy i na 
plosne a objemove zdroje, jak bude provedeno v nasledujicim 
par agr a:fu. 

Hlavni poznatky z toh.oto paragrafu m~zeme shrnout na­
sledujicim zp~sobem ~ ~ 

r Zobecneni Newtonova gravi tacnih.o zakona a Coulombova zakona 
vede bezprostredne k vyjadreni intenzity pole ve tvaru integra-
111 Stieltjesova typu. Teprve za nekterych. doplnujicich pred­

pokladu lze prejit k beznym integral~, v nich.z vystupuje 
hustota zdroju (v nami vysetrovane uloze postacila spojitost 



a omezenost hustoty s vyjimkou konecneho poctu bodO)o 

'01.ohy 

l. Uzitim vzorce (7o5) vypocitejte intenzitu gravitacniho pole 
h.omogenniho tenkeh.o dratu (hmotne usecky) ve vnejsim bode 
P v prodlouzen{ dratu. Int~p-relvJk: vysledek pomoci pole 
hmotneh.o bodu. Jak se meni poloh.a ekvivalentnih.o hmotneh.o 
bodu, jestlize se pozorovatel p vzdaluje od usecky? )< 
I Kellogg/. 
Odpovea: 

( G -~ .£ GM 
Ex x) = - x(x- ) = -

0
2 ' 

kde c = V x(x-t >. Drat tedy pri tah.uje jednotkovou 
castici v bodt P stejne, jako kdyby hmota cele­
ho dratu byla soustredena do jednoho bodu na dratu, 
jehoz vzdalenost od bodu P je geometrickym prO­
merem vzdalenosti bodu P od koncO dratu. Pri 
vzdalovani bodu P se ekvivalentni hmotny bod 
posouva ke stredu dratu. 

2. Intenzita gravitacnih.o pole hmotne usecky vedla na Stieltje­
sOv integral podle monotonni funkce m , resp. g • Uveate 
jednoduchj fyzikalni priklad, kdy prislusna funkce, podle 
niz integrujeme, nebude monotonni. 

Odpovea: Nevodiva usecka s linearnim rozlozenim kladnych. 
a zapornych nabojOo (Nevodiva proto, aby se na­
boje opacneh.o znamenka nevybily). V obecnejsi 
teorii Stieltjesova integralu se p~oto misto 
monotonnich funkci obvykle uvazuji funkce s ko­
necnou variaci I Kral I /. 



7.3. Obecne vzorce pro intenzitu pole 

v tomto paragrafu odvodime vzorce pro intezitu pole 
objemove, plosne a linearne rozlozenych. zdrojll. Pokud ctenaf 
tuto problematiku zna (alespon zcasti) a nechce zachazet 
do podrobnosti nize diskutovanych., mllze i tento paragraf vy­
nechat a pfejit na cteni nasledujici kapitoly, kde nejd~le-

movu 
zitejii vzorce zde odvozene budou epe~ souh.rnne uvedeny • 

• v prvnim di.lu skript jsme odvodilr' ze intenzita gra-
h r, 

vitacnih.o pole soustavy rhmotnych bodtl je dana vzorci, viz 
vzorce (3o9)1 

n m. (x-x.) 
E = -aL l. l. 

x R~ i=l 1 

)n m. (y-y.) 
Ey = -G l. 1 (7.7) 3 . l R. 1= 1 

~m. (z-z.) 
Ez G i i = - 3 • 

. 1 R. l.= l. 

JednQtlive symboly v teeh.to vzorcich. maji nasledujici vyznam: 
G = 6,672.lo-11 m3kg-ls-2 je gravitacni konstanta; m. je 

1 
hmotnost i-teho hmotneho bodu, jehoz kartezske souradnice 
jsou xi, Yi' zi ; soutadnice x y Jz jsou souradnicemi ne­
jakeh.o bodu P , v nemz urcujeme intenzitu pole; Ri je vzda­
lenost bodu P od Ji-teho hmotneho bodu, tj. RtxxtsM.s 

R. = ,/ (x-x.) 2+(y-y.) 2+(z-z.) 2 • Pro bod P, v nemz urcuJ·e-
1 y l. l. 1 

me pole, budeme take nekdy pouzivat nazvu "pozorovatel" nebo 
"pol" I Pick/. Foznameaejme, ze jsme T prvnim dilu skript x 
oznacovali vzdalenost i-teho hmotneho ~.-u a pozorovatele 
P jako di. Avsak pismeno ~!d" nyn:.C bude vystupovat take 
v integracnich. symbolech dm, dV apod., proto jsme pro 
vzdalenost radeji zvolili Ri , coz je v souhlase s oznace-

nimi napro v ucebnici I Votruba /. 
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Misto tfi vzorcu pro slozky pole budeme caste pouzivat 
zapisu pomoci jednoh.o vzorce vektoroveh.o. Oznacme 7 polo-

~ or, . .( 
hovy vektor pozorovatele P , ' ri polo~ vektmr 1-t~ho 

~ ~~ 
hmotneh.o bodu, Ri = r-ri vektor, jeh.oz pocatecni bod je 
v i-tem hmotnem bodu a koncovj"m bodem je bod P • Vzor~ 
(7.7) mO.zeme pak zkracene zapsat v nasledujicich. vektorovych. 
tvarech. 

n 
~ 

E(f) -aL = m. 
1 

i=l 

~~ r-r. 
l. 

~ 
1 

n 1~ 
~R· 

= -G L_~ 3 • 
. 1 R. 1= 1 

Intenzif-u elektrostatickeh.o pole soustavy bodovych na­
boju ve vakuu dostaneme ihned ze vzorcO. (7.7) nebo (7.8), 
jestlize misto mi piseme velikost i-teho naboje qi a 
misto konstanty (-G) piseme l/(4'il£ .> , kde £0 = 
= 8,854.l0-12c2N-lm-2= 8,854.10-12Fm-l je permitivita vakua 
( pouzivame soustavy srt) : --7> 

~ ~ 1 ~ Ri 
E ( r) = 4 'h E L qi :1 • 

fJ • 1 R. 1= 1 

Uvedene vzorce zobecnime na pripady, kdy zdroje pole (hmo­
ty, elektricke I naboje) jsou rozprostreny po objemech, plo~ 
chach. nebo krivkach.. 

a} Objemove rozlozene hmoty nebo naboje. Predpokladejm~ 
ze pfitahujici hmGty vytvareji teleso o objemu V o Chceme 
urcit intenzitu gravitacnih.o pole pO.sobenou timto telesem 
v nejakem bode P • Rozdelme teleso obvyklym zpusobem (napf. 
pomoci tri soustav na sebe kolmych. rovin} na male casti. 
Hmotnost k-te casti oznacme .6~ • Uvazujime castici (hmot­
ny bod} o teto hmotnosti umisteny v nejakem bode Qk uvazo­
vane casti. Kartezske souradnice bodu Qk oznacme 

xk :#\ , zk_ 0211at'rne, 
~ . - - ,__ .aouradnice bodu P jako-: x y ,lz • Podle ( 7. 7) 

"l 

je prispevek uvazovaneho hmotneh.o bodu k intenzite v bode p 

dan vzorci: 



( .6Ey)k = -G 

I 

( AEz)k = -G 

A.f 
- li -

(y-yk_) AIDk 

~ 

( z-zk_) .6mk 

~ 

(7.10) 

' 
..I 

kde Rk je vzdalenost bodu P aJ~ . Secteme nyni prispev-
ky od vsech casti a prejdeme k limite pro pfipad, ze se 
deleni telesa zjemnuje a rozmery vsech. casti se blizi k nu­
le. Vysledkem budou slozky intenzity v bode P pusobene 
uvazovanym telesem: 

Ex{P) = -G Jf J x-x' dm 
' R3 v 

-a Jff 
, 

Ey(P) = l.=}f_ dm (7.11) 
R3 v 

Ez{P) Sif 
, I 

= -G z-z dm 
/'l v 7 

kde, jak je zcela zrejme, jsme souradnice bodu Q telesa 
J 

oznacili x;y;z', vzdalenost toh.oto bodu od bodu P je ... ~ 

R = Jcx-x'J 2+Cy-y'J 2 +Cz-z'> 2 a dm znaci element hmoty 
(zatim to jeste nemusi byt diferencial). Pri integraci pres 

..... 
teleso jsou x;y.; ' promenne, slozky intenzity jsou funkcemi 

.., . ~ . E( ) souradnic bodu P , tJ. Ex = x x,y,z atd. 
~ Polohovy vektor pozorovatele P oznacme r = (x,y,z) , 

polohy vektor bodu telesa Q ' v nemz se nach.azi hmotny 
element dm , oznacme t'=k x;y;z') , vektor s pocatecnim 

" ~ -4 ~~ , , , 
bodem Q a koncovym bodem P oznacme R • r-r = (x-x ,~~y, z-z'1, 
viz obr. 2. -

I 
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Potom vzor~ (7.11) pro slozky intenzity muzeme zapsat ve 
vektorovem tvaru 

-~(~) = -G 'JJJ ;~-:, dm = -G JJJ: ~ dm 
V ~ V R 

(?.4:t) 

kde 
_q11v 

integraci provadime pres c'-rkov&(souradnice ' dm = dmC~'). 

Poznamenejme, ze jsme dosud vubec nepredpokladali spo-
ji te (ve smyslu h.ustoty) rozlozeni hmoty; v uvazovanem ob­
jemu moh.ou byt rozlozeny h.moty nejruznejsich. vlastnosti. 
Pfedpokladejme vsak dale, ze rozdeleni hmot mtl!eme ch.arak­
terizovat pomoci h.ustoty. Hustotou ~ (nebo objemovou h.us­
totou) v bode Q telesa rozumime limitu pomeru hmotnosti 
elementu telesa obsah.uj:icih.o bod Q 1t objemu tohoto elementu, 
jestlize se rozmery elementu blizi k nule (jestlize se nej­
delsi "tetiva" bl:izi k nule): 

lim t.:, m 
AV • (7.13) 

Pritom se pozaduje, aby h.odnota teto limity nezavisela na 
f16{ Hicl1 2£.vire!~ 

tvarech uvazovanych. elementu; kdyby temu tek rlebylo, rekli 
bych.om,~e h.ustota 'neexistuje. V dalsim budeme predpokladat, 
ze hustota existuje a je spojita. Ve fyzikalne dulezitych 
pripadech., v nich.z jsou h.ustoty nespojite, mllze byt telese 
obvykle rozdeleno na nekolik dilcich. teles, ve kterych jsou 
jiz h.ustoty spojite I Kellogg/. 

Vraime se k uvah.am o delen:! telesa na casti. Hmotnost 
k-te casti ~mk bude lezet mezi nejmens:i a nejvetsi hodnotou 
h.ustoty v teto casti vynasobenou objemem teto casti 4Vk • 
Je-li hustota spojita, bude v uvazovane casti existovat tako­
vy bod _Qk , ze 

(7.14) 

Dosaame tento vyraz do vzorcu (7.10) a proveome stejny postup 
jako vyse. Misto obecnych. vzorcti (7.11) dostaneme nyni vzorce 
pro intenzi~u ve specialnejs:im tvaru 

x 
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Ex(P) = -G SJf ~ &:L dV 
R3 

v 

Ey(P) = -G jf]f~ dV (7.45) 

v 

Ez(PJ = -G JJJ ~ z;3, dV 
v 

kde hustota ~ je obecne funkci soufadnic 
,;" ; ( , 

x,y,z • 
" Tyto vzorce milzeme vektorove zapsat v nasledujicim tvaru, 

viz obr. 2, 

ic1> = -a SfS 
v 

.,..:;y 

p (f') R dV , 
) R3 

(7.16) 

lHI 

kde integrace se provadi pres c&rkove souradnice (v ucebnici 
I Votruba I se pripojuje carka take k symbolu dV , aby se 
zdilraznilo integrovani podle carkovanycb. souradnic, my to 
zavadet nebudeme, ale tuto situaci budeme mit stale na mysli). 

Vzorce (7.15) a (7.16) budeme povazovat za vych.ozi 
vzorce na vypocet intenzity gravitacniho pole objemove roz­
lozenych hmot; obecnejsich vzorcu (7.11) a (7.12) uzivat nebu­
deme. Videli jsme, ze vzorce (7.15) a (7.16) plynou ze(7.ll) 
a (7.12), pokud lze zavest h.ustotu, av~ak sama existence hus­
toty je~te nestaci. Hustota musi splnovat jeste jiste podmin­
ky, postaci napr. spojitost h.ustoty (viz odvozen{ vzorce 
(7.14)). 

Vzorce (7.15) jsme mohli odvodit prime ze (7oll) nasledu­
jicim postupem. Predpokladejae, ze element AVk zmensuJeme 

· 2v11· 

tak, ze stale obsahuje nejakypbo!1d Q. Uzitim (7.14) 
_a prech.odem k limite dostavame, ze pro hmotnost infinitezimal-
nih.o elementu obsah.ujicih.o bod 
plati 

( -7, (~' dm r ) = ~ r )dV 

Q o poloh.ovem vektoru 

co! po dosazeni do (7.11) ihned dava vzorce (7.15). 

..;;;>I r 

/ 
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Vzorce pro intenzitu elektrostatickeh.o pole ve vakuu 
pusobEneh.o objemove rozlozenymi naboji jsou zcela obodobne 
vzorclim (7.15), resp. (7.16), pouze misto. konstanty (-G) 
je treba psat l/(4·;r£0 ) a h.ustotou ~ je treba rozumet 
hustotu naboje. 

Intenzita pole hmotneho bodu je nekonecna v miste, kde 
se hmotny bod nach.azi. Integrandy ve v2orcich (7.15) jsou 
rovnez singularni, jestlize se pozorovatel P nachazi 
uvnitr telesa. Lze vsak ukazat, ze h.odnoty integralu (7.15) 

zusta'q'aji konecne i ve vnitrnich. bodech. telesa, viz odvoze-
, }<.a/J' 12 . , .., . ¥-f ni v paragrafu 7,4. Pro uplnost dopl.iime, ze 1 v p.1.' p

9
dech., 

kdy jsou zdroje pole rozlozeny po plochach., je intenzita 
konecna ve vsech. bodech. prostoru. Avsak v pripade rozlozeni 
zdroju na krivce je intenzita v bodech. krivky singularni 
( obdoba hmotneh.o bodu) viz l~~ '4'Qr'ft g;I~i. Uveofe.11/. vlur~'lr.10.1:,fr,' / 
lee ,-1vsJroval naf#. v1tli s:peet"clfvnC:C1 p11r/f"adeo/11 k.lerijsou ~·1Jt"eh':!9h'at1:t v ~p, rf,f. tJ.6ee11e­
cUJ~;1 poddme 11 /c4p, 12 a- 4.3 . 

o) Plosne rozlozene hmoty nebo nabo.ie ( .iednoduch.a vrs1t-.:a). 
Jak jsme jiz uvedli v prvnim di lu skript, je mis to realnych. 
objemovych zdroju c--7 casto uzitecne zavadet ruzne fikce, 
jako jsou zdroje bodove, plosne nebo linearni. Z h.lediska 
formalne matematickeh.o spociva uzitecnost takovych fikci v 
tom, ze misto trojnych lntegralu, ktere musime pocitat pri 
urcovani pole objemovych zdroju, vystacime u plosnych. zdroju 
pouze s dvojnymi integraly, u linearnich. zdroju dokonce 
s jednorozmer~>nymi integraly a v pripade bodovych zdrojli jiz 
vubec integrovat nemusime. 

Vsimneme si zde pole plosne rozlozenych. hmot nebo 
naboju. Predpokladejme, ze hmoty jsou rozlozeny na plose S 

ve forme velmi tenke vrstvy o tlous~ce h (obr. 3). C-

Obr. 3 
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Budeme-li zmensovanim 
podel kolmic k plose 

h posunovat hmoty k plose S (napr. 
s ), dospivame k predstave plosneho 

rozlozeni bmot. Toto limitni lisporadani budeme nazyvat jed­
noduchou vrstvou. Uvedeny limitni. prech.od nemLi.zeme sice prak­
ticky realizovat, je-li vrstva slozena z nejake latky, ale 
docela realny smysl ma v elektrostatice, kde naboje lezi na 
povrchu vodice. Ovsem i v teorii gravitacniho pole ma pred­
stava plosnych zdrojti opravneni, pokud tlouslka vrstvy h je 
mala vzh.ledem k rozmerilm plochy S a vz .hledem ke vzdale-

.f I 

nosti pozorovatele od teto plochy. Krome toh.o {T:e/ vkd'1:Cr/, ze pole 
objemove rozlozenych. hmot mtizeme v nekterych. pripadech formal­
ne nahradit polem plosne rozlozenych. hmot. 

Aniz bychom opakovali uvahy uvedene vyse, je zrejme, 
ze vzorce pro intenzitu pole plosne rozlozenych ~ot dosta­
neme ihned ze vzorce (7.12), kde pouze misto integrace pres 
objem budeme integrovat pres ploch.ut 

-. ...:... 
E(r) = !G SJ 

r S 

~ 

R dm 
R3 

pritom stejne jako vjse je 1 
..:;. ' v nemz intenzitu urcujeme, r 

na plose S (pres body plochy 
a dm je plosny element hmoty. 

(7.18) 

polohovy vektor bodu P , 
je polohovy vektor bodu Q 

• • ) ~R. ~ ~, S i ntegruJeme , = r - r 

Budeme vzdy predpokladat, ze plocha S a r~zlozeni 
hmot na ni maji takove vlastnosti, ze existuje spojita 
funkce (.) definovana na S vztah.em 

~ = lim tim 
\l AS (7.19) 

kde _4m je element hmoty pripadajici na element ploch.y 
AS av limite zmensujeme razmery plosneho elementu k nu­

le. Funkci <J budeme nazyvat plosnou hustotou (nebo jen 
hustotou, pokud nemt'\ze dojit k nedorozumeni). Pro infinite­
zimalni. hmotny element dm pripadajici na infinitezimalni 
plosny element dS pak plati 
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dm ( i' ) = \) (:' ) dS (7,20) 

a vzorec pro intenzitu (7.18) lze prepsat ve tvaru 

E(r) ~ ~G SJ dS D (7.21) 
s 

Z tohoto vzorce budeme vych.azet pri vjpoctu intenzi ty gravi­
tacniho pole plosne rozlozenjch. hmot. Pro vjpocet intenzity 
elektrostatickeho pole ve vaku~pdsobeneho plosne rozlozenj­
mi nabo ji s hustotou O" , je ve vzorcich (7 .21) pouze treba 
nahradi t konstantu (-G) konstantou 1/ ( 4 718

0
) , 

Aby integral v (7.21) existoval, musi splnovat jiste 
podminky nejen h.ustota u , ale i plocha S • V tech.to 
skriptech budeme o v~ech. plochach predpokladat, le jsou 
h.ladke nebo se skladaji z konecneho poctu hladkych casti. 
To by vsak nestacilo, protoze i nektere hladke plochy mohou 
byt velmi slozite, mohou napr. v nekterjch mistech nekonec­
nekrat "oscilovat". Takove slozite plochy musime z nasich 
uvah. vyloucit, musime se omezit jen na"rozumne" h.ladke plo­
chy. Takovjmi specialnimi pripady hladkych. ploch jsou napr. 
plochy Ljapunovovy, o nichz blize pojedname v kap. 13. Za­
tim se spokojime s konstatovanim, ze vsechny bezne plocby, 
se kterjmi se setkavame ve fyzikalnich uloh.ach., pozadovane 
vlastnosti maji. 

Obdobne budeme predpokladat, ze i vsechny uvazovane 
krivky se sklaii'ji z konecneh.o poctu hladkych a "rozumnjch" 
usekd. 

c) Krivkove (linearne) rozlozene hmoty nebo naboje. 
Uvazujme drat napt. kruhoveh.o prllrezu, pricemz stredy kruz­
nic lezi na nejake krivce C • Budeme-li si predstavovat 
hmotu mezi libovolno~,dvojici rovin kolmjch k C jakoby 

..J':'~·p"Ce-
by la zkoncentrovana na C mezi temito rovinami, dospivame 
k predstave hmotne krivky. Del•nim krivky na useky, zjemno­
vanim toh.oto deleni a limitnim prechodem dospivame ke vzorci 
pro intenzitu, ktery je stejny jako vzor_,e (7.12) a (7.18) 
az na to, ze nyni integrujeme kel~m krivky c : 

pode1 



:Lit 
-a-

~ s 
~ 
R E(~) = -G 
R3 

dm • C7o22) 
c 

Vyznam jednotlivych symbolti v tech.to vzorcich je stejny 
jako u vzorcti (7ol2) a (7.18). 

Linearni husto .tou J hmotne kfivky v bode Q(x;y;z') 
budeme nazyvat limitu pomeru hmotnosti libovolneho useku 
krivky obsahujiciho bod Q k delce tohoto useku, jestlize 
se delka useku blizi k nule. Budeme predpokladat, ze kfivka 
C a rozlozeni hmot na ni maji takove vlastnosti, ze uvede­
na limi ta existuje ve vsech. bodech krivky a je na teto kriVJ­
ce spojita. Pro element hmoty dm pfipadajici naelement 
delky ds podel kfivky nyni plati 

(7.23) 

a vzorec (7.22) nabyva tvaru 

·1~:> = -G f Jez?' If3 as 
C R 

• (7.24) 

V ptipade elektrostatickeho pole nabite krivky ve vakuu je 
v tech.to vzorcich. opet tfeba mis to (-G) psat 1/ ( 4 7f"$0 ) • 

d) Ob,jemove rozlozene dipoly. Moh.lo by se zdat, ze 
vyse zavedena objemova, plosna a linearni rozlozeni zdroju 
nam umozni popsat vsecbny :fyzik.alni si tuace' se kterJ1mi se 
setkame pri studiu gravitacniho, elektrostatickeho, pfip. 
i magnetostatickeho pole. Neni tomu tak, pfiroda je slozi­
tejsi nez zminene zjednodusene matematicke modely. Pfikla­
dem muze byt polarizovane dieleketrikum. v tomto pripade 
je v celem telese i v jeho jednotlivych castech (ovsem 
v castech podstatne veteich nez jsou rozmery atomu) stejny 
pocet kladnych i zapornych naboju, takze vysledna prostorova 
h.ustota naboje je vsude nulova. v dO.sledku systematickeh.o 
posunu kladnych nabo~u vzhledem k nabojUm zapornym v kazde 
casti telesa vsak vyesledne elektricke pole nebude nulove. 



Vhodnjm modelem pro tuto fyzikalni situaci bude teleso 
s objemovym rozlozenim elektrickych. dipolO.. Naprosto obdobna 
situace je v magnetismu, kde zmagnetovane teleso si mO.zeme 
predstavit jako slozene z elementarnich. magnetickych dip610.. 

V prvnim dilu skript jsme vysetrovali pole dipd/u umis­
teneh.o v pocatku soustavy souradnic. Teto uloh.a potrebuje 
nyni zobecnit, budeme predpokladat, ze se dipol nach.azi 

,( ..+, v ~ 1 h , k v bode o polohov~m vek toru r • Oznacme r po o .ovy ve tor 
pozorovatele a zaveame opet Jt = '1 - :'.Pro intenzitu pole 
elektrickeho dipolu s momentem p ve vakuu pak plati vzo­
rec 

"" E = - grad U 

kde potencial U je dan vzorcem (viz specialni vzorec 
(4.8) v prvnim dilu skript) 

U(it) = 4;;£0 • 

~ 

(7.25) 

Pro intenzitu magnetickeho pole H buzeneh.o magnetickym 
dipolem o momentu Jri plati 

~ 

H = -grad u 
' 

(7.27) 
kde 

~~ 

U(~) = .L m.R 
4'11 R3 • (7 .28) 

Vsimneme si blize vypoctu intenzity pomoci uvedenych 
vzorcO. Polohove vektory vyjadrime pomoci jejich slozek, tj. 
4 ( ) ~, ( , , ,, , .4 ~ ~, ( , , r = x,y,z a r = x,y,z .• Plati R = r - r = x-x,y-y, 
z-z'' a R = IRI = V (x-x')~(y-y') 2+(z-z') 2 

o Gradientem 
ve vzorcich (7.25) a (7.27) rozumime vektor, jeh.oz slozky 
dostaneme derivovanim podle necarkovanych. souradnic x,y,~. 

Protoze vektor p zavisi jen na carkovanych. souradnicich, 
p = pct1 , plati 

ru ...;) ·~ ..). _,.,,::) 
..:; ->; ~ ( 12.LB) = 14 (p.R) .L + c.L> f(Jx (p.R) tTi = 

R3 ({) X R3 R3 

£x + 
.::p......:::; .=J. x-x' = (p.R) 

R3 R4 ' R 



kde jsme pri derivovani skalarniho soucinu 
pisu 

·~·~ 
p.R pouzili za-

~ -") '} ( , ( , p.R = p R + p R + p R = px(x-x +py y-y )+pz z-z ) • x x y y z z 

Odtud je zrejme, ze dosazenim (7.26) do (7.25) dostaneme 
I Votruba I )( 

4 ~ 1 1 
E{r) = 4 c- R3 71«::.:. 0 

• (7.29) 

Predpokladejme, ze elektricke dipoly jsou spojite roz­
~ 

lozeny v nejakem objemu v • Oznacme P dipolovy moment, 
·~ 

pripadajici na jednotku objemu. Vektor P udava hustotu di-
polovych moment~ a nazyva se vektorem polarizace. Dipole-

~ V' 

vy moment v elememtarnim objemu dV je tedy roven P.dV. 
Ze vzorce (7.29) a principu superpozice plyne, ze elektricke 
pole ve vakuu buzene polarizovanym telesem je dano vzorcem 

"icf> = 4~£o m' 
v 

[ 3 =~it R - p J dV 

-::> .....=,, 

grad P.RdV = ~-1~ 
R3 41(£0 

j 

Jf S 
v (7.30) 

kde integrace se opet provadi pres carkovane souradnice 
a vektor -:; je funkci techto souradnic, ~ = 1cf') . 

Uvazujme nyni zmagnetovane teleso. Hustotu magneticke­
h.o momentu, tj. magneticky moment pripadajici na jednotku 

-;.. -;. 
objemll_J oznacme M • Vektor M budeme nazyvat vektorem magne-
tizace (tez hustotou magnetizace I Kellogg/). Vyraz pro 

~ 
intenzitu magnetickeh.o pole H buzeneho uvazovanym telesem 
dostaneme ihned €ormalnim prepisem vzorce (7.30~ vyuzijeme­
li podobnosti vzorcu (7.26) a (7.28)! 



~-+ -1 j~Jflf 
H(r) = 4'F j 

=L 
4'lr jff 

v 

~,. 

-~-
4~ 

grad M.R dV = 
R3 

• 

(7.31) 

e) Plosne rozdelene dipoly, dvojvrstva. Vzorec pro 
intenzitU. pole plosne rozlozenych dipolu dostaneme ihned 
z vyse uvedenych. vzorcu pro objemove rozlozene dipoly, jest­
lize v nich. integraci pres objem nahradime integraci pres 
plochu a objemove h.ustoty dipolu zamenime plosnymi hustota­
mi dipoltl. Uveome jen vzorce· pro pole plosne rozlozenych. 

-7 ' magnetickych dipolu s plosnou hustotou (P' ' ktery ma 
zfejme tvar 

(7.32) 

{J grad~/ as = !lr ~ ~3 {3 ~~ R-fJ as. 

-1 
V tomto v11orci m'llze mit plosna magneti ~ace (<Al zcela libo-
volny smer vzh.ledem k normale plochy S • Napriklad magnetic­
ke pole tenke desky' zmagnetovane sikmo vzh.ledem k povrchu, 
m~zeme pocitat pomoci vzorce (7.32). 

Zvlastni vjznam ma specialni pfipad, kdy dipolove mo­
menty jsou v kazdem bode plochy erientovany kolmo k teto 
plose. Tomuto modelu budeme fikat dvojvrstva. Zduvodneni 
tohoto terminu ilustrujme na pfipadu elektricke dvojvrstvy. 
v tomto pripade jsou na plose rozlozeny elektricke dipoly 
orientovane kolmo k teto plose. Kdybych.om kazdy dipol 
uprostfed "rozfizli", dostaneme dve vrstvy naboju, dve jed­
noduche vrstvy tesne u sebe. Odtud vypljva oznaceni "dvoj­
vrstva". r 
Tyto dve jednoduch.e vrstvy maji vsak tt1 speci '1ni vlastnost, 
ze je-li v nejakem miste jedne vrstvy naboj q , je v 1~ou­

sednim"miste ve druh.e vrstve nabcj (-q) • 

V;1ham dvojvrstvy spociva v tom, ze se s timto modelem 
setkavame nejen v problemech magnetismu a polarizace dielek­
trik, ale i v elektrostatickych dloh.4ch s vodi~i a dokonce 



i v teorii gravitacniho pole. Uvazuj me napr. dve stejne ¥t 
vodive desky umistene blizko sebe (kondenzator), ktere jsou 
nabite stejne velkymi naboji, ale opacneho znam.enka. Elektro­
staticke pole teto soustavy mdzeme vevzdalenostPch vetsich, nez je 
vzdalenost desek1 povazovat za pole dvoj,,_;vrstvy. V teorii gra­
vitacniho pole muze byt pojem dvojvrstvy take zaveden, ovsem 
jen jako pojem fiktivni, protoze zaporne hmoty fyzikalne 
nepripoustime. Ovsem velmi casto se stud'* r zna poruchova 
gravitacni pole, ktera jsou zpusobena odchylkami v rozlozeni 
hmot od jisteho pr meru. Tyto rozdil:l hmoty mohou jiz byt jak 
kladne, tak i zaporne (nadbytek ci nedostatek hmot ve srovnani 
s prdmerem) , takze v teorii poruchoveho gravitacniho pole se s 
pojmem dvojvrstvy .$«" muzeme setkat (viz dBli£ dfl skript ) a 
tento pojem ma plne fyzikalni opravneni /PiekJ. 

V pripade dvojvrstvy muzeme vyse uvedeni obecny vzorec 
(7.32) prepsat jeste v jin$ch tvarech, jak bude ukazano v nasle­
dujici kapitole. 

Obdobne, jako jsme uvazovali rozlozeni hmot nebo naboju 
na nejake krivce, mohli bychom uvazovat rozlozeni dipolu na 
krivce. Napriklad pole zmagnet~ovaneho XBXE• tenkeho valce 
bychom mohli aproximovat polem usecky s linearnim rozlozenim 
magnetickych dipolu. Protoze takoveto modely se potrebuji jen 
zridka, nebudeme se jimi zde zabyvat. 

Rovnez nebudeme vysetrovat rozlozeni vyssich mul~ipolu 
po objemech, plochach a krivkach, coz by nyni logicky melo 
nasledovat. Jiste by se naslo mnozstvi zajimavych aplikaci 

x I 

takovych modelu napr. ve fyzice pevnjch latek, ale v makro­
skopickych teori :!digravitacniho, elektrostatickeho a magneto­
statickeho pole se ne~vazuji (duvody se v ucebn!cich elektro­
magnetickeho pole neuvadeji, ale hlavni pricinou je pravdepodobne to, 
ze pole takovych soustav se obvykle uvazovat nemuseji, protoze 
rychle klesaji s e vzdalenosti, a krome toho by byl matematicky 
popis jiz znacne slozity. 
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8. VYCHOZ1 VZORCE PRO NEWTON8v POTENCIAL A P~fBUZNE VELICINY 

8.1. Obecne vzorce pro potencial 

Odvoome vzorce na vypocet potencialu pro pole, ktera 
jsme uvazovali v pfedchozi kapitole. V integralech., ktere 
udavaly intenzi tu pole, buderi"6htit integrand vy jadfi t pomoci 
gradientu nejake skalarni funkce. 

Zopakujme nektera oznaceni z predch.azeji.ci kapitoly, viz 
obr. 2. Polohovy vektor bodu P , v nemz pocitame pole, jsme 

~ oznacili r = (x,y,z) • Polohovy vektor uvazovaneh.o hmotneho 
elementu dm (objemoveh.o, plosneh.o nebo linearnih.o) jsme 
oznacili i'= (x;y;zJ. Vektor, ktery ma pocatek v hmotnem 

__.:;;. 
elementu a koncovy bod v bode P1 jsme oznacili R , tj. 

_..:;:. -~ -~ , , , 
R = r - r = (x-x, y-y;z-z ) 0 

Pro velikost vektoru R plat:! 

• 

(8.1) 

(8.2) 

Ve vzorcich. v predch.ozim paragrafu pravidelne vystupovala 
velicina lf;R3 • Ukazeme, ze ji lze vyjadfit pomoci gradientu 
funkce l/R • 

Funkce R je funkci necarkovanych. soufadnic x,y,z 
a carkovanych. souradnic x;y;z'. Pokud budeme pocitat gra­
dient vzh.ledem k necarkovanym souradnicim, budeme jej zna­
ci t obvyklym x~isakem symbolem grad • Pokud budeme pocitat 
gradient vzh.ledem k carkovanym souradnicim, budeme k sym­
bolu gradientu tez pripojovat carku, tj. grad'. Tedy 

• (8.3) 

Pocitejme prvni slozku toh.oto gradientu. Z (8.2) plyne 
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1 x-x' 
= - R2 -R- • (8.4) 

Obdobne vzorce plati i pro zbyvajicidJfozky gradientu. Odtud 
plyne 

~ 

R 1 3 = - gr ad ( R) • 
R 

(8.5) 

Tento vzorec patri vubec k nejdulezitejsim vzorcUm. teorie 
potencialu, bez prehaneni bychom jej mohli oznacit za zakladn:!. 
vzorec teorie potencialu. Svym vyznamem se rad:! hned za Newto­
nuv a Coulombuv zakon a princip superpozice. Umoznuje popsat 
vyse studovana geofyzikalni pole pomoci jedine skalarn:!. funk­
ce-potencialu, jak hned ukazeme. Mame-li byt zcela presni, mu­
sime vsak predeslat, ze v nekterych specialn:!.ch pripadech. ne­
bude mozne zavest potencial uzitim vzorce (805), ale ve vet-

sine pripad?,to plijd~ • .., ..,, 1. _AJV\ ..,,,,"~fo~en ~J_ l·-·ol-nei>o11a1bo_1tf 
l'it)fi ·11c"Ct~ h'emo~e. /CSMt- t11te.a.,ne.-,vr:: , /// nrn " · 
Vzorce, odvozene v pre hozim paragrafu pro intenzitu 

gravitacniho pole plisobeneh.o objemovimi, plosnymi a linearni­
mi zdroji,muzeme uzitim (805) prepsat v nasledujicich tvarech 

ffj 
-..;> _,, -~ 

j R 3 dV = G JJJ ~ grad(~) dV = E(r) = -G 
. v R V 

(8.6) 

= G JIJ grad(~) dV 
v 

., 

SJ 
~ 

jJ v: EC~> = -G J"!L dS = G grad(R) dS 
R3 s s 

(8.7) 

J 
·~ s J ~ ). !L E(t) = -G ds = G grad(R) ds 
R3 c c 

(i.t) 

kde g je objemova hustota, (!' je plosna hustota, v\ je 

linearn:!. hustota; vsechny tyto hustoty jsou funkcemi carko­
vanych souradnic, takze jsme je mohli zapsat az za znak gra­
dientu, integrace se rovnez provadeji podle carkovanych 
souradnic. 



Predpokladejme, ze v uvedenych. vzorcich lze zamenit pora­
di integrace a derfuvace (gradientu). Pak bude mozne vyjadrit 
intenzitu pomoci gradientu skalarni .funkceo Podle fyzikal­
nich. zvyklosti zavedeme tuto skalarni funkci, kterou budeme 
nazyvat potencialem, takovym zpusobem, aby se intenzita rov­
nala zaporne vzatemu gradientu potencialu: 

·~ 

E = -grad U o (8.9) 

Pro potencialy objemovych, plosnych a linearnich hmot pak 
postupne dosta•ame 

U(r) = -G SfS g_ dV 
R (8010) 

v 
. ...;. 

SI 
r 

U~r) = -G .}_ dS 
R (8.11) 

s 

U(r) = -G s J 
R ds 0 (8.12) 

c 

Vzorce pro potencialy elektrostatickeho pole buzeneho 
objemovimi, ploAnymi a linearnimi naboji ve vakuu dostaneme 
ihned ze vzorcu ( 8.10) az ( 8.12), jestlize v nich. nah.radime 
konstantu (-G) konstantou 1/(411'£0 ) a pod h.ustotami f, 
<J , v\ rozumime prislusne hustoty naboje. 

Potencialy typu (8010) az (8.12), obsahujici v integrandu 
funkci l/R , budeme nazyvat NewtonovYmi potencialy. Uvidime, 
ze v nekterych pripadechnebude mozne vysledne pole popsat 
pomoci Newtonova potencialu, i kdyz pusobeni mezi jednotlivy­
mi casticemi se ridi Newtonovym gravitacnim zakonem nebo 
Coulombovym zakonemo Takovym pripadem bude logaritmicky nebo 
linearni potencial (viz kapo 11) a samozrejme, v obecnem pri­
pade~- i poten9.ia rozlozenych qipoluo 

/Y) Po/-eltloict~ 0 eJl>tOVe r(}lJ0%4u.'d1 ol. tf!J. ,. 
( Vzor pro po encia pros orov a plosne rozlozenych sta-

cionarnich dipolu byly v podstate uvedeny uz na konci pred-

ch.aze jicih.o paragrafu, postaci pouze opet priP,_?).li t predpoklad 
o moznosti zameny integralu a derivaceo Napr~%tenzi tu magne­
tostatickeh.o pole zmagnetovaneh.o telesa muzeme psat ve tvaru 

~ 

H = -grad U 
' 



kde pro potencial plati 

1 u = ¢If HJ 
v 

~·....'.?> 

M.R dV 
R3 

j~ 
- ·~-

(8.14) 

~ 
vektor M je vektor magnetizace (dipolovy moment v jednotko-
vem objemu)o 

Posledni vzorec pro magneticky potencial se casto zapisu­
je i v jinych. ekvivalentnich tvarecho Predne muzeme vyraz 
R/R3 v tomto vzorci opet prepsat pomoci zakladniho vzorce (805): 

u = - !ar HJ ·:.gr ad ( ~) av • ( R. 1 s) 
v 

Zavedenf.:'.li gradient podle carkovanych. soufadni c , oznacime jej 
grad', z (802) a (8.5} plyne 

grad'(Rl) = (x-x3' ~ z-z' )- i' = -grad(Rl) 
R ' R3 ' R3 - R3 

0 (8.16) 

Preahodem ke gradientu podle carkovanych. souradnic musime 
ve vzorci (8.15) zmenit jen znamenko: 

0 (8.17) 

1r 1..=ials11n 11; 1lc/,/-c .s./a·/ri. 
Pro pot cial plosne rozlozenych magneticky 

~ ..::../ 
(8018) 

U = .L j'1j~ ~oR dS 
4'11 ~ 

s 
= ~Tl )J(ci. grad'(~) 

s 
~ 

kde d,u Je plosna 
larniho soucinu 

z; .. R =I ·-1 
Io l ~/ . cos ex, 

agnetickeh.o ~omentu, Rozpisem ska-

'~ 
J "' 

je uh.el sevreny vektory tlj a 
(8018} tez zapsat ve tvaru 

muzeme prvni ze 
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v teorii i p1·1 praktickych vypoctech se casto pouzivaj i 
jeste dva dulezite vzorce , kter~e dostanou dalsimi upravami 
vzorcu (8 . 15) a (8 . 17) . Pristupme nejprve k odvozeni obecneho 
vzorce , ktery plyne ze vzorce (8 . 17) . 

Uzitim zname identity pro diverge nci 

.._. ·~ ~ 

div(bA) = b div A + A. grad b ( 8. 18) 

lze vzorec (8 . 17) zapsat ve tvaru 

u = _ ~ W di](M dv + ~ JV div '( f ) dv 
J 

• 

Upravime-li posledni integral pomoci Gaus::>OV'J vety , dostavame 

kde 

s 

u = f!S _j_ dV + JS .1. ds ' V R S R 
(8 . 19) 

j sne oznacili 

A ,..:.;. J = - div I;I 
' 4'T 

je povrch t~lesa \T 
' a 

~ = 

I.i n 
47( ' 

( 8 . 20) 

j e norrEilova slo?Ska r:iagnetizace 

,,.-.J...-. ~' ., ., 
), v< •..• , .._ ---

~ ) • P. i:Jo­
~ 

~l · 11 ce .; 

i se svymi prvnimi parciulnirni derivacemi omezena a spojita 
vsude v telcse V a na jeho povrchu S • To bude napr . spln8no , 
pokud "t bude omezene a spoj i te i se svyrni prvnimi parcialnirni 
derivacemi a pole vysetrujeme jen vne telesa , takze vzdalenost 
R se nikde nerovna nule . Pripad pole ve vnitrnich bodech by 

vyzadoval hlubsi rozbor, ktery zde provadet nebudeme , protoze 
vetsinou se budeme zabyvat jen vnejsim polcm, napr . v ulohach 
uzite geofyziky. 

V?orc.e 
Vsimneme si, ze cleny na prave strane n: ovnieii! (8 . 19) jsou 

formalne stejne , az na konstantu, jako potencialy pro objemove 
a plosne rozlozene hmoty nebo elektricke naboje , viz (8 . 10 ) a . 
(8 . 11) . Muzeme tedy velicinu ~ , zavedenou v (8 . 20 ), povazovat 
za jakousi objemovou hustotu "magnetickych mnozstvi" a '1( za 
prislusnou plosnou hustotu . Magnetostaticky potencial zmagneto­
vaneho telesa (a obdobne potencial polarizovaneho dielektrika) 



- 34 -

muzeme tedy vyjadrit jako soucet dvou Newtonovych potencialu1 

jednoho objemoveho a jednoho plosneho . Teoreticky vyznam 
vzorcu (8 . 19) a (8. 20) tedy spociva v tom, ze umoznuji zacle­
nit vysetrovani magnetostatickeho pole do ramce teorie Newto­
nova potencialu. S tim uzce souvisi i to , ze take Gaussova a 
Schmidtova teorie zemskeho magnetickeho pole vychazeji ze 

vzorce (8 . 19) , viz /Janovskij/ . 

Vsimneme si jeste , jak se vzorec (8. 19) zjednodusi v pri­
pade homogenne zmagnetovaneho telesa , kdy M je konstantni 
vektor. Protoze divergence konstantniho vektoru je nulova, 
dostavame f = O ave vzorci (8 . 19) zbude jen plosny integral : 

·1 r M 
U = - jr ___£ dS 

4?T S R 
• (8 . 21 ) 

Fyzikalni vysvetleni tohoto vysledku je zrejme ; ucinky vzaJem­
ne posunutych kladnych a zapornych "magnetickych mnozstvi", 
ktera maji nyni vsude stejnou velikost , se uvnitr telesa vza­
jemne rusi , nevyrusi se pouze na povrchu telesa. 

Druhy dulezity vzorec , ovsem jen pro homogenne zmagneto­
vane teleso , dostaneme ze vzorce (8 . 15). Predpokladame- li , ze 
vektor magnetizace It" je konstantni , muzeme jej psat pred 
integral . Zarnenirne- li jeste poradi integrace a gradientu (v ope­
raci grad derivujeme podle souradnic pozorovatele , jedna se 
tedy o derivovani integralu podle parametru), dostavame 

U = - 2_ ; . grad JJ J _2_ dV 
411' V R 

• 

Poznamenejme , ze o predpokladech, kdy je mozno zamenit integral 
a gradient , se zminime v nasledujicim paragrefu 8 . 2 , podrobneji 
pak v kap . 12 . Integral v poslednim vyrazu predstavuje , az na 
konstantu ( - G) , gravitacni potencial homogenniho telesa, ktere 
ma stejny objem a tvar jako uvazovane zmagnetovane teleso a 
jeho hustota hmoty je rovna jedne . Mezi me.gnetostatickjrn po­
tencialem homogenne zmagnetovaneho telesa a gravitacnim poten­
cialem prislusneho homogenniho telesa tedy plati vztah 

1~ 
U = - - M. grad u,q:rav , mag 411 ""' (8 . 22 
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pricemz ovsem pri vypoctu "gravitacniho" potencialu ugrav 
klademe hustotu ~ = 1 a vynechavame konstantu (-G) • 
Tvrzeni, ze potencial homogenne zmagnetovaneho telesa lze 
urcit z gravitacniho potencialu prislusneho homogenniho tele­
sa pornoci vzorce (8.22), se nazyva Poissonova veta /Janovskij/. 

K vypoctu potencialu hornogenne zmagnetovaneho telesa 
rnuzerne tedy pouzit vzorec (8. 21) nebo (8.22). Kterernu z nich 
dame prednost, zavisi na tvaru zrnagnetovaneho telesa . Pro 
nektera telesa, napr. hranol nebo valec, lze ulohu snadno 
vyresit pomoci vzorce (8.21), pro jina telesa, jako koule 
nebo elipsoid, je vyhodnejsi vyjit ze vzorcu pro gravitacni 
potencial a pouzit (8.22), viz /Janovskij/. Obrovska praktic­
ka cena Poissonova vzorce (8 . 22) napr . v uzite geofyzice spo­
civa v torn, ze vzorce pro gravitacni potencial hornogennich 
teles, odvozene pro potreby gravimetrickeho prtizkurnu, rnuzerne 
pomoci vzorce (8 . 22) pornerne snadno prevest na vzorce, ktere 
se potrebuji v magnetickern prtizkurnu. 

c) Potencial plosne rozlozeni_~~ dipolu, potencial dvoj ­
vrstvy. Pro potencial plosne rozlozenych magnetickych dipolu 
obdobne dosta·arne 

U = ~ ff?-;~~ dS = 
s 

·~ 
kde <!AJ je plosna hustota magnetickeho momentu. Rozpisem 
skalarniho soucinu 

_., . ../) l ..;-, I i-'I fv . R = ~ • R • cos cJ... , 

_, ~ 

kde If... j e uhel sevreny vektory fU a R , rnuzerne prvni ze 
vzorcu (8.23) tez zapsat ve tvaru 
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u = .L jf lf;I cos C(. as 
• ( 8.2-lf) 

4'11 R2 
s 

Uveame specialne nekolik uprav vzorcti (8.2.3) pro pripad 
magneticke dvojvrstvy, kdy je podle definice vektor j,t vsude 
kolmy k plose S • Zvolme nejakym zpusobem orientaci jednot­

-'T kove normaly n k plose s . 

p 

{) 

Obr. 4 

.- ) ._,-
v :gripade dvo jvrst;y muzeme psat ;;1 = 1-11 n , k~e /)J je kladne, 
pokud ma vektor ch stejnou orientaci jako n , zaporne v opac­
nem pripade. Oznacme ~ uhel mezi normalou v nejakem bode Q 
plochy s a spojnici tohoto bodu s mistem p ,v nemz poten-

-'J ·-7 
cial pocitame ( obr. 4). Pro skalarni soucin c<-11.R pak plati 

___ ..., ...::, 

t i•oR =(U R cos f 
a prvni ze vzorcu (8.23) dava potencial dvojvrstvy ve tvaru 
I Pick I 

U(P) =L 
411 

dS 0 
(R.15) 

Ponechavame ctenari, aby porovnal tento vzorec se vzorcem (802¥). 

Prepisme posledni vzorec jeste v jinem tvaru. Vyraz dS cos r 
pfedstavuje prillnet elementu plochy dS do roviny, ktera je 
kolma ke spojnici bodti Q a P , viz obr. 5o 



Obr. 5 

·~ 

n 

-.5? -

Velikost tohoto prfunetu oznacme dS'= dS cos Cf o Oznacme 
d ll prostorovy uhel, pod kterym vidime z bodu p plochu as' 
(a tedy i ploch.u dS )o Protoze plocha dS' se nachazi ve 
vzdalenosti R od bodu P , zrejme plati 

dS, = R2 d fl 
Odtud plyne 

• 

as' an = R2 = e.os f 
R.t olS 

a vzorec (8.25) nabyva jednoducheho tvaru I Votruba I 

U{P) = ~1( SJ t'J d Jl 
s 

(8.21) 

kde element d 11 bereme kladny, je-li uhel f ostry jako 
na obr. 5 (z bodu P vidime "kladnou" stranu ploch.y dS ); 
a l.l bereme zaporne' je-li uh.el f tupy ( z bodu p vidime 
11 zapornou11 stranu plochy dS )o Kdybych.om zvolili opacnou 
volbu znamenek, objevilo by se ve vzorci (8o2r) zaporne znamenko 
I Kellogg/. Vzorec (8.2f.) neni sice prilis vh.odny k numeric­
kym vypoctU.m., ale ma velky vyznam v teoriio Uveome jeste 
jeden vzorec pro potencial dvojvrstvy, ktery se vyskytuje 
nejcastejio V pripade dvojvrstvy m~zeme posledni ze vzorcu 
(8. 23) zapsat ve tvaru 
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i r ~ , i 
U = 4'[1 J. (;Jn.grad (R)dS • 

s 
Skalarni soucin v tomto vzorci udava prlimet gradientu do 
smeru normaly ri ' tj. derivaci ve smeru teto normaly. 
Odtud dostavame vzorec pro potencial magneticke dvojvrstvy 
ve tvaru 

U(P) =L 
4'1i 

n 'v JJ ;,o - ( 1 ) as 
S G~ 'D n R 

(8.28) 

kde derivaci podle normaly rozumime derivaci ve smeru normaly podk 
carkovanych souradnic, tj. pri derivovani reciproke vzdale-
nosti bodu Q a P ponech.avame bod P pevny B bod Q po­
souvame podel normaly, viz obro 4. Nekteri autori voli smer 
normaly opacne, nez jsme zde uvedli, pak se ve vzorci (8.28) 
objevi zaporne znamenko I Pick/. 

Muzeme tedy shrnout, ze na vypocet potencialu magneticke 
dvpjvrstvy lze ve~le obecnych vzorcu (8.13) pouzit kterehokoliv 
ze vzorcu (8.25), (8.21) nebo (8.28). 

Diskusi o mezich. pouzitelnosti zde odvozenych vzorcu pro 
grav~tacni, elektrostaticky a magnetostaticky potencial prove­
deme v n6sledujicith paragra~ec/1. f. l a f. 3, 

'O'lohJ:: 
1. c,!e-li f=(x,~,z) poloh.ovy vektor nejakeh.o bodu a 

r= ~ x2+y~+z jeho ve.ikost, dokazte, ze pal ti I Rektorys /: 
a) grad r = ~ je jednotkovy vektor ve smeru vektoru t ; 

b) grad (1 ) = r 
1 
~grad r = 
r 

Vsimnete si, ze vzorce 
niho vzorce, kde misto 

~ 
r 

- r3 o 

(8.5) a (8.16) jsou zobecnenim 
·-;i • ~ """' r vystupuJe r-r o 

po sled-

2 o Vyjadreni magnetostatickeho potencialu zmagnetovaneho te­
lesa ve tvaru souctu objemoveho potencialu a potencialu 

jednoduche vrstvyo Uzitim nasledujici identity vztaaene 
k souradnicim telesa, tjo k carkovanym souradnicim, 



uprave vzorce (8017) a uzitim Gaussovy vety ukazte, ze 
magnetostaticky potencial lze vyjadrit ve tvaru 

U(P) = !11 jjJ 
v 

-div 'M dV 1 JJ Mn dS 
R +41r · Ii 

s 
na 

kde Mn je normalova slozka vektoru magnetizace povrchu S uva-
zov aneh.o telesa. Interpretujte oba cleny ve vzorci (8025) o 

Odpoved: Prvni clen na prave strane (8.25) m~zeme intenpretovat 
jako objemovy potencial s "magnetickou" hustotou 

~ fM = -div'M , druhy clen jako potencial jednoduche 
vrstvy s plosnou hustotou <l = Mn • Vzorec (8.25) 

ma zasadni vyznam v teorii zemskeho magnetic-
keho pole, proto se k nemu jeste vratime v kap. 12. 

lo Gausst'.lv integralo Uvazujme uzavrenou hlad kou ploch.u S , 

jeji vnejsi normalu oznacme ·rt , viz obro 4 a 60 Oznacme 
r db.el mezi normalou 

s -·---

Obr. 6 
v bode plochy S a spojnici tohoto bodu s polem P • 
Dokazte, ze plati 

{

-4'71 J 

- -211 - ' 
0 

' 

je-li pol 
pol p na 
pol p vne 

P uvnitr 
s 
s . 

s ' 
(f.l'i) 



Poznamenejme, ze casteji se mis to uh.lu ·· 'f uvazuje ve vzorci 
(a.2q) jeho doplnek, pak na pravych stranach jsou opacna 

znamenka I Pick/. 
~eseni: Vypl;Yva ihned ze vzorce (8.26)o Jsme-li uvnitr, 

vidime p+och.u s pod prostorovym uhlem 4?/ ' ale 
vidime jeji"zapornou" stranu (vnejsi normala vychazi 
z druh.e strany). Jsme-li na hranici, je videt opet 

vni trek ploch.y s 9 ale pod prostorovym uhlem 271 0 

Je-li p vne, pak casti plochy s "viditelne" 
z p prislusi nejaky pros~orovy uhel J2 0 ' zbytku 
plochy prislusi pratorovy uh.el (-J2 o> ' dohromady 
tedy nula. 

8.2. Vztah. mezi vzorci pro intenzitu a pro potencial 

Hlavni obecne poznatky, ziskane dosud v predesle av 
teto kapitole, lze strucne shrnout nasledujicim zpusobem. 
Intenzitu gravi tacniho ,JIBX elektrostatickeh.o nebo magnetosta­
tickeh.o pole pusobeneh.o objemove, plosne nebo linearne 
rozlozenymi zdroji muzeme v nejobecnejsim pripade vyjadrit po­
moci integral6 Stieltjesova typu (Lebesguesovych. integralu 
podle miry). Jestlize lze zavest h.ustotu zdroju a tato hustota 
splnuje nektere predpoklady (postaci spojitost hustoty), lze in­
tenzitu jiz vyjadrit pomoci obvyklych integralu, viz napr. 
vzorec (8.6) az (8.8) pro gravitacni pole. Protoze dale v tech.-
to skriptech budeme vzdy predpokladat, ze h.ustotu pozadovanych 
vlastnosti lze zavest, budeme tyto vzorce pro intenzitu po­
vazovat za vych.ozi vzorce cele teorie. Teprve pfi splneni 
dalsich. predpoklldu, ktere zaj!sti moznost zameny integralu 
a derivace, je mozne prisluana pole popsat pomoci potencialu, 
ktere jsme vyse uvedli. Tedy vzorce pro intenzitu budeme 
povazovat za obecne, univerzalne platne, kdezto vzorce pro 
Newtonovy potencialy pouze za jejich. specialni pripad, pouzi­
telny jen za jistych predpokladu. 

Samozrejme, pokud to pujde, budeme davat prednost popisu 
pole pomoci potencialu, protoze v tomto pripade vystacime 
jen s jednou skalarni funkci. Pouze v pripadecb, kdy budou vzni­
kat nejake problemy s pouzitim Newtonovych potencialu, budeme 

se muset vratit k obecnejsim vzorcilln pro intenzitu. V kap. lt 



dokazeme, ze Newtonuv gravitacni potencial dany vyse uvedenymi 
vzorci spravne popisuje pole prakticky ve vsech pripadech, kdy 
uvazovany integracni obor ma konecne rozmeryo Problemy vsak na­
stavaji napf. li pole nekonecneho dratu nebo nekonecne deskyo 
I v techto pripadech se sice nakonec podari nejake potencialy 
nalezt (pole jsou konzervativni), ale tyto potencialy nejsou 
Newtonovy~b~tencialy. S obdobnou situaci se setkavame v elektro­
statice, kde vsak navic nelze vzorcu pro Newtonuv potencial 
ptimo pouzit i v nekterych. ulohach s vodici; napf. uzemnena 
deska kondenzatoru predstavuje ploch.u nuloveh.o potencialu 
v konecnu, zatimco pfi odvozovani vzorcu pro Newtonuv potenc~al 
se pfedpokladalo, ze tato hladina je v nekonecnuo Blize to 
uvidime na konkretnich. pripadech v kap. 40 a 11. Pro pfeh.led­
nost posuame zminene problemy jeste z hlediska budovani 
£yzikalni teorieo 

V tech'bo skriptech. jsme zvolili jisty postup pfi budovani 
teorie, ale zatim jsme nediskutovali otazku, zdali nebylo moz­
ne postupovat jinako v teto souvislosti ctenar muze pravem 
namitnout, ze napr. vzorce (8010) az (8012) pro objemovy, plos­
n' a linearni potencial byly jednoduse odvozeny jiz v prvnim 
dilu skript (pouze s jinym oznacenim) pouzitim principu super­
pozice pro potencialyo Proc jsme zde nevysli rovnou z techto 
vzorcu a namisto toh.o se napred venovali zdlouh.avYil diskusim 
o intenzitach.'l Poskusme se dat odpovea na tyto otazkyo 

Pri budovani ~eorie gravitacniho a elektrostatickeh.o pole 
buzeneh.o soustavou bodovych zdroju (viz prvni dil skript) 
jsme vysli z Newtomova a Coulombova zakona a postulovali jsme 
platnost principu sup~rpozice pro intenzituo Videli jsme, ze 
zcela ekvivalentne bylo mozne vyjit take z potencialu bodoveho 
zdroje a postulovat princip superpozice pro potencialo Oba 
pfistupy byly zcela ekvivalentni diky tomu, ze derivace souctu 
konecneho poctu clenu je rovna souctu derivacio Pfi pfechodu 
k polich. objemovycb., plosnych a linearnich zdroju jsme tedy me­
li dve moznosti: 

a) vyjit ze vzorcu pro intenzitu bodoveha zdroje a postulovat 
platnost principu superpozice pro intenzitu i v pfipade objemo­
vych, plosnycb. a linearn:icb. zdrojO. (tento postup jsme zvolili 
zde, stejne se postupuje napfo v I Kellogg, Purcell J; )( 



b) vyjit ze vzorce pro potencial bodoveh.o zdrQje a postulovat 
princip superpozice pro potencial. (t?k~o se postupuje napro 

~~ v I Dubosin, Idelson, r .t'l.Ck, VotruoEtt'/ a mnoh.a jinych. ucebni-
cich) o 

Na pocatku neexistovaly zadne zasadn:i duvody, abych.om 
davali prednost nekteremu z uvedenych. pristupuo z duvodu for­
malnich. bychom davali prednost spise pfis:tupu b)' protoze 
potencial je skalarni velicinao Samozfejm;Ym pozadavkem ovsem je, 
aby oba pfistupy vedly ke stejnym vysledkumo Nyni je vsak situa­
ce slozi tejsi, nez v pripade soustavy hmotnych. bodu, protoze 
misto konecnych. sum vystupuj:i v prislusnych. vyrazech. integra-
ly a je znamo, ze poradi integrovani a derivovani nelze vzdy 
zamenovat, ale pouze pfi splneni jistych. podmineko Je tedy moz­
ne ocekavat, ze se vyskytnout nejake pripady, kdy pristupy 
a) a b) nebudou davat stejne vysledky. V tech.to pripadech bu­
de treba jeden pfistup odmitnouto 

Nastesti se ukazuje, ze pro velice sirokou tfidu real­
nych. zdroju pole davaji oba pristupy stejne vysledky, viz 
kap. 12,. Pokud bych.om se omezili jen na takovet o zdroje, jsou 
oba pristupy ekvivalentni a pfednost bych.om dali patrne pfistu-

.., 
pu b),protoze se v nem pracuje s jednodussimi vzorci. Avsak 
napfo pro modely, ktere maji nektere rozmery nekonecne, pf:istup 
b} selb.ava, integraly pro potencial jsou divergentni (nekonec­
ne velke), zatimco v pfistupu a) zadne problemy nenastavajio 
Lze sice namitnout, ze takove modely realne neexistuji, ale 
o uzitecnosti takovych. modelu, jako je nekonecny drat nebo 
nekonecna deska, jiste neni tfeba pochybovato Protoze i tako­
veto modely ch.ceme zahrnout do nasi teorie, zvolili jsme pris­
tup a) o Rovnez v nekterych. elek\07statickych uloh.ach s vodici, 
jak jsme jiz uvedli, je treba davat pfednost tomuto pristupu. 

Ve skutecnosti byly duvody pro prijeti postupu a) jeste 
hlubs!!. Intenzitu pole povazujeme totiz za primarni velicinu, 
ktera bezprostredne vystupuje v Newtonove a Coulombove zakonu, 
a temto zakonum pfisuzujeme velmi obecnou platnost, kdezto po­
tencial byl puvodne zaveden jako velicina pomocna. Podafilo se 
sice nalezt velmi dulezity fyzikalni vyznam potencialu jako 
prace, kterou mus:ime dodat jednotlive castici, abycb.om ji pre­
nesli s nekonecna do daneh.o bodu, ale takova velicina si patrne 
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nemuze zach.ovat svuj puvodni fyzikalni smysl, pokud se i te­
leso bude rozprostirat do nekonecna. 

Uvedene uvahy je tedy mozne shrnout tak., ze pro popis 
gravitacnih.o, elektrostatickeho a magnetostatickeho pole je 
treba ze zakladni vzorce povazovat vzorce pro intenzitu. Tyto 
vzorce budeme tedy zde povazovat za mateta.\rckou formulaci 
prislusnych. fyzikalnich zakonu.tnektere pozndmky k tomuto pp.o­

blemu budou uvedeny jeste 'V----kap~ l3)~ Vzorce pro potencial 
je treba povazovat jen za vzorce odvozeneo Nie na teto situaci 
nememi ani skutecnost, ze potencial jako skalarni velicina 
je velice uzitecny pro popis uvedenych poli, ani to, ze roz­
dily potencialu udavaji dulezitou fyzikalni velicinu - pracio 

803• 0 spojitYch. rozlozenich., rozdil mezi matematikou a fyzikou 

Predstava o spojitem rozlozeni zdroju pole je v rozporu 
s predstavou o atomove stavbe latek. Vyse zavedene matematic­
ke modely hmotnych teles, ploch ci kfivek se spojitou h.ustotou 
neodpovidaji tedy fyzikalni realiteo Vznika tak otazka, zda-
li je mozne pouzit tyto zjednodusene modely k popisu realnycb. 
jevu, av ~fipade kladne odpovedi je treba stanovit meze pouzi­
telnosti takovych. modelu. 

Modely ve spojitem rozlozeni zdroju nepopisuji spravne 
vlastnosti prilis malych oblasti, jejich.z rozmery jsou soume­
ri telne ci mensi nez vzdalenosti mezi casticemi, ale jsou 
dobrou aproximaci k popisu strednich vlastnosti oblasti, kte­
re obsahuji mnoho castico Ve smyslu strednich. h.odnot je take 
treba fyzikalne interpretovat h.ustotou jako stredni mnozstvi 
hmoty Crespo naboje) rozlozene v nejake male, ale konecne 
oblasti I Purcell lo 

Vedle uvedenych. problemu matematickeh-0 popisu se v pfed­
lozenych modelech setkavame jeste s nekterymi fyzikalnimi ob­
tizemi. Ty.~ spocivaji v tom, ze pevna latka, ktera je cela 
slozena s nepoh.yblivych. castic, mezi kterjmi pi'.lsobi jen pritaz­
live sily neprimo Um.erne vzdalenosti, by nebyla stabilni a ko­
labovala by do nuloveho objemu. Tento problem l z e prekonet 



'l'f 
-¢-

pfedpokladem o existenci dodatecnych odpudivych sil, ktere 
se projevuji ~en v malych vzdalenostech, nebo pfedpokladem, 
ze se castice nachazeji v rychlem obeznem pohybu I Jeffreys/. 

Uvedene matematicke a fyzikalni obtize obejdeme tim, ze 
spojite modely budeme pouzivat tKR k vypoctdm stfednich veli­
cin. Teorie pouziva~ici spojita rozlozeni bude davat dostatec­
ne ptesne hodnoty stfednich velicin uvnitf oblasti, jejichz 
linearni rozmery jsou podstatne vetsi nez vzdalenosti mezi 
atomy, a za easy podstatne dels~ nez jsou periody pohybu v ato­
mech. ( zh.ruba rozmery delsi nez iv-10 m a casove intervaly 
delsi nez io-17 s, viz I Jeffreys /)o 

Beqo Potencialni energie soustavy 

s pojmem potencialu souviseji, krome intenzity, jeste 
dve dulezite veliciny: potencialni energie soustavy a kapa­
cita. Tyto veliciny maji nejen velky vyznam fyzikalni, ale 
ukazaly se jako velice uzitecne i v matematicke teorii potencia­
lu I Kral III, Wermer lo Vsimneme si v to~~o ~agrafu prvniho 
z nich.. 

Potencialni energii prislusneho rozlozeni zdroju (potencial­
ni energii soustavy, interakcni energii soustavy, vlastni po­
tencialni energii, energii pfislusneho pole) budeme rozumet 
praci, kterou musime dodat vsem elementllin puvodne rozptylenym 
v nekonecnych. vzdalenostech od sebe, abychom z nich. sestavili 
vysledne usporadanio V pripade soustavy n hmotnych bodu 
byla tato potencialni energie dana vzorcem (4.69): 

kde 
cich 

n 1 ,-
w = 2 L mi ui 

i=l 
mi je hmotnost i-te castice a ui je potencial zbyYaji­
n-1 castic v miste i-te casticeo Zobecnenim tohoto 

vzorce na pfipad objemovych hmot s hus-~otou ~ dostaneme 

w = ~ j IJ .f u dV ' ( 8 0 3 O") 
v 

kde ~ je h.ustota a U je Newtonuv potencial pusobeny celym 
telesem v uvazovanem miste, jak hned zduvodnime. Vzorec (8

0
30) 

/ 
I' 



plat:( rovnez pro soustavu objemove rozlozenych naboju, lisi se 
pouze vzorec pro potencial U • 

Podle analogie se vzorcem pro soustavu hmotnych. bodu 
bychom meli potencialem U ve vzorci (8.30) rozumet poten­
cial, ktery v miste objemoveho elementu dV pusobi vsechny 
ostatni objemove elementy. Lze vsak ukazat, ze prispevek ne­
komecne maleho objemoveho elementu k potencialu v miste samot­
neho elementu je nekonecne maly, viz kapo 12 (v pripade hmot­
neho bodu byl nekonecne velky)o Tedy k potencialu, ktery 
jsme meli spravne uvazovat, jsme pridali nekonecne malou ve­
licinu. Krome toh.o element h.moty, analogicky velicine mi , 
je raven ~ dV a je take nekonecne maly. Do prispevku dW 
k potencialni energii soustavy jsme tak pridali velicinu ma­
lou druheho radu, a lze proto ocekavat, ze ani po zintegrovani 
se tyto veliciny ve vysledku neprojevi. Presnej~' odvozen( vzor­
ce (8030) bych.om museli delat pomoci postupu, pouzivanych. 
v kap. 12. Nekteri autori dokonce zastavaji nazor, ze tento 
vzorec nelze odvozovat, ale je treba jej postulovat jako novy 
fyzikalni zakon, ktery podleh.a overovani pomoci pozorovani 
a experimentO., viz I Kellogg I 0 • /JV r~ ; .. l . • fe,"' ' 

V (,u:ebn1C0t1 eJek.hrofntl!Jne,h'c/<do fW!e; 1111 rc.i-111;e, l 1vedeMJ 1>r/ldt1ot 3,1 se /w lldv~}t:;" 
¥ kap. 13 odvodime jeste vyjadreni potencialni energie 

soustavy pomoci intenzi ty poleo Tim Je. oduvodnen nazev "ener­
gie pole". Pro stacionarni ulohy, kterymi se v tech.to skriptech 
zabyvame' nema vsak to to vy jadreni zvlastni vyznam, vh.odnejsi 
je vzorec (8.3Q). 

Pro potencialni energii soustavy plosne a linearne roz­
lozenych hmot nebo naboju plati vzorce, analogicke vzorci 
(8.30): 

w = 1 Jjl 
2 

s 

Ulohy 

(l UdS W = ~ 5 ~ Uds 
c 

0 ( 8.31) 

1. Na vypocet potencialni energie soustavy hmotnych bodu 
jsme v prvnim dilu skript odvodili jeste vzorec (4068), 

= G )n '(1-1 mim. 
w -2 L ~ 

. 1 -;--1 iJ 1= J= 
' 



% 
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kde dij je vzdalenost i-teho a j-teh.o hmotneho bodu a apo­
strofem oznacujeme' ze pri scitani vynech.avame pripady i=j • 
Zobecnete tento vzorec na pr:lpad spojite rozlozenych. hmot 

I Kellogg lo 

Odpovea: 
w - ~ JJJJJJ d(VV) 0 

(VV) 

Tento vzorec je v ddsledku sestirozmerneho integralu 
mene vh.odny nez vzorec (8030). 

2. Napiste vzorec pro potencialni energii nabiteho t~lesa, v nemz 
je rozlozen objemovy naboj s h.ustotou ~ a na jeh.o povrchu plos­

ny naboj s h.ustotou CJ I Broz~truba I. 
Odpoveo: 'J/_vC(smw> 

(f, 32) 

kde U je vysledny potencial vsech objemovych a po­

vrch.ovych. nabojd. 

3 . Predpokladejme , ze elektricke naboje jsou rozlozeny s pros­
torovou hustotou ~ v nejake omezene casti p~ostoru v • 
Pouzitim vyse uvedenyc~ vzorcu a vzorce div D = f , znameho 
z elektrostatiky, odvodte vzorec pro energii elektrickeho 

pole 

1 J~rr~~ W = 2 )J E. D dV ' 
( 8 . 3 3 ) 

. ..:, -!) 
kde E je intenzita elektrickeho pole , D je elektricka 

indukce a integrace se provadi pres cely prostor. 
Res eni: Pr·:>t:oze hustota ~ j e nulova vne 0 bj emu 
ve vjrazu (8 . 30) pro potencialni energii soustavy 
i pres vetsi objem, napr . pres nejakou kouli K , 

obsahuje cely objem V uvnitr: 

v ' muzeme 
integrovat 
ktera 
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w = ~ 1 f) ~ u d v = ~ JJI u 
K K 

~ 
div D dV • 

Ze vzorce pro divergenci soucinu, viz (8 . 18) , plyne 

. ...:,, ~ -~ ~ ..::,-? 
U div D = div(UD) - D. grad U = div(UD ) + D. E 

Odtud plyne , uzijeme- li jeste Gaussovu vetu, 

W = ~ J JJ 1 :i d V + ; JJ uti dS ' 
K SK 

• 

(8 . J4) 

kde SK je povrch koule K • Dostali jsme dalsi vzorec pro 
potencialni energii nabiteho telesa . Zvetsujme nyni polomer 
koule K , ktery oznacime r , do nekonecna . Ve velkych 
vzdalenostech se bude pole telesa V blizit poli hmotneho 
bodu (zde je dulezity predpoklad omezenosti objemu V , 
jinak by to obecne neplatilo, viz podrobnosti v kap . 12 ), 
takze U ,..,) 1/r , D Al 1/r2 , tedy UD rv 1/r3 • Protoze veli­
kost plochy roste jen jako r 2 , plosny integral v (8. 34) 
v limite V"JITI.izi a objemovy integral da (8 . JJ) . 

4. Zobecnete ulohu z predchoziho prikladu v tom smyslu , ze vedle 
objemovjch naboju v objemu v budete uvazovat i plosne 
naboje na plose S , tj . vyjdete ze vzorce ( 8 . 32) . Ukazte, 
ze i v tomto pripade je energie elektrickeho pole dana vzor­
cem (8. JJ), viz /Kvasnica , Votruba/ . 
Reseni : Zacatek postupu je stejn# jako v predchozi uloze . 
Protoze vsak na nabite plose s je vektor 't nespojity , 
nemuzeme v techto mistech pouzit Gaussovu vetu , plochu S 
musime z uvazovaneho objemu "vyriznout" tim 
ji obklopime nejakou plochou s', ktera k s , 
(protejsi strany plochy s ·. v limite prejdou 

zpuso bem, ze 
tesne prileha 

v S ) . Z elektro-
statiky je znamo , ze ·V tesne blizkosti nabite plochy je norma­
lova slozka elektricke indukce , ve smeru od plochy, rovna 
polovine plosne hustoty naboje , tj . Dn = ~/2 (dukaz je 
snadny uzitim Gaussovy vety z elektrostatiky, viz tez kap . 

, 
11 a 13) . Protoze vnejsi normala k plose S mifi ve smeru 

, 
k plose S a velikost plochy S je v limite rovna dvojna-
sobku velikosti plochy S , dostavame 
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J s ut dS I = J s u ( - ~) dS , = - fl u <( dS 
s , s , s ' 

coz se zrusi s plosnjm integralem v (8. 32) . Dospivame tak i 
v tomto pripade ke vzorclim (8 . J4) a (8. 33) . Poznamenejme , 
ze pri odvozovani vzorce (8 . 33) v predchozim a v tomto pri­
kladu jsme potrebovali nektere vzo~ce z elektrostatiky, 
o kterych podrobneji pojedname teprve v dalsich kapitolach. 
Teto jiste nelogicnosti jsme se dopustili zamerne proto , 
abychom dulezity vzorec (8 . 33) uvedli pohromade s ostatnimi 
vzorci pro potencialni energii soustavy . 

8.£". Kapaci ta 

Je-li f'ixovana poloha bodoveh.o naboje a 
plati prima umernost mezi potencialem v bode 
bodoveh.o naboje Q 

l 
U(P) = 4Jrt., R Q ' 

0 

pozorovatele P , 
P a velikosti 

kde koef'icient umernosti zavisi na vzdalenosti R pozoro­
vatele a naboje' tedy zavisi na jiste geometricke charakteris­
tice uvazovane soustavy. V pripade slozitejsich. rozlozeni 
zdroj~ neexistuje obvykle jednoduchy vztah mezi potencialem a 
celkovym nabojemo Avsak v pripade vodic~ plati, ze potencial 
na povrchu vodice je rovnez prime umerny celkovemu naboji, 
konstantu umernosti oznacme l/C : 



u = 1 Q c 0 

¥; 
- -~ -

~asteji se tento vzorec zapisuje ve tvaru 

Q = cu 0 (8.JS> 

Velicina c se nazyva kapacita a je velmi dulezitou charakte­
ristikou elektrickych vodicuo Kapacita vodice zavisi na tvaru 
a velikosti vodice. Soustava vodicu, specialne konstruovana 
tak, aby mela velkou kapacitu, se nazyva kondenzatoro Kapa­
cita kondenzatoru zavisi tez na vzajemne poloze vodicu 
a permitivite prostredi mezi nimio 

Na tomto miste nemame jeste teorii vybudovanou natolik, 
abych.om mohli obecne dokazat uvedene tvrzeni o umernosti po­
tencialu a naboje na vodici. ~ifalueny dUkaz provedeme az 
' dalsfm dilu tiehto skript. lchteli jsme vsak pojem kapacity 
zavest jiz zde, abych.om jej moh.li pouzivat v konkre.tnich pr::!.­
padech v nasledujic~api to:iJ.c.h1 jakmile zjistime um~rnost mezi 
potencialem a nabojemo 

Je-li znama kapacita, muzeme snadno vyjadrit elektrosta­
tickou energii nabiteho vodiceo Protoze na povrch.u vodice 
v ustalenem stavu je potencial konstantni, lze vzorec (8o~1> 
pro potencialni energii zapsat v jednoduch.em tvaru 

1 cruas ~ 2 u UQ 

kde Q je celkovy naboj na vodicio Dosadime-li za Q z (803~), 

dostavame odtud znamy vzorec pro elekt~ostatickou energii 
nabiteho v~dice ve tvaru 

w = ~ cu2 • ct.Jr) 

Tento vzorec udava take elektrostatickou energii nabi teh.o 
kondenzatoru, jeh.oz jedna deska se nachaz:( na nulovem poten­
cialu (uzemnena) B na druh.e je napeti u ; v tomto pripade 
je sice ploch.a S tvorena dvema deskami kondenzatoru, ale 
prispevek uze~ne desky k integralu (8.36) je nulovy v dusled­
ku U=O. 



Vsimnete si formalni podobnosti vzorce (8031) pro energii 
nabiteho kondenzatoru a vzorce pro kinetickou energii pohybuji-

1 2 ciho se hmotneh.o bodu 2 mv o 
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9. VYCHOZf VZORCE PRO pfrsoBENI MEZI SLO~I~JSfMI OBJEKTY 

9ol. Pusobeni pole na dipol 

Intenzitu pole, resp. potencial, povazuJeme za velicinu~ 
ktera prislusne pole plne popisujeo Intenzita je vsak sila, 
kterou pole pusobi na jednotkovou castici, Vznika prirozen~ 
otazka, jak pole pusobi na slozitejsi objekty, nez jsou 
castice, a do jake miry je mozne tote pusobeni popsat pomoci 
intenzityo Vyset~e nejprve pusobeni pole na dipol, o obec­
nejsim pripadu pojedname v nasledujicim paragra:fuo Na latku 
probiranou v tomto a v nasledujicim paragra:fu nebudeme v dal­
s:im textu nikde navazovato Ctenar., ktereh.o tato problematika 
blize nezajima, muze proto tuto kapitolu VN'Ilech.at a pfej:it 
k dalsi kapitole. v 

Uvazujme elektricky dipol o momentu p ve vnejsim, tjo cizim, 
--7 -~ 

elektrostatickem poli, jehoz intenzita je E = E(x,y,z) • 
--'? Ch 

Uh.el mezi vektory p a E oznacme ,.; · • Nahradm.e nejprve 
dipol dvojici stejne velikych bodovych. naboju opacneho znamenkao 

se. 
Necht naboj (-Q) ~ nach.azi v bode A , naboj Q v bode B, 

B +Q 

A 

Obro 7 



vektor s pocatecnim bodem v zapornem naboji a koncovym bodem 
v kladnem naboji oznacme 1, viz obro 7. Moment dipolu se 
zavadi vztahem "t = 0.'t. Souradnice bodli podel osy dipolu, 
tj. podel primky urcene vektorem 1 , oznacme t o Pocatek 
teto osy zvolme v bode A a orientujme ji kladne smerem k 
bodu B , tedy ,&(A) = o , ./!,(B) = s • Vysledna sila pusobici 
na oba naboje je 

kde jsme pouzili vetu 0 stredni hodnote, c je jisty bod na 
usecce AB o V limite, jestlize se 1' zmensuje k nule a Q 

~ soucasne roste do nekonecna tak, aby se vektor p nemenil, 
dostaneme silu pusobici na dipol ve tvaru 

~ 0~ 
F(A) = p !fl; (A) • (9ol) 

Ten to vzorec jeste upravime. Oznacme cX. , p, f uhly, kter~ 
s kartezskymi souradnicovymi osami x,y,z svira moment Jr 
a tudiz i osa dipolu £ o Pak plati 

rri tJ t 0 x Q i !b. re -: (~ z 
P rot = pC ru x 7fI, + ITY nt- + ?JZ !fl> = 

C9,~) 

n ___ , --7 __ ;;-, 

= p E + p rJ E + p <Jj E ~ -7 
x 7'fX y (7Y z ('fZ = (p.grad)E. 

Posledni vzorec jsme mohli dostat ihned z (9ol) pouzitim vlast­
nosti , ktera je zrejma z nazoru, ze derivace libovolne skalar­
ni funkce (slozky vektoru) v danem smeru je rovna prlimetu 
gradientu do tob.oto smeru; odvozeni v (qo2) neni vlastne nicim 

jinym, nez dukazem teto v"""lastnostio Vzorec (9.1) pro silu 

pusobici na dipol muzeme tedy zapsat v ekvivalentnim tvaru, 
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ktery se casto pouziva I Votruba /, 

--7 ~ ......:, 
F = (p • grad)E 0 

TP~ vzorec (5LJ) IJl.tlzeme jeste dale upravi t uzitim 

I Rektorys I 
. ..:;, .._,, ·-7 .~ ·--? -?> ·~ ~ 

grad( ao b) = a x rot b + b x rot a + ( aograd)b + 

identity 

~ ..-:;> 
(bograd)a 

~ 
Uvazime-li, ze p je konstantni vektor nezavisly na souradni­

~ 
cich x,y,z a pro elektrostaticke pole plati rot E = 0 , 

vyplfva odtud jednoduchy vzorec I Stratton /: 
....:.:» ....,,. ~ 
F = grad(p o E) • 

Odtud vidime, ze sila (9o4), kterou ptlsobi . vnejsi elektrosta­
ticke pole na dipol, je rovnez konzervativni, protoze ji lze 
vyjadrit ve tvaru 

·~ 

F = -grad V (9.5) 

• 

kde v je potencialni energie dipolu ve vnejsim elektrostatickem 
poli: 

_,,. ~ 
(906) v = -poE 0 

Krome vysledne sily, oznacovane tez jako translaini sila 
I Votruba /, pusobi na dipol jeste dvojice silo Urceme jeji ota­
civy moment ? . Nab.rad.me opet dipol dvojici naboju. Otacivy 
moment vzhledem k pevnemu bodu A (sidlu naboje -Q ) je dan 
momentem sily, ktera pusobi na druhy naboj, tj. vektorovym 
soucinem 

._:::;, --? -7 ~ -7 
T = s x QE(B) = p x E(B) 0 

V limite pro elementrani dipol pak dostaneme 
·~ ~ --P 

T(A) = p x E(A) , cili zkracene bez vypisovani souradnic 

·~ ~ ·7 
T=pxE. (9o7) 

Poznamenejme, ze vzorce (9ol)~ (9o3) a (9.7) plati iv nesta­
cionarnim elektromagnetickem poli , avsak vzorce (9o4) a (906) 
nikoli v, protoze v nestacionarnim poli je obecne rot 1 ~ O 0 



Slozitejsi vzorce, napf. pro potencialni energii vyssich 
multipolu ve vnejsim poli, zde odvozovat nebudeme, zajemce 
odkazujeme na ucebnice elektriny a magnetismu . I Votruba lo 

'Cn.ohy 

1. Dokazte, ze homogenni pole ( 1' konstantni co do velikosti 
i smeru} nepusobi na dipol zadnou translacni silou, pouze 
otacivYm. momentem. 

~eseni: Je-li 
plyne 

~ 
E konstantni vektor, ze vzorce (9.3} ihned 
~ 

F = o • 

2. Predpokladejme, ze se dipol nemuze posunout z daneh.o mista, 
ale muze se v tomto miste libovolne otaceto Vy.setrete, ktere 
z poloh. dipolu vzhledem k vnejsimu poli jsou rovnovazne a kte­
ra z nich je stabilnio 

~eseni: Podle (9.6} je potencialni energie dipolu dana vzor­
cem 

V = -pE cos r:F 
kde ,.)1 je uh.el mezi momentem dipolu 1 a intenzi tou 
1 . V rovnovazne poloze musi plati t 0 V/r7 J1 = o , 
tj. pE sin Ji = o o Rovnovazne polohy jsou tedy dve, 
jedna pro :r = 0 (moment dipolu ma souhlasny smer 
se smerem pole} a drub.a pro _,,J1 = 7( (moment dipolu 
ma opacny smer nez je smer pole} o Po lob.a J'7 = 0 je 
stabilni, protoze v ni nabyva potencialni energie 
minimalni h.odnoty V = -pE • Poloh.a J1 = 7( je labil-
nio 

3o Na zaklade predch.ozi ulohy zduvodnete, proc se magneticka 
strelka orientuje ve smeru silocar magnetickeho pole. 

Odpovea: V danem miste ma pri teto orientaci minimalni poten­
cialni energii. 

4. Odvoote vzorce pro interakcni energii dvou elektrickych di­
polu o momentech 1 a ·-p ', nach.aze jicich. se ve vzdalenosti 

R od sebe I Votruba Io X 



~eseni: Ze vzorcu (9.6)~ (~o25), (1.26) a (BA6) plyne 

~ , ~ ( 1 --+'f?) v = p. grad u = p 0 grad 4 rr ~ 0 7 = 

-7 ,~, , ..1..) 
po gr ad . p o gr ad · R 0 

9.2. Vzajemne pusobeni dvou tuhych teles 

Vzajemne pusobeni mezi dvema telesy, ktera nejsou castice­
mi, mtlze mit velmi slozity charakter. V prve fade je treba si 
uvedomit, ze jedno teleso nepusobi na teleso druhe jedinou si­
lou, ale pusobi silami na jednotlive elementy druheh.o telesa. 
V ptipade deformovatelneh-0 telesa tyto sily obecne nemoh.ou byt 
skladany, obecne jejich. ucinek nelze dokonce vyjadrit ani konec­
nym poctem sil. Omezme se proto pouze na tub.a telesa I Kellog/. 

v ucebnicich. mech.aniky se dokazuje, ze ucinek veech. sil pu­
sobicich. na tuh.e teleso lze nahradi t jednou silou pusobici 
v libovolne zvolenem bode O a silovou dvojici. Tato sila je vy­
slednici vsech. sil pusobicich na teleso. Silova dvojice zavisi 
na poloze bodu O a jeji moment je ve ktorovym souctem momentu 
vsech. sil vzh.ledem k bodu O , ktere na teleso pusobio Jestlize 
na tuhe teleso pusobi sily F; v bodech. o polohovych. vektorech 
·~ 
ri (i=l,2, ••• ,n), pak pro vyslednou silu plati 

n 
-> ~ ~ 

F = L Fi (9.8) 
i=l 

a je-li bod o, v nemz predpokladame pusobeni vysledne sily, 
pocatkem souradnicove soustavy, dostavame pro moment silove 
dvojice vyjadreni 

n 
~L~ --?> M = r. x F. 

- 1 1 
i=l 

0 (9.9) 

Jestl ize sily pusobici na tuh.e teleso jsou rozlozeny spojite, 
sumacni znamenka musi byt nabrazena integralyo 

Uvazujme ave tuba telesa, teleso T1 zaujimajici oblast 
prostoru v1 a teleso T2 zaujimajici oblast v2 o Vysetfujme 



gravitacni pritazlivost, kterou teleso T2 pusobi na teleso 

T1 • Prvnim krokem je opet rozdelen:i teles na elementy, soustr·e­

deni hmoty kazdeh.o elementu do jednoho jeho bodu a vysetreni 

pritazlivosti takto vzniklych soustav castic. Nech.{ ,6V'1 

oznacuje nejaky element objemu v.f ' ktery obsah.uje bod p 0 po-

loh.ovem vektoru ;l = (x1 ,y1 ,z1 ) , a f1V2 je nejaky element 
objemu v2 , ktery obsahuje bod Q o poloh.ovem vektoru 
~ . . -? ~-7 
r 2 = (x2 ,y2 ,z2 ) , viz obro So Zavedeme-11 vektor R = r 1-r2 , 

je R = lt1 -!?21 vzdalenost bodfi P a Q • Nech.t f 1 a .f 2 

jsou stredni h.odnoty h.ustot v elementech .!>. vl a ~ v2 • 
Potom castice v bode Q v elementu 4V2 pusob:i na castici 

v bode P v elementu A v1 silou, jejiz x-ova slozka je 

AFx( 12) xl -x2 
~ = -G Jl f 2 f).Vl AV2 R3 

kde R je vzdalenost bodu P a Q o Moment teto s:ily vzhledem 

k pocatkti ma x-ovou slozku 

= 

• 

T. 
-1 ~ i! I fL----_ 

I ·--7 ~-
r;_ 

I 

Obr. 8 



Tyto slozky, pusobene dvojicemi castic, musime n;inf secist pres 
vsechny dvojice a provest limitu, jestlize se .~ 
elementu blizi k nule. Dospivame k nasledujici mu vysledku 
I Kellogg /: 

V souh.lase s rozsirenym znenim Newtonov a gravi tacniho za­
kona lze pr·i tazlivost, kterou tuh.e teleso T2 pusobi na tuhe 
teleso T1 , vyjadrit pomoci sily 

~F c i2 > J.f'I r J' r r c :1 ~12 > = -G j JJ f1 f2 R3 dVldV2 (9ol0) 

V1 ¥.2 

ktera pusobi -:v pocatku soustavy souradnic, a pomoci dvojice 
sil, jejiz moment je 

.__:;. ·-V 

~' 12 > - G ffS Jf f0 P rlx r 2 dV av - J j 1 J 2 RJ 1 2 
Vl V2 

(9.11) 

tuto pritazlivost lze popsat ovsem i jakoukoliv jinou ekvi­
valentni dvojici vektoru - sily a silove dvojice. Povsimneme 
si, ze z tech.to vzorcu ihned plyne zakon akce a reakce 

1c21> = _1c12> , ~c21> = _1<12> 
• 

Vzorce (9ol0) a (9oll) predstavuji analytickou formulaci New­
tonova gravitacniho zakona v jeho rozsirenem zneni pro pripad 
tuhych teleso Jsou to nejobecnejsi vzorce pro popis gravi tac­
niho pusobeni, ktere v tech.to skri ptech uvadime. 

Nyni bychom meli vysetrit, zdali uvedene tvrzeni o pu­
sobeni mezi dvema telesy je ve sh.ode s Newtonovym grayi~acnim 

pn.1m tJr­
z8konem pro hmotne body /Kellogg lo Nech{ se tedy maximalni 
tetiva obou teles zmensuje k nule, pricemz teleso T1 stale 

obsahuje poc~tek souraonic 0 a teleso T2 stale obsahuje ne­

jaky pevny bod ~ , jehoz polohovy vektor oznacime "120 o 
Vysetreme nejprve moment silove dvojiceo Uzitim vety o stred­
ni hodnote integralniho poctu a vlastnosti, ze hustoty nejsou 
nikdy zaporne, muzeme psat 



rrc12) 

kde 1i je polohovy vektor nejakeho bodu ve v1 a 12. poloh.o­
vy vektor nejakeh.o bodu ve v2 , R' je vzdalenost techto bodO., 
m1 a m2 jsou hmotnosti teles. Jakmile se rozmery teles 
blizi k nule (postaci dokonce, aby se blizily k nule jen 
rozmery telesa T1 ) , vektor "ti se blizi k nule a tedy i mo­
menty silove dvojice se blizi k nule. Protoze je moment nu­
lovy, plyne odtud, ze silove pfisobeni telesa na castici se re­
dukuje na jednu vyslednou silu, ktera pusobi na tuto castici. 
Obdobne budeme postupovat pri uprave vzorce (9.10) pro silu. 
Jestlize se telesa stahuji do hmotnych bodil, jeden v pocatku 
a druhy v bode Oo , sila se blizi velicine 

fr(l2) = 
~ 

r20 
G -:r­

r 20 

coz souh.lasi s Newtonov;Ym zakonem pro hmotne body. Tedy souhlas 
rozsireneho gravitacniho zakona se zSkonem pro hmotne body je 
overen. 

Poh.led na sestirozmerne integraly ve vzorcich (9.10) a 
(9oll) a predstava, ze bych.om takove integraly meli pocitat v 
uvedene forme, pO.sobi nepochybne sklicujicim dojmemo Ukazeme 
vsak, ze uvedene sestirozmerne integraly lze prevest na postup­
ny vypocet dvou trojnych. integralu, Krome toho v fade uloh. vy­
mizi moment silove dvojice nebo jej nepotrebujeme pocitat 
I Kellogg/. 

Uvazujme malou cast telesa T1 obsazenou v objemu AVl 
~ -") 

a obsahujici pevny bod P0 Cr10> o Pocitejme silu _DF , kte-
rou na tuto cast pusobi teleso T2 o Tato sila je dana 
vzorcem (9.10), v nemz je treba integracni obor vl nahradit 
oborem AV1 o Budeme predpokladat spojite hustoty a jednodu­
che oblasti integrace, takze sestirozmerny integral muze byt 
nahrazen dvojnasobnym vypoctem trojneho integralu: 

JJ.1 = -G JJf~/Jn~'r"f72 > dv2J av1 0 

AV1 ~ii R 
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~ 
Vnitrni integral je pouze f'Unkci r 1 a pokud fi nemeni 
znamenko, muze byt tento integral zapsan pred vnejsi integral 
uzitim vety 0 stredni hodnote integralniho poctu~ 

~ ~ 

f2<ri-r2> 
R'3 dV2 

11V1 

·~ 
.AF = -G JJJ 

kde P' (~i) je nejaky bod v elementu L\ V1 , R' je jeho vzda­
lenos t od promenneho bodu Q(i2) ve V 2 a Am je hmotnost 
elementu .,6V1 • Vy~e:tim~-li ny.n

1
i tuto silu velicinou. ,,, . .?m..,, 

p1vw10r" .Uemlf,i1'n e.nu :-m;;,_ 
a budeme zmensovat Ijl8Ximalni tet1vu v bv1 k nule, aby~od 
P0 stale zustav£ uvnitr ~Vl , dospivame k limite 

~ .,,, bF J.,IJ. f2<z;_
3
0-J;> ECr10 > = lim - = -G av2 Am Ro 

v2 

-~ _,. 
kde R0 = P0Q • Vek~b' E(r10 ) udava specifickou silu, tj. 
silu na jednotku bmotnosti, v bode P0 pusobenou telesem T

2 
o 

Porovnanim poslednibo vzorce se vzorci z ptmagrafu 7. 3 vsak., 
~ ry 

zjistime, ze E(r10 ) je take sila pusobena telesem T
2 

na 
jednotkovou castici v bode P0 (intenzita v bode P

0 
)o Odtud 

vidime, ze pojmy specificke sily a intenzity jsou totozne. 
Vyznam specificke sily spociva v tom, ze umoznuje nalezt 

silu pusobici na cele teleso T1 nasobenim specificke sily 
v bode P(r1 ) b.ustotou _f1 a integraci pres objem v

1 

j(l
2

) = fff f 1 ~CJ:!1)dV1 • (1.f.t) 
v ~ 

1 

Tim dostavame jine vyjadreni integralu (9olO)o I kdyz moznost 
vy jadreni celkove sily v tom to tvaru jsme mohli ocekav at, uve-

, 
deny postup blize ukazal na vazbu mezi poslednim vzorcem a vy-
cb.ozim vzorcem ( 9 .10). Obdobne by ch.om mohli konstruovat vzorec 
pro moment silove dvojice (9.11). Odtud je videt, proc je 

znalost intenzity pole, jako sily pusobici na jednotkovou cas­
tici, tolik dulezity I Kellogg/. 
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Zaverem toh.oto paragrafu se jeste pokusme o nalezeni jis­
teho potencialu, kterfm by bylo mozne popsat vzajemne gravitac­
ni pusobeni dvou tuhych. teles. Tvar integrandu ve vzorci (9.10) 
ukazuje na to, ze i zde bude mozne zavest gradient nejake ska­
larni funkce. Podle analogie se vzorci (8016) ih.ned dostavame 

. ....:.;;. --.:; -7 
rl-r2 R 1 1 

R3 = iJ - - gradl(R) = grad2(R) 

kde indexy 1 a 2 u gradientu oznacuji, zdali se derivuje podle 
souradnic bodu prvniho nebo druheh.o telesa. Vzorec (9.10) lze 
tak vyjadrit napfo ve tvaru 

1(12) = G • 

Tento zapis svadi k tomu, abych.om gradient napsali ihned pred 
vsechny integraly, jak jsme to delali v paragrafu Sol• Zatim 
to vsak provest nemuzeme 8 to hned ze dvou duvodu; jednak v 
integrandu jeste vystupuje h.ustota f 1 ' ktera rovnez zavisi 
na souradnicich s indexy 1 , a krome toh.o se pres tyto sou­
radnice integruje, takze gradl nepfedstavuje typickou de­
rivaci podle parametruo Posledne uvedeny vzorec je zajimavy, 
ale k dalsim uvah.am se prilis nehodi. Ukazal vsak' v cem je 
problem, ze totiz je tfeba oddelit skutecne perametry od pro­
mennych, pres ktere se integrujeo 

Hus to ta fl v bode P zavisi pouze na poloze toh.oto 
bodu v telese T1 , rovnez f 2 zavisi pouze na poloze bodu 
Q v telese T2 • Avsak vzdalenost R bodu P Q zavisi ne­
jen na poloze tech.to bodu v prislusnych telesech, ale tez na 
vzajemne poloze obou teles. Vzajemnou polobU .< teles T1 a T2 
muzeme napf. popsat pomoci vzajemne polohy dvou kartezskych 
souradnicovych soustav, pevne spojenych s jednotlivymi telesy 
(obro 9). Oznacme s1 soufadnicovou soustavu s pocatkem o1 
a osami x1 ,y1 ,z1 , ktera je pevne spojena s telesem T1 , 
soustavu 82 s pocatkem o2 a osami x2 ,y2 ,z2 spojenou 
s T2 a jeste dalsi soustavu s , referencni, s pocatkem O 
a osami X,Y,Z ; poznamenejme, ze nek~er~ oznaceni v obr. 9 

se lisi od obr. 8. Polohove vektory ~1'<Xo41Ya1 1 -~1) <il 'R;J..-:.-(X~11:., Yo~>?o~ 
udu'Vt7!J/ polohu pocatku sotistav s1 a 82 vzhledem k :S o 



Obr. 9 

Polohovy vektor bodu P v soustave s
1 

polohovy vektor tehoz bodu v soustave S 
4 ~ -:r 

tjc R1=R01+r1 • Polohove vektory bodu 
a S obdobne oznacme 

y 

--? 
oznacme ~~(x1 ,y1 ,z1 ), 

oznacme R1=(X1 ,Y1 ,Z1 ), 

Q v soustavach s2 

Mezi souradnicemi bodu P v soustavach S 
linearni vztah.y, protoze obe soustavy jsou 
vzajem posunute a otocene I Rektorys !): 

a s1 musi platit 
kartezske (jen na-

Xi = XOl + 8 llxl + 812Y1 + 8 13z1 

kde a. . jsou smerove kosiny udavajici vzajemnou orientaci 
l. J 

os obou soustav I Rektorys /. Obdobne vztahy plati pro sourad-
nice bodu Q : 



t.Z 
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~ = X'" + b2 bllX2 + b12Y2 + bl3z2 

Y2 = Y02 + b21X2 + b22Y2 + b23z2 

Z2 = Zo2 + b31X2 + b32Y2 + b33Z2 

Vektor 1 , urceny 
lze vyjadrit jako 

pocatecnim bodem Q 

~ -7 ~ 
R = R1 - R2 = 

Jeho velikost je 

R = ~ (Xl-X2)2 + (Y1-Y2)2 +(Z1-Z2)2 

Zapiseme-li integral (9.10) ve tvaru.·.i 

·-;(12) = -G Jfl .ffI 
v1 

(9ollJ. ) 

• 

a koncovym bodem P , 

• (9. 15) 

• (9. 16 ) 

~ 
a dosadime sem za R uzitim vzorcu (9. 13 ) az (9.16 ), po in-
tegraci pres objem vl vymizi zavislost na xl,yl,zl a po 
integraci pres V2 vymizi zavislost na x2 ,y2 ,z2 o Pri da­
nych telesech T1 a T2 je pak integral (9.17) funkci zbyva­
jicich velicin vystupujicich v (9.13 ) a (9.1/f), tj. zavisi na 

parametrecb x01 , Y01 ,z01 ;x02 ,Y02 ,z02 ,aij'bij' (i,j=l,2,3) , 
ktere charakterizuji polohy obou teles (lze ukazat, ze z de­
viti koeficientu aij , resp. bij , jsou pouze tfi nezavis­
le a bjvaji casto nabrazovany tremi Eulerovymi uhly). 

Slozky vektoru it;R3 v (9.11.) bude?riyni ch.tit vyjadrit 
jako derivace funkce l/R podle nekterych vyse uvedenycb pa­
rametru. Uzitim (9.Jb) a prvni z rovnic (9. J.3 ) dostavame 

(J 1 (J 1 f() xl xl -x2 
(O XOl (R) = 7dlS: (R) /3 X01 = Rj 0 

Odtud plyne, ze vzorec (9.11) muzeme vyjadrit ve tvaru 

f(12) = G fJJ 
v1 
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kde symbolem gradPl rozumime vektor, jehoz slozky se dosta­
nou derivovanim podle parametru x01 , Y01 a Zill • Protoze ty­
to parametry vystupuji v integrandu pouze ve funkci l/R , 
muzeme prislusne derivovani povazovat za derivovani integralu 
podle parametru. Jsou-li splneny potrebne podminky pro zamenu 
derivace a integralu, muzeme (9.18) vyjadrit ve tvaru 

""?< 12) = -gradOl U ( 12) 

kde 

u<12> = -G Jjj jfJ 0 

Vl V2 

Skalarni funkce LJ(l2 ) se obvykl~ naz;Yva vzajemnjm potencialem 
dvou teles. Zavisi obecne na 12 nezavislych parametrech, ktere 
urcuji polohu obou teles, tedy napro na parametrech x01 , Y01 , 
z01 ,x02 , Y02 ,z02 a po trech nezavislych z parametru aij a 
bij o Zopakujme jeste, jak bylo uvedeno na zacatku paragrafu, 
ze JC 12 > je vysledna gravi tacni sila vztazena k bodu 
o1 (x01 , Y01 , Zc,1) pevneho telesa, k terou na prvni teleso T1 
pusobi teleso T2 (prislusny bod je oznacen jako o1 na 
obro 9 ~ ale na obr. 8 jako 0 ). 

Vyjadrovanim momentu silove dvojice pomoci vzajemneho 
potencialu se zde jiz zabyvat nebudeme, ale odkazujeme zajemce 
napr. na knih.y I Dubosin ;r, Dubosin II t. 



10. GRAVITACN1 A ELEKTROSTATICKE POLE SFERICKY SYMETRICKYCH 

T~LES 

II e • e ja Si vazne myslim, e • e ze 
b.lavni opravneni matematikovy exis­
tence je v reseni problemu, a ze 
tedy skutecnym jadrem matematiky 
jsou problemy a jejich resenio" 

(P.R. Halmes L J) 

Drive nez pristoupime ke studiu ebecnych vlastnosti po­
tencialu' vysetrime v kapi to~A 10 a.. Alf 1,11 gre:ri~en:i, elelct1 e 
eta:tieke a magnetoetatielre lpele specialnich. teles. Casto se 
v ucebnicich postupuje v opacnem poradi. Zde vsak ch.ceme 
zaci t s kenkretnimi priklady, pro teze nektere spey'dalni vy­
sledky meheu byt peuzity i v obecne teerii, vlastnosti spe­
cialnich. poli rovnez ilustruji nektere ebecne vlastnosti 
a zejmena pak uvedene modely nachazeji cetne aplikace ve 
fyzice, geofyzice a astrenomii," Kellogg/, 

( t======= Vlas::tiiesti objemove""Eo pote"ncialu bllaeme ·· ~ejme-
1 na na potencialu ko • lastnesti dalsich. ty-
\ I pli u na modelech vysetrovan 'ch v nasledu~- ' ~ 
~Omezime se prevazne jen na vysetrevani gravi tacnich peli pri-

slusnych teles, prenos vysledku na elektrostaticka pole neni 
obtizny, viz predchezi kapitelu; miste konstanty (-G) je 
treba psat 1/( 47IS::' ) , kde £ je permi ti vi ta prislusneh.e 
prestredi, v pripade vakua bude £ = £0 = 8,854ol0-12 F/m • 

Jrm.11 cih?i pro 

10.1 • . sfericky symetrick~(Newtonovt.t) kouli 

Uvazujme kouli, ve ktere je bus to ta 9 peuze funkci vzda­
lenosti od stredu r', tj. Q = y (r') o Tomuto kulove symetric­
kemu telesu se nekdy rika NeJtonova keule I Idelsen /. Special­
nim pripadem je napr. kl.omogenni koule, kterou se zde rovnez 
budeme zabyvato Newtonova koule je velmi caste pouzivanym me­
delem ve fyzice, astronemii, geofyzice a geodezii. 



Polomer koule oznacme a • Pocitejme gravitacni pole v ne­
jak.em bode P ve vzdalenosti r od stredu koule (obr. 10). 

Zvolme kartezskou soustavu souradnic tak, aby mela pocatek ve 
stredu koule a; osa z prochazela bodem P • Oznacme r; :V-1 ' a 
~, sfericke souradniceelement~ kouleo Vypocet intenzity gra­

vitacniho pole provedeme ve sferickych souradnicich. I Kellogg, 
Neumann/. Pro element objemu ve sferickych. souradnicich. plati 
znamy vztah. 

dV = r ' 2 sin .tr- 'dr 'd~, d Cf , (10.1) 

a pro vzdalenost R bodu P a elementu koule plati podle 
kosinove vety 

2rr 'cos ·~' • (10.2) 

Vzhledem k symetrii uloh.y bude mit intenzita nenulovou pouze 
radialni slozku cH:i-tenzit;y Er·'.f? ~ ktera pri nasi volbe sou-
" d · hl i 1 x • in en t:cl-'I E (P) " ra nic sou as se s O;c.kou .-xn_t_e,!l~.!JY- z o Krome toh.o v bo-
de P plati z = r • Uzitim (~.15) dostavame 

kde 

v 
r.1, --a J 2 11 

, 

dV = 

,2 . f.1- , 
r sin -v = -G j ~ _\ t> Cr-r'cos .J ') 

0 0 0 ) ( 2 ,2 , lh' 3/2 r +r -2rr cos." ) 

f( .{T ,) dg ( ~ , ) 
d ,, , 

v 

f = f (r,) ' 
f ( V' ' ) = r-r 'cos J1 ' , 

, 
g( ~ , ) = -r o 

,) 2 ,2 , f:\1, 
r~ r +r - 2rr cosv 

Integraci per partes podle )/' dostaneme 



/ 
{ 

\ 
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Q ~' [. _1 + r-r' . + r+r '; lr-r 'I _-/, dr, • 
) lr-r 'I 

(10o3) 

0 

Vyraz v h~anate zavorce v integrandu je roven 2r'/r pro 
r~r' a je nulovy pro r<(r'. 

Jestlize bod p lezi vne koule, je r vetsi nez jake­
koliv r'o Z posledniho vzorce pak pro pole vne koule plyne 

a 
E ( r) = - 4'11 G s 
r,e 7 

0 

(10. 4) 

kde index 
Zaved.me do 
niz zrejme 

e oznacuje, ze se jedna 0 vnejsi pole (externi). 
tohoto vzorce celkovou hmotnost koule M , pro 
pl a ti 

M = fff 
v 

a ti 2i1 

= J j .) 
0 0 0 

a 

= 4'(r s ( 
, ,2 

0 r )r dr • (10o5) 

0 

Intenzitu gravitacnih.o pole vne a na povrch.u koule lze tedy 
psat v jednoduch.em tvaru 

GM 
E (r) = - r2 r,e ' 

(r ~a) • (10.6) 

Tento vzorec je stejny jako vzorec pro intenzitu gravitacnih.o 
pole hmotneh.o bodu o hmo tnosti M umisteneho v pocatkuo Do­
stali jsme tak znamy vysledek, ze gravitacniho pole vne a na 
povrchu kulove symetrickeho telesa je stejne jako gravitacni 
pole hmotneho bodu, ktery se nachazi ve stredu koule a v nemz 
je soustredena veekera h.mota koule. Tento vysledek take napro 
zduvodnuje, proc lze pri vypoctech. drab. planet povazovat pla­
nety i Slunce s dostatecnou presnosti za hmotne body. Na dru­
he strane ma tento vysledek, tj. nezavislost vnejsih.o pole na 
konkretnim tvaru funkce §'Cr') , velmi nepriznive dusledky pro 
v x i x ' h . . ' h '1 h N " '~\>Auld t d 1 ' . ' . re>:>en n1:::kteryc . Jinyc u o .• apr' o u vyp yvaJi velmi 



pesimisticke zavery 0 moznosti gravimetrickeho vyzkumu zemskeho 
nitra. Ze vzorce (10.6) plyne, ze kdyby Zeme byla kulove sy­
metricka, nebylo by mozne zadnym merenim gravitacniho pole vne 
Zeme nebo na jejim povrchu urcit nic vice nez celkovou hmotnost 
Zeme. 
z gravimetrickych dat nelze tedy urcovat radialni prubeh. h.usto­
ty v Zemi; bez doplnkovych udajti kazda takova snaha predstavuje 
nejednoznacnou uloh.u, mluvime 0 nejednoznacnosti interpretace 
gravimetrickych dat. Pri urcovani prubehu h.ustoty s h.loubkou 
se proto vyuzivaji jeste jine udaje, zejmena seismicke a astro­
nomicke. z mereni gravitacniho pole muzeme urcovat jen odchyl­
ky v rozlozeni hmot od kulove symetrie. Zasadni vyznam gravi­
metrickych. udajti pri studiu tvaru Zeme je ponekud jina otazka, 
kterou se budeme strucne zabyvat ve treti casti tech.to skript. 
K nekterym z tech.to otazek se jeite vratime na konci teto ka­
pi toly. 

Je-li bod 
(10.3) rozdelit 
pres inte: .rval 

P vnitrnim bodem koule, musime integral v 
na dva, prvni pres interval (0,r) a druh.y 
(r,a) , viz obro 11. 

Obr. 11 



Druhy integral je nulovy, protoze je r < r' a integrand v ( 10. 3) 

je nulovy. Odtud plyne vzorec pro intenzitu gravitacnih.o pole 
ve vnitrnim (internim) bode koule ve tvaru 

kde 

r 
4 TrG J1 

= --r 
r 0 

Er i(r) 
' 

( 
, ,2 , 

) r )r dr = -

r 

m(r) = 4'Jf J 
0 

( 
, , 2 , 

~ r )r dr 

Gm(r) 
r4 (10.7) 

(10.8) 

je hmotnost koule v1 o polomeru r (ohroll). Tedy ve vnitr­
nim bode p pfispivaji k intenzite pouze hmoty koule vl ' 
jejiz povrch proch.azi bodem P • Prispevek hmot z kulove vrstvy 
v2 , ktere se nachazeji ve vetsich vzdalenostech od stredu kou­
le nez bod P , je nulovy. Kcinkretni zavislost intenzity na 
vz,#lenosti r zavisi na tvaru funkce ~ o Nekolik konkret­
nich specialnich pfipadu budeme vysetrovat az daleo 

Pres nektere podobnosti pole Newtonovy koule s polem hmot­
neh.o bodu existuji i zasadni rozdilyo v miste hmotneh.9 bodu 
je intenzita nekonecna, kdezto uvnitr Newtonovy koule je in­
tenzi ta vsude konecna, jak b.ned ukazeme. Oznacme 9max 
ma~imalni hodnotu h.ustoty v kouli a predpokladejme, ze f max 
je konecne cfslo. z (10.8) pak plyne 

m f 4 •7(r3 p 
3 ) max 

a dosazenim do (10.7) dostavame 

0 (10.9) 

Intenzita pole j~ 6 tedy vsu~1 kon~cna, ve stredu koule je do-
U.o&A_~ q OcL/J..{) 1/e: hi'~!~· t1ifHLkt,JQ/Y / 

konce nulova. '~®181.-~ s ~im, ze v miste bmotneho bodu je 
hustota nekonecna, ale zde uvazujeme jen konecne h.ustotyo 
Dokazeme jeste vice, ze za danych. predpokladu je intenzita vsu­
de spojita. Spojitost vnejsih.o pole je zfejma ze vzorce (10.6), 
spojitost na povrchu r .- a z toh.o, ze vzorce (10.6) a (10.7) zde 
davaji stejne hodnoty. Pro vnitfni pole uvazujme rozdil 



E .(r)l=4 'Ti'G 
r,i 7 dr' 

L 
(10.10 ) 

L 4 rr-- G );'."\ = - ·11 v 3 max 

2 2 3 3r Ar+3r( l::.r) +( Ar) 
r2 

L 
41f G max !Jr 0 

Uvedeny rozdil i ntenzit lze udelat libovolne maly, zvolime-li 
doste.tecne male ~r • To znamena, ze intenzi ta je spoji ta • 

• Poznamenejme, ze 1ntenzita je spojita iv mistech , kde se 
h.ustota meni skokem, tj. na povrchu koule a na pri padnych. 
rozh.ranich. uvni t r koule. 

Pro prvni derivace intenzity jiz uvedena vlastnost 
spojitosti obecne neplati. Ukazeme , ze prvni derivace intenzity 
pro Newtonov u kouli jsou nespojite ve v§ech mistech, kde je 
nespojita hustota, tj. ne povrchu koule a na hustotnich roz­
hranich uvnitr koule. 

Deri vaci intenzi ty t!.e vnej§im bodeJ podle prllvodice r 1 
dostaneme snadno deri~ovanim vzorce (10. 6): 

pro r ~ a. (10.11) 
r 

Toto je funkce spojita v§ude vne koule . Pro derivaci inten­
zity ve vnitrnim bode koule plyne z (10.7): 

dEr,t( r ) 2Gm(r) G dm(r) 

---- = • (10.12) 
dr r 2 dr 

K vypoctu derivace dm(r)/dr je treba pouzit vetu o derivovani 
integralu podle parametru pri promel1IlYch mezich [ Rektorys , 
Jarnik rv) : 

Jsou-li ol (r) a ~ (r) funkce se spojitou derivaci v inter­
valu ~ r 1 , r 2 )' a jsou-li f(r , s) a 1 f I 1 r spoji te v obrazci 
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r 1 ~ r ~ r 2, ~(r) f s ~ ~(r), pak plati 

~ (r) fo Cr) 

~ ~ f{r,s)ds = ~ lfr{r, s) ds + 

dr ol ( r) oL( r) fl r ( 10 . 13) 

+ ~\ r ) • f ( r, ~ ( r) ) - d-! ( r) • f ( r , cL.. ( r) ) • 

ve 
Protoze funkci m(r) , dane vzorcem (10.8), vystupuje 

promenna r pouze v horni mezi itegralu, plyne odtud 

dm(r) = 4 CflO (r) r2 
dr ) 

• 

Dosazenim do (10.12) dostaneme vyslednj vzorec 

dEr 1 (r) 2Er 1 (r) 
, =- , - 4 Gf G~ (r) 
dr r 

• 

Protoze Er . je funkce spojita ( jak jsme vy§e dokazali) 
, l. 

a na povrchu koule prechazi spojite na Er,e' plyne odtud, ze 
derivace intenzity (10.15) je nespo jita pro v§echna r, pro 
nez je nespoji ta hustota f . 

Vzorec (10.15) je specialnim pripedem tzv. Brunsova 
vzorce, ktery ma velky vyznam v teorii tihovych redukci a v 
teorii tvaru rovnovaznjch kapalin J Idelson/ • 

(10.14) 

(10.15) 

Pocitejme je§te divergenci intenzity. V kartezskych .. 
souradnicich se divergence vektoru E = (Ex EY Ez ) definuje 
znamYm vzorcem 

, , 

---+ co x • (10.16) 

Odvoame nejprve vzorec pro divergenci ve sferickych souredni­
cich ve spgdalnim pripede , kdy ~ vytvari centralni pole, 
jeko je tomu v na§em pripade. 



Je-li .. ~ 
E(r) 

... 
= E (r) .~ 

r r 

?:l 
-Y -

) 

kde ~ = (x, y, z) je polohovy vektor, z~ejme plat! 

Ex = Er(r) ___!_.. , 
r 

y - , 
r 

(10.17) 

z - • 
r 

Proto~e je r = "-~-. 2_ +_ y_2_ +- z2- , plyne odtud fd r/ Q x = x/r 

a tedy 

fl Ex <Q Er(r) Gr x 

(r).@_ ~)= = + E 
Qi x ro r ~ x r r Ax r 

= dEr(r) x2 Er(r) 
( 1 :: ) -+ 

dr r 2 r • 

Obdobne lze vyjadrit i dal§i dva cleny ve vyrazu pro divergenci. 
Sect~n~m pak dostaneme vzorec pro divergenci centralniho pole 

&i'l_M 111 em ; 
ve 'tVaru 

.,. dEr(r) 
div E = + • (10.18) 

dr r 

Dosadime-li sem vzor c (10.11) a (10.15) pro derivace 
inte'¥ity Newtonovy koule, dostavame pro vnej§i pole ... 

div E = 0 

a pro vnitrni pole ... 
div E = - 4 Gf' G ~ , 

(10.19) 

(10.20) 

kde ~ je hustota v divergenci. 
tak p 

tenar mllze 
Newtonovy ~- s 
~n snadneji urcit uzitim Gaussova zekona (7.34), 
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Uzitim Gaussovy vety integralniho poctu dostavame z pos1ednich 
dvou rovnic Gaussuv zakon : 

JS En dS = - 4'71' GM ' (10 . 21) 
s 

kde S je libovolna uzavrena plocha , En je slozka intenzity 
ve smeru vnojsi nonnaly k plose S a M je celkova hmota 
uzavrena plochou s • v kap . 12 ukazeme , ze vzorce (10 . 19 ) az 
( 10 . 21) , zde odvozene jen pro Newtonovu kouli , maji mnohem 
obecnejsi platnost . 

, 
Ulohy 
1. Vyjdete z platnosti Gaussova zakona (10 . 21 ) a ukazte , ze z nej 

ihned plynou vzorce (10 . 6) a (10 . 7) pro intenzitu gravitac­
niho pole l.Jewtonovy koule . 

2 . Tentokrat za vychozi rovnioe zvolte diferencialni rovnice 
(10 . 19) a (10 . 20) . Odvodte z nich vzorce pro intenzitu gra­
vitacniho pole Newtonovy koule (10 . 6) a (10 . 7) . 
Reseni : Nejprve resme rovnici pro vnejsi pole . Vzhledem k sy­
metrii ulohy vede rovnice (10 . 19) na obycejnou homogenni 
diferencialni rovnici (index r pro oznaceni radialni sloz­
ky vynechavame): 

dE(r) + 2E(r) = 0 • (10 . 22) 
dr r 

Toto je Eulerova diferencialni rovnice , kterou lze substituci 
r=et prevest na rovnici s konstantnimi koeficienty a tu 

snadno vyresit . Vyjde 

E(r) c 
= 7 ' (10 . 23) 

kde C jc nejaka konstanta . Pro vnitrni pole mame nehomogen­
ni rovnici 

dE(r) + 2E(r) = ( ) - 41(G .f r 
dr r 

• (10 . 24) 

Jeji obecne reseni je souctem partikularniho reseni teto 
rovnice a obecneho reseni homoe;enni rovnice (10.22). Parti­
kularnf re;]eni urcime metodou va.riace konstant' tj. v reseni 
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(10 . 23) homoganni rovnice zamenime konstantu c fun.kci 
C(r) • Dosazenim do ( 10 . 24) dost6.vame rovnici 

dC(r ) 2 =- 4ifGr P (r) , 
dr ) 

jeji~ ~e>cni , a~ na aditivni konstant u , lze zapsat ve tvaru 
r 

C(r) = - 4] G j r ' 2p(r ' ) dr ' • 
0 .) 

Obecne reiJe:ii rovv~ice ( 10 . 24) ma tedy tvar 
r 

i.;'( ) 4liG C 
DT =- 2.i 

r 0 

, 2 , , D 
r y <r ) dr + 7 ' 

(10 . 25 ) 

kde D je nejaka konstanta . Protoze ve stredu koule (r=O) 
je intenzi ta nulova ( z duvod1'l symetrie ulohy) ' musime polo­
zi t D=O a tim dostavame vzorec pro vnitrni pole (10 . 7) . 
Zbyva urcit konstantu C ve vzorci (10 . 23 ) pro vnejsi pole ; 
pouzijeme pozadavku, aby na povrchu koule byla intenzita 
spoj i ta . 



1 • 

ts-' 
- :;( -

Gaussova ukazte , 
(10 . 6 ) a 

;3 . Vyjadreni intenzity vnitrnih.o pole pomoci stredni hustoty 
I Idelson/o Misto m(r) je mozne zavest stredni h.ustotu 
v kouli o polomeru r • Oznacime-li ji jako D(r) , lze 
ji zrejme definovat vztahem 

m(r) = j 1fr3D(r) • 

Vyjadrete intenzitu vnitrniho pole pomoci D(r) • 

oapoveo: 

Er,i (r) = - j 'IfGrD(r) • 

(10.26) 

(10.21.) 

!+. Tisseranduv parametr I Idelson lo Funkce D(r) , zavedena 
v (l0.26), ma velky vyznam v teorii tvaru Zeme a jinych. 
nebeskych tales. Vyraz rD'/D se nazjva Tisseranduv para­
metr. V jakych. mezich. mob.au lezet h.odnoty toh.oto parametru 
pri libovolnem rozlozeni hustoty uvnitr Newtonovy koule 
a specialne v pripade kapalne Newtonovy koule? 

~eseni: Porovnanim (10.8) a (10.26) dostavame 
r 

r 3D(r) = 3 J q<r' )r ' 2ar' • 
Derivovanim podle r odtud plyne 

3r2D(r) + r 3D'(r) = 3 f(r)r2 

neboli 

Protoze hustota muze nabjvat nejmensi hodnoty nu-
D' 

love, plyne odtud minimalni hodnota I'j)= -3 o 
Naopak v pf ipade kulove slupky, viz nize, roste 
h.ustota ~ v miste slupky nade vsechny meze a pri­
tom D zustava omezeneo V tomto pripade dostavame 



I.. • Odvoate, 
vyjadrit 

dEr(r) 
dr 

kde D 

horni mez r~, = + oO • J edna-li se o kapalinu v usta­
lenem stavu, nesmi hustota smerem od stredu koule 
rust, jizfk by nastala nestabilni situace a b.ustsi 
kapalina by klesla smerem ke stredu a vytlacila by 
ridc i kapalinu~ Mezni pripad, kdy je kapalina 
jeste stabilni, j e pripad homoge!U)i kapaliny. 
V tomto pripade je f = D a r ~ = o • V pripa­
de kapalne Newtonovy koule lezi tedy h.odnota Tisse­
randova parametru v intervalu <(-3 ,o > . 

ze Brunsuv vzorec (10.15) pro vnitrni pole ltae 
ve tvaru I Idelson I 

471G [ f (r) • ~ D(r)] (10.2R) - -
(1/0I;2_6)1 

by lo zavedeno v PPYni ulezeo Zavedeme-li gravi tac-
ni zrychleni g kladne ve smeru ke stredu Zeme, g = -E r ' lze tento vzorec zapsat ve tvaru 

d~~r) = 4Tt G [ ) (r) - ~ D(r)J • 

Navod: Pouzijte ( 10 .22.) 0 V:z.orec {10. 2f) olosud':fe,, 
pr-vi ve' S.h'l?nt {1(),.fS) , 

C;. Saigeyho teorem I Idelson, Pick lo Gravitacni zrych.leni 
pusobene Zemi neni nejvetsi na zemskem povrchu, ale v jiste 
hloubce pod povrch.em. Tento zaver odvodil Saigey (cti: seze)o 
Dokazte toto tvrzeni, jestlize vite, ze stredni hustota Zeme 
je 5, 52 g/ cm3 a hustota na povrchu Zeme je asi 2, 7 g/ cm3. 

f<eseni: Ve stfedu Zeme je y<o) = D(O) a z _(lQ.2q) plyne 

dgi~) = j11a ~ (O) > O o V blizkosti stfedu Zeme tedy 

gravitacni zrych.leni roste pri vzdalovani od stre­
duo U zemskeho povrchu naopak klesa se vzdalenosti 

d v ~ 7 · 2 . o stredu, nebo , {> = 2 ~ >a)e. 3 D = 3, 68 • Derivace 
dg/dr musi byt tedy nulova nekde pod povrchem 

a tem nabyva g maxima. Abychom urcili misto, kde 
k tomu docb.azi, museli bychom znat zakon, jakym se 
meni h.ustota uvnitr Zemeo Zname hustotni modely Zeme 
davaji gmax = 10,68 m/s2 na hranici zemskeho plas­
te a jadra v hloubce pfibli~ne 2900 km I Jacobs /. 



'f. Fay eova redukce. Abych.om moh.li hodnoty gravi tacniho zrych­
leni urc~~ev ruznych mistech na zemskem povrchu mezi sebou 
porovnavat, musime je prepocitat (redukovat) ria jednu 
h.ladinu, obvykle hladinu more. Poznamenejme, ze s velmi ob­
dobnou situaci se setkavame v meteorologii pfi pfepoctecb. 
tlakuvvzduchu na hladinu mot e. Nejjednodussi redukci pro 
prepocet gravitacniho zrychleni je tzvo redukce ve volnem 
vzducb.u, 
pokladu, 
vysce h 

neboli redukce Fayeova, ktera je zalozena na pred­
ze mezi hladinou more a pozorovatelem v nadmorske 
neexistuji zadne hmoty (obr. 12). 

Obr. 12 

Odvoote, ze mezi gravitacnim 
g0 a gravitacnim zrycblenim 
priblizne vzorec 

:: 2g~ h 
a 

zrychlenim na h.ladine more 
h / 

gh. v nadmorske vysce tplati 

( 10 ·3'1> 



se nazyva Fayeovou redmkci, a je polomer Zemeo Protoze 
<10.~A> preastavuje jen opravny clen, muzeme v nem misto 
nezname hodnoty ~ dosadit nejakou stredni (normalni) 

2 h.odnotu na h.ladine more, napr. g0 = 9,81 m/s o Ukazte, 
ze pak priblizne plati 

~ gF = 3 , 08 • h. ( 10. ly) 
2 kde t, gF je udano v (_JJm/ s a vyeka h v metrecho 

Poznamenejme, ze v gravimetrii nemerime samotne gravitacni 
zrycbleni, aletzv. tib.ove zrychleni, coz je vyslednice 
gravitacniho zrycb.leni a mdstrediveho zrych.leni, pusobeneho 
rotaci Zeme. Protoze vsak odstredive zr~.:::h.leni tvori 1 nejvy-

::J V11?-::J{IZ/1t-

Se jen asi 1/300 gravi tacniho zrycbleni, m6.zeme rv~e pro tJg 
-tte-.-24-t -a '10.m pouzivat i pro tih.ove zryohleni. Presnej- F 
si vzorce pro Fayeovu redukci tihovych mereni, uvazujici 
odstredive zrych.leni a zplosteni Zeme, jsou uvedeny napro 
v I Pick/. 

fteseni: Pro vnejsi pole sfericky symetrickeh~ telesa plati: 

GM 
go = 

8
2 

gh. = GM 2 = 2 GM !: g ( 1-2 h) 
(a+h) a (l+h/a}2 O a • 

Odtud plyne (10.~0) a (10.31/)o Vzorec (lo.31) rovnez ihned 
plyne zeprvniho vzorcU. (l0.1g) a (lfO. f C/) • 

e. Elektricke pole v a_t9mu vod;lku I Pu.rcell I. Neutralni atom 
vodiku v normalnim stavu se v jistem smyslu ch.ova jako 
soustava naboju, skladajici se z bodoveho naboje velikosti 
+ e ' obklopeneho prostorove rozlozenym zapornym nabojem, 
jehoz b.ustota je dana vyrazem ~(r) = C exp (-2 r l sa> • 
Zde 9a oznacuje Bohruv polomer, rovny 5,292.10-11 m , 
a C je konstanta, jejiz b.odnota se bere tak, aby celkovy 

.(. , 'b . b 1 v x x t°l'1tt zc:tporny na OJ y presn1:: roven e • i..;emu se · celkovy 

elektricky naboj uvnitr koule 0 polomeru 9a ? Jaka je in­
tenzita elektrickeb.o pole v teto vzdalenosti od jadra? 

Odpovea: C = e/( 7fa6) o 
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Celkovy naboj v kouli o polomeru a0 je kladny 

/~2~ Q 68 kd Ne ~ 2,718 o velikosti q = 5e ·e - , e , e 
zaklad prirozenych logaritmuo Intenzita v teto 
vzdalenosti je 

E = 1 
~ = 2,7.1013 V/m 

4W- Eo ao 
jsme pouzili £0 

-12 F/m kde = 8,854010 
' 

e = 1,602.16 - 19 c • 

je 

Pristupme k vypoctu gravitacniho potencialu Newtonovy 
koule. Uvidime, ze tento vypocet je podstatne jednodussi . nez 
vypocet intenzity. Z obecneho vzorce (8040) a vzorct'.i (10.1) 

a (10.2) dostavame pro potencial vyjadreni 

u ( p) = -G Iff t dV = (10.J}., ) 
v 

a 
2Tt a j r I = - z;-- ~ r ' ( r+r ' - r-r ' ) dr ' o 

0 

Jestlize se bod P nachazi vne koule, je l r-r ' / = 
, 

r-r 
a pro potencial dostavame 

U (r) = - GM e r • (10.33) 

Posledni vyraz je take potencial hmotneh.o bodu, ktery se na­

ch.azi ve str·edu koule a v nemz je soustredena veskera hmota 
kouleo Je-li bod P vnitrnim bodem koule, musime integraci 
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pro r I 

v (10.~it) rozdelit na dve casti: v intervalu <0,r) je 
I r-r'I = r-r' av inte. rvalu (r,a) je Jr-r'j = -(r-r') o 

Vzorec pro vnitfni potencial ma tedy tvar 

- r a J 
U i ( r) = -

2 'f[ _Q_ J 2 f r '
2 
dr '+ J 2 ~ rr 'dr ~ = ( 10 .,3'f l 

0 r 

a 

= - G~ - 4 Ti G J ~ ( r') r 'dr' (OLrLa) - - ) 

m je ltmof/11 ()..r,/- l<Jv1e; o f'0/01-"'ertJ 

Lze se ~ pfesvedcit, ze radialni slozky intenzity 
(10.6) a (10.7) lze dostat jako zaporne vzate derivace pfislus­
nych. potencialu (l0.33> a(l0.3 /f) podle r ; pro vnejsi pole 
je dukaz elementarni, pro vnitfni pole dostavame derivovanim 
( 10 .31+> vzorec 

a 
dUi Gm G dm d l 
dr = 7 - r dr - 471 G dr ~ (r')r'ar' o =E::J;o::o±:_):: 

r 

K vypoctum deriveci ve druhem a treti.m clenu na prave strane 
toh.oto vyrazu je treba pouzit vetu 0 derivovani. integralu 

podle parametru pri promellI1Ych mezich, viz vzor~ (10 . 13) 
a (10.14) . Dostaneme tak 

Gm 
+ 4 '11 G ~ ( r) r = 7 = - Er, i 

Gravitacni pole Newtonovy koule mdzeme tedy popsat po­
moci potencionalu u, daneho vzorci (l0.33> a (10.j~), pro ... 
intenzitu pak plati E = - grad U • 

• 

Kdybychom meli napred zar 'ti.o , ~e intenzitu lze v tomto 
pripade vyjadrit jako zaporne vzaty gradient prislu~neho 
Newtonova potencialu, mohli jsme odvozovani intenzity v pred­
chazejicim paragrafu vynfchat. Stacilo by pocitat j n prislu~ny 
integral pro Newtondv potencial, ktery toto pole plne popisuje ; 

\ 



poznamenejme, ze takto se postupuje ve vetsine ucebnic. 
Prislusna obecna veta, zajistujici moznost vypo~tu intenzity 
z Newtonova potencialu bude s prislusnymi predpoklady sice 
uvedena az v kap. 1,2,, ale nic nebranilo, abychom ji zatim pouzili 
bez ddkazu. Dllvod,proc jsme tak neucinili a odvozovali nezavisle 
vzorce pro intenzitu a pro potencial, spocival v tom, ze jsme 
chteli porovnat slozitost obou postupd. , 

Ukazalo se, ze z matematickeho hlediska je v tomto pri­
pade jednoduisi pocitat potencial nez intenzitu. Protoze vsak 
(na rozdil od nekterych jinych autord) za zakladni vzorce 
popisujici prislusne fyzikalni zakony povazujeme vzorce pro 
intenzitu, a nikoliv vzorce pro potencial, zacali jsme vysetro­
vani pole Newtonovy koule odvozovanim vzorcd pro intenzitu. 

Zapisme jeste vzorec pro divergenci intenzity pomoci 
potencialu. Protoze divergence gradientu dava Laplacedv 
operator /1 , 

~ 
div E = div (-grad U) = - fl U, 

pro potencial vne Newtonovy koule z rovnice (10.19) vypljva 
Laplaceova rovnice. viB ,aragraf 7.5, 

A U= O ( 10. 351 

Pro vnitrni potencial dostavame z (10.20) rovnici Poissonovu 

A U= 4 c;f G ~ • (10.36 ) 

Poznamenejme, ze Poissonova rovnice pro Newtonovu kouli plati 
v mistech, kde je hustota spojita; plyne to z vety 0 derivovani 
integralu podle parametru, uvedene v pfedchozim paragrafu. 

Jestlize nejaka funkce ma spojite derivace az do druheho 
f'adu a splnuje Laplaceovu rovnici , nazyvame ji ilnkci harm6-
nickou. Gravitacni potencial vne Newtonovy koule je tedy harmonickou 
funkci. 
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v aalsim textu, zejmena pak v kap. 1Z, uvidime, ze 
odvozene vlastmosti a mnohe vzorce maji mnohem obecnejsi 
platnost, nez jenpro Newtonovu kouli. V pripade objemoveho 
potencialu tim mame na mysli zejmena spojitost potencialu 
a jeho prvnich derivaci v celem prostoru, nespojitost nekterych 
druhych derivaci potencialu v mistech nespojitosti hustoty, 
platnost Laplaceovy rovnice pro vnejsi pole a Poiss~novy rovnice 
pro vnitrni pole. Samozrejme uvedene vlastnosti neplati naprosto 
univerzalne, ale pri splneni jistych, ale dosti obecnych pred­
pokladu. 

Vzorce odvozene v tomto a predchozim paragrafu nachazeji 
cetne aplikace pri studiu gravitacniho pole a tvaru Zeme a v 
gravimetrickem pruzkumu. Nekterych z techto otazek si jeste 
vsimneme na konci kapitoly. Drive vsak odvodime vzorce pro 
specialni pripady zavislosti hustoty na vzdalenosti od stredu- kav/e, 
Protoze vnejsi pole bude ve vsech pripadech popsano stejnymi 
vzorci, kter~ byly odvozeny vyse, nebudeme tyto vzorce opako-
vat 8 budeme V nasleduj Cle trech paragrafech vysetrovat 
pouze vnitrni pole. 



10.30 Homogenni koule 

Je-li koule homogenni, tj. J = konsto, pro intenzitu 
gravitacniho pole uvnitr koµle dostavame z (10.7) vzorec 

E ( ) 
_ Gm(r) 

. r - - ~ r,i r 
• c10.3r> 

Pole uvnitr homogenni koule je centralni a ma velmi zajima­
vou vlastnost

1 
jeho intenzita totiz roste linearne od stre-

du koule. S takovou zavislosti sily na vzdalenosti se set­
kavame u harmonickeh.o oscilatoru (pruzina, male kmi ty ma­
tematickeho kyvadla aj.). Gravitacni pole uvnitr homogenni 
koule pusobi tedy jako kvasielasticka sila I Idelson /. 
Kdyby se moh.l nejaky hmotny bod uvnitr homogenni koule po­
h.ybovat (viz pfikl.ad 2 uvedenf nize), mohli bychom jeho po­
hyb popsat uzitim teorie harmonickeh.o oscilatoruo 

Vzorec (10.3~) p~o vnitfni potencial nabjva v pripade 
homogenni koule tvaru 

2 
Ui (r) = -2t;/G p (a

2 
- !.. ) 

) 3 
(10.38) 

Prubeh. gravitacniho potencialu a intenzity pro homogenni 
kouli je znazornen na obr. 13, viz I Kittel lo Mezi potencia­
ly ve stredu a na povrchu koule plati podle (10.30) vztah 
U(O) = ~ U(a) • 
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Obr. 13 

Vsimneme si nasledujici dulezite vlastnosti I Idel­
son /. Vnejsi potencial homogenni koule, v dusledku (l0.33> 
Je vy jadr·en lomenou a pfi tom iracionalni funkci souradni c 

GM 
U(x,y,z) = - ,/ 2 2 2 

yx +y +z 

avsak uvnitr homogenni koule je potencial U kvadrickym 
polynomem souradnic, viz (10.JS)o Potencial homogenni koule 
je tedy prikladem f'unkce, ktera zustava spojita pfi prech.odu 
pres h.ranici hmot' ale me:ni svuj analyticky charakter' v tom­
to pripade se z kvadratickeh.o polynomu meni na lomenou ira-

homogenniho elipsoidu je kvadratickou funkci soufadnicJ 
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kde K,A,B,C jsou konstanty, zavisle pouze na po meru poloos; 
naproti tomu potencial vne bomogennih.o elipsoidu je transcen­
dentni funkci souradnic. Uvedena vlastnost se tedy u h.omo­
genniho elipsoidu projevuje dokonce jeste vyrazneji nez 
u h.omogenni koule. 

S uvedenou vlastnosti souvisi otazka analytickeh.o pro­
dlouzeni potencialu z vnejsi oblasti do oblasti vnitrni. 
Tuto otazku postavil Poincare do tesne souvislosti s teorii 
tih.ovych redukci I Idelson lo Objasneme, co zde rozumime 
analytickym prodlouzenim. Nech.t se bod P nach.azi v male 
h.lobbce h pod povrcbem h.omogenni koule o polomeru a 
(obr. 14), takze 

h 
p 

r 
a. 

Obr. 14 

pro pruvodic toh.oto bodu plati r = a-h. • Potencial v tomto 
bode je podle (10.38) roven 

2 2 2 U(P) =-21J'G fa + 3 'UG f (a-h.) • 

Vypocitejme nyni potencial v tomto bode uzitim vzorce (10.33), 
tjo jakoby bod p byl bodem vnejsim. Jinymi slovy, pro­
dluzme vnejsi potencial do hloubky h pod povrch pfi zacho­
vani jeh.o analytickycb vlastnosti. Oznacime-li prodlouzeny 
poteocial znakem u', v bode p plati 

' ( GM 4 a
3 

U P) = - r = - 3 7f Gs a-h. • C io .ifO> 



·---Pre c.-l~o /l/dJtj ~~ e 1 it h L. '- a.;__) 
Nyni nas zajima rozdilcbou potencial~zlozme (lo.If{)> uzi­
tim nasledujiciho rozvoje v mocninach male veliciny u=h/a : 

1 2 -
1 

=l+u+u + ••• -u 

Po jednoduchych. upravach a zanedbani malych clem'.l. vyssiho 
radu dostavame 

(10.'f1) 

, 
Pro pfislusna gravitacni zrychleni g a g , brana kladne 
smerem ke stfedu koule, pla'ti ocll-vd pl:Jflf!,, 

• 

Skutecne gravitacni zrychleni v bode pod povrcbem je tedy 
mensi priblizne o h.odnotu 4tlf G f h nez bodnota, kterou dosta­
neme prodlouzenim vnejsiho pole do stejneho bodu; viz zmenu 
v prtibeh.u intenzity na povrch.u koule v obr. 13. Vzorce (lOofM) 
a (lo.~i) odvodil prvne Poincareo Ze vzorce (lo.¥.,t1 plyne, 
ze derivace dg/dh pro vnitrni a vnejsi pole se lisi pri-
blizne o h.odnotu -47( Gf , cozbylo mozne ocekavat take jiz 
na zaklade vzorcu ( 10 .11) a ( 10.1S). 

Vlastni gravitacni energii homogenni koule dostaneme 
ze vzorcti (8.30) a (l0.38): 

w = ~ J!J 
v 

fUdV = C io .lfS> 

a 1i 2il 

J J J 
0 0 0 

-='G 2 =-11 g 2 ,2 I 
( r ) ,2 . C\'I , Ch' , 
a - 3 r sin v dr d 1/" d r =· 

= - l GM2 
5 a 

kde M je h.motnost kouleo 



Piseme-li v uvedenych vzorcich 
stanty (-G) a naboj Q misto M , 

elektrostaticke pole homogenni koule 

1/(4'7/ ,,.. 0 ) misto kon­
dostaneme vyrazy pro 
(predpokladame, ze se 

jedna o rozlozeni prostoroveho naboje ve vakuu s permitivi­
tou 6o )o Z (l0.42) tak dostaneme vlastni elektrostatic­
kou energii rovnomerne nabite koule ve tvaru 

w = 1 
el 411 Eo 

J. Q2 
5 a • ( 10 .Jf'f) 

Abych.om mob.Ii vypocitat vlastni elektrostatickou ener­
gii elektronu, je treba znat jeho polomer I Kittel lo Proto­
ze obecna teorie elektronu neexistuje, muzeme postupovat 
opacne, urcit jeho polomer na zaklade energie. Celkovou 
energii elektronu muzeme urcit pomoci Einsteinova vztahu 
E = me2 , kde m je hmotnost a c je rych.lost svetla. 
Kdyby veskera energie elektronu byla elektrostatickou energii 
homogenni koule, platilo by 

= 1 J. e
2 

4{t £o 5 a 

kde me je hmotnost a e naboj elektronuo z toh.oto vzorce 
by bylo mozne urcit polomer elektronu a • Avsak stavba elek­
tronu neni znama. Model ve forme homogenni koule neni mozne 
povazovat za plne vyh.ovujici, protoze neni jasne, cim se drzi 
naboj elektronu pohromadeo Pree se Eiektron nerozleti pod 
vlivem coulombovskeho odpuzovani jednotlivych elementu toh.oto 
naboje? v soucasne dobe neexistuje teorie, ktera by objas­
novala stavbu elektronuo Protoze nemame presne udaje o stavbe 
elektronu, je pouziti koeficientu 3/5 v poslednim vzorci 
velice problematicke, proto jej vynechame. Pouzijeme-li ci­
selnych hodnot £0 = 8,854.l0-12 Fm-1 , e = l,602.10-l9 C , 

- -31 8 1 m
0 

- 9,110010 kg, c = 2,998.10 ms- , viz I Valouch /, )< 
dostavame pak jakysi polomer 

a = 1 __;!:,__ = 2a82ol0-15 m 4'/i to m c2 ' 
e 

0 
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Tate velicina se nazyva klasickym polomerem elektronuo Ma 
nejaky vztah k elektronu, ale nevime pfesne jakyo Nicmene 
se tato delka nazjva cb.arakteristickou delkoua 

Uloby 

lo Od had h.motnosti Galaxieo Uvazujte Galaxii jako kouli 
s rovnomernym rozlozenim bmoty. Slunce obiha kolem stfedu 
Galaxie ve vzdalenosti 10,0!0,8 kiloparseku (1 parsek = 
3,086ol016 m) rychlosti priblizne 250 km/s I Allen, lfa­
louch. /. 
a) Urcete obeznou dobu Slunce kolem stredu Galaxie, zvanou 

galakticky roko 
b) Urcete hmotnost casti Galaxie uvnitr koule, jejiz stred 

se nach.azi ve stredu Galaxie a povrch. prochazi Sluncemo 

Odpovedi: a) Asi 250 milionu leto Je zaji.mave, ze se tato 
doba zhruba rovna periode nekterych. geologic­
kych cyklu na Zemi. Nekteri autori to nepova­
zuji. za nahodne, ale hledaji. v tom h.lubsi sou­
vislosti. 

b) ~a kruhove draze se odstfedive zrychleni rovna 
prHailivemu zrychleni, tedy 

v2 GM -=2 
r r 

(10 0 4 ) 

kde .v je rychlost obezneh.o pph.ybu, r je 
polomer drahy, M hmotnost casti Galaxieo 

- 41 11 Odtud M - 2,9.10 kg= l,5ol0 Me , kde 
M0 = 2.1030 kg je hmotnost Slunce. Celkova 
hmotnost Galaxie se udava l,4ol011 M0 I Allen 9 

Valouch lo Vzacna shoda nasi hodnoty s h.odnotou 
skutecnou je trochu nahodna, vznikla kompenza­
ci dvou efektu, ktere jsme neuvazovali: zplos­
teni Galaxie a bmoty vne slunecni drab.yo 



2 o Poh.yby uvni tr Galaxii I Kittel Io Uvazujme opet model gala-
xie ve tvaru koule s rovnomernjm rozlozenim hvezd, charak­
terizovanym hustotou ~ o Uvazujme pohyby hvezd jen uvni tr 
galaxieo 
a) Jaka sila pusobi ve vzaalenosti r od stfedu galaxie? 
b) Jaka je obezna rychlost hvezdy, obihajici kolem stfedu 

galaxie po krubove draze? 
c) Jaka je perioda obeh.u po kruhove draze? Plati zde 

treti Kep leruv zakon? 

Odpovedi: a)Intenzitu gravitacniho pole udava vzorec 
(10.3~) 0 

b) Rychlost v zavis:l linearne na polomeru dra-
hy r , v = r { -!'IT G • 

c) Perioda T = 311 /(G f ) je pro vsechny kru­
hove drahy stejna, n~zavisla na polomeru 
drab,y r • Treti Keppleruv zakon zde proto ne­
plati o Nezavislost T na r bylo mozne tez 
ocekav at na zaklade teorie harmonickeh.o os­
cilatoru; perioda malych kmitu matematickeho 
kyvadla nezavisi na velikosti vych.ylky. Ve 
skutecne galaxii obih.aji hvezdy blize ke 
stredu ryobleji, protoze ke stredu galaxie 
jsou hmoty vice zkoncentrovanyo 

3. Prubeh tlaku v homogenni Zemi I Kittel lo Uvazujte homo­
g.enni kouli o hustote ~ a polomeru a , ktera je v hy­
~ostaticke rovnovazeo 
a) Urcete prubeh tlaku, pusobeneho vlastni gravitaci, 

v zavislosti na vzdalenosti r od stfedu kouleo 
b) Urcete ve1~/ost tlaku se stfedu tak.ove koule, ktera ma 
polomer rovny strednimu polomeru Zeme a = 6371 km a hus­
totu rovnou stredni h.ustote Zeme ~ = 5,52 g/cm3 • 

~eseni: a) Prirustek tlaku dp pri zvetseni hloubky 
o db. je dan znamym vzorcem 

dp = ~ g dh 



q() 
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kde g =IE . (r)f je zrychleni., rlene ~.rzere:em (-J.~=J2-}, 
r' l. ~ 

r je vzdalenost od stredu Zeme, dh = -dr o 
Bereme-li tlak kladne ve smeru ke stredu Zeme, je 

a 
p(r) = j ~ j1ia f rdr = ~tffG )

2
(a

2
-r

2
) • 

r 
5 b) 1,7.10 MPao Ve skutecnosti je ve stredu Zeme 

5 tlak vetsi, 3,6.10 MPa , v dusledku rustu hus-
toty smerem ke stredu Zeme I Jacobs lo 

4o Urcete vlastni gravitacni energii Slunce, ktere povazujte 
za homogenni kouli s h.motnosti priblizne 2.103° kg a po­
lomerem 700 000 km I Kittel lo 

Odpovea: w = -201041 J o Je to obrovska energieo V teto 
souvislosti si lze ucinit pfedstavu 0 tom, jak 
obrovska energie se uvolni, az se Slunce na 
konci sveho vyvoje zmeni na bi.leho trpasl:ika, 
ktery bude m:it polomer mens:i nez 1/10 soucas­
neho polomeru I Kittel lo 

5. Pocatecni teplo Zemeo 
a) Urcete vlastni gravitacni energii Zeme, jejiz h.motnost 

je 5,97olo24 kg a stredni polomer 6371 kmo 
b) Pfedpokladejme, ze Zeme vznikla gravitacni koncentraci 

ch~dnych castic, puvodne rozptylenych ve velkych 
vzdalenostech od sebe. Dale predpokladejme, ze tato 
koncentrace probehla rychle (bez ztrat energie na 
zareni). Je uvolnena gravitacni energie dostatEl'Cna 
k tomu, aby se cela Zeme roztavila? I Min lo Pro jed­
noduchost volte merne teplo v Zemi konstantni a rovne 

-1 -1 
m~rnemu teplu hornin 0,8 J g K I Goguel I (pro vodu 
je 4,2 Jg-lK-1)

0 

l 32 
Odpoved1: a) w = -2o10 J o eek/ 

b) Zvysen:i teploty asi o 47 000 K, tedy -ee:a-­
Zeme by se roztavila. 



6. Pocitejte obdobnou ulohu jako v pfedchozim pfikladu pro 
Mesic, ktery ma polomer 1736 km a hmotnost 81,3 krat 
mensi, nez je hmotnost Zeme. 

' 29 
Odpove~: a) W = -lolO J o 

b) Zvyseni teploty asi o 2100 K, coz by teoretic­
ky mohlo staci t na roztaveni celeho Mes.iceo 
Skutecne zvyseni teploty bude zrejme pod-

statne mensi v dusledku v.yzafovani a v du­
sledku toho, ze castice nepadaji z nekonecnao 
Podrobnejsi rozbory vsak ukazuji, ze presto ve 
svrchnich vrstvach Mesice doslo k ohfevu na 
teploty vetsi nez je bod tani kremicitanu 
I Horedt I. 

7o Zdroje energie hvezdo Solarni konstanta, tjo tok energie 
plochou kolmo ke slunecnim paprskiim ve vzdalenosti Zeme, 
cini 1326 Wlm2 I Valouch lo 
a) Vypocitejte celkovy vykon vyzafovany Sluncem, je-li 

stredni vzdalenost Slunce a Zeme (1 AU) rovna 
6 149,598010 kmo 

b) Na jak dlouh.o by pri takovem vykonu stacila celkova 
gravitacni energie Slunce? Muze byt gravitacni energie 
hlavnim zdrojem energie Slunce? 

Odpovedi: a) 3,1.102' \XI. ~.10 7 let, coz je malo ve srov­
nani se starim Slunce 50109 let, mohutnejsim 
adrojem eaepgiQ zareni Slunce je energie 
jaderna, nikoliv gravitacni I Kittel lo 

Bo Zdroj vnitrni energie Jupiterao V infracervene oblasti spek­
tra vyzafuje planeta Jupiter ze sveho povrch.u asi 14 Wlm2 , 

coz je zhruba dvojnasobek toku energie, ktera je slunecniho 
puvodu (uvadi se pomer 1,9 - 2,5, viz I Gehrels J, Jupiter 
tedy musi mit nejaky vnitfni zdroj teplao Pfedpokladejme, 
ze toto teplo vznika z gra.vitacni energie v dusledku smrs­
tovani Jupitera. Jakou rychlosti by se musel Jupiter smrsto­
vat, aby se uvolnoval tepelny tok zhruba 7 Wlm2 ? Povazujte 
Jupitera za homogenni kouli o h.motnosti l,9olo27 kg a polo­
meru 69 800 kmo 
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Odpovea: 0,5 mm/rok. Potrebne smrstovani je tak pomale, ze 

tento mech.anismus ziskavani tepla z vni trni gravi tac­
ni energie mtizeme povazovat za zcela prijatelny. 
Presnejsi teorie samozrejme uvazuji b.ustotu zavislou 
na h.loubce i jine jevy, viz I Gehrels lo Poznamenej­
me, ze obdobne vyzarovani bylo zjisteno i u dalsich. 
obrich. planet (Saturn, Uran, Neptun), ovsem potreb­
na rychlost kontrakce by byla vetsi nez v pripade 
Jupitera, takze se hledaji jina vysvetleni; napr. 
u Saturnu vystupovani vodiku z centralnich casti 
planety k povrch.u a naopak klesani heliao 

9. Kulovy blesko Jedna se o dosti ojedinely jev, ktery dosud 
neumime ani teoreticky vysvetlit, ani experimentalne . pri­
pravit. Dokonce se i pozorovani caste neshoduji, odh.ady 
nekterych parametru se lisi az o nekolik radu. Zda se, ze 
nejsou v rozporu s pozorovanimi tyto mozne parametry ku­
loveho blesku: koule o polomeru 10 cm, vnitrni energie 
10 kJ I Stach.anov lo Povazujte kulovy blesk za b.omogen­
ne elektrostaticky nabitou kouli s nabojem jednoho znamen­
ka a urcete celkovy nabo.Q., potencial na povrchu a inten­
zi tu pole na povrchu.kouleo Tento model je evidentne 
ch.ybny (nevysvetluje, co drzi kulovy blesk poh.romade ajo), 
ale snad poskytuje jistou predstavu o tom, s jak extnem­
nimi hodnotami nekterych f'yzikalnich parametrti se muse-
ji potykat teorie kuloveho blesku. 

Odpovedi: 4ol0-~ C; 4.107 V; 4ol08 Vim • 

10. Homogenne zmagnetovana koule. Vyuzijte vzorcu pro gra­
vitacni pole homogenni koul~ k odvozeni vzorcu pro 
magnetostaticke pole homogenne zmagnetovane koule . 
Reseni: Zvolme pocatek souradnicove soustavy ve stredu 
koi.rte . Uzitim Poissonovy vety (8 . 22) a vzorcu pro 
gravitacni pole (10 . 33 ) a (10 . 38) dostavfune pro Vn.ejsi 
magneticky potencial U

8 
a vnitrni magneticky poten­

cial u. homogenne zmagnetovane koule nasledujici 
1 

vzorce : 
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Ue(~) 1 -=I v 
= - - M. grad -

JfT( r ' 

1 ~ l 2 2 J Ui (~) = - ~ M. grad 27i'(a - f-) ' 
4 

kde M je vektor magnetizace , V je objem a a polomer 
koule , -:f je polohovy vektor bodu pozorovani , r = li I • 

~ , , 4 
Oznacme M celkovy magneticky moment koule , Mc = MV • 

c ~ 3 
Uzijeme- li vztah grad (1/r) = - r/r , ktery plyne z (8 . 16) , 
dostavame znamy vzorec 

-.:r ~ 
1 Mc . r 

u ( ~) = - ~ 
e 471 r..J ' 

(10 . 46) 

ktery j e stejny jako vzorec pro magneticky dipol , viz (7 . 28) 
a (4 . 13) . Dostali jsme tak vysledek , ze magneticke pole 
vne homogenne zmagnetovane koule je stejne jako magneticke 
pole dipolu o stejnem magnetickem momentu . Pro intenzitu 
vnejsiho magnetickeho pole , napr . z analogie se vzorci 
(7 . 29) nebo (7 . 31 ), ihned plyne 

~ ~ -~ 1 [ li!c.t -7 ~ J 
H (r) = - grad U (r) = ---.ir 3 ~ r - Mc • 

e e 4:;n:-..J r 
(10 . 47 ) 

Pro vnitrni pole dostavame 

' 
(10 . 48) 

~ 1 ~ 
- grad Ui(r) = - 'M • (1d . 49) 

-7 --.;. 
Vidime , ze Hi je umerne magnetizaci M , ale ma opacny 
smer. Koeficient llinernosti N = 1/3 se nazyva demagneti­
zacnim koeficientem (demagnetizacnim faktorem ). Poznamenej -
me , ze v soustave CGSM je N = 4W/3 , viz /Janovskij/ . '/ 

11 . Popiste tvar magnetickych silocar pro homogenne zmagnetova­
nou kouli ; vyuzijte k tomu vjsledku z predchazejici ulohy . 
Odpoved: Vne koule jsou magneticke silocary stejne jako u 
dipolu . Uvnitr jsou vsech~y primkove , rovnobezne se smerem 
magnetizace . 
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12. Fridmanova rovnice. Za teoreticky zaklad se v moderni kosmologii 
berou relativisticke teorie, nejcasteji obecna teorie relativi­
ty. Az po nalezeni relativistickych kosmologickych rovnic 
bylo shledano, ze mnohe z nich mohou byt odvozeny tez z 
Newtonovy teorie, uzijeme-li vhodnych analogii. V tomto 
prikladu se budeme zabyvat nekter;Ymi z techto otazek /Silk/. 
Podle Hubbleova zakona je rychlost vzdalovani galaxii v 
illnerna jejich vzdalenosti r 

v = Hr 
' 

kde H je tzv. Hubbleova konstanta (neni to vlastne kon­
stanta, protoze zavisi na case t , H=li(t))~ Soucasnou hod­
notu teto konstanty presne nezname, ale zrejme lezi me~i 

-1 -1 ( ) v ~, 50-100 km s Mpc Mpc = megaparsek • Uvazujme cast vesmi-
ru ve tvaru rozpinajici se koule, ktera je dostatecne velika, 
abychom ji mohli povazovat za .hpmogenni, Polo~~r koule 

(jcH<..Cb!j -k.ov/e tVC;t//tl l!e':Jn llllsm/r J. 
oznacme R=R(t) • Hrnoty vne koule neuvazujme. Ze zakona 
zachovani mechanicke energie pro castice na povrchu koule 
odvodte rovnici 

' 
(10.50) 

kde Q=~(t) je hustota koule a mechanickou energii na 
povrc-'riu koule jsme oznacili jako (-k/2) • Rovnice (10.50) 
je totozna s Fridmanovou rovnici, znamou z relativisticke 
kosmologie, ktera je zakladni rovnici v modelu velkeho tres­
ku. Pri prechodu k relativisticke teorii je rozdil pouze 
v interpretaci velicin R a k • Velicina R neni jiz po­
lomerem kuloveho vesmiru v newtonske kosmologii, ale uni­
verzalnim meritkovjm faktorem (polozime-li R(t )=1 v ne-o 
jakem case to ' kdy vzdalenost nejakych dvou galaxii je 
ro ' pak v case t bude vzdalenost techto galaxii 
r=R(t)r

0 
; za t

0 
se obvykle voli soucasnoQt). V relati­

visticke teorii se konstanta k nazyva krivosti prostoru 
a pripisuji se ji tri mozne hodnoty: +1 (uzavreny prostor), 
O (otevreny euklidovsky prostor) nebo -1 (otevreny hyper­
bolic1.:y prostor). 
Re3eni : Pro element o jednotkove hmotnosti na povrchu koule 
je soucet kineticke a potencialni energie roven 
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1 2 M 
~v - G ir" = konst. , 

Hubh/eovt1 ~ 
kde podle (iD.50)'1)ro rychlost na povrchu koule (r=R) plati 

v=B.R • Dosadime-li jeste za hmotnost koule M a konstantu 
piseme ve tvaru (-k/2), dostavame ihned Pridmanovu rovnici 
( 10. 50). 

13. Einsteinuv - dekSitterliv vesmir. Polozime-li ve Fridmanove 
rovnici k=O ,P~to rovnice popisuje tzv. Einsteinuv - de 
Sitteruv vesmir. V tomto vesmiru pro hustotu plati 

f') 

JH~ 

f = 8'i1G 
• 

teto hustoty, nazyvane 
H = 50 lan s-1 Mpc-1 • 

Urcete pribliznou soucasnou hodnotu 

kritickou hustotou fkrit ; volte 
Polo2me soucasnou hodnotu meritkoveho faktoru rovnu jedne. 
Pak ze zakona zachovani hmoty plyne, ze soucin hustoty a 
polomeru koule (U.merny R3 ) je konstantni, tj • 

• 

zrejme tez plati 

H(t ) = v/r = (dr/dt)/r = (dR/dt)/R 
' 

neboi r=R(t)r
0 

, viz predchozi priklad. Sestavte prislu~­
nou diferencialni rovnici a jejim vyresenim urcete R a y 
je.ko fun:.cce casu . Urcete stari vesmiru pro tento model, 
tj. cas, ktery upl~rnul od velkeho tresku. 

x , 6 -18 -1 Q -JO -3 eBeni: H = 1, .10 s ; Jkrit = 4,7.10 g cm • 

Dif erencialni rovnice) m6 tvar ;nlynovc./ -i: ~10. 67J)1 fl'/4
1 ./i14r· 

~---- ---1 
- . -- . dt ·= ( 8 --G ·. t)- :R·1l2cm ..• 

Prepi~11e .fuk t~JV;,,t'=i -p~r~~vv-J::~u fMdnolv dtldR )-;:;rR~!dorys]. 
Predpokladame-li, ze R=O pro t=O , dostavame reseni ve 
tvaru 
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cili 

a 

Porovnarne-li posledni vzorec s prvnim vzorcem v tomto pri­
kladu, dostaneme 

2 
t = -

J 

1 . - • 
H 

Dosazenim vyse uvedene ciselne hodnoty pro Hubbleovu kons­
tantu vyjde stari vesmiru asi 13 miliard let. Poznamenejme, 

ze reseni Fridmanovy rovnice pro k~O lze nalez~. Silk/ 
a v mnoha dalsich ucebnicich. ~!!!!.Y 

l0.40 Homogenni duta koule 

Pristupme k vypoctu pole dute koule s vnitrnim polomerem 
a1 a vnejsim polomerem a2 , viz obr. 15. 

I 

r 'D 1 ) y 1 
J 

. __ ___,/ 

Obro 15 
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(Toto teleso, vymezene dvema soustrednymi kulovymi ploch.ami, se 
take nazyva kulovou vrstvou I Sretenskij /; upozorneme vsak, 
ze v geometrii se pod kulovou vrstvou obvykle rozumi teleso, 
ktere vznikne sefiznutim koule dvema rovnobeznymi rovinami 
I Rektorys / . o v I Trkal I je toto teleso tez oznacovano 
jako mezikouli.) 

Jak j3me jiz uvadeli, vzorce (10.6) a (10.33) pro inten­
zi tu a potencial vne koule plati i pro pfipad h.omogenni 
kulove vrstvy. Ve vzorci (10.3) pro intenzitu pole je nyni 
tfeba pouze misto integracnich mezi o,a psat integracni 

L L meze a1 ,a2 o Uvnitf kulove vrstvy (a1 = r = 82) dostaneme 
vzorec pro intenzitu obdobny vzorci (10.7) ve tvaru 

Er(r) = - j·7fG) 
r3-at 
r2 

L uvnitf dutiny (r = a1 ) 

( 1.0 .SJ_) 

je pole nulove, 

( 10 •. 52) 

Vsimneme si, ze pole uvnitr kulove vrstvy se jtz, na rozdil 
od pole uvnitf plne homogenni koule 7 nemeni linearne se 
vzdalenosti r • Poznamenejme, ze vzorec (10.51) jsme mohli 
napsat rovnou bez jakehokoliv pocitani, jestlize bychom ve 
vzorci (10.3~) z minuleh.o odstavce odecetli ucinek vyjmute 
homogenni koule o polomeru a1 , kterj je roven 
kde m1 = jtigat je hmotnost vyjmute kouleo 

Vzorec (10.j"2) je vyjadfenim Newtonovy vety 

2 -Gm1/r , 

I Idelson /: 
koncentricka homogenni kulova vrstva nepfitahuje body lezic:f 
v jeji dutine .a na jeji hranici • Pfitazlive sily se zde 
vzajemne rusio 

Vzorce pro gravitacni potencial dute koule dostaneme 
rovnez upravou vzorce (l0.32> nebo primo ze vzorce (10.38) 
pro plnou kouli odectenim prispevku vyjmute koule, na jejimz 

L. L. 
miste je nyni dutinao Uvnitf vrstvy (a1 = r = a2 ) dostaneme 

2 r2 a~ 
U(r) = -2'/(G ~ ( a2 - 3> + j rpG f r- (10.SJ) 
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L uvnitr dutiny (r = a1 ) vyjde potencial konstantni, 

2 2 
U( r) = -2 rt G f ( a2 - a1 ) o ( 10. 5'"4) 

, 

Pfenech.af'fe ctenari, aby i zde overil, ze zaporne vzaty gra­
dient potencialu dava intenzitu,~otencial a intenzita jsou 
vsude spojite av mistech. hmot plati Poissonova rovnice, 
mimo bmoty plati Laplaceova rovnice. Prubeh. potencialu a in­
tenzity dute homogenni koule je znazorn~n na obro 16a. 
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Obr. 16 ; . Potencial aintenzi ta gravi tacniho pole dute -
homogenni koule (a) a bomogenni kulove 
slupky (b) o 
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1. Odvodili j:mme, ze gravitacni a elektrostaticke pole dute 
homogenni koul: se sousttednymi plochami je uvnitf dutiny 
nuloveo Ukazte;epokud v h.omogenni kouli vytvorime kulovou 
dutinu nesoustrednou, nebude jiz pole uvnitr dutiny nulove, 
ale bude mit ve vsecb bode ch du tiny konstantni smer a veli­
kost, tjo bude h.omogenni I Kellogg lo Jaka je intenzita f 
p·01e v du tine? 

Navod: Kouli s dutinou muzeme povazovat za superpo~ici 
puvodni plne koule a male plne koule o velikosti 
dutiny s bmotou opacneb.o znamenkao Prispevky od 
obou kouli popisuji vzorce typu (10.J~). Intenzita 
v dutine vyjde stejna jako inte.zita v puvodni plne 
kouli v miste, kde je nyni stred dutiny (ve sttedu 
dutiny se tedy pole nezmenilo)o 

2o Vlastni elektrostaticka energie h.omogenni kulove vrstvy. 
Urcete tu to energii, je-li naboj rozlozen s konstantni h.us­
totou ~ mezi soustrednymi kulovymi ploch.ami o polomerech 
a1 , a2 , kde a1 .c( a2 o Fermi tiui tu prostredi polozte vsude 
rovnou permitivite vakua &o o 

~eseni: Elektrostaticky potencial 
ze v0orce (10.53) zamenou 

uvnitf vrstvy dostaneme 
(-G) za 1/ ( 4 ~ t:0 ) : 

[ 

3 
~ 2 

2 
2 

8
1 J U(r) = 2&Q a2 - r -3--; o (l0.55) 

Pro vlastni energii plati podle (6c30> 

1 fJ
11t _ 71£

2 r~ 3 2 j-
w = ~ VJ ~ ~dV - 15 E 

0 
r 6a1 - 10a1 a2 o (l0.56) 

Specialne, dosadime-li a1 = O , dostaneme vzorec 
(lOolf/f) pro bomogenni kouli. 



3. Vlsstni elektrostaticka energie tenke kulove vrstvyo 

v pfedcb.ozim prikladu predpokladejte, ze 82 = al + h ' 
kde h je male ve srovnani s al 0 Ukazte, ze pfiblizne 
plati 

(10o57) 

kde Q je eel kovy naboj a zanedbali jsme cleny radu h3 

a vyssio Tento vzorec plati presne v limite pro h --70 , 

jine jeb.o odvozeni bude uvedeno v nasledujicim paragrafuo 

10.So Homogenni kulova slupka 

Velice vyznamna je h.omogenni kulova slupka, ktera 
vznikne z dute koule limitnim prechodem tak, ze vnejsi a 
vnitrni kulovou plochu k sobe pfiblizujeme az na nulovou 
vzdalenost, pficemz se celkova bmotnost zachovava. Predpo­
kladejme, ze se polomer vnejsi plochy a2 nemeni a pouze 
polomer a1 se zvetsuje k a2 pri zacbovani celkove hmot­
nosti, Protoze intenzita vnejsiho pole se nemeni a intenzita 
uvnitf dutiny je nulova, v limite odtud dostavame, ze intanzita 
pole uvnitr kulove slupky je v miste slupky nespojitao 

Oznacime-li a=a2 polomer bomogenni kulove slupky a M 

jeji hmotnost, pro radialni S.Ozku intenzity gravitacniho 
pole dostavame, viz vzorce (1006) a (10.52), 

GM 
= - 2 

r 
pro 

L pro 0 = r L... a o 

( 10 .f8) 

2 Skok v radialni slozce intenzity cini -GM/a pri pohybu ve 
smeru pruvodice. Z'avedeme-li plosnou hustotu a-' uzi tim vzta­
bu M = 4'7/a2< , muzeme skok v radialni slozce intenzi ty vy­
jadfi t ve tvaru 

V tomto vzorci jiz nevystupuje polomer slupkyo Obdobny 
vzorec pro skok intenzity elektrostatickeho pole na homogenni 
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kulove slupce s plosnou hustct.ou naboje CJ-' dostaneme zame­
nou konstanty (-G) konstantou 1/(4 rt ;::-0 ): 

(f~ 

E ( a+ ) - E (a-) = 
r r f.o 0 (10.60) 

Uvidime, ze vzorce (lo •. r9> a (10.60) maji mnohem obecnejsi 
platnost; zustavaji v platnosti i v pripade obecne jednodu-
che vrstvy (kap. J.3)0 Krome toho, protoze uvnitf vodicu je 
pole nulove, bude na povrchu vodice platit mezi normalovou 
slozkou intenzi ty a hustotou naboje jednoduch.y vztah E = cJ/£0o 

Vysetfeme potencial kulove slupkyo Vnejsi potencial 
dute koule se pfi uvedenem limitnim pfechodu rovnez nemenio 
Vzorec (10o54) pro vnitfni potencial vsak bezprostredne po­
uzit nemuzeme, protoze a2 - a1 se blizi k nule, ale hustota 
~ roste do nekonecnao DosaCime proto do (10 • .5"4) za ~ ze 

M 4 . 0 ( 3 3) vzorce = l~J a2 - a1 : 

27( GM( a2-a-i< a2+ a1 ) 
U(r) = - 4 2 2 o 

3 Tr ( a2 - al) ( a2 + a2 al+ al) 

Po zkraceni clenu a2-a1 v limi te pro a1 ~ a2 dostaneme, 
ze potencial uvnitf kulove slupky je roven konstante 
-GM/a2 , coz je hodnota vnejsiho potencialu na povrchu slup­
ky. Pro potencial h.omogenni kulove slupky tedy plati (oznaci­
me-li polomer slupky opet a = a2 ) 

U(r) GM > = -· - pro r = a r (10 .61) 

U(r) 
_ GM 

0 
L .t:... = pro r = a 0 a 

Potencial se pfi pruchodu kulovou slupkou meni spojite, za­
timco intenzita se meni nespojite (obro 16b)o Uvidime, ze fa/Le/ 
tato vlastnost je obecnou vlastnosti poli jednoduchych. vrstevo 

V pfipade elektrostatickeho pole h.omogenni kulove slupky 
nabyvaji vzorce pro potencial tvaru 



U(r) g_ 
r 

)().L 
- jY( -

pro > r = a (10 .62) 

U(r) = l g_ 
471 f:0 a 

L L 
pro 0 = r = a • 

Upozornujeme jeste, z ... / e v dalsim textu budeme pojmem 
"vrstva.'' obvykle rozumet vrstvu nekonecne tenkou. Misto 
o kulove slupce budeme pak mluvit o kulove vrstveo Pokud se 
bude jednat o vrstvu konecne tloustky, bude to vyslovne 
receno, pripadne budeme pouzivat oznaceni jako duta koule, 
deska aj. 

Poznamenejme, ze za timto paragrafem opet predkladame 
ctenari k reseni nekolik fyzikalnicb. uloh.o z b.lediska obec­
nycb. otazek matematicke teorie bych.om cb.teli upozornit zejme­
na na ulohu co 6 o kulovem kondenzatoru, kde se narazi na 
otazku mezi pouzitelnosti Newtonova potencialu; ~atimco vzorec 
pro intenzitu dava spravny vysledek, bezprostredni pouziti 
beznycb. vzorcti pro Newtontiv potencial vede k cb.ybe. 

UJ.oh.;y 
1. Overeni Coulombova zakona.Neprimou umernost mezi silou, 

kterou na sebe ptisobi dva boaove naboje, a ctvercem vzda­
lenosti muzeme prime experimentalne overovat, ale je zrejme, 
ze takove mereni nemuze byt prilis presneo Na zaklade vy­
sledku z tohoto paragrafu navrhnete jiny, presnejsi, test 
neprime umernosti mezi silou a ctver.cem vzdalenosti I Max­
well lo 

Odpovea: Overovat, ze uvnitr nabite kulove slupky je intenzi­
ta pole nulova, viz nasledujici priklado V prube-
hu n.istorie byla provedena rada velmi 
presnych mereni tohoto druhuo Historicky vyznamna 
jsou mereni Cavendish.ova a Maxwellova. Dosud nej­
presnejsi jsou mereni Plimptona a Lawtona z r. 19360 
Jejich aparatura se skladala ze dvou kovovych. sou­
strednych. kouli 0 polomerech 1,5 a 1,2 m, navza­
jem odizolovanych. Vnejsi koule byla nabijena az na 
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potencial 3000 v, avsak mezi koulemi nebyly zjiste­
ny zadne rozdily v potencialu, trebaze bylo mozne 
detekovat rozdily 10-6 V. Na zaklade tech.to mereni 
bylo urceno, ze exponent ve jmenovateli Coulom­
bova zakona je roven dvema s absolutni presnosti 
2.10-9 I Sedlak/. 

2. Predpokladejme, ze v Newtonove gravitacnim zakonu klesa 
sila se vzdalenosti jako l/R2+E ' kde £. je male cisloo 
Vypocitejte gravitacni potencial uvnitr h.omogenni kulove 
slupky o plosne h.ustote <J a polomeru a o 

Odpoved.: 

U(r) = - 2 'H'G ·va [ca+r)l-t. -~a-r) 1- £ J-
(l- c2)r _ 

0 

Pro S =O je U(r) = -4 '7i G i;J a = konst. Je-li £ # 0 J nemuze 
jiz byt potencial uvnitr slupky konstantni, 0 cemz se lze 
presvedcit napr. rozvojem U(r) do Maclaurinovy rady podle r • 

3. Vypoctete potencialni energii koule o polomeru a , ktera je 
nabita nabojem Q : a) je-li koule z nevodiveh.o materialu 
a predpokladame-li, ze naboj je rovnomerne rozlozen po celem 
objemu koule; b.) je-li koule vodiva, tj. je-li naboj rovno-
merne rozlozen po povrch.u kouie I Broz, Idelson /: ) 

~eseni: 

w = · ~ JJ 
s 

a) Potencialni energie je dana vzorcem ( 10 .ft-It) 0 

b) Pod le ( S .31) a (10 062) Je 

cr'lldS = 1 s JJ ~dS 1 i_ 
(10o6J) = 8?r to a 81f £, 0 a 

s 

viz vzorec (l0.57) odvozeny jinym zpusobemo 
V pripade a) je energie o 20 % vetsi ve srov­
nani s pripadem b)o 

4. zaavodnete, proc v pripade nabite vodive koule se elek­
tricke naboje ustal.i na jejim povrchu. 



Odpovea: V dusledku odpudivjch sil se naboj rozmisti 
kulove symetricky s hustotou, ktera bude u po-
vrchu koule vetsi nez u stredu kouleo Abychom 
vsak zduvodnili, ze se naboj rozlozi na samem 
povrchu koule (vytvori kulovou slupku), musime 
vysetrovat vlastni potencialni energiio Jak je 
znamo z mecbaniky, stav stabilni rovnovahy je 
charakterizovan minimalni b.odnotou potencialni 
energie. V pfedchozim prikladu jsme napriklad 
videli, ze pro b-0mogenne nabitou kouli je vlast-
ni potencialni energie vetsi nez pro kulovou slup~j 

ku o stejnem naboji. Obdobne predpokladejme, ze 
naboje jsou rozlozeny v tenke kulove vrstve o vnitr­
nim polomeru al , ktery je mensi, nez polomer 
koule a • Ptislusna vlastni potencialni energie 
je dana vzorcem (10.&7). Jestlize naboje z teto 
vrstvy presuneme na povrcb. koule, vlastni poten­
cialni energie se zmensi. Lze proto ocekavat, ze 
minima potencialni energie dosahneme teb.dy, jest­
lize vsechny naboje z vnitrku koule preneseme na 
jeji povrch; matematicky dukaz vyzaduje feseni 
prislusne variacni ulohy I Idelson Io Jeste ob- X 
tiznejsi je matematicky dukaz, ze elektricke na­
boje se rozlozi na povrcb.u vodice i v pripade vo­
dice obecneho tvaru, ·vis daloi dil skrip'ti. 

5o Kapacita kouleo Odvodte vzorec pro kapacitu vodive koule 
o polomeru a o Zjistete, jakou kapacitu by mela koule o ve­
likosti Zemeo 

~eseni: Elektrostaticky potencial na povrchu kulove slupky 
je dan vzorci (10.62), v nichz je treba dosadit · 
r = a • Vidime, ze pro danou kouli plati umernost 
mezi U a Q o Porovnanim se vzorcem Q = CU , jimz 
se zavadi kapacita, dostavame pro kapacitu koule 
vzorec 

c = 47' t 0 a o ( 10 -64) 
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Dosadime-li £0 = 8,854.10-12 F/m a a = 6371 km, 
dostavame C = 709~pF o Ani koule o velikosti Zeme 
nema prilis velkou kapacituo Samotna koule je tedy 
spatny kondenzatoro 

6. Kapacita kuloveho kondenzatoru. Kulovy kondenzator se 
sklada ze dvou soustrednych vodivych kulovych plocho 
Plochy nabijeme tim zp~sobem, ze na jednu z nich prive­
deme naboj +Q ; elektrostatickou indukci vznikne na druh.e 
plose naboj -Q (z teto puvodne elektricky nenabite ploch.y 
se uzemnenim odvede ·naboj +Q do zeme)o Pro kondenzator 
definujeme vzajemnou kapacitu vztahem 

(10.65) 

vyjadrujici~pomer naboje Q na vodici kladne nabitem 
k rozdilu potencialu u1 - u2 mezi vodici, pricemz 
u1 >U2 • Urcete kapaci tu kuloveho kondenzatoru, jehoz 
plocby maji polomery a1 , a2 , kde a1 .L 82 , mezi plo­
chami je vakuum I Broz lo 

Reseni: Nech~ naboj Q sidli na vnitrni plose, naboj -Q 
na vnejsi plose (obro 17)o K urceni potencialu 

-Q 

ul na vnitrni plose a u2 na vnejsi plose se 
bezprostredne nabizi pouziti vzorce (10o62): 

Obro 17 

0 



1a 
- .%'-

Po dosazeni do (10.65) bycbom dostali 

ala2 
c = 471 ~0 a +a o 

1 2 

Tento vzorec je v rozporu s pozorovanimi, ktera ukazuji, ze 
kapacita koncenzatoru je tim vetsi, cim je mensi vzdalenost 
mezi plochami kondenzatoru; ve vzorci pro kapacitu bychom 
meli spise ocekavat rozdil polomeru, nikoliv jejich souceto 
Nekde jsme udelali chybuo Zrejme v tom, ze jsme pfi vypoctu 
nevzali v uvahu uzemneni jedne deskyo T.im.to uzemnenim se 
hladina nuloveho potencialu posouva do . ·konecna, v dusledku 
tob.o uvedene vzorce pro potencialy neplati, nebot byly odvozeny 
za predpokladu o nulovem potencialu pouze v nekonecnu. Jinjmi 
slovy; pri prenaseni nabojt'i na jednu plochu kondenzatoru se na 
drub.e ploee indukuji naboje opacneho znamenka, ktere vzorce 
typu (10.6 2) uvazuji cb.ybne, jakoby tyto naboje byly rovnez 
prineseny z nekonecnao Situaci nelze zachranit ani tim, ze 
bychom k potenciallim pricetli stejnou konstantu, v rozdi-
lech potencialu by se stejne odecetlao Setkavame se tak v 
tech.to skriptech s prvnim konkretnim pripadem selhani vzor-
cu pro Newtonuv potencial, jak jsme na to upozornovali v 
paragrafu 8 020 Musime se proto vratit ke vzorcum pro inten­
zituo V prostoru mezi kulovymi plochami je intenzita pole 
pusobena vnejsimi naboji nulova, vnitrni naboje davaji in­
tenzitu s radialni slozkou (viz vzorec (lo.S S) pro gravitac-
ni pole) 

Er = 1 g_2 J 
4·if l o r 

Protoze intenzita miri od vniifni plochy ke vnejsi, bude 
vetsi potencial na vnitrni ploseo Rozdil potencialu u1 - u2 
je podle definice potencialu roven praci, kterou musime dodat 
jednotkovemu kladnemu naboji, abychom jej prenesli z druhe 
plochy na plochu prvni; pole vykonava praci opacneho zna­
menka. Tedy 

al 
U1 -U2 = - J Er dr 

a2 

1 g_2 dr = 
4r,-- f o r 
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Dosazenim do (10.65) dostavame spravny vzorec pro kapacitu 
kuloveho kondenzatoru 

• 

Timto prikladem jsme se podrobneji zabyvali proto, abych.om 
ilustrovali, ze ve vsech problematickych. situacich. je treba 
davat pfednost vypoctOm intenzity pred nekritickym pouzitim 
vzorcu pro Newtonuv potencial; vzorce pro intenzitu je tfe­
ba povazovat za obecneji platne, nez vzorce pro Newtonuv 
potencial. 

7o Elektricke pole v atmos:fereo Nad zemskym povrchem existuje 
stale vertikalni elektricke pole, jeh.oz intenzita miri 
smerem z atmosfery k zemskemu povrchu ( atmos:fera nabi ta 
kladne, zemsky povrch. zaporne) o V rovinatem terenu za 
jasneh.o dne ma intenzita velikost kolem 100 V/m; inten­
zita kolisa v prubehu dne priblizne 0 !. 15 %, zavisi tez 
na znecisteni ovzdusi, vlhkosti ajo I Feynman lo Domni­
vame se, ze "plochou" nabi tou kladne je vrstva atmos:fery 
ve vyskach kolem 50 km, ktera ma jiz dostatecne vysokou 
elektrickou vodivost (obr. 18)0 S vyskou intenzita pole 
klesa, ve vysce 50 km je jiz velice slabao Celkovy rozdil 

+ 50 krn- - - - - - T - - -- - - - - - - -

i+OO kV 

·I r t 1 1; 1 r I 7 1-r 1 1 I ti ' ,. 1 r r I" l I 1 r 1 

Obro 180 Typicke charakteristiky elektrickych vlastnosti 
ciste atmosfery I Feynman I o 
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potencialu mezi touto vyskou a zemsk;Ym povrchem je temer 
400 kV. V dasledku male, ale nenulove, vodivosti atmo­
sfery, tece z atmosfery do zeme proud, jehoz celkova in­
tenzi ta je asi 1800 Ao Jedna se tedy o slozitejsi kon­
denzator, nez jaky jsme uvazovali v predchozim prikladu, 
mezi deskami kondenzatoru se zde nach.azi castecne vodiva 
latkao Urcete: 
a) celkovy elektrickj vykon, celkovj odpor a hustotu 

proudu; 
b) velikost zaporneho naboje Zeme; 

kapacitu prislusneh.o kondenzatoru; c) 

d) pribliznou dobu, za kterou 
vybil, kdyby nebyl nejakym 

Odpovedi: a) 700 MW, 200 . .Q , 
b) i (10.66) plyne 
c) Z (10.65) plyne 

by se uvedeny kondenzator 
mechanismem stale dobijeno 

-12 I 2 3,5.10 Am • 
Q :: 4,5.105 c. 
C = 1 F (vzorec (l0.68) dava 

hodnotu 0 rad mensi, ale tento vzorec neni 
zde pouzitelny, protoze pole klesa s vyskou 
rychleji, nez udava vzorec (10.66>). 

d) Za cas t :: RC , kde R je odpor a C kapa­
ci ta, klesne naboj e-krat (e~ 2,72 je zaklad 
prirozenjch algori tmli). Vychazi t = 4 minutyo 
Naboj by klesl na tisicinu puvodni hodnoty, 
tedy prakticky by vymizel, asi za pul hodinyo 
Tento kondenzator tedy musi byt neustale do­
bijeno Predpoklada se, ze toto dobijeni obsta­
ravaji bou:fky, zejmena v tropickych oblastech.; 
jeden blesk pfinasi na zemsky povrch zaporny 
naboj o velikosti asi 20-30 C, podrobny me­
ch.anismus vsak neni znam .. I Feynman I. 

10.6. Prima a obracena gravimetricka LI.lob.a pro kouli 

Ukolem gravimetrickeh.o pruzkumu je vyzkum ro«lozeni hmot 
pod zemskym povrch.em na zaklade mereni jejich. gravitacnicb 

ucinku na zemskem povrchu. Pro gravimetricky vyzkum jsou vhodna 
zejmena tekova geologicka telesa, ktera se svou hustotou 
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vyrazne liei od okolnich h.ornino PrUm.erna b.ustota h.ornin 

v povrcbovych castech zemske kury cini asi 2,7 g/cm3 (prumerna 
hustota zul). Vetsi h.ustoty maji napr. h.lubinne vyvreliny 
a loziska rud, naopak mensi h.ustotu maji mnoh.e usazene h.or­
niny, loziska kamenne suli, ufJ.li, nafty, zemnih.o plynu aj. 

Vsimneme si zde otazky gravimetrickeh.o urceni parametru 
geologickeb.o telesa ve tvaru koule, jejiz h.ustota se lisi 
od b.ustoty okoli o konstantni h.odnotu Af o Predpokladejme, 
ze tato koule ma stred v hloubce b. pod zemskym povrchem, 
jeji polomer oznacme a (obro 19)o / 

() ~ 

7/"/"/"""7/-r~-;---;-TT-h-/-;-;(-(77(-..,,l/~/;:---,,.--,,--,,-,,..-=:::,__;7 .}( 

J.1/t 

Obro 19 

Pfedpokladejme, ze aemsky povrch, na kterem provadime mefeni 
gravitacniho pole, je rovinny. Nas nyni zajima jen ta cast 
gravitacnih.o pole, ktera je pusobena rozdilovymi (anomalnimi) 
hmotami; toto pole budeme naz;1vat gravitacni anomalii. Pro­
toze se nejcasteji meri vertikalni slozka gravi tacniho pole' 
omezme se na vysetrovani anomalie jen pro tuto slozku; tjo 
na anomalii zrychleni volneho pmdu g o Tuto anomalii budeme 
oznacovat !:lg o 

Poznamenejme, ze pri merenich na rotujici Zemi se ke 
gravitacni sile pficita jeste sila odstredivao Vyslednemu 
poli, slozenemu z gravitacnih.o pole a pole odstredive sily, 
se rika pole tihoveo Proto se v geofyzice mluvi o tihovych. 
merenich a tihovycb. anomaliich. My si budeme dale vsimat jen 
gravitacniho pole, protoze gravitacni a tihove anomalie jsou 
stejne (pokud tzv. normalni pole, od nehoz odmefujeme anomalie, 
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plne zahrnuje pole odstredive sily)o 

Zaveome kartezskou soustavu soufadnic tak, aby se jeji 
pocatek o nach.azel na zemskem povrch.u nad stfedem koule, 
osy x a y lezely na zemskem povrchu a osa z byla orien­
tovana smerem dolu. Vzhledem k symetrii ulohy se omezme jen 

J 
na popis v ravine (x,~) , viz obro l9o Nasim ukolem je urcit 
vertikalni slozku intenzi ty Ag gravi tacnih.o pole na zem­
skem povrch.u, ktere je pusobeno h.omogenni kouli o h.ustote 
.Af , jejiz stfed se nachazi v h.loubce h pod povrchem 

a jejiz polomer je a • Zfejme plati 

A ( ) GM h. .ilg x = -z r , 
kde M~elkova hmotnost koule (rozdilova hmotnost) 

a r = ~ x 2+h2 je vzdalenost pfislusneh.o bodu na zemskem 
povrchu od stfedu kouleo Dosazenim dostavame hledany v,zorec 

Ag(x) = GMh 
3/2 • 

(x2+b2) 

(10.69) 

-Seh8meticky Fz'ubeh. teto funkce je znazornen v horni casti 
obr. 19 (pro 'kladnou rozdilovou bmotnost M ) o 

Jsou-li dany parametry uvazovane koule, umoznuje vzorec 
(10.69) pocitat gravitacni anomalii na zemskem povrchuo Tomuto 
postupu, kdy pro dany model urcujeme prislusne fyzikalni pole, 
J(:tkame pfima ulohao Opacny postup, kdy z namereneho fyzikal­
niho pole se snazime urcit parametry modelu, nazyvame obracenou 
uloh.OU o S obracenymi uloh.ami Se setkavame V mnoha fyzikalnich. 
oborech., ale velice typicke jsou v geofyzice, kdy z mereni 
ruznych. fyzikalnich. velicin na zemskem povrchu se snazime 
urcit stavbu prostredi pod povrchemo 

Odvodme vzorec pro obracenou ulohu v nasem pripade. 
2! namefene gravitacni anomali e chceme urcit polohu stredu kou­
le a jeji rozdilovou hmotnost M oPolomer koule nebo rozdilovou 
h.ostotu nelze urci t pouze z gravimetrickych mereni, protoze 
tyto veliciny nevystupuji ve v~~ci (10 o69)o 

Urcit bod na zemskem povrch.u, pod nimz se na chazi str ed 
koule, neni obtizne. Je zrejme,ze timto bodem je misto na 
zemskem povrch.u, kde gravitacni anomalie nabjva nejvetsi hod-
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i~J 
noty (zde jsme zvolili pocatek souradn'e soustavy). Zbyva 
urci t h.loubku h a hmotnost IvI o K urceni tecbto dvou ne'z­
namych. v princip'B-'tstaci urci t nejake dva nezavisle udaje z 
krivky gravitacni anomalie, napr. hodnoty flg(x) pro dve 
ruzne hodnoty soutadnice x • Jinou moznosti, ktera se 
casto pouziva, je urceni nejvetsi ti.odnoty anomalie 
~~ax = hg(O) a vzdalenosti x112 podel zemskeh.o po­

vrcbu, v niz h.odnota anomalie klesne na polovicni hodnotu. 
Ze vzorce (10.69) plyne 

= GM 
h2" 

~ D~ax = 
GMh 

(10. ~)) 
I 

...,_ 

Vyde!ime-li leve a prave strany tech.to rovnic, po kratke 
uprave dostaneme 

0 

"'l I . I 
ne/{1i!rt: 

(AO, 1-1) 

Dosadime-li takto urcenou hodnotu h. do kterekoliv z rovnic 
(10.~0), muzeme jiz snadno urcit i rozdilovou hmotnost M. 

N~ktere dalsi vzorce na teseni obracene ulohy pro kouli 
jsou uvedeny napfo v I Dehlinger, Mares, Pick/, viz tez 
nasledujici ulohyo 

'01.oby · 
lo Odvodte vzorce na reseni obracene gravimetricke ulohy pro 

kouli, ktere vyuzivaji hodnotu ~~ax a polohu in:flexniho 
bodu na kr·ivce .Ag(x) o 

fteseni: Pro Agmax pouzijeme prvni ze vzorcu (10.70)0 
2 2 V in:flexnim bode xi je drub.a derivace d g(x)/dx 

nulova, uzitim (10.69) dostaneme 

0 
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2. J ak klesne hodnota gr a.vi tacni anomalie pro kouli ve vzda­
lenosti x = h od bodu maximalni anomalie, kde h Je 
hloubka stfedu koule? 

Odpoved.: .6g(h) = A g I {8 ~ max • 

10.7. Obecne poznam!y k obracenfm uloham v gravimetrii 

U! jednoduch& obr,cena uloha pro kouli ukazala na nikter' 
probl,my, kter' se vyskytuji pfi fe§eni obracen;Ych gravimetriclcYch 
uloh obecnl. v prvni fad! je to principialni nejednozna~nost fe­
Aeni obracen$ch gravi. metrick;fch uloh {mohli jsme ur~it hmotnost 
koule, ale nikoliv jej! polomlr). K dal!im problemma patfi i sama 
otazka vydileni gravita~n! anomalie z mifeni v nerovnem terenu 
a moinost slo!it,ho tvaru hledan$ch t~les a jejich nehomogenita. 
~ fe§eni slo!itych obracen.Ych uloh se mohlo pfistoupit al tehdy, 
kdy! byly k dispozici pocitace. Bylo tfeba hledat nove teoreticke 
pf!stupy, jejich vjzkum neni ve v~tiini pfipadd dosud zakon~en. 
Teorie obracen!ch uloh, nejen gravimetrick$ch, se tak v soucasne 
dobi stala pfedm~tem velmi intenzivniho studia, viz. napr. pfehled 
v /Janovskaja/. Bylo publikovano velke mnozstvi praci, pficemz 
v§ak pfedkladane postupy se mezi sebou casto velice liAi. ~tenari 
topak md!e pdsobit poti!e, aby si ud~lal potfebn.Y pfehled a z 
navrhovanj"ch postupd si vybral ty nejvhodn~jii. Cilem nize uve­
denj"ch poznamek je pomoci v teto situaci ctenari, ktery ma hlub§i 
zajem o obracene gravi metricke ulo~. Budeme si vAimat obracenY"ch 
uloh obecnl, nikoliv jen specialniho probl,mu hledani Newtonovy 
koule. 

Je!tl asi pfed dvema desetiletimi se pfi obecnem feAeni 
obracene gravimetrick~ ulohy ddsledn~ rozliiova1y dvi etapy: 
kvalitativni interpretace a kvantitativni interpretace. Pod kva­
litativni interpretaci se, zhruba fe~eno, rozumilo vydileni typu 
ru!iciho t!lesa, ktere by mohlo pdsobit danou anom,lii. Vyb~r 
t~lesa se zejmena ridil tvarem izo~ar na map~ gravita~n~ch anomalii 
(protahlYm izo~aram se pfiradilo protahle t~leso atd.). Na spravnem 
vyb~ru typu ruliciho tilesa velice zavisela spravnost cele inter­
pretace, ddle!itou roli v tomto stadiu feAeni ulohy hral zkuAenost; 
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interpretatora. v dal§i etape,kvantitativni interpretaci, se urco­
valy ciselmi parametry zvolem~ho telesa (hloubka, hmotnost, sklon aj.), 
SoucasriYm potreb'm ji! tento dvojatupnovy poatup nevybovuje, zej­
mena nevyhovuje prili§ subjektivni prvni etapa. Podle nazord v 
/Strachov/ by soucasna metoda interpretace gravimetrickych mereni, 

/ 

lo~e~ p~i jiste achematizaci, mela obsabovat etapy tri: zji§tini, 
q /, :tqe,.1. 
1 ntirikeei a zpreaneni. ZjiAtenim rozumime zjiAtlni existence 
gravitacni anomalie v merentch datech, co! pak znamena i zji§teni 
existence anomalniho telesa. Jedna se hlavne 0 overeni, zdali 
merene rozdily nejsou zpdsobeny jen nerovnostmi terenu ci jinymi 
hmotami, o jejichz existenci vime (vypln sedimentarni panve aj.). 
V teto etape se provadeji zajmena rdzne r~~ukce,namerenych dat 

Li)pi/i~& 
a konatruk:ce map prialu§ntch anomalii. Identirikaei se rozumi 
hlavne identifikace poctu ru§icich teles (zdali pozorovana ano­
malie je zpdsobena jednim ci vice telesy) a urceni nekterych 
obecn$ch charakteristik techto tales ( kulovitost ~i protahlost 
telea, pribli!na poloha teziite, celkova hmotnost aj.). Tato etapa 
se realizuje pomoci rdzn$ch tranaf ormaci potencialovych pol!, 
jako je analytick' prodlouleni pole pod povrch .(singularity prod­
louzeneho pole priblilne vymezuji polohu ruA!cich teles) nebo 
ytpocet nekterych integralnich charakteristik ru§icich teles 

-o techto postupeeb bl!ie poaedname v del§im dilu skr1pt. Tato 
etapa interpretace by ji! mela poskytnout doati dobry pocatecni 
model, ktery se v etape zpresn6ni dale vylep§uje. 

~e§eni vtse uvedene obracene ulo~ pro kouli bylo sice mno­
hoznacne (ne§lo ur~it polomer), ale hloubku stredu koule a hmot­
nost bylo mozne ur~it jednoznacne. Vlastne se jednalo o jednoznacne 
urceni parametrd ekvivale~tniho hmotneho bodu, ktery vae koule 

I 

vytvari stejn~pole. S obdobnou situaci se setkavame. i~ve eA2-
i: ffJiz&m h/t:O((Sre'l. 

!itejsich ulohach. ~e§eni obracene ulohy tak mdzeme!rozdal1""t na 
dva kroky, prvni jednoznacn$ a druht mnohoznacny. V prvnim kroku 
se ur~uji takove ekvivalentni elementarni .zdroje (napr. soustava 
hmotn$ch bodd), ktere davaji stejne vnejsi pole a lze je urcit 
jednoznacne. Ve druhem kroku se k temto jednoznacne urcenym "nahradnim '' 
zdrojdm hledaji realna telesa, tj. obecne telesa trirozmerna, ktera 



davaji stsjne vnejsi pole. K omezeni mnOhoznacnosti tohoto kroku 
se musi vyuzit nekterych dodatecnych infarmaci, napr. znalosti 
geologickych, seismickych aj. V tomto druhem kroku se hmoty 
soustredene v bodovych ci jinych elementarnich zdrojich "vymetaji" 
do prostoru tak, aby se vne~si pole nezmenilo. Tento pojem 
"vymetani" zavedl Poincare/

1

7'lael 'son/. Otazkam vymetani by lo X 
v geofyzikalni literaturevenovano v poslednich letech velke 

). 

mnozstvi praci. f~kfveto postupy jsou jiste zajimave z hlediska 
matematickeho~/& jejtch opraveni z hl8diska praktickeho je do jiste )(' 
miry oduvodneno tim, ze se snazime udelat reseni obracene ulohy 
jednoznacnym co nejdale, dokud to je jen mozne. 

Z uvedenych poznamek vznika pravdepodobne dojem, ze hlavnim 
soucasnym trendem v metodach reseni obracenych gravimetrickych 
uloh je snaha 0 rozdeleni uloh na celou radu dilcich, casto jen 
pomocnych operaci. Je vsak treba poznamenat, ze existuji i ten­
dence prave opacne, snazici se 0 reseni obracene ulohy vcelku 
( s uvazenim ruzeych dodatecnych podminek pro z'tisteni j ednoznac­
nosti), bez jakehokoliv cleneni do ruzeych di.lei.ch operaci./KubrEillU'l/. 
Jedna se 0 soucasne hledani velkeho poctu neznamjch parametru, 
coz napr. pusobi vetsi problemy se stabilitou resenl. a zvysuje 
i naroky na vypocetni casa pamet pocitace, ale na druhe strane 
odstranuje mnohe nepodstatne a casto nepresne mezikroky, Podari-li 
se rozvinout tyto metody tak, aby vyhovovaly vsem pozadavkum pra-
xe, bude to znamenat, ze mnohe i velmi dumyslne di.lei postupy, 
jako je napr. analyticke prodluzovani nebo metoda vymetani, ztrati 
v budoucnosti mnoho ze sveho soucasneho vyznamu. z hlediska techto 
postupu lze bez velkeho prehaneni rici, ze napr. intenzivni roz­
vijeni metod vymetani v posledni dobe predstavuje vyvojovou etapu, 
ktera je jiz vlastne prekonana, aniz byl~\z~a. 

C!J!j} ;hCe, l 



11. GRAVITA~Nf A ELEKTROSTATICKE POLE NEKONECNE 

ROVINNE HOMOGENNf DESKY 

Vetsina latky probirane v teto kapi tol a v d ll~ d/lv fec/,Jo 
Sk~Jpf nepredstavuje z matematickeho hlediska nic jineho, 

nez priklady na vypocet ruznych vicerozmernych integralu. z tohoto 
hlediska muze byt tato latka tez vyuzita v matematickych cvicenich. 
Jednotlivymi priklady se presto budeme zabyvat podrohnlt// ~ /.oho 
duvodu, ze nachazeji mnohe aplikace zejmena v geofyzice a budou 
ilustrovat nektere obecne vlastnosti.potencialovych poli. 

11.1. Nekonecna rovinna deska 

Uvazujr me nekonecnou rovinnou desku vsude ste jne t loustky h 
s konstantni hustotou 9 /Novotny/. Zvolme valcovou soustavu 
souradnic r, f, z tak, aby osa z by la kolma na desku a pro­
chazela bodem p ' v nemz pocitame gravitacni pole, pocatek 0 
souradnicove soustavy zvolme ve stredu desky (obr. 20). Necht 
valcovy element objemu dV ma souradnice r! f', z 1 a necht R 
je jeho vzdalenost od bodu P , (O, o, z). Plati 

dV = r 1 dr 1 d f'dzJ 
' 

R2 = r' 2 + ( z 

h 

• 

D' 

d V (Jv
1
1 y~ z) 
- -7 

r 

(11.1) 
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Pocitejme nejdrive 
metrie ulohy je zrejme, 
Ke kazdemu elememtu dV 

intenzitu gravitacniho pole desky. Z geo­
ze intenzi ta E bude rovnobezna s osou z. 
lze totiz nalezt stejny element symetricky 

vzhledem k ose z (obr. 20 ) ; vysledna intenzita od techto dvou 
• .Z-OVDIA elementu ma nenulovou Jen ~ v~~ slozku, slozky rovnobezne s deskou 

se vzajemne ru~i. z obecnych vzorcu (7.15) uzitim (l~·f> plyne 
pro intenzitu v bode P nad deskou (souradnice z v~ libovolne 
z') vzorec 

) ~ ) 
z - z 

Ez(P) = - G ~ dV = 
R3 

v ( 171.t) 
c:;IJ 2ii hi 2 

- - G)) ~ ) (z - z1)r'ar'df' dz' = 

(r'2 z'1 2 J 3/2 0 0 -h/2 + (z -
n/2 

[ z - z 
lr '= o0 

=+2'1"G~ ) dz' =- 2<fT'G ~ h • 

Vr '~+ ( z-z')2Jr-=0 -h/2 

Je zrejme, ze v bodech pod des_!.ou zmeni Ez pouze znamemko. 
Pro ve~ikost intenzity pole IE (P)( =I Ez(P)fv bodech mimo desku 
odtud dostavame 

It ( P) I = (11.3) 

Tento vzorec udava pritazlivost nekonecne homogenni desky v bodech 
mimo desku. V gravimetrii je znam pod pojmem "Bouguerova redukce" 
nebn "Bougueruv elem". P6uziva se, vedle Fayeovy redukce i jinych 
redukci, pri prepoctu gravitacniho zrychleni namereneho v nadmorske 
vysce h na hladinu more. 

Vsimneme si, ze velikost intenzit je stejna ve vsech bodech 
mimo desku, ze je nezavisl$ na vzdalenosti od desky. v kai dem 
z poloprostoru, vydelenych deskou, se tedy vytvari homogenni 
silove pole. (Pokuste se nazorne vysvetlit, jak je mozne, ze 
v tomto pripade intezita neklesa, jestli!e se /.dalujeme od desky). 
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Tento model je opet zajimavy z hlediska gravimetrickeho pruzkumu. 
Nedi se v zemi nachazi vrstva zvysene nebo snizene hustoty, rovno­
bezna se zemskym povrchem. Predpokladejme nyni, ze je vrstva sice 
konecna, ale dostatecne rozlehla v horizontalnim smeru. Z gPavi­
metrickych mereni na zemskem povrchu kdesi nad stredem vrstvy, 
tj. daleko od okraju vrstyy, muzeme urcit jen soucin tloustky 
vrstvy a rozdilu hustot, nemuzeme vsak urcit, v jake hloubce se 
vrstva nachazi. 

~~ 
Protoze vyse uvedena nekonecna homogenni f vytvari ve vnejsich 

bodech homogenni pole, bude existovat potencial, ktery bude linearni 
funkci souradnice z • Uzitim (11.2) a symetrie ulohy vzhledem 
k rovine z = o dostavame nasledujici vzo~ pro potencial v bo­
dech vne desky: 

U( z) = 2 <tf G ~ h I z I + c pro lzl ~h/2 • (11.4) 

Pro jednoduchost bychom mohli polozit C = O • Pri konstrukci 
obr. 21 vsak pouzivame jeste jinou volbu. 

Intenzitu a potencial uvnitr desky snadno dostaneme rozde­
lemim desky na dve casti rovinou, ktera je rovnobezna se stenami 
desky a prochazi uvazovanym bodem, a sectenim prislusnych prispevku. 
Vyjde 

pro I z I ~ h/2 (11.5) 

Pro pepencial uvnitr desky, az na aditivni kostantu, kterou polo­
zime rovnou nule, zrejme plati 

U (z) = 2t\f G~z2 pro I z) ~ h/2 (11.6) 

Prubeh potencialu a intenzity je schematicky znazornen na obr. 21, 
pricemz jsme konstantu c v (11.4) zvolili tak, aby potencial 
byl spojity. Lze snadno overit, ze nalezenY potencial splnuje 
take cbeef!e di-ferenei6lni ro1 rnicA uirseor6 V=Pereg• af11 1 5, *j .. 

Laplaceovu rovnici vne desky a Poissonovu rovnici ve vnitrnich 
bodech deskyJ Tim je uloha v~resena • Ve zbyvajici casti tohoto 

v/~ ( 1/0, 3S); {40. '3t_) 0 nisfe~(e/ 14?t1/~i-;/-:) 
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paragrafu a v nasledujicim paragrafu pojedname 0 moznosti ci 
nemoznosti pouziti nekterych jinych postup~ k reseni dane ulohy. 

I 

I 

I ~~~~~~~--===~~~~~!~~ ~ ~··-7 

-h/.l I IJ/L 1. 

I 

L -·-·-------------;> 
- ~~ i 

I 
I 
I 
I 

Obr. 21. P~tbeh gravitacniho potencialu a intenzity pro 
nekonecnou desku ve smeru kolmem k desce. 



v uvazovanem pripade lze provest vypocet intenz~~y pole 
~(;(0.~4./~ 

velice jednoduse take uzi tim Gausseva zakonaJ z -par I af 7. 9. 
s-J.rvova+ ,, 

Staci zkontr=lc .. e-t valec, jehoz plast je rovnobeznj s osou z 
a podstavy jsou na tuto osu kolme, pricemz jedna podstava pro­
chazi bodem P, druha prochazJ/bodem soumernjm podle pocatku. 
Na tvaru a velikosti podstavy nezalezi. K toku intezity povrchem 
valce prispiva pouze tok podstavami, protoze tQk plastem je nulovy. 
Dalsi postup je snadny, odvodte timto zpusobem vzorce (11.2) a 
(11.5). Vyse uvedene slozitejsi odvozeni, vychazejici z obecnych 
vzorcu pro intenzitu ( .15), jsme zde delali ze stejnych duvodu, 
ktere byly uvedeny v paragrafu 10.1, tj. z duvodu ucelenosti 
teorie a proto, ze vzorce pro intenzitu povazujeme za zakladni. 

Ulohy 

v ulohach 1 a 2 se ma urcit vertikalni slozka intenzity 
gravitacniho pole pusobeneho nekterymi telesy, ktere vzniknou 
"vyriznutim'z nekonecne desky. Tata telesa nachazeji cetne apli­
kace v gravimetrii a gravimetrickem pruzkumu, nektere dalsi 
priklady uvedeme nize. Pouzijeme nekter4 oznaceni podle /Mares{ /y 
viz pripojene otazky. 

l. •Kruhovy valec se svislou osou 1 (obr. 22). Necht valec ma 
polomer R a podstavy v hloubkach h1 a h2• Dokazte, ze na 
ose valce na zemskem povrchu plati 

' = 2 IJ(G) (r1 + Ah - r 2 ) (11.7) 

kde 6h = h2 - hl r i = -v-~-2-+_h_i_2 , i = 1, 2 

·p(o
1
o, O) 

~~~~--t.-~--~~~--7 x 

R 
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2. Sektor kruhoveho valce se svislou osou (obr. 23). Uvazuj me t. ._,, 

teleso, ktere ije ohranicene vodorovnymi rovinami v tiZ'ubkach 
I 

h1 a h2 valcovymi plochami s osou z o polomerech R1 a R3 
a dvema r~vinami prolozenymi osou. z~ ktere spolu sviraji 

tlhel d-. Odvod.te vzorec ' 

kde cislovani bodu udava obr. 23, 

R1 =R2 , R3= R4 , h1 = h4 , h2 = hJ 

r . = i/ R. 2 + h. 2 
1 1 1 

i = 1 az 4 

Poznamenejme , ze telesa tohoto tvaru jsou casto pouzivana pri 
praktickychvypof,tec~ tihovych redukci , kdy cely integracni obor 

7'tD101 OJ se rozdeli na takoveto segmenty . 
Y.. 

J 

----~ 

_____ 
... __ _ 

Ohvi . 13 



3. Odvodte potencial homogenni nekonecne desky uzitim 
Laplaceovy a Poissonovy rovnice. 

I\ 
I 

Reseni: Vzhledem k symetrii ulohy bude potencial funkci 
pouze jedne souradnice r z kolme k desce, U = U(z), 
viz obr. 20. Laplaceova rovnice, ktera plati v bodech 
mimo desku, bude mit v tomto pripade jednoduchy tvar 

= 0 • 

Integrac:! odtud plyne 

Poissonova rovnice v bodech uvnitr desky nabyva obdobne tvaru 

Jeji obecne reseni ma tvar 

Polozime-li hladinu nuloveho potencialu do roviny z = o, 
dostaneme c4 = 0 • v dusledku symetrie ulohy podle roviny 
z = Or musi byt tez c3 = O • Tim dostavame vzorec (11.6) 
pro vnitrni potencial. Uvazuj~me dale jen poloprostor z ~o. 

~ 

Konstanty C1 a c 2 ve vyrazu pro vnejsi potencial urcime 
z pozadavku, aby potencial a jeho prvni derivace byly spojite 
na hranici desky z = h/2. VjjJe,, 
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U = 2 <ij" G ~ h ( z - h/4) pro z ~ h/2, 

coz souhlasi se vzorcem (11.4). Stoji jeste za povsimnuti, 
ze Laplaceova a Poissonova rovnice samotne nepopisuji studovane 
pole plne, jejich reseni obsahuji nektere konstanty, ktere mohly 
byt urceny az prijetim dodatecnych predpokladu 0 spojitosti. 
Museli jsme odnekud jinud ve9et .ci tusi t, ze temi spravnjmi 

, , poc'm1Y1'41~ 
dodatecnymi (okrajovymi) (.fe prave spojitost potencialu a jeho 
p~vni derivace. Na druhe strane vzorce pro intenzitu (7.15) 
vedly jednoznacne k resen~ ulohy, prislusne spojitosti se nemuseli 

/O~ -1?. predpokladat, ale naopak(Z techto vzorcu v~lyvaly. 

11.2. 0 nemoznosti zavedeni Newtonova potencialu pro 

nekonecnou desku 

Potencial jsme pro nekonecnou desku v predeslem paragrafu 
odvodili primo z nalezenych jednoduchych vyrazu pro intenzitu. 
Obdobne jako v pripade Newtonovy koule byr ,om meli ukazat, ze 
stejne vzorce pro potencial nekonecne desky dostaneme i z obecne­
ho vzorcepro Newtonuv potencial (8.10). Bohuzel, v tomto pripade 
nic takoveho ukazat nelze! Bezprostredni vypocet Newtonova po­
tencialu pro uvazovanou desku vede totiz na divergentni integral 
(integral je v tomto pripade v absolutni hodnote nekonecne velky), 
jak hned odvodime. 

Hledejme nejprv.e Newtomlv potencial pro homogenni kru-
~ovy_ va~ec,~je~oz 08'Kde z prochazejici uvazovanjm bodem P 0 Vjtku 

v~e~r:e;1fa:il.uJe'f.e a polomer r* • z tohoto valce dostaneme 

* nekonecnou desku limitnim prechodem pro r ~e>O· Pro potencial 
na ose valce plati: 

r* 21/ h/2 

U(PO =~G ~)) _f_ ~ ) ~ . 

r 'dr 'd "f 'dz ' 
dV = - G) = 

R if :r>2 + (z , ) 2 
v - z 

0 0 -h/2 

h/2 

[~r·2 
, 

r* 

] 
r = 

=-2 CffG) ~ + (z - 0')2 dz' • 
(41.J) 

-h/2 , 
0 r = 
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Kdybychom mohli provest limitni prechod za zhilmenim integralu, 
je divergence posledniho integralu ihned zrejma, nebot integral 
roste do nekonecna pro r*~ec>- Postupuj me vsak presneji. 
Uvazuj me pro jednoduchost jen body nad deskou, tj , z ? h/2. 
Uzitim vzorce pro neurcity integral (viz /Rektorys/ a priklady ~a 

timto paragrafem) 

dx = ~ [ x ../a 2 
+ x 2 + a 

2
1n ( x + i/ a 

2 
+ 

lze potencial na ose valce vyjadrit ve tvaru 

U(P) =G\G~r*G. u - (d + h)w + r* ln (w/u)] J 

kde d = z - h/2 je vzdalenost pozorovatele P od horni 

podstavy valce a 

u = -,/1 +(~ y - _L 
r* 

~l +{d :*hf d + h 
w = 

* r 

Pro velka r* dostavame uzitim prislusnych Maclaurinovych 
rozvoju vyjadreni 

(11.10) 

(11.11) 

U ( P) = - 2 (\\ G ~ h r* + 2 Cf G ~ h ( d + h/ 2) + ( •.. ) .(±1.12) 
r* 
1 

Toto je Newtonuv potencial na ose kruhoveho valce, ktery ma velky 
polomer. Prechodem k nekonecne desce, tj. pro r*__,,.+O", dos-
neme U(P) = -~ v dusledku prvniho clenu na prave strane. 

Vidime, ze pokud je teorie gravitacniho nebo elektrosta­
tickeho pole zalozena na obecnych vzorcich pro Newtonuv potencial, 
coz je bezne ve vetsine ucebnic, tato teorie ztroskotaya v pri­
pade nekonecne desky. V ucebnicich se o tomto selhani radeji mlci, 
protoze jeho priciny pri zvole~e~ pristupu obvykle zustavaji 
zahalen1 tajemstvim. Bezne se~i-if>risllsnych vykladech vychazi z 
obecnych vzorcu pro Newtonuv potencial. Jakmile se vsak pristoupi 



k nekonecne desce nebo k jinemu nekonecnemu modelu (napr. ne­
konecnj valec nebo drat) uiz 11(ze), zapocne se vyklad vypoctem 

J 
intenzity a teprve z ni se urci potencial, jak jsme to delali 
na zacatku tohoto paragrafu. Pripadne se o potencialu p~o ne­
konecnou desku nemluvi. 

Z hlediska pristupu, ktery pouzivame v techto skriptec~, 
je vyklad uvedeneho selhani teorie Newtonova potencialu vel~ce 
snadny. Za zaklad totiz bereme po~is pole pomoci intenzity. 
Pouze v pripadech, kdy lze zamenit poradi integrace a derivace 
(gradientu) v prislusnych vzorcich, lze zavest popis pomoci 
Newtonova potencialu. V pripade nekonecne desky tedy zrejme 
nejsou potrebne predpoklady pro zamenu splneny , protoze Newtonuv 
potencial nelze zavest (blize viz kap. lZ.). Potencial, ktery se 
nam vyse presto podarilo nalezt, je tedy jinjm typem potencialu, 
nikoliv potencialem Newtonovym. 

ero 11e-kone/nou ole.skv (rU, 4) 
Pokusme se vyjasnit, ma-li nalezeny potencial vubec nejaky 

vztah k Newtonovym potencialum. Vsimneme si blize vzorce (11.12) 
poo Newtonuv potencial krumoveho valce o velkem polomeru. Poloha 
uvazovaneho bodu p na ose valce je charakterizovana vzdale­
nosti d od horni podstavy, tedy U(P) = U(d). Prvni clen na 
prave strane tohoto vzorce neobsahuje d , pro dany valec je to 
tedy konstan~~terou vlastne nemusime uvazovat. Potiz spociva 
jen v tom, ze pri prechodu k nekonecne desce roste hodnota teto 
konstanty nade vsechny meze. Kdybychom vsak tuto konstantu neuva­
zovali a pre~li k limite pro r*~~, zustane na prave strane 
vzorce (11.12) jen druhy clen. Tento clen neni nicim jinym, nez 
vzorcem (11.4), ktery byl pro potencial odvozen vyse (pro bod 
nad deskou, tj. pro z 7h/2).Zcela formalne, kdybychom nekonecno 
mohli rovnopravne priradit k realnym cisllim, mohli bychom vysledek 
formnlovat nasledujicimi slovy. Potencialy pro nekonecnou desku, 
odvozene v predchozim paragrafu,se od prislusnjch divergentnich 
Newtonovych potencialu lisi "jenom" o jistou nekonecnou konstantu. 
To blize vysvetluje i si\uaci, proc Newtonuv po\encial existuje 
pro valec o konecne vy~ce h a o libovolne v~em, ale konecnem, 
polomeru, a proc uz neexistuje pro nekonecnou desku. Vysvetleni 
muzeme tedy formu16~ tak, ze Newtonuv potencial pro valec v sobe 
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zahrnuje jistou konstantu umernou polomeru, ktera nevadi, pokud 
polomer z~stava konecny, avsak znehodnocuje vysledek pri pre­
chodu k nekonecne desce. 

Abychom dostali spravny potencial pro nekonecnou desku, 
postacilo by divergentni Nevrtonuv potencial "prekalibrovat", tj . 
odstranit z nej nekonecny clen. Takoveto kalibracni transformace , 
tj . vyskrtavani nepohodlnych singularnich clenu, jsou hojne pou­
zivane v mnohych fyzikalnich teoriich. Nicmene z matematickeho 
hlediska nemaji takoveto transformace nalezite opravneni ; v mate­
matice zanedbavame vzdy jen cleny nekonecne male , nikoliv cleny 
nekonecne velke . 

Kdyz uz jsme se pustili v tomto paragrafu do "kritiky" 
Newtonova potencialu, pojdme jeste dale . Z predchoziho rozboru 
by se mohlo zdat , ze vsechny problemy s Newtonovym potencialem 
zmizi , pokud budeme uvazovat jenom omezena telesa . Avsak ani to 
neni docela pravda , mame-li na mysli vypocetni stranku problemu. 
Vratme se k vypoctu gravitacniho pole na ose kruhoveho valce , 
ktery ma konecne rozmery . Vypocet intenzity (priklad 1 v predcha­
zejicim paragrafu 11 . 1, vzorec ( 11 . 7)) byl velice snadny, proto­
ze pri integraci bylo mozne vsechny primitivni funkce vyjadrit 
pomoci odmocnin . Naproti tomu vypocet potencialu vedl na podstat­
ne slozitejsi integral (11 . 9) . Tato situace , kdy vypocet poten­
cialu je podstatne slozitejsi nez vypocet intenzity, je velice 
casta, mnoho prikladu bude uvedeno y nasledujicim dilu skript . 
Dospivame tak k ponckud neocekavanemu a paradoxnimu zjistcni , 
ze vypocet formalno jednoducheho integralu (8 . 10) pro potencial 
byva obtiznejsi nez vypocet sloziteji vyhlizejicich integralu 
( 7 . 15 ) pro intenzitu. Jednou z mala vyjimek , ktere potvrzuji 
toto pravidlo , je pripad koule (kap . 10 ), kdy vypocet potencialu 
byl jednodussi nez vypocet intenzity . 

Uveden6 diskuse naznacuji , ze potencial bychom meli spise 
povazovat za velice uzitecnou matematickou pomucku, nez za po­
jem s prilis hlubokym fyzikalnim vyznamem. Meli bychom na nej 
pohlizet spise jako na velicinu odvozenou , nesnazit se z nej 
vychazet pri budovani fyzikalnich teorii , jak se 0 to uporne 
pokouseji autori mnohych ucebnic ve snaze o maximalni zjedno­
duseni matematicke strci.nky problemu. Zjednodusovani jakekoliv 
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teorie je zajiste chvalihodne , ale nesmeji se prekrocit jiste me­
ze . Vystizne tento problem vyjadril A. Einstein slovy : "Make 
everything as simple as possible but not simpler" (Udelej vsechno 
tak jednoduche , jak jen je mozne , ale ne jednodussi) . Snaha , 
s niz se casto setkavame , o vybudovani cele gravirne~rie , elektro­
statiky a magnetostatiky pouze na zaklade f'Jewtonova potencialu 
je tim prekrocenim povo~enych mezi . 



Uloh~ 
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1. Odvodte vzorec (11.9) pro neurcity integral 

~ ~a2 + x
2 

dx 

Reseni: Nejprve integraci per partes dostaneme /Smirnov/ 

~ "Va2 
+ x2 dx = x -./a2 

+ x2 dx 

v poslednim integralu pricteme a odecteme v citateli cislo 
a 2 Predchozi rovnost pak nabyva tvaru 

+ a 2 ~ -i-;=a=2=:=x=x=2=--

K vypoctu posledniho integrala pouzijeme Eulerovu substituci 

-Ja2 + x 2 = t - x t = x + ,/ a 2 + x 2 
• 

(44.4.3) 

Umocnenim prvni rovnosti po uprave dostanemd. 

x = 
t 2 .2 - a 

Odtud 

,/ 0 2 + x 

dx 

Protoze je 
(pokud a 

2t 

2 = t - x = t 2 + a2 

2t 

= 
t2 + a2 

dt 
2t 2 

t = x + -J a 2 + x 2 

~ O), pro posledni 

kladne pro libovolne realne 

integral dostavame 
x 

= dt 
t 

= lnt + C = ln (x + .,/a2 + x 2 ) + C • 

Platnost vzorce (11.9) je nyni jiz zrejma. 

2. Odvodte vzorec (11.9) tim zpusobem, ze Eulerovu substituci 
provedete na samem zacatku. 
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3. Odvodte nasledujici vzorce pro hyperbolicke a hyperbolometric­

ke funkce /Rektorys/: 

(cosh x)' = sinh x 
' 

(sinh x)' = cosh x 
' 

' 

' 

cosh2x 1 + co sh 2x (11.14) = ' 2 

sinh 2x = 2 sinh x co sh x 
' 

argsinh x = ln(x + v 2 x + 1 ) 
' 

argcosh x = ln(x + v 2 x - 1 ) (x ~1) • 

4. Odvodte vzorec (11.9) uzitim vzorcO (11.14) z pfedchoziho 

pfikladu. 
Navod : Pouzijte substituci x = a sinh t • 
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11.J. Nekonecna rovinna vrstva a dvojvrst¥a 

0 
Uvazujeme opet nekonecnou rovinnou hom~genni desku, kterou 

jsme se zabyvali v predeslych paragrafech (obr. 20). Zmensuj}me 
\;; 

nyni tloustku desky h a soucasne zvetsuj~me hustotu tak, aby 
se soucin techto hodnot er = ~ h nezmenil (v tomto pripade se 
hmota libovolne casti desky pri "stlacovani" zachovava). v limite 
pro h~O prechazi deska v jednoduchou vrstvu s plosnou husto­
tou 0-. Uzitim (11.4) dostavame potencial teto rovinne jedno­
duche vrstvy ve tvaru 

U(z) = 2CUaO-}z) ( 11. J..5) 

Pro tuto specialni jednoduchou vrstvu odtud ihned plyne (viz tez 

zmeny v 0 br. 21 pri h --...o ) : sroJi'+j. 
a) Potencial jednoduche vrstvy je vsude etejny. 
b) Prvni derivace potencialu ve smeru normaly k plose je na teto ... 

plose nespojit8:J tj. intenzita E = - grad U ma na plose nespo-
jitou normalovou slozku: 

Zde je rozdil od objemoveho potencialu, ktery ma prvni 
derivace vsude spojite. 

v ucebnicich se dokazuje, ze vlastnosti a), b) jsou obecnymi 
vlastnostmi potencialu jednoduche vrstvy1;: plateymi pro velmi 
obecne nerovinne p~ochy a pro promennou plosnou hustotu 

(ll-rl6) 

1 Gjunter, Pick, Sretenskij, Tichonov + Samarskij/, viz kap. 13. 
V predchazejici kapitole jsme stejne vlastnosti zjistili u pole 
kulove slupky, vzorec (11.J.6) je shodey s (10.,f9). Prubeh gravi­
tacniho potencialu a intenzity v zavislosti na souradnici z je 
schematicky znazornen na obr. 24. 

I 
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Obr. 24. Prubeh gravitacniho potencialu a intenzity pro nekonecnou 
hmotnou rovinu ve smeru kolmem k teto rovine. 

Pro pripad elektricky nabite roviny s plosnou hustotou 
naboje er aostaneme zrejme namisto < 11.1~-> a < 11.1G> nasledujici 
vzorce: 

er I 

U(z - - I z I 
2f

0 

- oot...z<oo, (11.l'f) 

E ( O+) - Ez(O-) 
0--

:: 
z 

~o 
( 11.18) 

Uvazujeme nyni dve rovnobezne roviny nabite rovnomerne 
se st~jne velkymi plosnymi hustotami, ale opacneho znamenka (obr.25). 
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1 
Oznacme d vzdalenost desek, 0-plosnou hustotu naboje na jedne 
z nich, ( -Q""") na druhe. Osou ~ z kartezske soustavy zvolme kolmo 
k rovinam, pocatek zvolme ~ uprostred mezi rovinami. Potencialy 
pro jednotlive roviny dostaneme jednoduchou upravou vzorce (11.lf ). 
Pro vysledny potencial dvojice opacne nabitych rovin dostavame 

U( z) = -

Odtud plyne 

er a pro z >: _g_ 
2 £.0 2 

U( z) = 

U(z) = 
q- z 

pro \zl~_g_ (11.1q ) 
£0 ' 2 

era ~ d 
U(z) =- pro z =-----

2 ~o 2 

Obdobne> jak~sme vyse presli od desky k jednoduche vrstve' 
prejdeme nyni od dvojice jednoduchych vrstev ke dvojvrstve. 
Zmensuj me vzdalenost d mezi nabitymi rovinami a soucasne 
zvetsuj me plosne hustoty tak, aby se soucin techto hodnot 

'i = ~ d nezmenil. V limi te pro d ~ O prechazi soustava 
dvou rovin ve dvojvrstvu s plosnou hustotou elektrickeho dipolo­
veho momentu 't . 
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Pro potencial dvojvrstvy plyne z (11.1q): 

U( z) = ¥ 
2 £.0 

pro z .,, 0 

U(z) 
~ 

y 
=-
2~ 

pro z ~ 0 

Vidime, ze pri pruchodu dvojvrstvou se meni nespojite uz sam 
potencial: 

)J 
U(O+) - U(O-) = £ 

Lze opet ukazat, ze vzorgc (ll.i1> plati mnohem obecneji, 
i pro nerovinne a nehomogenni dvojvrstvy. 

UlohS. 

c 11.tO> 

c11.JA> 

1. Kapacita deskoveho kondenzatoru. Uvazuj}me deskovy kondenzator, 
jehoz kazda deska ma plochu s a vzdalenost mezi deskami je d. 
Predpokladejme, ze rozmery desek jsou mnohem vetsi nez jejich 
vzdalenost d ( abychom pri vypoctu mohli zanedbat ef ekty na 
okrajich kondenzatoru). Odvoote vzorec pro kapacitu kondenza­
toru,je-li mezi deskami 
a) vakuum; 
b) latka o permitivite £. 

Reseni: Jsou-li rozmery desek mnohem vetsi nez jejich vzdalenost, 
pak se naboj Q preneseny na neuzemnenou desku rozlozi po teto 

desce priblizne s konstantni plosnou hustotou er-, pro niz 
plati Q = S~. Na uzemnene desce se indukuje naboj s plo­
snou hustotou ( -~). Potencialy na de kach, je-li mezj njmj 

vakuum, udava prvni a treti ze vzorcu (11.1q). Uzitim vzorce 
C = Q/(U1 - u2), viz (10. 65), dostavame pro kapacitu deskoveho 
kondenzmtoru vzorec 

c = ~ _§__ 
0 d 

( 11. 2,!,) 

Je-li mezi deskami kondenzatoru latka o permitivite £, dostaneme 
obdobne 

(11.23) 



v· ~ondenzator TC 182 je valecek o prumeru 
a vysce -------=__Jeho rozebnanim bylo zjisteno 
polepu je cm, ~elka je as· 
izolacniho papiru je pribliz • 
je-li relativni kondenz 

£:.r = 4, 5 tj. f = ~ r Z.o • 

'-=---~j~_<?_V.~~-_£_ Vyrobcem udana kapaci ta cini 0, 33 d'!. 

11.4. Nektera zobecneni, na nez ukazuji resene priklady 

Dosud vysetrovane modely v predesle a v teto kapitole, 
vedle konkretnich aplikaci, poslouzily i k ilustraci nekterych 
obecnych vlastnosti potencialovych poli. Tak vlastnosti objemoveho 

~ 
potencialu jsme ilustrovalli na pripadu Newto"iY koule a rovinne 
desky, vlastnosti potencialu jednoduche vrstvy na kulove slupce 
a rovinne vrstve, vlastnosti potmcialu dvojvrstvy na roV-inne 
dvojvrstve. 

Ve vsech vysetrovavanych pripadech jsme zjistili, ze lze 
nalezt potencial, ktery je omezeny v celem pros"bru (tj. vne i 
uvnitr zdroju). Lze ocekavat, ze zjistena omezenost je obecnou 
vlastnosti objemoveho potencialu a potencialu jedn2~uc1}1 vr?lvy 
a dvojvrstvy. Obecnymi dukazy se budeme zabyvat v ~itol~i5 a 16. 

Krome toho lze z jednoduchYch vysetrovanYch modelu napriklad 
usoudit, ze by pro spojitost potencialu a jeho derivaci mely obecne 
platit vla,.stnosti, uvedene prehledne v tab. i. Z teto tabulky 
je videt, jak se lhorsuje spojitost po2 na hranici telesa pri 
prechodu od objemovych zdroju k jednoduche vrstve a dale ke dvoj­
vrstve. Tvrzeni o nespojitostech jsme dokazali tim, ze jsme nale­
zli konkretni priklady, kdy k takovym nespojitostem dochazi. 
Zbyva tedy provest obecne dukazy spojitosti pro veliciny uvedene 
v tab. 1, viz kap. 1,2:, a 13. 
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Tabulka 1. Chovani potencialu U a jeho prvnich a druhych 
derivaci ve smeru normaly pri prechodu z vnejsiho prostoru 
do mist, kde se nachazeji zdnoje pole. 

u nu1!Un fl 2u; /J 
I 

Objemove spojite spojite nespojite 

zdroje 

Jednoducha spojite nespojite 
vrstva 

Dvojvrstva nespojite 

n 2 
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