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1. UVOD

Pri matematickénteSeni fyzikalnich dloh se zavgid¢etna zjednoduSeni a matematické
idealizace, umatujici konstruovat modely realnych fyzikalnich jevZavadiji se modely
prostedi, modely mechanismuiznych fyzikalnich éji, raizné principy apod. VSechny tyto
abstrakce se zav§d pro zjednoduSeni matematického a fyzikalniho ipopstudovanych
jevi.Mezi nejznanyjSi idealizace pouZzivané v mechaniceipatjmeéna pojmy “hmotny bod”,
“soustava hmotnych bad a “tuhé €leso”. S €mito pojmy vSak nevystéme, mame-Ili popsat
pohyby kapalin a plyin nebo pohyby pevnych latek wipadech, kdy deformace pevné latky
jiz nelze z jakychkoliv dvodi zanedbat. NejjednoduSsi idealizaci pouzivanbiusiudiu
mechanickych &u v plynnych, kapalnych a pevnych latkaclhi (pvazeni deformace latek) je
“kontinuum” — prostedi se spojitym rozloZzenim hmotyigtuSna rozsahléast mechaniky,
zabyvajici se studiem mechanickychtew pevnych, kapalnych a plynnych latkach, jez se
acinkem sil deformuji, se nazyva mechanika kontindachanika kontinua se obvykle dale
déli na teorii pruznosti, hydromechaniku (mechanik&utin, tj. mechanika kapalnych a
plynnych latek), teorii plasticity aj. Z matematidio hlediska je pojem kontinua vyhodny
proto, Ze umoiuje pouZivat aparatu spojitych funkci a diferemdtdd a integralniho @tu.

Predstava spojitého rozloZzeni hmoty ovSem odporu@manalostem o molekularni a
atomové struktte latek. To vS8ak neznamena, Zze by pojem kontinugyl ngouzitelny pi
studiu mnohych makroskopickych jevii budovani fyzikalnich teorii neni tot&asto tolik
dulezité, aby teorie co nejlépe vystihovaly mikrosioBpu strukturu latek, ale jeitezite, aby
byly pro studium gislusného jevu vhodné a pokud mozno jednoduchénd@dnosti modelu
rozhoduji zejména takové faktory, jako je charakidwhy, pozZadovana iesnost, nase
fyzikalni znalosti, vyp®etni moznosti apod. Jakdiklad uve’me pohyby Ze Budeme-li
studovat pohyby Zetnv Galaxii, budeme Zemi patfrpovazovat za hmotny bodtiBtudiu
rotace, precese nebo pohybu polu se Zebwykle povazuje za tuhéléso; i presrgjSim
studiu &chto jewi ¢asto jako kontinuum, népjako tleso slozené z pevného elastického
plas€ a kapalného jadra.fiPstudiu deformaci zemskeéhaldsa, gisobenych ptazlivym
Gcinkem Mesice a Slunce, nebaipstudiu seismickych vin povazujeme Zemi obvykle za
kontinuum; Zem jako hmotny bod nebo tuhédso pro tyto Gely vibec nevyhovuije.

Zde budovana mechanika kontinua bude tedy spadat tae fenomenologickeé teorie
fyziky, které se snaZzi vystlit makroskopické chovani latek na zaldagsté schematizace
fyzikalni podstaty jefr v nich probihajicich. Néjhlizime k mikroskopické strukia latek,
pro vyklad jednotlivy jeu a zakonitosti si wthto teoriich vytveime jisté modely (fedstavy,
pracovni hypotézy) a z nich se pak snazime odwbdiedky, které vSak museji byt ve skod
s nasi zkuSenodi2].

Pfi budovani mechaniky kontinua je mozny ¢edtuhy @istup. Mohli bychom disledrg
vychazet ze struktury skuteych latek a makroskopické pojmy mechaniky kontifjako je
hustota, rychlost, vriihi energie, teplota atd.) zavést pomoci statistiokéhaniky{10]. Zde
touto cestou napdeme, budeme postupovaste fenomenologicky.

V téchto skriptech se zatfujeme na ty partie mechaniky kontinua, které jsejttezitéSi
pro studium mechanickyché¢gh v zemském nitru. Proto po Gvodnich obecnych ké&mto
o tensoru deformace a tensoru ¢tage ¥nujeme pevazi teorii pruznosti, a to zejména se
zantienim na elastické viny. Nesnazili jsme se fdinou originalitu textu, kde to bylo
mozné, pevzali jsme z literaturydkterécasti doslov. Vyklad nikde nezabih&iis daleko,
jsou odvozeny pouze néiji@zitéjSi vzorce a rovnice. Waz byl spiSe kladen, pokud to rozsah
skript dovolil, na objasini zakladnich fistupi, predpoklad a rekterych souvislosti.



2. TENSOR DEFORMACE

Z experimentalnich zkuSenosti je znamo, Ze vlivésopicich sil se skutaa tlesa vicei
mére deformuiji, tj. m&ni svij tvar a objem. Ufeni deformacidesa se proto zaklada na
srovnani okamzitého stavu (objemu a tvarélpda s gjakym jeho minulym stavem,
povaZzovanym za maéteeni. Cilem této kapitoly je nalézt a studovat &iely, které by byly
vhodné k popisu deformaci.

Aby nedoSlo k nedorozuni, upozorgme gedem, Ze v dalSim budeme mluvit o dvou
typech bod; o bodech nebog¢asticich” kontinua a o bodech eukleidovského prostoriity
bod kontinua se viznych¢asovych okamzicich nachazi ob&ernriznych bodech prostoru.

2.1. Vektor posunuti

UvaZzujme kontinuum ve dvou stavech, tj. ve dvéangch ¢casovych okamzicich. Jako
prvni zvolme stav, kdyétleso neni deformovano, ve druhém stavu povazujélesot obec#
jiz za deformované. Prvni stav budeme téz ¢tawvat jako stav fed deformaci,
nedeformovany stav nebayodni stav. Obdolkindruhy stav budeme také nazyvat staveim p
deformaci, deformovanym stavem nebo novym stavem.

Obr. 1.

Zavel’me kartézskou soustavu $adnic, jejiz pdatek ozn&ime O. Uvazujme libovolny
bod (libovolnou¢éstici) kontinua. Oznane jeji polohu v prvnim, nedeformovaném stavu
bodemP, ve druhém staviP’ (obr. 1). Polohu bodB udava polohovy vektox = (x, X2, X3),

polohu bodu P’ udava vektory = (y;, ¥, y3). Nova poloha bodu kontinua zavisi na jeho

puvodni poloze, fisobicich silach, fyzikalnich viastnostech kontimuaacase, kterého bylo
treba k pechodu kontinua ztwodniho do nového stavu. V této kapitole se budeatsyvat
pouze prvni uvedenou zavislosti, tj. budeme vgSat, jaké obecné vztahy, za jistych
predpoklad a vlastnostech kontinua, museji platit mezifadnicemi bod kontinua v novém
a pavodnim stavu. Budeme tedy vy&mtat zavislost

y =y(x) . (2.1)

Timto vektorovym zapisem rozumime zkracené Ugadti skalarnich zavislosti



1= Y1(X1’ X2, X3)
Y2 = Ya(X, %2, %3) (2.2)
Y3 = y3(X1’X2,X3)-

V béznych gipadech existuje ke kazdé nové poloze jedntrghaircena poloha fvodni.
Budeme proto f@dpokladat, Ze k (2.1) existuje inversni zobrazeni

x=x(y) . (2.3)

PremisEni bodu kontinua z bodB do bodu P’ budeme obvykle popisovat pomoci tzv.
vektoru posunuti = (ul, u2,u3). Z obr. 1 plyne

y=X+uU . (2.4)

Vektor posunuti zavisi na poloze uvazovaného btedly, platiu = u(x). Plynetotéz z (2.4) a
(2.1); u=y-—-x =y(x)—x, posledni vyraz je funkce. Vektor posunuti chapeme tedy jako
funkci sodadnic v nedeformovaném stavu. Stegfolre bychom vSak mohli vektor posunuti
povazovat za funkci sdadnic v deformovaném stavu (jako funkci vektoyyy neba
piedpokladame vzajemné jednoZnd& pitrazeni mezi body v nedeformovaném a
deformovaném stavu, viz vzorce (2.1) a (2.4). Bueldinpii popisu kontinua povazovat za
nezévislé pronné sotadnice v nedeformovaném stawvy (i = 1,2,3), budeme miuvit

o Lagrangeo¥ popisu, sotadnice X nazveme Lagrangeovymi. Jestlize za nezavislé
souradnice povazujeme stadnice v deformovaném stawy, mluvime o Eulero¥ popisu a

Eulerovych sotadnicich[9, 1J. Poznamenejme, Ze Lagradgea Eulefiv popis se dsledrg
rozliSuje v hydromechanice, popis v Eulerovychiaduicich je tam obvykle vhodjsi[1, 9.
V teorii pruznosti secastji pouZivaji Lagrangeovy séadnice. V pipadt tzv. malych
deformaci, viz dale, oba popisy splyvaji a nemusinezi nimi rozliSovat. Rdrzme se nyni
Lagramgeova popisu, tedy= u(x). Misto “vektor posunuti” budemeskdy strieEné tikat jen
“posunuti”.

Abychom zjednodusSili matematické Uvahyegpokladejme, Ze vektor posunuti a jeho
prvni derivace jsou spojitymi funkcemi gadnic. Nekteré gipady, kdy tyto pedpoklady
nejsou splany, jsou uvedeny na konci tohoto paragrafu. Ve érkéapitole je&t pripojime
piedpoklad o spojitosti druhych derivaci vektoru pasgu

V blizkosti boduP uvazujeme bod, ktery se p deformaci pemisti do boduQ' (obr. 1).
Polohu boduQ udava polohovy vektorx+Ax, slozky vektoru Ax ozna&ime jako
Axq, DXy, Axz. Pomoci Taylorova vzorce themej-tou slozku vektoru posunuti v bo®

psat ve tvaru

3,(u; 3 (du;
uj(Q)zuj(xi +Axi)=uj(xi)+2[ﬁj Ax +...=uj(P)+Z[£j A +..., (2.5)
k=1 % k=1 P
derivacedu; /ox, bereme v bo#lP. Pro zjednodu$eni dalSich zdpisavedeme Einsteinovo

sumd&ni pravidlo: nebudeme sumaci vyzpsat znakemz a prost si ji myslime
provedenou podle kazdého indexu, ktery se vyskytujeednom ¢lenu dvakrat. Vyraz



auj 3 aUJ , . s P
—NAx% bude tedy znamenaE—Axk. Zanedbame-li ve (2.5§leny vySSihofadu,

an k=1 Xk
muzeme s pouZzitim sumaiho pravidla pblizné psat

U'(Q):U'(P)Jf[aﬂj DX (2.6)
J J 0% 5 ' :

Upozoriujeme, Ze ozrini indexu, podle kteréh@itame {ikejme mu 8&itaci index), jsme
mohli volit libovolrg, tedy misto indexy jsme mohli zvolit nap indexm apod.

Predpoklad o spojitosti posunuti zdjige, Ze &leso spojité fed deformaci stane
spojitym i po deformaci. Pro zanedbdahént vysSichradi ve (2.5) je podstatnyiedpoklad
o spojitosti prvnich derivaci vektoru posunuti, Wjrazi ou; /axk. Jsou-li prvni derivace

posunuti spojité, ma vektor posunuti totalni diferél [13] a vzorce (2.5) a (2.6) lze pak
ucinit libovolné presnymi, pokud zvolime bd@ dostaténé blizko boduP.

Ze vzord@ (2.5) a (2.6) plyne, Ze KipliZznému uteni znén v poloze malého okoli bodw
(nekon€ného pdtu bodi tohoto okoli) postd znalost konéného pdétu velicin (ti slozek
vektoru posunuti bod® a deviti sloZzek derivaci). Odtud plyne, Ze i pagumcelého dlesa
(ma-li koneny objem), Ize fblizné popsat kongnym patem veltin, jestlize toto &leso
rozklime na konény patet malych ¢asti. Toho se vyuZivaripreSeni uUloh &kterymi
numerickymi metodami, n@pmetodou siti.

Uved'me nakonec ¢které dilezité giklady, kdy nejsou splmy vySe uvedenéipdpoklady
0 spojitosti vektoru posunuti a jeho prvnich desivaK nespojitostem e dochazet
v urtitych bodech, naarach nebo plochach. Posunuti neni spojité v ntistede vznikaji
dutiny, trhliny apod. K nespojitostem posunuti dimhrovéz v mistech nedokonalého
kontaktu latek. Naipklad na rozhrani pevné latky a tekutiny, zanedbaneg viskozitu, jsou
nespojité slozky posunuti @& k rozhrani, tekutina #we na rozhrani “proklouzavat”.
V mistech, kde je kontakt latek dokonaly, ale n@spose néni nekteré materialove
parametry, nap hustota, je vektor posunuti spojity, ale jehonprerivace jsou jiz nespojité.
S touto situaci se setkavamié yySetovani odrazu a lomu elastickych vin na rozhraniudvo
prostedi. Je nemyslitelné, abychom ulohy tohoto druhwseatiwylowit z naSich Gvah jen
proto, Ze na uité singularni ploSe nejsou sphy predpoklady naSi teorie. Postupuje se
obvykle nasledujicim Zisobem. Tyasti prostedi, kde pedpoklady jsou splmy, se uvazuji
samostath a vztah mezi velinami na obou strandch rozhrani se vijjapdomoci tzv.
hranitnich podminek (spojitost posunuti, ®#p apod.), které jsou odpozorovany
z experiment. Podrobnosti vé&chto skriptech vySébvat nebudeme, v dalSim vykladu
budeme pedpokladat, Ze vektor posunuti a jeho prvni dedyaou spojité.

2.2. Tensor konénych deformaci

V piedchazejicim paragrafu jsme vy®enli, jak lze popsat zcela obecné posunuti
kontinua. V tomto celkovém posunuti kontinua jsailnrnuty jak tvarové a objemové &ny
télesa, tj. vlastnidista) deformace, tak i takova posunuti,kterych se kontinuumipmig’uje
jako tuhy celek (translace a rotace tuhétesh). V &chto skriptech se budeme dale zabyvat
jen vlastnimi deformacemi, slovo ,vlastni“ déale eghame. ProtoZze deformace mohou byt
v riznych mistech kontinuaizné, uvazujme ap kontinuum jen v malém okoli bodR
(obr. 1). Prvni uloha, kterou musinfesit, zni: ,Naleztte veliiny, kterymi je mozZno



charakterizovat deformace malého okoli b&JuV literature jsou popsany dva@zné postupy
feSeni této ulohy.

Prvni metoddesSeni je nasn&dz celkového posunuti odist tu jehocast, ktera odpovida
piremistni uvazovaného okoli jako tuhéhd&esa. V obecnémifpadt je vSak tento postup
znané komplikovany, jednoduchy je pouze figack, Ze prvni derivace posunuti jsou malé,
tj. kdyz deformace a oteni jsou mal¢7, 3. Zde touto cestou népeme.

Druhy, nefastji pouzivany postup, je zaloZen na této uvpkey: Je Zejmé, Ze zrtna
velikosti a tvaru vSecltasti tlesa bude wena, jestlize budou znamy 2ny vzdalenosti
libovolnych dvou bod télesa.

Aplikujme tuto myslenku ofi na okoli boduP. Ctverec vzdalenosti libovolného bodu
tohoto okoli od bod® je dan vzorcem

PQ’ = AXDX = AXAX; . 2.7)

Poznamenejme, Ze ¢tou mezi vektory ozrijeme jejich skalarni séin, nag. pro
a=(aj,ay,a3) a b=(b,b,,bz) je alb=al, tedy i AX(Ax=AxAX. Vzajemnou polohu
piislusnych bod pri deformaci, tj. bod P' a Q' udava vektorAy . Z obr. 1 a vztahu (2.6)

plyne
ou

u(P)+ay =Ax+u(Q)=AX+“(P)+(a>q

j AX . (2.8)
P
Odtud plyne
Ay=Ax+(a—uJ AV (2.9)
0% Jp

index P u derivaci uz dale nebudeme ustadavel'me znamy Kroneckév symbol J;; , kde
011=00p=333=1, 9 =0 proi # j. Vzorec (2.9) ma ve slozkach tvar

Ayy = (@k +Tiji : (2.10)

Proctverec vzdélenosti bad® a Q' plati

PQ° = AyDy = Ay Ay = (Jik +‘3ﬂiji {5“( +%JAX i - (2.11)
0% 0X;

V tomto vyrazu vystupuji dvatgaci indexy. Snadno se Izéegwdcit, Ze v €chto situacich je
tieba uzivat odliSného z¥eni indexi, v naSem fipac i aj.

VySe jiz bylo ie¢eno, Ze rozdily délek odpovidajicich si dede popisuji deformace
kontinua. Deformaci budou popisovat i rozdéyerar vzdalenosti, nehozndme-li PQ a

P'Q'2 —W}z, mizeme Wit P'Q’ . VySetovat rozdilystverai vzdalenosti bude z vypetniho
hlediska vyhodné, viz vzorce (2.7) a (2.11).



Zavedeme de¥ velicin g, kterym budemeikat slozky tenzoru komeych deformaci
vztahem

PQ%-PQ” = 25 %0%; . (2.12)

Souhrnu deviti sloZelg; budemetikat tensor kongych deformaci, obdolrjako souhrnu
slozek vektorutikame vektor. Pafvadz plati  AxAx = g A%AXj, plyne z (2.12) pouZzitim
(2.11) a (2.7) vzorec

auk 6uk
28 =| O +— | Oy +—= | =3 . 2.13
ij ( ik o J[ jk anJ ij ( )
Uvazime-li, Ze platiqkajk =g; a Jlkg%:g%, dospivame k nejdezit¢jSimu vzorci
i j
tohoto paragrafu
. 0u;
g == 24 T, O O | (2.14)
2\ 0xj 0% 0% OX;

Nap‘iklad prvni d¥ slozky maji tvar

o=t o0 (0w (9" (o)
2 dxl dxl dxl 6X1 ’

(2.15)
£, 10y  Odup Oy Oy  Oup dup  Oug dug .
2 6X2 6x1 le 6x2 le 6X2 6X1 6X2
Ze vzorce (2.14) ihned plyne, Ze tensor kmyeh deformaci je symetricky, tj. plati
i = § - (2.16)

Tensor konénych deformaci riize tedy mit nejvysSe Sesiznych slozek.

Tensor konénych deformaci byl definovan vztahem (2.12), vzo(2d4) udava jeho
vyjadieni pomoci vektoru posunuti. ProtoZe derivace vakposunuti jsou derivace v boH,
budeme i ¢ chapat jako vetiny definované vbodl P a tedy také mluvit o tensoru

konenych deformaci v badP.
Veliciny &; jsme jiz sice nazvali tensorem deformace, ale digsme nedokazali, ze

popisuje vSechny deformace okoli boButj. zmény vzdalenosti mezi libovolnymi dma
body tohoto okoli. Tensogjj neobsahuje veliny Ax, které charakterizovaly konkrétni bod

Q, pricemz tento bod byl zcela libovolny. Odtud jeejme, Ze tensogj popisuje znany

vzdalenosti mezi ddma body, z nichZ jednim je bdd a druhy je libovolny. Zbyva jest
dokazat, Ze tensogj rovrez popisuje zrény vzdalenosti mezi @wma libovolnymi body

uvazovaného okoli, kdy oba jsou odliSné od bBdidvolme v okoli bodwP libovoln¢ bodR,

9



ktery @i deformaci pechazi do boduR' (obr. 2). Polohu bod® vzhledem k boddP udava
vektor Ap, polohu boduR" vzhledem k bodwP' vektor Aq. Podle (2.9) plati

Ag=A +ﬂA (2.17)
q - p Xm pl -
Q Ar R Q' As R’
Ax Ap Dy Aq
P P’
Obr. 2
Podle obr. 2 je
Ar =Ap -Ax, As=Aq-Ay. (2.18)
Odtud podle (2.9) a (2.17) plyne
As=nar + Y ar (2.19)
0%

Dostali jsme vzorec prdAs zcela analogicky vzorci (2.9) prdy . DalSi postup by byl
obdobny jako vySe, kdy od vzorce (2.9) jsme @bdpvzorci (2.11). Proto musi platit

QR -QR’ =25, Ar4; . (2.20)

Tim mame dokazano, Ze tensor kimeh deformaci, dany wjakém bod, plné popisuje
deformace malého okoli tohoto bodu.i¥%ili jsme tedy ulohu, kterou jsme formulovali na
zatatku tohoto paragrafu. VSimame si je&t, Ze kdyz vSechny slozky; jsou nulové, pak se

vzdalenost boil kontinua nerdni, kontinuum se tedy nedeformuje. Obracené tvrzeni
dokézeme v fstim paragrafu.

Poznamenejme, Ze nelze vybudovat teorii deformigesa by vychazela pouze z rozdil
vzdalenosti. V tomtoifpadt by neslo z rozdilu odmocnin vytknod; a tim oddlit veliciny
spole€né pro celé okoli (derivace posunuti v &de) od veltin Ax, charakterizujicich

geometrickou polohu konkrétniho bodu.
VSimréme si jet popisu deformaci v Eulerovych gadnicich, kdy za nezavisle
proménné povazujeme séadnice deformovaného stavy. Uvedme porkud stréngjSi

zpasob odvozeni, nez jak byl pouzivan vySe. Ze vz{at), tj x = x; (yj ) plyne

0x
Ax =LAy | (2.21)
X ayj j
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kde jsme ot vynechali¢leny obsahujici druhé a vyssi parcialni derivacesd@ame do (2.21)
vyjadieni x; =y, — y . Dostavame

ou;
Ax =| & —— |Ay; . 2.22
X [ i "5y j Yj (2.22)
VysSetovany rozdiktverai vzdalenosti je

52 5R2 ou ou
PQ" -PQ =4y Y ~ AxAx = 9 Ay Ay —(Jki —a—;jAy{akj —#Jij .(2.23)
! J

Zave'me tensor korimych deformaciy; podle analogie s (2.12) vztahem

=~2 BR2
PQ" -PQ =27 4yAy; . (2.24)
Z (2.23) plyne
i _1fdy +6Uj _Ouy du | (2.25)
2( oyj Oy; Oy Oy;

Tensorzj se az na znaménko u posledniho velmi podoba terggorTensorej se obvykle
nazyva Greeiiv tensor deformaceyj Almansiv tensor deformacb]. Tensorenry; se dale
zabyvat nebudeme.

2.3. Fyzikalni vyznam slozek tensoru kor@mych deformaci
Relativnim prodlouZzenim U&ey PQ nazveme vyraz (viz obr. 1)

Iyl

=P ™ Ty

(2.26)

Nech'’ pred deformaci souhlasi @sa PQ se smirem prvni kartézské stadnice X, fj.
AX = (Ax,0,0). Porévadz jeAxy, = Axg = Q plyne z (2.12)

IBy[? ~[aX® = 2614(8% )7 . (2.27)

Odtud plyne

Ay| = 1+ 28110 . (2.28)

Prislusné relativni prodlouzeri; ve snéru prvni sosadnicové osy je

Ei= EpQ =J1+25,-1. (2.29)
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Slozka &1, tedy charakterizuje relativni prodlouzeriinpkového elementu, ktery byliqd
deformaci rovnokzny s prvni sotadnicovou osou. Obdobrslozky £55 a £33 charakterizuji
relativni prodlouzeni elemanto deformace rovne@tinych s druhou a séeti osou.

Uvazujeme fed deformaci dva na sebe kolmé vekto@rx(l):(Axl,0,0) a
Ax(z) = (0, AXZ,O). Pro grislusné vektory po deformam'y(l) aAy(Z) plati podle (2.10)

Ayl(l) :[5I +%jAXJ , ale jenAXl 20 ;
an
(2.30)

0u; .
Ayi(Z) = {5“' +£JAXJ- ,alejenAxy, 20 .

VypiSeme-li pouze nenulovdeny, plyne pro skalarni sém vektori (2.30)

dp , du , ou du;

Avl (@) = AvOav@ =
y y i dxl 6X2 6X1 aXZ

ijlAXZ = 2512AX1AX2 . (2.31)

Ozname ¢ Uhel, ktery sviraji vektor;Ay(l) a Ay(z). Uhel ay,=90° - ¢ predstavuje
zmeénu pravého Uhlu (zmenseni pravého uhlulispppenou deformaci. Pro skalarni &au
uvazovanych vektarplati znamy vztah

Ay(l) my(z) :‘Ay(l)HAy(z)‘cow . (2.32)
Odtud s pouzitim (2.28) a (2.31) plyne

2512
J1+ 261 1+265,

sinay, = Ccosp = (2.33)

Slozka tenzoru deformace;,; tedy charakterizuje zénu pravého Uhlu dvouifmkovych
elemend, z nichz do deformace byl jeden z nich rowioly s osoux a druhy S 0SOWs .
Fyzikalni vyznam zbyvajicich smiSenych slozek temdmnenych deformacig sz a &3 je
odtud jiz Zejmy. SmiSené slozky; ovSem nepopisuji oteni uvazovaného oboru jako
tuhého tlesa. Poznamenejme, Ze pro Ully se rkdy zavadi nazev uhly smyku a pro
g; (i # ) nazev relativni smyky.

Ze vzora (2.29) a (2.33) plyne, Ze kdyz sdeso nedeformuje, tj. relativni prodlouzeni
jsou nulova a uhly wtese se netmi, jsou vSechny slozky tensoru kongch deformaci
nulové.

Upozorrgme znovu, Ze tensor kotrgich deformaci a tedy i relativni prodlouzeni a
relativni smyky popisuji deformacitgsré jen v nekonéné malém okoli uvazovaného bodu
(boduP).
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2.4. Hlavni osy deformace

Vime jiz, Zze deformace kontinua jsou popsany temaokoné€nych deformaci, ale zatim
nemame nazornouigdstavu, k jakym geometrickym Zmém dochazi v nekotie¢ malém
okoli uvazovaného bodu vuisledku deformaci. Hledejme, jaky tvar zaujim&dat kontinua

pied deformaci, ktera ségmenila po deformaci v kouli, tj.itedpoklédejmefAy\ =C, kdeC
je konstanta. Z (2.11) plyne

|Ay|2 =|AX? +26 A% DX, = AXAX +26 AXAX = (9§ + 28 ) XA X . (2.34)
tedy
C? = (g +25 )oxax = AdxAx (2.35)

kde jsme oznali Aj = +2¢;. Rovnice (2.35) je rovnici kvadratické plochy, pod

souradnicich Ax ,AXy a Axg lezi tedy na kvadratické ploSe. Z fyzikalni povadyrejme, ze
se obec# jednd o trojosy elipsoid. V uvazovaném nekowanalém okoli tedy vznikne koule
deformaci jistého trojosého elipsoidu. | obracdme ukazat, Ze okoli, které &o pied
deformaci tvar koule, se deformaci &rm obecw na trojosy elipsoid. Bkaz je snhadny,
pouzijeme-li vzorce (2.24).

Otaxtenim soustavy sdadné nizeme kvadriku (2.35) fpvést na normalni tvar, kdy
soudadné osy souhlasi s osami kvadriky. Tyto osy budeszgvat hlavnimi osami deformace.
Odtud plyne tento z&v. V kazdém bod kontinua existuji takové&it(a obecs jen #i) vlakna,
ktera jak ped deformaci, takipni jsou navzajem kolma. Jejich &m pied deformaci aip
deformaci oviem obe&nnesplyvaji.. Uhly, které sviraji obtrojice viaken, charakterizuji
otoceni uvazovaného nekatré malého oboru jako celku.

Popsané vlastnosti jsouisledkem linearniho vztahu (2.9) meAy; a Ax, ktery

piedstavu tzv. afinni transformaci nekén&malého okoli bod® [1]. P afinni transformaci
piechazeji imky opst v piimky a plochy druhého stuprzistavaji plochami druhého stufin
tedy nap. (nekonéné mala) koule touto transformadigehazi obecnv trojosy elipsoid.

2.5. Tensor malych deformaci

Pro matematickéeSeni uloh kontinua ma tensor komgch deformacie; tu negijemnou

vlastnost, Ze vztah mezi nim (viz vzorec (2.143eavacemi vektoru posunuti je nelinearni,
vedle¢lend linearnich v 8m vystupuji i¢leny kvadratické. Nap zname-li tensor koaych
deformaci a chceme-li &it vektor posunuti, f@dstavuje vztah (2.14) soustavu diferencialnich
rovnic, které jsou vSak nelinearniafdedkem nelinearity vztahu (2.14) je neplatnost@pu
superposic¢7]: Skladaji-li se d¥ nebo vice deformaci, potom se vysledny tensor kod
deformaci obechnerovna sottu tensoi pro jednotlivé deformace (dokazte!).

V naprosteé $tSine pripadh deformace latek Ize uvedeny vztah linearizovae tak init i
v piipact deformaci zemskéhodlesa, ke kterym dochazitippraichodu elastickych vin
(s vyjimkou utitého okoli zdroje). Redpokladejme proto dale, Ze derivace posunuti jsou
malé, tj.

oy,

<1, (2.36)
an
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takZe jejich vzajemné somy jsou veltiny druhéhotadu, které Ize vzhledem k samotnym
derivacim zanedbat. Plati-li (2.36), je vyra(ﬂuk/axi )(auk/axj) v tensoru kon@ych

deformaci veliina mala druhéh#adu, kterou Ize zanedbat. Tensor konyeh deformacisij
tak za pedpokladu (2.36)iechazi v tensor

o 1foy , 0uj
y 2\ 0xj 0%

ktery nazveme_tensorem malych deformdiivod tohoto nazvu jerejmy, za pedpokladu
(2.36) jsou vSechny slozky tensogl (rovrez i tensorug; ) malé a tedy i deformace kontinua

(2.37)

jsou malé. Redpoklad (2.36) tedy znamena, Ze jsme se omezptipady malych deformaci
kontinua. Ripomeime vsak, Ze v praxi sé¢ipady malych deformaci vyskytuji tagtji.
Slozky tensorug; maji gimy geometricky vyznam. Je-f;; malé a zanedbamedieny

vysSichradi, plyne z (2.29) vztah

Bl =J1+t281-1=1+&1-1=&51=9;7 . (2.38)

V ptipad malych deformaci jsou tedsj,, e a e33 ptimo rovny relativnim prodlouzenim

piimkovych elemerit, které ped deformaci @&y smér sodadnicovych os. Dale plati, viz
(2.33),

sinayp = 2&15 = 2¢5 . (2.39)
Odtud plyne, Zesinay; je malé. Proto

ayp =sinag; = 2¢5 . (2.40)
SmisSena slozka tensoru malé deformace je tedy noetoaine znmeny pravého Ghlu (polovih
Ghlu smyku).

Predpoklad (2.36) ma jeSfeden piznivy disledek, totiz ztotozmi tenzot & ar,; . Lze
ukazat, Ze ze vztahu (2.36), zanedbantiehy druhéhdgadu, plyne

oy _ du

: 241

Dosazenim (2..41) do vzargro tensory konaych deformaci a zanedbaniteni druhého
fadu dostavame
/7ij :é'ij :QJ . (2.42)

Lze se snadnoipswdcit, (dokazte!), Ze vztah (2.36) je nutnou a pégji@i podminkou pro
to, aby aZz na valiny druhéharady platilo

Ej =§j (2.43)

14



tj., aby tensorg; bylo mozno nahradit jednodussim tensorem Pokusme se podobneé
podminky formulovat pomoci samotnych slozZek tensgyy které jsou fyzikala nazormjsi
nez parcialni derivacéui/axj . Plati-li (2.36), jsou vSechny slozZkg; malé. Znamena to, Ze
nutnou podminkou pro platnost (2.36) je, aby vSgcsiozky &; byly male. Ze vsak tato
podminka neni dostajici, ihned vyplyne z nasledujiciho jednoduchéfikladu[9, §.

Nechlt x = (xl, X, x3) je polohovy vektor &akého bodu tuhéhales. Ot@éme toto tuhé
téleso kolem osyxz 0 90°, tj. 090° od osyx k osex,. Pro polohovy vektor uvazovaného
bodu po otéeni bude #&jme platit y = (— X9, Xq, x3). Toto ot@eni Ize tedy popsat vektorem
posunutiu=y-x= (— Xo = Xq, X — X2, O). Te¢leso se tedy nedeformuje, tensor karyeh
deformaci musi mit vSechny slozky nulov&em?z se Ize jfgeswdcit dosazenim do (2.14). To

jiz neplati o sloZkach tensoru malych deformacis&xenim vySe uvedeného vektoru posunuti
do vzorce pro tensor malych deformaci (2.37) d@stée/e  =ey, = -1, tiebaze seéteso

vibec nedeformuje. Rozdil tensiogj a g; vtomto fipact je zpisoben tim, Ze seleso
otailo o Uhel, ktery neni maly. Parcialni deriva'me;/axj totiZz popisuji nejen deformace, ale

i otoceni uvaZzovaného elementu jako tuhéflesa (zde jsme nedokazovali, V& 9). Ma-li
platit (2.36), museji byt malé nejen deformace, ialetoceni. Malé deformace Ize tedy
popisovat tensorengj pouze tehdy, jsou-li sdastre mala takeé oteeni. Dokonce jefeba,

aby ot@eni byla mensi nebo nejvyEzdow stejna jako deformace; [9].
Nesouhlas mezgjj a g; v uvedeném jikladu byl zgisoben tim, Zeéteso vykonavalo

pohyb jako &leso tuhé. Jestlizer@dpokladame, Zetleso jako celek nevykonava pohyby
tuhého &lesa, pak prakticky u vSechiijozmérnych* t€les (kdy vSechnyit rozmery jsou
zhruba stejnéhtadu) Ize malé deformace popsat tensorem malychrdefd g; [6]. Nemusi

tomu tak byt u dles ,jednorozmirnych nebo ,dvourozrérnych®, jako jsou nafp dlouhé
tenké tye nebo tenké desky. Nathapg. dlouha tenka & pevré vetknuta v pdatku a ped
deformaci lezici na osg, je na volném konci ohybana silou roviédhou s osoux, . Nech?

deformace tye jsou malé, tj. vSechny slozkg jsou malé. Element &g u volného konce se

malo deformuje, ale vykonava velkou translaci ajecdilezité, velkou rotaci jako tuhéléso.
Odtud plyne, Zze deformacettynelze popsat tensorem malych defochl’tfebaie jsou tyto

deformace malé. K podobné situaci doch&zbpybu tenké desky do valcové plochgniito
tlohami se dale zabyvat nebudeme. Dale budeme piEdipokladat, Ze oteni jsou mala a
deformace jsou malé, takze k jejich popisu Ize tezisoru malych deformae .

2.6. Objemové zniny pii deformaci

V nedeformovaném stavugime maly kvadr o hranach déligy, d, a dz, které souhlasi
s hlavnimi smry deformace. Objem kvadru ¢ =d,d,d,. Po deformaci budoufiislusné
hrany ogt na sebe kolmé a jejich délky budou

di +eqdy, dp +epydy, d3+eg3ds.
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Zde g1, &7 a e33 jsou relativni prodlouzeni ve $mi hlavnich os. Pro novy objem kvadru
V' bude platit

V' =didyd3(L+eq)(1+ep)(1+es3) =V{A+e+ep +es3) , (2.44)

kde v poslednim vyrazu jsme zanedbali vyragye,, atd., neb6 uvazujeme pouze malé
deformace. Pro relativni zZiu objemu plati

g=V'-V _V({i+e+eyp+ey)-V
v v

=eteptess. (2.45)

Veli¢inu J budeme nazyvat kubickou dilataci nebo kréatce jkxtatti.

Lze dokazat, Ze soet relativnich prodlouzeni ve gnech soiadnicovych os je invariant,
tj. veli¢ina nezavisla na volbsoustavy saadnic. Matematicky wkaz tohoto tvrzeni zde
provadit nebudeme, poénn¢ snadno jej Ize proveést uzitim transfokmech vztata, které plati
mezi tensory viznych kartézskych soustavach #nic [1]. Odtud plyne, Ze valina 9
predstavuje relativni zému libovolného elementarniho objemu, nachéazejigbov okoli
bodu, kde tuto velinu uvazujeme. #pomaime, Ze vySé¢bvany kvadr jsme orientovali do
sméru hlavnich os jen proto, abyimleformaci peSel ogt na kvadr (zachovani pravych ahl
a jeho objem bylo mozno jednoduse vyjadzorcem (2.44).

Pomoci dilataced muzeme rozdiit deformaci nacast objemovou &ast tvarovou. Plati
ziejma identita

1

1

Ozna&me jednotlivecleny v (2.46) jakof; a gj , 1.
1 _ 1
fj =399, 9j =& —399; .
Dosazenim (2.46) do (2.45) dostavame
_ _1lgs _
i = T+ fop + f33 =290 =9 .

Vidime, Ze zniny objemu popisuje tensdfj , zatimco tensogj; popisuje takove zamy, (i
nich se objem ned&mi, tzn. zngny tvarové. Tensog;; se nazyva deviatorem deformace.
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3. TENSOR NAPETI

3.1. PloSné a objemové sily

Fyzikalni povaha sil,{sobicich vdlesech pi jejich deformaci, je podrokinpopsana V6],
odkud vyjimame:

,RozloZzeni molekul v nedeformovanégiese odpovida stavu jeho tepelné rovnovatliy. P
tom se jeho vSechnyasti nachazeji navzajem v mechanické rovnovazezriamena, ze
vydélime-li uvnitt télesa libovolny objem, potom vyslednice v3ech silsgbicich na tento
objem ze strany jinycBasti, je rovna nule.

Pi deformaci se vSak rozlozeni molekuémh a €leso je vyvedeno ze stavu rovnovahy, ve
kterém se fivodre nachazelo. V ikledku toho v &m vznikaji sily, snazici se vratitléso do
stavu rovnovahy. Tyto vriiti sily, vznikajici pi deformovéni, se nazyvaji viitimi nagtimi.
JestliZze &leso neni deformovano, vhii nag@ti v ném neexistuji.

Vnitini nag@ti jsou podmiovana molekularnimi silami, tj. silami vzajemnéhispbeni

mezi molekulami. Pro teorii pruznosti je velmi ptaiea ta okolnost, Ze molekularni sily maji
velmi nepatrny ,akni radius”. Jejich vliv zasahujddow do mezimolekularni vzdalenosti od
castice, kterd je vyvolava. Avsak v teorii pruznogako v teorii makroskopickeé, se uvazuji
pouze vzdalenosti, které jsou velké ve srovnanizgkilenostmi mezi molekulami. V teorii
pruznosti proto musime povazovat ¢ak radius“ molekularnich sil za nulovy.Memefici,
Ze sily z@isobujici vnitni nagti jsou v teorii pruznosti silami jsobicimi na blizko", které
se [fedavaji od kazdého bodu pouze k bodu jemu nejblizSOdtud plyne, Ze silyapobici
na libovolnoucast tlesa ze strany okolnictasti, misobi pouze bezprdasdre pres povrch
této casti.

Je teba zde uvést nasleduji¢cigmminku: uvedené tvrzeni neplatiéeh pripadech, kdy $
deformaci v ¢lese vznikaji makroskopicka elektricka pole (pyed#lické a piezoelektrické
latky). Dale vSak vlastnosti takovych latek uvazavebudeme.”

VySe uvedeny vyklad o molekularnich silaclizeme jinymi slovy shrnout takfd]: ,O
téchto silach pedpokladame, Ze dgobi jen do vzdalenostiadow stejnych, jako jsou
vzdalenosti sousednich hmotnych bdd hlediska atomové teorie). To znamena, Ze fj§o s
jsou omezeny na ty sousedni hmotné body, které gsaw na opé&nych strandch mysSlené
plochy omezujici uvazovany objemovy element. Pjoto ifikdme sily ploSné.” ikladem
ploSnych sil je hydrostaticky tlak, aerodynamickakt nebo sily psobené mechanickym
kontaktem dvoudes.

Na uvazovanogast tles ovSem nemusiipobit jen sily, které{sobi pouze ,na blizko" a
jejichz &inek bychom mohli popisovat jako vliv ploSnych &ike fyzice jsou znamy dva typy
sil, které misobi ,na dalku“, tj. do vzdalenostitéich nez je vzdalenost mezi molekulami.
Jsou to sily gravitai a elektromagnetické. ProtoZe jsou tuto sily abdomérné objemu
uvaZzovan&asti €lesa, nazyvame je silami objemovymi.

Uvazujeme-li dynamické problémy (d"Alemhkertprincip), bude dalSi objemovou silou
jest sila setrvéna. Pokud popisujeme pohyBdsa v neinercialni soustgvk objemovym
silam déle fistupuji tzv. zdanlivé sily (na Zemi odstliva a Coriolisova sila). dkdy se také
zavadji umelé objemové sily, aby bylo moznocité cije v kontinuu snadfji popsat; nap
zdroj elastickych vin s@asto nahrazujetgobenim objemové sily nebo pevnaiekazkou
v proudici tekutia Ize nahradit tekutinou, na niZignbi vhodg uréena objemova silfl]].
Prikladem objemové sily je tedy napize (vyslednice gravitai a odstedivé sily) nebo
elektromagneticka sila tpobici na nabité (prostorovy makroskopicky nabogbm
zmagnetovan&leso.
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N¢kdy se plosné a objemoveé sily dakdi cha vrejSi a vnitni. Jedna se o pojmy relativni,
musi byt vZzdyeceno, jaké dleso uvazujemgll]. Plosné sily fisobici na vnihich plochach
uvazovanéhoétesa nazyvame viitimi; plosné sily, fisobici zvijSku na hranici desa
(nag. v disledku dotyku s jingmétesem), nazyvame ¥jgimi. Obdobg Ize zavést vnihi a
vngjSi objemove sily.

3. 2. Vektor napgti

Pristupme k podrob#Simu vySeteni plosnych sil. Zkoumanéléso uvazujme tentokrat
v deformovaném stavu (popis pomoci Eulerovychiawuic). Z Elesa vydime ucgity
koneny objem a plochu, ktera tento objem ohéaje, oznéame S (obr. 3). Na ploS& zvolme
libovolny bodP a plochuAS, ktera jecastiS a obsahujéd. Ozn&me vV jednotkovy vektor
kolmy k ploSeAS (a tedy i kS) v bodt P a orientovany tak, Ze sfiuje ven z uvazovaného
objemu.Reknéme, Ze vektory udava smr vngjsi normaly plochyS v bods P. Vektor v
umoziuje definovat kladnou (ze strany kladné normélgfpornou stranu plochs.

Pojednejme o plosnych silacligobicich na ploSAS. Budeme tim rozust sily, kterymi
cast tlesa pilehla ke kladné strarnplochy AS pisobi ffes tuto plochu naast tlesa pilehlou
ke strag zaporné. Sily, kterymigsobi zapornéast nacast kladnou, jsou podle principu akce
a reakce stejnveliké, ale op&ného smiru.

TW)

g

Obr. 3

V pripact kontinua, na rozdil od tuhéhéldsa, je velmi podstatné rozlozeni sitelhaze
tuhé €leso zde nepovazujeme za vyhovujici aproximacirdedwatelnéhodesa jako celku,
zda se, Ze «ité predstavy z mechaniky tuhéh@iegsa by bylo mozné do jisté mirygmést na
malé ¢4sti kontinua a to tim Iép&im budou tytoéasti mensi. Na zakladzmingnych jistych
analogii s tuhymétesem @inime rekolik predpoklad o viastnostech ploSnych sil. Budeme
piedpokladat, Ze je-li plochAS dostaténé mala, jsou plosné silytpobici na tuto plochu
staticky ekvivalentni sileAH a dvojici sil AG, pasobicich v bod P. Jinymi slovy: Je-li
kontinuum v deformovaném stavu v klidu, pakngk vSech ploSnych siligobicich na maly
plosny elemeniAS Ize nahradit jednou siladH , pasobici v bod P, a jednim momentem sil
AG , pasobicim kolem &aké osy jdouci boderA. Vektory AH a AG jsou obec# funkcemi
velikosti plochyAS, jeji orientace a geometrickych vlastnostieddtavme si nyni, Ze
libovolnym zpisobem zmensSujeme velikost ploclds k nule, gicemZ vSak bodP stale
zastdva uvnit této plochy. Na z&klad fyzikalnich gedstav je rozumné déle jest

predpokladat, Ze vektoAH/AS konverguje obech k nenulové limig T a ze vektor
AG/4S konvertuje k nulovému vektoru. Vektor
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= lim ﬁ:d_H (31)
As-04AS  dS

TV
se nazyva vektorem n&p Abychom vyjadili, Ze se vztahuje k ploSnému elementu &$in
normalou vV, piipojujeme znak normdly nad ozfemi vektoru. Vektor nafi (¢asto string
budemeikat jen napti) predstavuje silujsobici na jednotku plochy v deformovanéiese.
Napeti tedy nezavisi jen na poloze ploSného elemerniwi,i aa jeho orientaci. Jaeba

upozornit, ze obeenT ) nelezi ve siru .
Primét vektoru T(") do snéru normalyV, tj. normalovou slozku vektorm ), nazyvame

normalovym nagtim. Podobg primét vektoru T™ do tené roviny,cili te¢nou slozkuT (),
nazyvame naftim te&inym nebo smykovym: dkdy se ifika téz nagti stizné [1]. Je-li
normalové nagti kladné (jeho skr souhlasi se sérem V), je to tah; je-li zaporné, je to tlak
[4].

Zdarazréme, zeT (") je sila, isobici na kladnou stranu jednotkové plochy. Podlecipu
akce a reakce na zapornou stranu této plodhgly sila— T,

Obdobné uvahy, jako Wipact ploSnych sil, ginime i o silach objemovych.Vytine
Z €lesa v deformovaném stavdjaky maly objemA4V . Ozn&me P tentokrat &jaky vnitini
bod objemu4V . Budeme pedpokladat, Ze je-li objerdlV dostaténé maly, jsou objemové
sily na & pusobici staticky ekvivalentni sildK a dvojici sil AL, pasobicich v boé P.
ZmenSujme nyni objemdV tak, aby bodP stale #staval jeho vnihim bodem. Budeme
predpokladat, Ze vektoAK /4V konverguje obech k nenulové limig F, kdeZto vektor

AL/AV  k nulovému vektoru. VektoF je objemova sila v bédP vztazena na jednotku

objemu.

Zawrem poznamenejme, Ze wkterych Ulohach nelze did pijmout predpoklad o
vymizeni momentu ploSnych nebo objemovych gil zmenSovéani fislusného elementu
plochy nebo objemu5, 8, 11. Z geofyzikalg vyznamnych fpadi sem pat nap.
mechanické jevy v oblasti seismického ohniska @@eticadienty nafii, nelze zanedbat
momenty ploSnych si[8]) nebo Sieni elastickych vin zaffiomnosti magnetického pole
(nevymizi momenty objemovych sil, nebsi magnet i zmensSovani objemu stale zachovava
svij dipblovy charaktef5]). Dale sedmito pripady zabyvat nebudeme, budeniedpokladat,
Ze momenty ploSnych i objemovych sil vymizi.

3.3. Podminky rovnovahy v integralnim tvaru

Budeme pedpokladat, Ze na uvaZzovarieso v p@ateinim, tj. nedeformovaném stavu,
nepisobily Zadné sily a Ze tedy g@eini stav je bez elastickych posunuti. Takovy stéast
budeme nazyvatipozenym[1].

Nech’ téleso pisobenim vijSich sil gechazi z firozeného stavu do stavu deformovaného.
Po dobu tohoto iigchodu neniéteso v rovnovaze. UvaZzme aZ stav, kdy &esb jiz dale
nedeformuje, ale kdyz uz je v deformovaném staklidu. Tehdy se ustavila rovnovaha mezi
pusobicimi silami a vnihimi nagtimi. Tento stav deformovanéhéldsa a libovolnych jeho
¢asti se velmi podoba rovnovadZznému stavu tuhéthesa. Proto podminky rovnovahy
deformovanéhoétesa vyvodime z podminek rovnovahy tuhééleda. Aby bylo tuhécteso
Vv rovnovaze, musi vymizet vyslednicéspbicich vijSich sil a jejich vysledny moment.

Vydélme v deformovanémélkese libovolnoucast, jejiz objem ozrane V a povrchS
Predpokladame, Zeigobenicasti prostedi, které se nachazi &8, nacast prostedi uvnit S
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Ize v kazdém baglobjemu popsat vektorem rigp T("). Dale gedpokladame, Ze v kazdém
bod objemu je zadana objemova dta

Aby se vydleny objem prosedi nachazel v rovnhovaze, je nutné &istaby byly splgny
nésledujici podminky

[[TWds+[[[FdV =0, (3.2)
S Vv
<T@ s+ fijlyxFav =0, (3.3)
S V

kdey je polohovy vektor uvazovaného bodu. Prvnichto podminek pozaduje, aby vysledna
sila byla rovna nule, druha pozaduje, aby byl malsledny moment.

3. 4. Pohyboveé rovnice v integralnim tvaru

Predpokladejme nyni, Ze kontinuum jiz neni v klidug &e se pohybuje. Podle
d"Alembertova principu dostaneme pohybové rovnita, tZze k podminkam rovnovahy
piipojime tzv. setrvéné sily. Ripomaime, Ze pro hmotny bod je setéwa sila rovna zapogn
vzatému sotinu jeho hmoty a zrychleni. Podle tohoto principstdineme pohybové rovnice
ze (3.2) a (3.3) ve tvaru (viz prvni a druhfiavimpulsova v mechanice soustavy hmotnych

bodi, [11])
[[TOas+[[[Fav="]][wav | (3.4)
[JlyxT)as+[[[lyxF)av=—]f[(y x ar)av. (35)

Podrobna diskuse&dhto rovnic je podanapdl].

Cheli bychom zdiraznit, Ze rovnice (3.2) az (3.5) nikterak nevyplyxz obdobnych rovnic
pro soustavu hmotnych bbd tuhé &leso, ale jsou samostatnymi rovnicemi, samostatnymi
fyzikalnimi zakony. Hledali jsme je pouze jako zob#i rovnic, platicich pro soustavu
hmotnych bod a tuhé &leso. VSechno, coipdchazelo formulovani rovnic (3.2) az (3.5), je
proto teba chapat jako pomocné uvahy, jako jakési navgizéhiMeze platnosti rovnic (3.2)
az (3.5) je teba stanovit srovnanim vysledkteorie, zaloZzené nagahto rovnicich,

s experimenty. #tom rovnice (3.2) a (3.3) jsou specialitigady rovnic (3.4) a (3.5). Rovnice
(3.4) a (3.5) budeme povaZovat za zakladni vektorovnice mechaniky kontinua, platici i
pro nespojité pohyby prasidi. Z €chto rovnic odvodime dale, za jistycliedpoklad o
spojitosti, rovnice v diferencialnim tvaru.

Zawrem upozorame, Ze rovnice (3.4) a (3.5) jsou rovnicemi prosidké gipady, kdy
momenty ploSnych a objemovych sil jsou nulové. lifestyto momenty vezmeme v Uvahu,
rovnice (3.4) se sice nezmi, ale v rovnici (3.5) fibudou dalStleny[11].

3.5. SloZky tensoru napti

Vratme se k ivaham o vektoru r#ipv paragrafu 3.2. #edpokladali jsme, Zecinky
plosnych sil nizeme popsat pomoci vektoru gdpStav napti v néjakém bod P bude tedy
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popsan, budou-li znadma ndp pasobici na libovolné ploSce, prochazejici bod&mn
Predpokladejme, Ze posia omezime-li se pouze na plosSky rovinné. Stawtiapboc P
bude tedy popsan, budou-li znama ¢apa vSech rovinnych ploskach, prochazejicichdimt
bodem. Takovychto ploSek ovSemuzeme bodemP prolozZit nekon&n¢ mnoho. Nize
ukazeme, Ze k popisu stavu stipbude sta&it, budeme-li znat napi na tech ploSkach
kolmych na sotadnicové osy.

Necht rovinna ploskadsS je kolma ki-té sodadnicové ose. Kladny smnormaly zvolme
v kladném sréru této osy. Slozky vektoru n&p pasobiciho na uvazovanou ploSku ze strany

kladné normaly jsod, ,T, ,T, . Zavedeme nové ozéeni

=TV, (3.6)

kdei, j =1,2, 3. Souboru deviti velin 7; budemeikat tensor nai, jednotlivym veltinam
7 slozky tensoru nai. VSimrete si, Ze vr; prvni index oznéuje sodadnicovou osu, ke
které je uvazovana ploska kolma, druhy index stgnowkterou sloZzku vektoru nagp jde.
Tedy nap. 7,,, T, a I;; ozn&uje slozky nagti, které fisobi na plosku kolmou k prvni
souadnicové ose, sén normaly k této ploSce souhlasi seésem prvni osy. Na ,zapornou*
stranu této plosky, tj. ze strany épa normaly, psobi na ploSku n&g o slozkach—-7,,,
—T,,, —I,5. Obrazek 4 ukazuje kladné &m slozek vektoru naipi, pisobiciho na ghach
kvadru. Osy jsou ozgany y,,Y,, Y, protoze pracujeme s Eulerovymi gagnicemi.

i 7

13
| W4
3 | T3

! '4—31 F23

Ut L
| 13 e
Pl ] 5,

/// T 'z
/T,
%
)/1 ObT e 4

Ukazeme, Ze pomoci deviti w&h 7; v bodt P mizeme utit vektor nagti T” pro
libovolnou orientaci ploSnéeho elementu prochazegidiodemP [1]. Abychom nalezli vztah
mezi slozkami vektoruT” a slozkami tensoru nafp 7;, budeme uvazovat podminky

rovnovahy infinitesimalnihaityistnu, jehoz i sttny kolmé na srr souadnicovych os
prochazeji boderR, actvrta stna, vedena ve vzdalenostiod boduP, je kolma na zvoleny
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smegr vV (obr. 5). Ri zmenSovanh, viz dale, pejde tato sina v ploSny element prochazejici
rovnéz bodemP.

Obsah trojuhelniklABC ozn&me o . Obsahy trojuhelnik PBC, PAC a PAB ozn&me
postup® o,, 0, a o,; tyto trojuhelniky vzniknou promitnutim trojuhekai ABC do rovin
kolmych na sotadnicové osy. To znamena, Ze hag mizeme vyjatit jako sogin obsahu
o a kosinu dhlu, ktery svira rovirBC s rovinouPBC. Tento kosinus je préwovenv,, tj.
prvni sloZce vektoruv, neba slozky v, (i =1 2 3) jsou sn&rovymi kosiny normaly .
Obdobné plati pro pméty do dalSich dvou s@adnych rovin, tedy
o =0v ,i=123. (3.7)

1
Dale budeme jeStpotrebovat objenttyistnu, ktery se rovnd = éah.

-

Obre 5

Slozky objemove sily, vektoru a tensoru &apy boct P ozn&ime F, T’ a 7.

Predpokladejme, Ze objemové sily a &agsou spojité funkce sdadnic. Aplikujeme na
uvazovanytyisttn podminku rovnovahy (3.2), jeZquistavujeit skalarni rovnice. Uvazujme
rovnici proi-tou slozku. Vzhledem kipdpokladané spoijitostiieme pro objemovy integral

psat (Fﬁe{)%ah a pro ploSné integraly igs jednotlivé sny ctyistnu (T.“+£i)a,

(— I, +& )0'1, (— T, + &, )0'2, (— Ty + &y )0'3. Zde¢g], € ag; jsou veltiny, pro které plati
limeg =0, limg =0, lime; =0.
h-0 h-0 h-0

Vi s

Ctyisttnu, maji na fislusnych stnach snir opany nez je sir sodadnicovych os.
Rovnici rovnovahy mizeme nyni s pouzitim (3.7fgpsat ve tvaru

22



(Tiv+gi)a+(_rji t & j+(Fi+£i’)%0h:O' (3.8)

Délme tuto rovnicio a proveme pak limitni pechod proh - Otak, aby sina ABC stéle
zistala kolma na vektar .Dostavame

T =1,V , (3.9)

coz je jiz hledany vztah meZj” ar; .
Vsimreme si, Ze fi limitnim prechodu vypadly z rovnice (3.8) objemové {ily. Je to
pochopitelné z toho, ZetfipzmenSovani desa klesaji objemové sily séeti mocninou

linearniho rozmru, kdezto ploSné sily jen se druhou mocninou.dzesetrvéna sila je silou
objemovou, vyplyva odtud, Ze vztah (3.9stane v platnosti i pro tlohy dynamické.

3.6. Podminky rovnovahy v diferencialnim tvaru

Hledejme podminky rovnovahy kontinua &akém bod P. Uvazujme maly kvadr, jehoz
stny jsou rovnobzné se sai@dnicovymi rovinami a jehoz jeden roh lezi v batl(obr. 4).
Délky hran kvadru ozrgae dy,, dy, a dy,.

Predpokladejme, ze slozky n#p 7; pisobici na ,zapornych* &ach kvadru jsou
slozkami napti v bodech o sdadnicichy,,y,,y,, tj. nagti -z, (yl,yz,ys). Na ,kladné®
stn¢ kolmé kosey, budou napti dana funkcemir, (y1+dyl,y2,y3) a obdobn na
.Kladnych* se&nach kolmych kosamy, a y,. Ve snéru y, pasobi tedy sily:
(Y, +dys, Yo, Y5)dy, dy; @ =75(y,, ¥,, ¥5)dy, dy; na stnach kolmych kosey,,
Tor(Y1 Y, +0Y,, y3)dy,dy, @ =7,,(¥1, ¥, y5)dy,dy, na sknach kolmych koseys,,
Toa(Ye Voo Ys +dys)dy,dy, @ —75(y,, ¥, ¥5)dy,dy, na stnach kolmych kosey;.
Objemova sila ma slozku do osy rovnou F, dy, dy, dy,. Soket vSech d&chto sil se ma

rovnat nule. Jestlize v tomto siu rozvineme vyrazy obsahujici diferencialy do Bagly
fady a zanedbamé&eny druhého a vySSickadi, dostaneme po vgteni objemu kvadru
dy, dy, dy, rovnici

6T11 + 6T21 + 6-['—31 + Fl -0 .
oy, 0y, 0ys

To je jiz hledana podminka rovnovahy pro slozkyvsilsnéru osy y,. Obdobr odvodime
rovnice pro dalSi dvslozky. Dostavame tak rovnice rovnovahy ve tvaru

F o+ =g, (3.10)

Abychom mohli ve vySe zméném Tayloro¥ rozvoji zanedbat druhé a vysSi derivace,
musime dinit pfedpoklad, ze prvni derivace tensoru #aprj; /ayj jsou spojité; viz

obdobnou uvahuipodvozovani vzorce (2.6). Z podminky rovnovahytegralni tvaru (3.2)
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tedy plyne podminka rovnovahy v diferencialnim aB8.10) tehdy, jsou-liF, 7; a

07, /0y, spojitymi funkcemi sotadnic.

Analogicky bychom postupovalifipupravach rovnice (3.3) pro momenty sil. Podrobné
odvozeni lze nalézt napv [1]. Bez odvozeni uvEme, Ze podminka rovnovahy pro momenty
vede k podmince

Tij = Tji . (311)

Tato podminkd&ika, Ze tensor n&f je symetricky, tj. fize mit nejvySe Sestiznych slozek.

Poznamenejme, Ze vipadech, kdy nelze zanedbat momenty ploSnych nbfgnovych
sil diskutované v paragrafu 3.2astdva sice v platnosti rovnice (3.10), ale v rovii&11)
piibyvaji dalSicleny, takZze tensor n&p jiz neni symetrickynj5, 11. My vSak budeme dale
uvazovat pouzeifpady, kdy tensor n&fi je symetricky.

Matematicky elegantjsi odvozeni rovnic (3.10) a (3.11) Ize provésttinziGaussovy
véty. Pomoci ni se ploSné integraly v (3.2) a (3.vpdou na integraly objemové a z nich
bezprostedre plynou podminky rovnovahy v diferencialnim tvy .

3.7. Pohybové rovnice v diferencialnim tvaru

Pohybovou rovnici dostaneme podle d”Alembertovacgou tim, Ze k silam v podmince
rovnovahy pipojime setrvaénou silu na jednotku objemu, tj.

dv
- 0—, 3.12
™ (3.12)

kde o je hustota av je rychlost pohybwastice kontinua. Pohybova rovnice ma tedy ve
slozkéach tvar

Protoze fyzikalni zakony se formuluji pro hmotedstice, musime derivaci podtasu v
(3.12), resp. (3.13), ro¥@ chapat jako derivaci pro pevavolenou hmotnodastici[11]. Pro
tuto derivaci dostaneméané vyrazy podle toho, bude-li rychlost vyiéda v Lagrangeovych
nebo Eulerovych sdadnicich. Nect je v vyjadiena v Lagrangeovych stadnicich x,, x,,
X, t (v dynamickych udlohach fstupuje k prostorovym sdadnicim je&t cas t), tj.
v =v(x,t). Pak plati

dv _ov

—=—, 3.14
dt ot ( )

neba@ pro zvolenoucastici jsou sotadnice x konstantni; zopakujme, ze dadnice X
udavaji polohwastice v nedeformovaném stavu. Vyj@ae jest rychlost pomoci posunuti
u=u(x,t)

v=—="" (3.15)



Setrva&nou silu nizeme tedy vyjétit v Lagrangeovych sdadnicich jako — 0d2u/ot?.
Abychom celou pohybovou rovnici (3.13) vyjddv Lagrangeovych saadnicich, musime
jeSt na levé strah vyloucit souradnice y,, podle kterych se derivuje. Podminka (2.42),
pozadujici, aby derivace posunuti byly malé, fajala, Zze k popisu deformaci pasta
tensor malych deformaci, tj. nebyleeba rozliSovat mezi Lagrangeovymi a Eulerovymi
souadnicemi. Jestlize kro#rtoho budou malé i derivace riiptak, Ze sotin derivace nagti

a derivace posunuti je mala wtia druhéhdadu, bude mozné pokladat derivals,,/dy; a

07,,/0x; za stejné aZ na malé vty druhéhoadu. Podrobnostmiidkazu tohoto tvrzeni se

zabyvat nebudeme, u¥me pouze zakladni souvislost derivaci tensoru &thap
v Lagrangeovych a Eulerovych gadnicich; ze vztahy, = x, +u, plyne

ITmn _ 9Tmn 9k _ﬂrmn( +%}
J .

de - ﬂyk ﬂX] B dyk ﬂXJ

Za zmirgnych gredpoklad dostdvame pohybovou rovnici ve tvaru

F+ﬂ Ty _ 0%
' a X, _p6t2 '

J

(3.16)

s

Tato rovnice pat k nejdilezit¢jSim rovnicim v mechanice kontinua. Je jednou zheydch
rovnic v teorii Sfeni seismickych vin.
Pro zajimavost uvEme bez odvozovani pohybovou rovnici v Eulerovychiadnicich:

Jr, : :
Fo+—0 = %+ﬂvj : (3.17)
Y, ot dy,

kde vyraz na pravé stranjsme vyjadili pomoci sloZzek rychlosti. PovSinime si, Ze
v pripadech, kdy Ize na pravé stéaranedbat poslediien, nabyva tato rovnice podobného
tvaru jako rovnice (3.16)
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4. VZTAH MEZI DEFORMACI A NAP ETIM

4.1. Reologicka klasifikace latek

Dosud jsme se nezabyvali vztahy mezi deformacipatim, které budeme pigbovat pro
feSeni pohybové rovnice kontinua. Vzdjemny vztah inteformaci a nafiim zavisi na
charakteru latky, tzny je pro plyn, kapalinu a pevnou latku, ale i mEgkami téhoz
skupenstvi jsou veliké rozdily. Ebvanim vztahu mezi ngpm a deformaci se zabyva
reologie. Pesné zavislosti mezi deformaci a #&#&m jsou obvykle znan¢ sloZité, proto
reologie zavadi modely, které&ilpizné vystihuji charakter deforntaiho chovéani rznych
skupin latek. Uvéme striéné zakladni viastnosti latek elastickych, viskosndcplastickych,
podrobnosti viZ 3].

Latku nazveme elastickou (pruznou), jestlize $epolnéni vrejSich sil plré vraci ze stavu
deformovaného do stavuiyodniho. Specialnimifpadem je line&m elasticka latka, kdy
mezi deformaci a n&m plati gfim& angrnost. Isotropni lineaielasticka latka se nazyva
latkou hookovskou (plati zde Hoik zakon,[3]).

Viskosni latka je charakteristicka tim, Zzi# padaném nafti roste deformace neomezen
sc¢asem. Do vztahu mezi deformaci a &téap vstupuje tedyas; gikladem takovych latek
jsou kapaliny. Specialnimiipadem jsou tzv. newtonovské latky, priZ mplati linearni vztah
mezi nagtim a rychlosti deformace.

Plastickymi nazyvame latky, u nichZ¢émi (t&enim zde rozumime pohybjikterém
rychlost deformace jeiznd od nuly) nastava az paéegraieni jisté mezni hodnoty nétp
Plastické vlastnosti vykazuji nagkovy pi vétSich naptich a mnohé makromolekularni latky.

Mnohé latky vykazuji chovani na rozhrani mezi datk kapalnymi a pevnymi.ifkladem
muze sloZit asfalt, sida, sklo aj. NejjednodusSim modelem, popisujiciravémi takovychto
latek, je model viskoelastické latky, ktera vznikmembinaci vlastnosti newtonovské viskosni
kapaliny a hookovské elastické latky. &hto podrobnostech se ztnjeme proto, Ze i mnohé
vlastnosti hornin Ize popsat jako viastnosti vidketické latky (nap Gtlum seismickych vin
v horninéach); v tomto sénu se v posledni d@ébrozviji velmi intensivni vyzkum. My vSak
v dalS§im nebudeme uvaZovat takové slozité modebstiedi, ale omezime se pouze na
kontinuum lineéra elastické.

4.2. Zobecrny Hookav zakon

V klasickém Hooko¥ zékor¢, vyjadtujicim linearni vztah mezi n&pm a relativnim
prodlouzenim, pro jednoduchost uvazujeme defornj@cey tom smiru, ve kterém fisobi
napiti. V predchézejicich kapitolach jsme ukazali, Ze deforn@astav napjatosti iZeme
popsat pomoci tensior Klasicky Hookiv zakon zobecnime proto tak, Ze budeme
piedpokladat obecny linearni vztah mezi tensorendthagensorem deformace, tj.

Tij = G & |- (4.1)

Tomuto vztahu budemeéikat zobectny Hookiv zakon, vekiny Cjy budeme nazyvat

elastickymi koeficienty. Vztah (4.1) vystihuje cléni velmi Siroké skupiny latekéetns
mnohych latek anisotropnich jako jsou hdgystaly.

Celkovy paet koeficient Gy je 3* =81. ProtoZe v3ak jsou tensor ®pi tensor
deformace symetrické, sniZzuje se timigtonezavislych koeficiefitna 6x 6 = 36. Dale Ize
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ukazat, Ze z energetickych uvah plyne symetrietiekygh koeficient pri zamené prvni a
druhé dvojice indek [1], tj. Gy = Gg; - Tim se poet nezavislych elastickych koeficiént
shiZzuje na 21. Tomuto ptu elastickych koeficiefitodpovida trojklonna krystalova soustava.
Pro krystaly s vySSi symetrii sedab nezavislych elastickych koeficiégndale snizujg¢1]. Tak

u soustavy jednoklonné je 13 nezavislych elastick§meficienti, pro kosdétverenou 9, pro
krychlovou 3 nezavislé elastické koeficienty. Ispini latka, ktera je charakterizovana tim, ze
jeji vlastnosti jsou ve vSech grech stejné, Ize popsat &waa elastickymi koeficienty.
V teoretickych pracich se za tyto dva koeficienbyykle berou tzv. Laméovy koeficientya

U,, zobecny Hookiiv zakon ma pak tvar

Tij :Aﬂéj +2,U% , (42)

kde 4 =divu = e; + 6, + @5 je objemova dilatace.

Odvozeni nezavislych elastickych koeficiergse obvykle provadi tak, Ze se vyt
zmeény téchto koeficient pii oto¢eni soustavy sdadnic [1]. Tato odvozeni jsou ztias
zdlouhava, zde je provéidnebudeme. Provedeme pouze zjednoduSené odvadsdrmého
Hookova zakona pro isotropni priedi (4.2). Vyjdeme zigdstavy, Ze deformace isotropniho
télesa se sklada ze dvou nezavislyésti, z deformace objemové a deformace tvaf8yé
V paragrafu 2.6 jsme odvodili, ze tensor malychodefci g mizeme rozdlit na cast

objemovou &4st tvarovou nasledujicim @gobem

1 1
Obdobnou identitu fiteme napsat i pro tensor &Hp
i =R +YG (4.4)
kde

1 1
Pj =34, G =§ ‘gkﬁy’ K=T+Tp+T33. (4.5)
Podle analogii Izeakavat, ze nagi p; vyvolavaji zngny objemu, nafti q; zmeny tvaru.
Budeme pozadovat existenci dvou koeficier; a k,, kde k; vyjadiuje umérnost mezi
objemovymicastmi tensoru napi a tensoru deformacds, vyjadtuje pimou ungrnost mezi
castmi tvarovymi:

P, =k f;, o =k,g; . (4.6)

Je snad iejmé, Ze posledni Gvahy jsoélahy hodr ,podle citu“; aby odvozovani vzorce
(4.2) bylo uplné aigsné, museli bychom nejpri@dre dokazat, Ze pro isotropni prosdi 1ze
skute&né psat pimé ungrnosti (4.6). Uzitim (4.4), (4.6) a (4.3) nyni ddshme

1
i =k fj +kag =§(k1‘ kz)ﬁﬁf + kye (4.7)

Zavedeme-li nové oziani, nové elastické koeficienty a u vztahy
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A =%(k1— ko), 2u=k,, (4.8)

dospivame ihned ke vzorci (4.2).

4.3. Pohybové rovnice pro homogenni anisotropni pstredi

Jsou-li elastické koeficienty wiznych mistech étesa tizné, mluvime o dese
nehomogennim. Dale se omezime pouze falaody homogennichékes, kdy elastické
koeficienty jsou pro cel&leso konstanty.

UvaZujme anizotropni homogenni piesti. Dosd’me do pohybové rovnice (3.16) vyraz
pro zobecwsny Hookiv zadkon (4.1) a tensor deformace vygtde pomoci posunuti, vzorec

(2.35). Dostavame
2
|:i +£i Cijkl + %+% :pa lji ] (49)
2 0X; ox, 0%, ot

Upravme druhy vyraz v hranaté zavorce. dslddku symetrie elastickych koeficiéna
protoze gitani indexi je libovolné, nizeme psat

6U| =Cijk| % . (4.10)

ou
- = Cij Y
Xk 6x|

C.. R

ijkl axk
O spravnosti &hto vyrafi se nmizeme peswd¢it rozepsanim fslusnych deviti vyrar
(stitani podlek al). Uzitim (4.10) a fedpokladu o homogesitize rovnici (4.9) upravit na
koneiny tvar

62uk azui

anaX| —F atz

Fi + Cijk| (4.11)

4.4. Pohybova rovnice pro homogenni isotropni prosedi

Dosa’me do pohybové rovnice (3.16) vyraz pro zokegnHookiv zakon pro isotropni
prostedi (4.2):

0 ou 0u, 0°u,
F4+— | 198 +ul —+—1||= L 4.12
ox { ! ”[axj 0x, ﬂ T (412)
Jsou-li elastické koeficienty konstantni, plati
2 2 2
F A%y o, O, :pa i (4.13)
0x, 0x; 00X, at?

Pfipomaime vyznam &kterych ozn&eni:
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9 = divu = du, | du,  Ou, au, |
X, 0%, 0% O0X;
(4.14)
2 2 2 2
alii :auzi+alii+au2i :Aui, gradﬂ: %’ﬁ,ﬁ
ox;  0x;  0x; 0% X, 0X, 0%,

operator A nazyvdme Laplaceovym operatorem. Rovnici (4.13)Zeme nyni vyjafit
VvV posunutich ve tvaru
0°u, 0°u, 0°u,

+ L=
0x, 0x, ”axf e

F+(A+u) (4.15)

Tato rovnice pedstavujeit slozkove rovnice(i =1 2 3), které mohou byt vyjdeny jednou
vektorovou rovnici ve tvaru

2
F+ (/] + /J)graddivu + uAu = ,ong; . (4.16)

Zde Laplaceovou operaci na vektor rozumime provieblaplaceovy operace na jednotlivé
slozky (takto Ize zavad jen v kartézskych sdadnicich). Rovnice (4.15), resp. (4.16), jsou
hledané pohybové rovnice pro homogenni isotroposffadi. Zavedeme-li jeStmisto F
objemovou sillg vztaZzenou na jednotku hmoty, tj.

F=p9, (4.17)

muzeme (4.16) fepsat ve tvaru

2

09+ (A +u)graddivu + pAu = ng: . (4.18)

Tato rovnice bude vychozi rovnici ve skriptech, dogvajicich o $éni seismickych vin.
Vsimreme si, jak by se pohybovéa rovnice &mia, kdyby prosiedi bylo isotropni, ale
nehomogenni. Ze (4.12) plyne, Ze na levé stramnice (4.15) fibyl by jeSE ¢len

ou. . 0u,
0A oY , op[ou o, : (4.19)
0x 0x; O0x;|0x; 0X

Zawrem jeSt poznamka o matematickychireplpokladech. Veiéti kapitole jsme ib
odvozovani pohybové rovnice v diferencialnim tvanuseli &init predpoklad, Ze slozky
tensoru nafti maji spojité prvni derivace podle $adnic. Podivame-li se na zobé&og
Hookiv zakon, je #ejmé, Ze vSe bude v famku, jestlize budou spojité prvni derivace
elastickych koeficierit a druhé derivace posunuti. Z hlediskai elastickych vin to ma tyto
dusledky:

a) V mistech nespoijitosti elastickych koeficiemhusime pro zaji8hi spojitosti posunuti a
napsti predpokladat vznik odrazenych a lomenych vin.
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b) V mistech nespoijitosti prvnich derivaci elastak koeficientt dava tzv. paprskova teorie
nespravné (nespojité) hodnoty amplitud vin.

4.5. Rehled nejdilezitéjSich vzorai

* Vyjadreni tensoru malych deformagj pomoci vektoru posunuti

1( ou auj
== L 2.37
S 2(6xj axi] (2:37)
» Pohybova rovnice kontinua

» Zobecreny Hookiiv zakon pro isotropni prasdi

I, =AJ9; +2ue; . (4.2)

» Pohybova rovnice pro homogenni isotropni phexit

2
09+ (A +u)graddivu + pAu = ng: . (4.18)

Pro anisotropni prosdi ma zobeaimy Hookiv zakon tvar (4.1) a pohybova rovnice pro
homogenni anisotropni prosti ma tvar (4.11).
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