Vyzkum elektrické vodivosti v Zemi

Pomeérné pomala sekulérni variace, pfichazejici ze zemského jadra, zanechdva na hlavnim
geomagnetickém poli trvaly "otisk”. Rychlejsi zmény, jez maji ptivod ve vnéjsich zdrojich,
nevyvolavaji staly cinek (nebo jen zcela nepatrny a jesté k tomu sporny - viz jedenéctiletd
perioda). Proto se anglicky nazyvaji transient. '

Transientni zmény vnéjsiho pole maji velky vjznam tim, ze indukuji ve vnéjsich vrstvach
Zemé elektrické proudy. Rychle proménné magnetické pole méfené na zemském povrchu
obsahuje proto kromé primarni (budici) slozky variace slozku sekundarni (indukovanou),
pochazejici od proudd indukovanych v Zemi. Pro nékteré typy variaci byly vytvoreny
metody oddéleni obou pfispévkid. Poméry amplitud vnéjsi a vnitini soucasti variace a u
periodickych variaci také fazovy rozdil mezi nimi zavisf na rozlozeni vodivost; v Zemi. Je-
Jich znalost proto umoznuje ziskivat informace o vodivosti kiry a svrchniho pldsté Zemé.
Do souboru informaci o elektrické vodivosti v Zems patii ovéem i vysledky piimych labo-
ratornich meéteni elektrické vodivosti povrchovych hornin.

Dilezitym zdrojem poznani jsou rovnés méfen{ zemnich proudu v kombinaci s méfenimi
magnetickych variaci.

Zemni proudy

Prirozené zemni (telurické) proudy jsou znamy od poloviny 19. stoleti. V roce 1849
Je poprvé popsal W.H.Barlow jako "spontanni elektrické proudy pozorované v telegrafnich
dratech”. V ndsledujicich letech se piislo na to, ze vyskyt téchto proudit souvisi s geomag-
netickymi variacemi. Britsky astronom C.B.Airy roku 1860 navrhl experimentélni postup:
Ve dvou dlouhych, navzijem kolmych dratech méfit a fotograficky registrovat proudy a
srovnavat je se souCasné snimanymi kfivkami geomagnetickych variaci. Toto zafizen{ bylo
vybudovano v Greewichi (draty dlouhé 15 km) v roce 1865 a pozdéji i na jinych evropskych
~ observatotich. Vétsina starsich méfen{ byla silné zatizena umélymi” proudy, unikajicimi
do zemé z mnozicich se primyslovych elektrizovanych podnikd. (Tzv. bludné proudy.)
Zahy byly zjistény i dalsi nepfijemnosti, napt. elektrochemické efektv na elektrodach.
Teprve asi v poloviné 20. stoleti byly vSechny druhy kontaminovani pfirozenych zemnich
proudit technicky prekondny a rozvinula se pravidelna detailni méfeni. Ukazalo se, ze
zemni proudy jsou obzvlast’ cenné pii prudkych fluktuacich v pribéehy geomagnetickych
poruch, nebot’ se v nich d4 rozeznat i to, co neni na magnetogramech. Méfeni proudi
mize také poskytnout ur¢ité informace o magnetosféfe, a to porovndnim zaznamt ze dvou
geomagneticky konjungovanych bodd. (Body na obou koncich téze magnetické silocary,
jeden na severni a jeden na jizni polokouli.)

Separace vnéjsi a vnitini soucésti transientnich magnetickych variaci

Pouzivé se vypotti potencialu obou soutasti variace. Metoda bude popsana na pfipadech
variaci Dy a S;. Vzduch obklopujici Zemi mazeme v piipadech téchto varici poklidat za



nevodivy, proto pro né plat{

H=-vq, ' ‘(1)
kde Q je nekoneény soudet piispévky
02 = [AL(t,r) cos pA + BE(t,r)sin pA|PP(cos 6), (2)
piicemz AP a B? jsou vyrazy
A2 = al ()0 + ine(1)p™ ), o

a analogicky
B = aleb*(1)p" + i2*(1)p~"".
Zde -
p= Ea (4)
kde a je polomér Zemé chapané jako koule.

Prispévky s koeficienty e? vytvareji potencial vnéjsiho plivodu, piispévky s koeficienty
b vytvaieji potencidl vnitintho ptivodu.

Pro severni, vychodni a vertikélni slozku pole variaci plati:
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Predpoklddejme, ze zname ¢asovy pritbéh zvolené varice v uréitém poctu stanic, pokud
mozno rovnomeérné rozlozenych po Zemi (coz oviem ve skute¢nosti mozné neni). Dosadime-
li do levych stran rovnic (5), (6) a (7) hodnoty méfené v jednotlivych stanicich v urcitych
casovych krocich a do pravych stran piislusné zemeépisné soutadnice stanic, ziskame pro
kazdou stanici tfi soustavy simultannich rovnic, jez obsahuji nezndmé ¢asové proménné
koeficienty A% a B? z rovnice (2).

Musi se zvolit takovy pocet s¢itanc, aby potencial byl dobie aproximovan. (Je tieba
experimentovat.) Na tomto poé¢tu pak zavisi pozadovany pocet stanic. (Musi byt vyssi
nez pocet hledanych koeficientd, tj. vyssf nez N(N +2).) Z rovnic (5) a (6) se metodou
nejmensich ¢tverch spoéitaji pro kazdy casovy krok a pro kazdou harmonickou koeficienty
A%(t,a) a BE(t,a). Podle rovnic (3) se tim ziskaji hodnoty vyrazi

A% = el +i2), BE=aleh’ +i2%)



Z rovnice (7) se ziskaji hodnoty vyrazd
ney® — (n 4+ 1), nel’ — (n +1)P.

Tak se pro kazdou harmonickou ziskaly 4 rovnice pro 4 neznimé: enc, b’ i aP® Viechny
tyto koeficienty byly ziskany pro postupné Zasové kroky, t3dy jako funkce ¢asu. Potencial

variaci je tim rozdélen na ¢ast piivodu vnéjsiho a &4st piivodu vnitintho, obé jako funkce
casu.

Tak napi. pro prvni zondlni harmonickou plati rovnice:

Q = afes(t)p + in(t)p™ cos b (3)
X = —[e(t) + i1(t)] sin 6 (9)
Z = [ey(t) — 2¢,(t)] cos 6. (10)

Hodnoty slozek X(¢) a Z(t) se naméii naméf{ jako funkce ¢asu a spocitaji se koeficienty
e1(t), ui(t).

Variace Dy

Chapman a Price jiz roku 1930 uskuteénili vypocet pro varici D a zjistili jednak, ze pro
soubor stanic ze stfednich zemépisnych sirek je variace D,, dobfe popsana prvnimi tfemi
zonalnimi harmonickymi, pficemz 1. harmonicka je daleko nejvyraznéjsi. (Obr.1) Separaci
prvni harmonické na vnéjsi a vnitini prispévek se ukdzalo. ze velikost vnéjsi éasti této
variace vice nez dvakrat vétsi nez piispévek vnitini (indukovany). (Obr.2) Price pozdéji
(1963) zjistil podobné vztahy pro necyklickou variaci béhem klidnych dnd (ndvrat z bouie
do normalniho stavu).
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S, e probihd v bodech na téze rovnobézce tak, ze odchylka od pillno¢ni hodnoty je
stejna ve stejnych lokalnich ¢asech. Neplati to pro uzky pas podél magnetického rovniku
(jet-stream) a v blizkosti pdlu (silné poruchy). Ve stiednich sitkach je tedy pohled ze
Slunce na konfiguraci geomagnetického pole stéle stejny. Pozemska denni klidnd variace
je pusobena tim, jak se Zemé vzhledem k tomuto obrazu otaci. To je chapani variace v
lokalnim ¢ase. Pole se vak nepatrné meéni i s casem univerzalnim (greenwichskym). Je
to piedevsim tim, ze Zemé neni lateralné homogenni vodi¢, takze rozlozeni indukovanych
proudu se v univerzalnim ¢ase méni.
V ¢isté lokalnim ¢ase bude potencial varice S, probihat takto:

Denni klidnd variace S,

QF = alePp" cos(pX + w4 e2) 42 p" 1 cos(pA + wt + P )] PP(cos b), (11)

cldo o 27D ; — I/, AR v . :
kde w = gk, (Perioda T' = 27 /w se méii v sekundach.)

Prvni analyzu timto zpusobem konal Chapman jiz v roce 1919 a zjistil, ze v pripadé
S, jsou dulezité tyto harmonické: p =1,2,3,4 an = p nebon = p+ 1. V tabulce jsou pro
jednotlivé harmonické uvedeny poméry amplitud vnéjsich a vnitinich variaci e/: a fazova
zpozdéni vnitini variace za vnéjsi € — ¢.

Tabulka pro S,

Amplitude ratios e[i and phase differences ¢ — i of harmonlcs in the daily variations
(after Chapman) e . !

1905 (sunspot maximum) 1902 (sunspot minimum)

mean mean mean mean

. . mean i
cquinox solstice equinox - solstice

P} 2-9, —5° 2-8, —3° 27,-23° | 30,—20° | 28,—13°
Pz 2-4, —18° 23, —19° | 20,—17° | 22,—18° | 2:2,—18° |
P} 2.4,—21° | 27,-200 | 25, —21° | 24,-21° | 25,-21° |
Ps 2:2, —23° 23, —15° | 29, —30° 32, —24° 27, -23°

' |
Seasonal harmonics (means of 1902 and 1905) :

4 (summer~ | & (spring-

. mean
winter) autumn)

P} 2:5, —7° 21, —1° 23, —4°

P 23, —8° 2:6, +2° 2:4, —3°

P} 2:0,—32° | 22,—13° | 21,-22°
P} 17, —30° 17, —19° | 1-7,—24° |

— |
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a
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Skuteéna denni variace S, neni presné stejna ve vSech bodech rovnobézky, a to proto, ze
vodivost ionostéry je do zna¢né miry ovlivnéna geomagnetickym polem, a to neni symetrické
kolem rota¢ni osy. Z tohoto duvodu zejména neni vhodné interpolovat takto urcené pole
S, na mistech, kde se nemétilo.



Zékladni odhad prubéhu elektrické vodivosti v zemském plééti.

(Prostiedi v plasti je bez rozhrani. Vyuzivé se denni variace S,.)
B.N.Lahiri, A.T.Price, prace z let 1950-1960.

Elektricka vodivost minerdli s teplotou roste, teplota v Zemi vzrusta s hloubkou. Vzrust
vodivosti s hloubkou véak nemizeme piedem piesné pfedpovédét. Lahiri a Price vytvotili
prvni hruby odhad pfi velmi zjednodusujicich predpokladech:

1) Rozlozeni elektrické vodivosti je stredové symetrické, v zadné hloubce neexis*tujf lat-
eralni nehomogenity:

o = o), - (1) (12)

kde 7 je polohovy vektor s pocatkem ve stfedu Zemé.

2) Uvniti Zemé je prubéh vodivosti v tomto modelu hladky, bez rozhrani, skokem se
vodivost méni jen na povrchu zemském. )
3) Bude zanedbéana zavislost lokalniho pribéhu variace na zemépisné délce. (Je to totéz,
jako kdybychom smér dipdlového momentu ztotoznili s osou Zemé.) Témito piedpoklady
odpadla ve vzorci (11) zdvislost na A. Fazové zpozdéni amplitudy variace za pulnoéni
hodnotou je v daném misté pfimo umeérné — A, pro p-tou harmonickou je

el = —pA.

Rovnici (11) muzeme psat ve tvaru
Q, = Q,(0,1).

(Protoze odpadla zavislost na p, pozlstava potencial pouze ze zondlnich harmonickych.)
Totéz bude platit pro vektory BakE , piisludné variaci S, i uvniti Zemé.

Dalsi predpoklady:

dielektricka konstanta a magneticka permeabilita jsou uvniti celého plasté konstantni,

€ = konst., p = o.

Prostorovy naboj je trvale nulovy (neexistuji rozhrani). Proto plati

V-i=0 (13)
a —
vV.D=0. (14)
Z (13) plyne |
V-(cE)=0
a tedy .
oV-E+ E-Vo = (15)



Protoze plati (14) a € = konst., plyne z rovnice (15)

E1Vo

a odtud s uvdzenim (12)

EL7 (16)
Silocary E musi byt uzaviené ¢ary na sférickych plochich, nesméji obsahovat radialni
slozku. To je podminka pro pribéh elektrického pole uvniti Zemé. Vektory tohoto typu se
nazyvajl vektory sféroiddlni. Magnetické pole je s polem E vazéno Maxwellovou rovnici,
ktera pfi periodickém déji o frekvenci w ma tvar

V x E = —iwBin:. (17)

-

Bi;,: je oznaceni pro vektor magnetické indukce uvniti Zemé.
Magnetické pole vné Zemé je popsano potencidlem Q =3 €, kde

Q. =a [en (£>n + i (;)nﬂ] P,(cos 0)e'%, (13)

a je stfedni polomér Zemé. Magnetickd indukce vné Zemé B.;; je
o

B‘e_a:t == —VQ

a ma pouze slozky X a Z. Az najdeme vyjadfeni pole E uvniti Zemé, vypocitame z ného
pomoci (17) magnetickou indukci B;,; a budeme moci kontrolovat hrani¢ni podminku pii
r = a. (Model prubéhu elektrické vodivosti bude obsazen ve tvaru funkce B, (7).)

Operace V x provedena na (17) dava spolu s rovnict
V x H=0E

rovnicl
AFE = tpugowE ‘ (19)

(¢ je imaginarni jednotka). Zavedeme

f(r) = tpowo.

(o je permeabilita v Zemi, p je permeabilita nad zemskym povrchem.)

Priibéh vodivosti je stiedové symetricky, av§ak hledana funkce E uvniti Zemé bude
zavisla na dvou proménnych, r a 6, a to z toho duvodu, ze potencial primarnich variaci
je funkci r. 8. Variace elektromagnetického pole indukované uvniti Zemé musi vykazovat
touz zavislost. '

Hleddng funkce E(r,0).



Pievedeme tikol na hledani skalarni funkce u(r, ), kterd spliuje stejnou rovnici jako
jednotlivé slozky vektorové funkce E. Jestlize ji najdeme, budeme hledat takovou vek-
torovou operaci, ktera by ze skalarni funkce u vytvofila vektorovou funkei, jez by spliiovala
rovnici (19) a podminku (16). )

Na rovnici

Au = f(r)u(r, ) | (20)
pouzijeme postupné tyto operace:
“
1) Ve,
w —

2) 7 x Va = =V x (ur),
- 3) V xV x (uf).

Ve vsech tfech piipadech je vysledek operace totozny s rovnici (19) pro vektor E. Piesto
je nemuzeme pouzit viechny: .

1. moznost nevyhovuje z fyzikalniho divodu: Platilo by totiz V x E = 0. my viak

potiebujeme, aby vektor E' spliioval rovnici (17).

2. moznost vyhovuje fyzikdlné a spliiuje podminku (16), nebot’ neobsahuje radialni
slozku.

3. moznost nevyhovuje, nebot’ obsahuje radialni slozku.
Pozadované sféroidalni pole se tedy najde operaci 2) a ma tvar

E = -V x (uf).

-1



Rowvnice pro vytvorujici skaldrni funkci ve sférickijch souradnicich:

19 (,0u\ - 1 8 (. bu '
- —— —_ _—} = )
=5 (r 87‘) + = sin969 (s1n080> f(r)u(r,9). (21)
Separace proménnych:

u(r,0) = aR(r)S(6).

Po dosazeni do (21) a upraveé:

1d (4R 1 d (. dS . N
Rdr (r dr)+5sin0@(smagé>—ﬂ7)'r = 0. (22)
Odtud Ly 1
— 3 —_ —_ — - )
Ssind df (Sm‘gcm) K, (23)
1d [ ,dR o ;
Rdr (’" dr> — )= K (24)

Rovnice (23) je Legendreova rovnice. Jejim fesenim jsou pii N = n(n + 1) (n...celé
¢islo) zonalni Legendreovy polynomy:

Sn(0) = P,(cos ). (25)

Redeni rovnice (24) zévisi na tom, jaky model o(r) je dosazen do funkce f(r). Pokud by
platilo ¢ = konst., byly by feSenim této rovnice Besselovy funkce. To pfipada v ivahu
v modelu, v némz se vodivost méni po vrstvach. Nyni vSak hledame spojitou zménu
s hloubkou.
Price dosazoval za o ruzné modely spojitého prubéhu, piicemz se zameértil hlavné na model
typu

a m

o(r) = k (—) . (26)

r
K tomuto typu zavislosti vodivosti na hloubce v zemském plasti vede znalost vzristu
elektrické vodivosti minerald s teplotou. Pro ¢isté mineraly plati idealizovany vzorec

_E
O = gg€ 2T,

Zde T je absolutni teplota, k je Boltzmannova konstanta, E je uroven energie nutna pro
nastartovani mechanizmu vodivosti (aktivaéni energie). oo je limitni hodnota vodivosti
pro velmi vysoké teploty. Hodnota FE zavisi na mineraiu a jeho fazi, pfi zméné faze se
méni skokem. Pohybuje se kolem 3 eV. Rovnéz hodnots oy je ruznd pro ruzné mineraly
a je vétsinou v oboru 100 + 500(Q2m)~!. Hled4 se tedy hodnota konstanty m ze vzorce
(26). Bude vhodna tehdy, jestlize po dosazeni o(r) do funkce f(r) bude rovnice (24) mit
feseni, jez umozni splnéni okrajovych podminek na rozhrani Zemé - atmosféra. Reseni musi
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byt stabilni, to znamen4, Ze musi spliovat hrani¢ni podminky pro méfeni denni variace
z raznych éasovych useku.

Price fesil rovnici (24) pfi ruznych m Laplaceovou transformaci. Piedpokladejme, ze
funkce R(7) byla nalezena. Dalsim dkolem bude

formulace okrajovijch podminek:

Dosazenim zvoleného modelu vodivosti o(r) pfejde rovnice (24) na tvar

d dR : a\m .

i (75) = fent ()" 4]
Tato rovnice je konstantou A = n(n + 1) vazdna s rovnici (23), jejimZ feSenim jsou Le-
gendreovy polynomy P,(cos#). Obecnym fesenim (21) bude

u(r,8) =a Z Rn(r)Pn(cosﬁ).

Pro pohodli dalsich vypoctu muze byt za konstantu a dosazen stiedni polomér Zemé.

—

Vztah mezi vektory E,Ba H woniti Zemé:

- — 63- -
BzﬂoH,W'—'—-VXE.
Pritom .
E ==V x [u(r,0)r].

Spojitost tecné slozky vektoru H pii r = a.

Vné Zemé se intenzita magnetického pole spocita jako gradient skalarniho potencialu variaci
Q. Oznacme ji tam proto Hg. Uvniti Zemé se H odvozuje ze skalarni funkce u(r.8).
Oznatime ji tam H,. Plati tedy:

Ho=-VQ, Hy= -V xE.

Na zemském povrchu musi v kazdém ¢ase ¢ platit rovnost

Hq,.,=H

Utang lr:a :

Proto plati také
a‘E[Qtang(a) aHUtang(a')

= . 27
ot ot (27)
Piitom .
0H, 1 _.
— =-——V xFE.
Ot Ho
Z rovnice (27) plyne
=~ a0
L rotuns = —radn 3]



a po dosazeni za F dostaneme podminku na rozhrani

1 | . .
—70tigng|TOL = —grad, . 28
lloro tang[rot(ur)] = —gradiang al‘ _ (28)
Spojitost normalové slozky B pii r = a. Uvniti Zemé plati
aBnor'rn =
CTambe —10t norm F
a druha hrani¢nf podminka tedy zni
" o0
T0t norm|rot(ur)] = ——,uogradno,.,,_‘,—é—i- ) (29)
Operdtor V x ve sférickych souradnicich:
Vx = [ asingv,) - 22 +
. av
+6é [1 Br( ‘j_ ;1-70!_] +
+epe a5 — 10V
Protoze funkce u(r, #) nezavisi na ¢, je
Ju
V X (ur) = —€p—.
(ur) *39

Dalsi pouziti operatoru rotace poskytne vyraz o dvou ¢élenech:

V x V x (ur) =

e L0 (e 10 (o
- 6Trsin¢909 sin 00 te o or 709 ’

Prvni ¢len pravé strany je zaporné vzata normalova slozka vektoru rotE. druhy ¢len je
tecna slozka rotkE.

Dosad'me tento vysledek nejprve do rovnice (28) pro tecnou sloZku. Potencidl pole mag-
netickych variaci nad zemskym povrchem se da psat takto:

Q=ay [cn(t) (-2) 4t )(i)l} Po(cos ).

Zde a je opét stiedni polomér zemsky. Schmidtovy koeficienty e, a Gaussovy koeficienty
i, jsou funkce ¢asu, pii analyze jedné uréité frekvence w obsahuji faktor .
Dosazenim do rovnice (28) obdrzime:

110 d
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da r\* . sa\"+tl]| dP,(cos ¥
= Totr Zn: [e" )+ (5) ] 4
Po provedeni derivaci podle ¢asu a podle § dostaneme:

dP,
;1—2 (Rn +7°an) ==Y iwlen + in)

dr df
Koeficienty pfi -‘% si musi byt rovny pro kazdé n. Odtud plyne kone¢ny tvar 1. hrani¢ni
podminky piir =a:

r=a

dP,
do

n

poen +:) = - (Rn(a) 4 a"-@d—@) . (30)

r -
Spojitost normdlové slozky: Dosazenim normalové slozky vektoru rotE do rovnice (19)
vznikne rovnice

1 of(f. 0 0 0 N . sa\nt!
i (o e ) =2 2 [e (5 (8] 2

Z Legendreovy rovnice plyne:
d 1P, :
20 (sin 9#) =n(n+ 1)P,(cosf)sinb.
To dosadime do predchoziho vztahu a obdrzime rovnici
—n(n + 1)R.(r)Pr(cos 0) = twpo[ne, — (n = 1)iy]Py(cos 8)] _, .
Odtud plyne 2. hranié¢ni podminka ptir = a :
En —z—n:~l——Rn(a). (31)

n+1 n  wue

Rovnice {30) a (31) se daji fesit, byla-li vykondna sféricka harmonicka analyza potencialu
variaci. Pro ni musi byt k dispozici soustava spojitych méfeni slozek magnetické indukce
na observatofich. Ukazalo se. Ze pro sluneé¢ni denni variaci S, zcela sta¢i potencialovy
rozvoj do stupné n = 1. (Totéz plati i pro viechny deldi periody az po pul roku.)

Rovnice pro R,(r) je druhého stupné a jsou k dispozici dvé hrani¢ni podminky, ale pfesto
se bez dalsich pfedpokladi nepodafilo nalézt spravny model o(r). Spolehlivy visledek
by totiz musel byt stejny jednak pii volbé riznych soustav observatoii, jednak pro ruzna
obdobi méfeni. To se po fadé pokusi ukézalo jako nesplritelné. Exponent m z rovnice (16)
tedy nebyl nalezen. Diivodem bylo zanedbani silné vodivostni nehomogenity nejsvrchné;jsi
vrstvy zemské kiry. Tam se totiz silné projevuje vliv oceant, jejichz voda ma elektrickou
vodivost o nékolik fadi vyssi nez horniny povrchu kortinentd. KdyZ se tato okoluost
viadila do vypoctu zavedenim extrémné silné vodivé vrstvicky, pokryvajici cely zemsky
povrch, vypocet se stabilizoval a byl nalezen exponent m v blizkosti éisla 37.
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Ucinek po'varchove silné vodivé vrstvy

Piedstavme si stejné uspofadani jako difve: Koule, elektricka vodivost j je v ni rozloZena
stiedové symetricky a roste s hloubkou. Nyni je vdak na povrchu S koule rdsprostiena vrstva
o tloust'ce d a vysoké elektrické vodivosti'o. (Obecné jsoudio plostorove proménné.) Ve

vySetfovaném prostoru je elektromagnetické pole o intenzitach E(F) a B(F). Predpoklada
se jt = pto. Vodivou vrstvou tekou elektrické proudy odpovidajici elektrické intenzité E:

= ok,
{ je prostorova hustota proudu. Zavedme integrovanou vodivost I\
d
K= [ oo (1)
0
Necht' d — 0, a to tak, ze integrovana vodivost K ziustava kone¢nd. Znamena to, ze
o — oo a1 — oo. Vektory EaB zlstavaji konecné. Tecna slozka E se pfi prichodu

vrstvou méni spojité. (Budeme ji nazyvat Es. ) Zavedeme integrovanou proudovou hustotu
(plosny proud) I :

Plati

takze bude o
I‘ = KESW (3)

‘Es,. je integralni stfedni hodnota Es z oboru (0,d). (Veli¢iny I a Es jsou vektory, protoze

mohou mit v roviné teéné k plose S ruzné smeéry.)

V kazdém bodé plochy S je jednozanéné dan plodny proud I. V uréitém bodé na plose
zvolime plosku Tg = d-dsg. Je to obdélniek kolmy na plochu S, strany dsg jsou rov nobézné
s rovinou teénou k S, smér strany dsp svira se smérem vektoru I dhel 6. Mnozstvi proudu,
tekouciho ploskou ¥y je dsf sin 0. Uhel 6 lezici v roviné tecné k plose S jsme zvolili libovolné.

Ve zvoleném bodé na S aplikujeme Maxwellovu rovnici

-~ 9B
/ ; ' N
/&/ ’Il/‘/’s/ vV E : ‘: _‘aBn azQ
MV A < Es n% onot’ )
Zaved'me integrovany odpor R vztahem
Es = RI.
Potom z rovnice (4) plyne
. I 2]
V xI . 5
RV XxI+VRxI= L wey (5)

"y

12



Maxwellovu rovnici

VxH=1
integrujme po obvodu plosky Xy = d - dsg. Vektor H na vnéjsi strané vrstvy oznalme H,,
na vnitinf strané pak H_. Integraci dostaneme

ng o é&&@'fx (Hs, dse — Hs, _dsg) =\/\“ ¢sin 8dSy. (6)
d
[ fedSy=dsimnd | Esotor 7

Koneéné ‘ ‘}71 9
r = (Hs,, — Hs, _)dsg = Fsinfdsy. W (3)

Na levé strané je slozka rotH do sméru dsg, r&{pravé strané je slozka plosného proudu [
do sméru dsg. To plati pro kazdou volbu dhl

wedy (Aﬂ@ﬁ{({ﬁf@>o(/51’jmedk>

a dale

14 ,
W

takze \ —

(Hy —H.)xi=1 fueloe yoti=07 )
Dosazenim (9) do (5) vyjde ’ ' 2
- } H-V/HJ e

. RV x |(H, — H.)x | + VRx |(Hy — H.) x 7| =
[ ¥ ] [ i Jshom . b B
9?Q
=7 , /e ol
"HO Bt or %/—68 =
'Rovnici rozepiseme: ug* - H&/

# RV(H, - H.)— ARV -(Hy — H.) = VR x[ﬁ x (Hy — Jiﬂ: fipoz 5
4 ) T

2 e égﬁ%@ﬁ%xéyﬂx%%mq/
Protoze ii-V(Hy —H-)=0 a in-VR=0, plati \7&

Fo_H S TR —u 2
~ %t
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Celkové magnetické pole kdekoliv v blizkosti vrstvy 1 v ni pozistavéd jednak z poli.
buzenych po obou strandch vrstvy (a oviem v uréité vzdalenosti od ni), jednak z pole
proudt, indukovanych uvnitf vistvy. Cast potencialu, kterd piislusi zdrojim mimo vrstvu,
ozna¢me Q¢ East potencidlu se zdroji ve vrstvé oznatme Q) Pro tuto chvili si predstavme,
%e vrstva je po obou stranach obklopena nevodicem. (Pfiblizné tomu tak v Zemi je, protoze
vodivost pevné zemské kiiry je velmi mald v porovnani s obrovskou integrovanou vodivosti
modelované povrchové vrstvy. Hloubéji do Zemé v této ivaze nezasahneme.)

Soucasti potencidlu maji tyto vlastnosti: Q) spliuje vné vrstvy Laplaceovu rovnicias
rostouci vzdalenosti od vrstvy klesd k nule.Potencial Q) rovnéz spliuje vné vodivé vrstvy
Laplaceovu rovnici a pfi prichodu vrstvou se jeho gradient meéni spojité. Ucinime pro-
to ptedpoklad, ze funkéni tvar potencialu Q) je uvniti vrstvy tésné pii rozhranich stejny
jako vneé, jen s jinymi koeficienty. Ty ur¢ime z podminek spojitosti gradientu na rozhranich.

Vrat'me se nyni k rovnici (10). Jestlize vodivost ve vrstvé je laterdlné nehomogenni,
tedy jestlize K = K (6, ), je feseni rovnice (10) slozité. Polozime-li viak N = konst., je
fesen{ snadné: Druhy ¢élen levé strany odpadne a mame

9*Q
oor

RA(Q.*_ — Q_) = lo

gauf (ol rreC: ’I”\S'{Wﬁu)
Uvazujnie takto: Vné westvyje magneticky potencial

(11)

. Q=0 4L 0l L{j .
deacl bl ard- sty ’ /
Uvnitf vestwy tésné pii-hranrcnisirploe®eh si piedstavujeme D,
. el

Vné splituje ) Laplaceovu rovnici. Jednotlivé harmonické potencialu vné vrstvy muzeme
psat
O, =ua [en(t)p" + in(t)p"("H)] P,(cos8), p= s o s
a ,2;/,/,“, [L}(
Ve smyslu tvahy o spojitosti gradientu muzeme déle psat pro situaci uvniti vestvy pft
rozhrantele 7 -1 .

Q' =a e, (t)p” + it p~ "] Py(cosB), p= - < 1.
1

Podminky spojitosti gradientu na povrchu vodivé vrstvy, vyjadiené pro jednotlivé harmon-

ické:
0Q, o0,
o o T
a odtud
ne, — (n + )i, = nel, — (n +1)i,. (12)
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Dalsi rovnici ziskdme ze vzorce (11). Vzhledem ke spojitosti potencialu pii priuchodu
vrstvou mazeme misto (24 — Q_) psat (Q — ).

Rovnice (11) ve sférickych soufadnicich:

?ﬁmaé@(me )(Q V) = pog—- lr=0 (13)

Podle Légendreovy rovnice je

L 4
sin 8 d0

> = —n(n + 1)P,(cos §).
Rovnice (13) piejde v

R :
—n(n+1)—(e, — €, + 1, — 1) = po[né, — (n + 1)2,,]. (14)
“a

Predpokladejme, Ze jsme pomoci SHA nalezli z dat amplitudy primdrni (tj.vnéjsi) a sekundarni

(tj. vnitini) soucasti nékteré pravidelné variace geomagnetického pole, ze tedy zname e,
a i,. (Pro variaci S, staci stupenn n=1.) Potom spo¢itame koeficienty potencialu z rovnic
(12) a (14):

k :
€ = €n — —(né, — (n + 1)i,) (13)
n
a
= i = (i — (0 + 1)) (16)
i) =1, — n— (1 ).
n PG )
kde k, = (f_;‘fl'f;) a I\ je integrovana vodivost.

Pivodni model Priceuv a Lahiriho je tim rozsifen o tenkou povrchovou vysoce vodivou
vrstvu a obé Priceovy hrani¢ni podminky se pfesouvaji z vlastniho povrchu Zemé na spodni
hranici vodivé vrstvy s tim, Ze misto veli¢in 7, a e, v nich vystupuji veliciny i/ a .
které musi byt predem ur¢eny z vysledki méfeni. Timto postupem byla propoéitana raca
modelu. Hledaly se konstanty & a m pro model

o=4(2)

a integrovana vodivost pro vzorce (15) a (16). Jako nejstabilnéjsi modely vysly tyto:

[ A =2 103 Q-t =
Il K = 1015 0!, (
nez 1 (Q n)~t

37. k =4.1073,
)=

az do hloubky «/10. pod touto hloubkou vodivost vyvssi

‘Druhy model je méné stabilni nez prvni. Oba modely tvoii mezni piipady pro fadu dalsich.
jesté méné stabilnich (napf. McDonald na obrazku.) Hodnota m vychazela pii dalsich
vypoctech nepfilis odlisné (30 <+ 40). Vyznam téchto prvnich teoretickych vypoéti (radéji
feknéme odhad) spo¢iva v tom, ze umoziiuji prvni orientaci pti tvorbé presnéjsich modelq.
které sestavaji z vrstev o konstantni vodivosti. '
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Obrazek ukazuje piehled zékladnich odhadd pribéhu elektrické vodivosti v zemském
plasti. Céry d a e jsou mezni priibéhy Lahiriho a Price. Je ziejmé, ze v hloubce 1200 km je
vodivost v kazdém piipade > 1(Qm)~?, kdezto na zemském povrchu je primérna vodivost
suchych hornin fadu 10_3(Qm)~!. McDonaldovo pokraovani vychdzi z rozboru spektra

sekularni variace. (Podrobnéji nize.)

1000 |- Moditied McDonoid

- - —

V4 ——

/

/

100 }- /
!

/

l

McDenotd (1957)

Laohiri ond Price
{donde)

Electrical eonductvity (MHO/ M)

Cantwell - Mc Donald ) ‘

oo ,
' i
! , & ‘
! . ’g v
| ' 238
ool 1 4 |
° 1000 2000 2900

Depth n km

Magnetovariaéni metoda

vysetiovdn{ elektrické vodivosti svrchniho pldsté pomoci funkce odezvy.

(Podle R.J.Bankse, 1969.)

Tim, Ze se variace magnetického pole rozdeéli na ¢asti vnéjsiho (¢) a vnitiniho () puvodu.

vznika moznost urdit tzv. odezvu Zemé na ten ktery signal (e). Funkce odezry je pro variaci

o frekvenci X definovana takto: '

(u‘ it (w) _

Qr(w) = ——. (1)

‘ " en(w) .

Banks nejprve hodnoti problém jednoznaénosti: Vodivost o(r) by se dala urcit jednoz- ~
naéné jen za soucasného splnéni téchto tii podminek: 1) vodivost je viude kone¢na, 2) je
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-aie}' 74 “

stiedové symetricka (zavisi jen na r), 3) odezvu znédme pro véechny frekvence 0 < w < .
7. téchto podminek je pravdépodobné splnéna jen ta prvni. O druhé lze pochybovat ve
viech hloubkach plasté a zejména kiry. Tret{ podminka jisté splnéna neni, nebot’ mame
k dispozici jen nékolik frekvenci: roéni a pilletou, denni a jeji harmonické, jez vsechny
souvisi s pohyby Zemé, a jesté tzv. 97-denn{ rekurenci souvisici se sluneni ¢innosti. Pii
f = 1072 cykld za den zaiina sekuldrni variace, jejiz zdroje jsou v jadie. Prisludnost de-
setileté periody je spornd. Je nutno se smifit s tim, ze fedeni nebude nikdy jednoznainé.

Analyza dat:

Z4znamy jsou nejprve na viech observatofich zpracovavany frekvencne, kazda slozka X,
Y a Z zvlast. Jde-li o periodu nejvyse palroéni, muzeme potitat s tim, Ze pole variace

je v prvnim pfiblizeni popsano zondlni harmonickou 1. stupné, tzn. n =1, m =0. Pii

periodé 1 rok vyhovuje zonalni harmonicka 2. stupné. Pro potatetni orientaci se tedy
omezime na zonalni funkei odezvy

(Znamena to, ze budeme pocitat jen se slozkami X a 7 variace, jako kdyby slpzka Y ne-
existovala. To by oviem bylo mozné jen pfi pfesném splnéni podminek ré symetrie
celé tlohy. Ve skutetnosti vzdy existuje urcitd maléd vychodni slozka variace.) K jed-
notlivym stupidm potencialu

Quw)=a ). [in(w) (-i—)”“ 4+ en(w) (%)] P, (cos 8)

piisluseji pispévky ke slozkam intenzity pro zemsky povrch:

, . P,
X, (a) = (in+ en)‘-gw—.

Za(a) = [=(n + 1)in + neq] Pa(cos g).

Zavedeme

Ap, =1, + €n, A, = -n(n+ 1), +ne,.
Odtud se vyjadii i, a €, pomoci Az, a Ay, Velitiny Ag,. Az, se najcdou z rovnic
dP,
g7
Z.(0) = AzpPr(cos ).

X.(0)= A

Levé strany téchto rovnic jsou amplitudy variaci, naméfené na jednotlivych observatofich
v zemépisnych sitkach 6.
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Piiklady:

1/ “ — @_-,f )

f

X,(6)

Funkce odezvy bude podle (1) pro n-tou harmonickou

n — Azn(w)

Qn(w) = ““‘“”(
41+ gl

n(w)

Tak napf.

L) _ Asw), — Adde),
Qulw) = er(w)  24.(w), + Aslwh

Toto je odezva, naméfend na povrchu Zemeé. Ukolem je nalézt takovy vrstevnaty model
rozlozeni vodivosti v Zemi, aby jeho povrchové odezva @1(w) byla co nejblize te nameéiené
a pokud mozno stabilni pfi riznjych w a z riznych obdobi.

Teoreticka odezva se musi spotitat pro povrch zvoleného modelu. Zde se porovnava
s odezvou empirickou. Zvolme model, ktery pozistava z fady stérickvch vodivostné ho-
mogennich vrstev, obklopujicich kouli o poloméru po a o vodivosti g = const. Vnéjst
poloméry jednotlivych vrstev jsou p1, p2,..., ps. a. (@ je polomér celé modelové koule.) Vo-
divosti jednotlivych vrstev _)SOLI 01,02, ...,05. (05 je vodivost pov rchové vrstvy, muze to byt
integrovana vodivost zminéna vyse.) Pledpol\lada se, ze je viude y = po.

Zakladni dvahy jsou stejné jako v pedchozim piipadé, kdy se vodivost ménila s hloul)l\ou
plynule. Na jednotlivych rozhganich musi vektorové slozky Hiany @ B.orm probihat spojité

Pole E musi byt sféroidalni, z Maxwellovych rovnic pro né plati
AE+WE:Q

kde k? = —iwpoo. Tentokrat je oviem k konstanta, lisici se od vrstvy k vrstve. Sféroidalni
vektor E je vytvoren pomoci funkce u, pro niz plati

Au + k*u=0.
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Reseni se opét hleda ve tvaru

Um= @ Z R, (r)P.(cos ).

Rovnice pro R,(r) zni: 7
¢
d*R dR :
20" ftn n o (12,2 _ 5
T + 2r dri[kr +n(n+ )R, =0. (2)

Je to rovnice Besselova typu, jejim fesenim je kombinace Beselovych funkei 1. a 2. druhu.
jn & yn. Protoze empirickd odezva vystaci s funkcemi do 2. stupné, omezuje se i modelova
odezva na stupei n = 1,n = 2. Je tedy

Ru(kr) = ajn(kr) + Byn(kr).

Koeficienty a, 8 jsou riizné pro riizné vrstvy a uréi se z podminek spojitosti na rozhranich.
Priklad - rozhrani vrstvy 1 a 2:

Ve vrstvé 11 Ry, 1 (k1) = arjn(ki7r) + Biyn{kir),

ve vrstve 20 Ry, a(kar) = agjn(ker) + Baya(kar).

Z podminek, ze 7ot gng (UF) @ T0tngrm(urF) se na kulové plose o poloméru p; meéni spojité.

vvvvvv

dR,, dR, >
Rua(kipr) + Pl'Tl lr=p= Rualkap1) + pr—— li=p,
r dr
a
Rn,l(_klpl\, = R,2(k2p1). (3)

Vzhledem k druhé z téchto rovnic plati také

an,l _ an,? '
() - (%) g

Analogické rovnice plati pro viechna dalsi vnitini rozhrani.

Tvorba modelu spo¢iva v tom, ze se zvoli jednak tloust’ky jednotlivich vrsteva jejich
konstantni vodivosti, jednak koeficienty a a 3 v nejspodnéjsi vistvé. Uvedena dvojice
rovnic pak umozni vypoéitat dalsi dvojice a a 8 pro véechny dalsi vrstvy az po tu svrchni.

Volba konstant ve vrstvé 1: Klade se 3 = 0, a to proto, aby funkce R zustala koneéna
pii r = 0 (vzhledem k pribéhu funkce y,). Potom nic nebrani volbé o = 1.

Na povrchu modelu plati ptvodni Priceovy podminky:

: i dR, s 3

plen +tn) = L R, (a)+ a—— |r=a| - (5)
w dr

€n _ tn _ ? Rn's(a). (6)

n+l n uw
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Pravé strany mohou byt pro dany model a frekvenci spocitéany numericky. Tim je u-
moznéno spotitat teoretickou odezvu ;%‘:, srovnavat ji s empirickou (t]. naméfenou) odezvou
a ménit parametry modelu. Shrout{ vysledkd vidime na obrazku. Rozptyl vysledki je dan
nepfesnostmi méfeni variaci slosek X a Z (zprostiedkovand chyba). V hloubce 400 km
je zietelnd diskontinuita pribéhu o. Velmi pravdépodobné jde o zménu aktivaéni energie,
ktera souvisi s fazovym piechodem olivinu na spinel.

(o = aoe‘z'f—r, E... aktiva¢ni energie.)

Vyrazna zména v 700 km byla téz mnohonasobné potvrzena.

Vodivost spodniho plasté se odhaduje podle toho, jak velké periody sekuldrni variace
pronikaji na zemsky povrch. Vodivost spodniho plésté musi byt tak vysoka, aby byla
schopna odfiltrovat frekvence vy3$i nez jsou ty, jez jsou na povrchu pozorovany. Tento ukol
oviemn narazi na tézkou prekazku: Neda se dobre posoudit, kde je predél frekvenci vnejsiho
a vnitiniho ptvodu: 3 roky? 7 let? 10 let? Ve spektru SV se dokonce vyskytuje i perioda
922 let, 22 let, jez je blizka zdkladni periodé sluneéni ¢innosti.

Pii odhadech vodivosti spodniho plasté se v podstateé vychazi z tzv.rovnice magnetické
indukce .

-a,—li _Lag
ot Uo

Je mo#no poéitat s tim, Zze v hloubce 1200 kmijeo > 1(Qm) tav nejspodnéjsim plasti
o > 100(Qm) .

Depth ikm) ’

5¢0 1999 i5C0 2000 2500 3000
. i : : \
- 100}
________ 2
1
ot ‘
— r ------ ; 1
T, ! o
I ! /0244,
€ : r Vo L Ll A
< - N7
z ot g ///g’///// 7/ 75 2/
3 2 / /// Z
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) 7 |
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G2 / o Basic model
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Fii. 17. Range of conductivity models compatible with the response measure- -
ments. Shaded arca corresponds to +1 standard -error, -dashed lines to 4.2
standard errors. N

v
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Magnetotelurické metody
Byly podniceny pracemi L. Cagniarda v 50. letech 20. stoleti.

Piedpokléda se, ze do Zemé vstupuje elektromagnetickad rovinnd vlna, harmonicky
zavisld na case. Pro pocateéni tvahy je lhostejné, zda jde o désledek variace vnéjsiho
pole nebo o umélé pole proudu zavadéného elektrodami do zemé. V kazdém pifipadé se
dvahy musi omezit na oblast, v niZ lze pokladat pole za prostorové homogenni.

Budeme uvazovat poloprostor materidlové homogenni a izotropni (¢ = konst.,e =
konst.,u = po). Shora je ohrani¢en horizontalni rovinou. Dopadajici vina je horizon-
talni a &ifi se vertikalné dold. Elektrickému poli E odpovid4 proud o hustoté i = ok.
Predpoklada se, ze uvnitf uvaZovaného poloprostoru neni prostorovy elektricky nabo)
(p=0). |

Kartézsky soufadny systém volime tak, ze osy z a y jsou v horizontalni roviné a vektory
E, i maji smer z. Pii daném modelu pronikajici vina zastava v kazdé hloubce rovinnou
vlnou, tzn. E, = E, = 0 pii kazdém z. Pole pokladame za kvazistaciondrni (frekvence jsou

dostatecné nizké, sami si je volime).

Vysetreni vektoru H:

. 0B .
VXE'———BZ—:——zw,uOH,

- _OE. 0B, _,

t.l‘E = - r — Y,
ro By 3 H 0
. QE, OE, O0E; 1 OFE;
{ = — = = -
rot, b 0z ox 5z i, twpy 0z
t,-E = Y e o = . =
rot. Fp By 0= H.=0
Tedy: 5
1 OE; .
z)=— . 1
Hy( ) ZW#O az ( )

Intenzity H, a E; jsou funkcemi hloubky z.

Vysetreni hustoty proudu:

VxE= —iwuog,

a protoze . .
VxH=1=0F,
plati . .
"V xVxE=—wpok
a odtud

AE = iwyan’,

21



protoze p = 0 a € = konst., takze V- E = 0. V daném piipadé
O’E,
0z?

Odtud plyne vzorec pro hloubkovou zavislost hustoty proudu (je to vzorec pro tzv. skin-
efekt):

= twpoo L. ' (2)

: : ’ 2
1:(2) = -zxoe'z%év“’“w cos(wt — z%,/wuoa). (3)
Hloubka, ve které se amplituda variace zmensi na -f; své povrchové hodnoty, byva nazyvana
hloubkou pruniku p:
T

b
T o0

p:

T je perioda variace.

Kdyz zintegrujeme rovnici V x H = ¢ pies libovolnou plochu S. dostaneme

/?-d?: i dr. (1)
(S) ()

Za plochu S zvolme obdélnik v roviné zy, a to tak, ze strany AB a DC mifi ve sméru
horizontalni osy y a jsou v hloubkach z; a 23, zatimco strany BC a AD miii ve sméru

vertikalni osy&Platl jednak
/ 7. d5 =XB‘/~' i(2)d=,
() 7

jednak
% —B--Hy(z1)+0——A_B-Hy(:2)+O.

(Piipomerime si, Ze AB = 0.) Z téchto dvou rovnic plyne

f =
CDal. =
[ iseds = o) = Bt . (

Nyni stanovime hloubky 2; a 25 :
21— 0, 23 — o0,
Pole vektoru H v nekone¢nu vymizi. Proto

It
~—~—

H,(z1) = H,(0) = /Or'ﬁ(:) I

2/
a po dosazeni vzorce (3) a substituci u = /™% vyjde

cte(

et
g

.

o] 8 T
H,(0) = iz (C’OS "‘Jt/ e “cosu du+ sinwt/ e"“) —,
0 0 HoOT
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Hodnota prvniho i druhého integréalu je % Vyjde

T i.rO .
H,(0)= \/—gm(coswt + sin wt)

a tedy

T 1 s
H,(0) = \/;\/;_7?#_0 cos(wt — Z) (6)

Protoze je 1,(0,t) = iz coswt, je
E.(0,t) = 0 coswt
o

a pro pomér amplitud obou harmonicky proménnych vektor plati:

27 po
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Veli¢ina Z je impedance.
V homogennim poloprostoru zjistime vodivost tak, ze pfi urcite frekvenci zméiime impedan-
ci a pouzijeme vzorec (7). Dulezité je mit na paméti, ze vzorec je odvozen pro homogenni
poloprostor. Hodnota o je pro néj konstanta a nesmi se ménit se zmeénou periody T'.
Meéni-li se T, musi se pFislusnym zpisobem ménit i impedance, tak aby vodivost byla stale
taz. Dalsim piiznakem toho, Ze se méfi v homogennim prostiedi, je fazovy rozdil 7 mezi
vektory £ a H (viz (§6).) Predpoklad o homogennim poloprostoru neni nikdy splnén.
Pii dostateéné kratké (uméle vyrabéné) periodé mizeme viak v ramci pozorovacich chyb
piijmout vysledek o = konst. alesponi do hloubky praniku variace p =/ azu.

Priklad hloubky priniku harmonické viny v homogennim prostiedi pri riznych frekven cich
a riznych hodnotdch elektrického odporu:

T = 1s 1 min. 30 min.
p=0,20m 0,2 km 1,7 km 9.5 km (moiska voda)
p=10m 0,5km 3.9km 214 km.

Slozitéjsi modely prostredi. Pojem "zddnlivd vodivost™.

Uvedeme nejjednodussi piiklad: Planparalelni horizontdlni vrstva uloZend na polo-
prostoru. Nad modelem je vodivost nulova, ve vrstvé je oy a v poloprostoru o,. Pro-
storovy naboj je nulovy. pfipad je kvazistacionarni. g = po. Podminky na rozhrani jako
v predchozich piipadech:

Htan91 = Htang2» E‘ta.ngl = Etang2-
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Normalové slozky obou vektort jsou nulové.

Shora opét dopada rovinna horizontalni vina. Kkazdy vektor obsahuje faktor et Opét
plati ,

’E, .
552 = wpoo E;
? )5
l - .
H, = ——"=.
Y pow 0z

Zavedeme-li « = /—iwjio, mame soustavu dvou rovnic pro kazdé z obou prostiedi:

E.(2) = Ae®VoF 4 BemoVor

To x

H, =/ (AWWEWW)I
2Tt

Ve vrchni vistvé jsou konstanty: Ay, By,o1, v poloprostoru Ay, B,. 0.

Volime A, = 0, B, = 1. (Divody jsou obdobné jako v piipadeé magnetovaria¢ni metody.)

Konstanty Ap, By se spoéitaji z podminek na rozhrani mezi vrstvou a podlozim.

Cilem dlohy je ur¢it 2 neznamé: Vodivost polop10sto1u o5 a tloust'ku svrchni vrstvy hA.
Piedpokléda se, Ze vodivost o) svrchni vistvy je zndma. (Da se uréit napf. méfenim pii
vyisich frekvencich s pouzitim difve uxedenych vzorcu pro poloprostor.)

7 podminky spojitosti te¢né slozky vektoru H na rozhrani v hloubce A plyne

o1 ( A 6a‘/_h+B —a\/—h) Z\/O—'-ze_aﬁh,

2T o

-z podminky spojitosti te¢né slozky vektoru E v hloubce h plyne

AgetVarh 4 B~V = e~V

Odtud se dostanou koeficienty A a B pro svrchni vrstvu:
Al_v Vl—ahf—-h/d_)
2./o1

B — V1 + /02 ani/e1-v77)
N ¢ '

Koeficienty A; a B; jsou komplexni ¢isla, nebot’ obsahuji komplexni &éislo a. S jejich

(3)

(9)

pouzitim sestrojime teoretickou povrchovou impedanci Z(0) = 75—(8—‘;'—) Pro vektory E
a H na povrchu plati vzorce
E.(0) = Ay + By, (10)
TU o
Hy(0) = [ 5= (=A1 + By)e'™. (11)
27 1o
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Jsou to veliciny komplexni a zavislé na frekvenci. Je mozno psat je ve tvaru

E.(0) = Me™*, (12)

H,(0) = ,/%Ne—%i%. (13)

Moduly M, N ifaze ¢, ¥ jsou realna ¢isla zavisla na parametrech T, o1, 02, h.Z toho T
a o, zname, h a o, hledame. Povrchovéa impedance se da napsat jako komplexni &islo:

LI S
Z(0) = w/;7%3Feﬂ(“’—”ﬂ. (14)

Modul i faze impedance jsou z4vislé na frekvenci. Porovname tento modul s tim, ktery
jsme vypoctitali pro homogenni poloprostor:

pro model s rozhranim je |Z(0)] = Mﬁ '2:1139 ’
pro homogenni{ poloprostor je  1Z(0)| = « /2%2_
Polozime

M= Lag-yv+i=0

Veli¢ina o, je tzv. zddnlivd vodivost. Vzorec (14) nyni zni

2 .
2(0) =\ =5

coz je obdoba vzorce odvozeného pro homogenni poloprostor. Da se z ného spocitat

zdanliva vodivost
N)°
o, =011 — ] -
« = o (M)

Je zavislé na frekvenci. Faze 6 se nyni lisf od § a je rovnéz zavisla na frekvenci.
Abvchom mohl porovnavat model s méfenim, musime vyjadiit proménné M, N, ¢, v po-
moci parametra h, T, 01, 02. Toho se docili dosazenim (8) a (9) do (10)a(11) a porovnanim
s (12) a (13). Nez napiseme vzorce pro vypocet novych proménnych. piipomenme si defini-
ci hloubky pruniku variaci: ‘

= o al’pz — J7Ho oy’

Pievodni vzorce vypadaji takto:

1 h 1 ., 1 f
Mcoso = (——C‘h—— + -—b'h—-) cos _1_‘ (15)
o pL P2 P P

1] .1 1, h le
Msin¢ = (——Sh— + —(.'h——) sin —L
' P P P2 D1 m

h 1 h h
Ncosyp = (—}—Sh—— + —Ch——) cos —,
pp P P2 P D1
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Nsiny = (ichi + —I—Shi> sin 2.
P P P2 P P
Polozme zprvu h = 1 a p; =-1. Pii této volbé se pomoci vzorcu (15) da spotitat zdanlivy
odpor p, = al—a = % (—%—)2 a faze 0 jako funkce periody variace T, a to pro soustavu
parametrickych kfivek pro ruzné hodnoty skuteéného odporu p; ve svrchni vrstvé. Ve
skute¢nosti hodnotu A neznime. Ulohou ziist4va uréit dvé neznamé: hloubku rozhrani A
a odpor podlozi py. Kiivky zavislosti zdanlivého odporu a faze na periodé vypoéitané pro
h =1, py = 1 se vynaseji v logaritmickém méfitku. Obé zavislosti, tj. p(T) a O(T') se
potom zjisti empiricky. Tvar kiivek a rovnice (15) umoziuji uréit jednim méfenim obé
neznamé: Hloubka rozhrani h v rovnicich vystupuje pouze v ramci vyrazu ﬁ ktery je
argumentem Sh a Ch. MuZeme jej rozepsat:
h VT Ho ~

h 0
mo VTV T f

i

°
[y

Tim, Ze jsme polozili A = 1 a p; = 1, jsme uéinili totéz, jako bychom pocitali ¢as v jed-
notkach %. Na teoretickych kfivkach pozorujeme, Ze se viechny protinaji vzajemné na
periodove ose, a to postupné ve dvou bodech. Podobny tvar ma i empiricka kfivka.
Porovnanim vzdalenosti prise¢iku na teoretické kiivce, na které de ¢as méfi v h%/p,.
s prislusnou vzdalenosti na empirické kiivce, kde se ¢as méfi v sekundach, se zjisti hloubka
rozhrani. Potom je pii znalosti p; mozno ptekreslit empirickou kiivku ve stejnych ¢asovych
jiotké.ch. v jakych jsou vykresleny teoretické kiivky, a zjistit, ktera z parametrickych teo-
retickych kiivek vyhovuje, ¢imz je zjisténo o,.

Slozitéjsi modely o vice vrstvach se fesi v principu stejné, podminky spojitosti se uplatiiuji
na vsech rozhranich a postupuje se zespoda k povrchu.
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Zdvislost magnetotelurického pole na rozmérech budictho zdroje.

Po Cagniardovi jesté se jesté Pékolik autort snazilo odvodit takové vztahy mezi horizon-
£ 4lnimi sloskami vektorti E a H, které by pfinasely co nejvice informaci o rozloZeni vodivosti
v Zemi. Mezi né se zaradil také Albert Price. V roce 1962 vypracoval metodu pro situaci,
#e pole ma nezanedbatelné horizontdlni gradienty. (V tom piipadé totiz existuje také ver-
tikalni slozka vektoru H )
Reseni rovnice

AE = iw,uoaé (16)

mélo v predchozim piipadé (podle Cagniarda) predpoklad, Ze horizontalni rozméry zdroje
ve vysoké atmosféfe jsou velké ve srovnani s hloubkou pronikani, takze proménna pole E
a H pronikaji do hloubky ve formé rovinné vlny. 7 toho divodu byla slozka H, ve viech
hloubkéach nulové. Jestlize viak feceny predpoklad neplati, tj. horizontalni rozmeéry zdroje
nejsou tak velké, maji obé pole ve vsech hloubkach horizontdlni gradienty. Vyjadieni
impedance —% je nyni slozitéjsi. Price vyjadril potencial vnéjsiho, tj. indukujiciho pole
v podobé

Qo = Ae" " P(x,y.v), (17)

kde v je realna a kladna konstanta, urcena horizontalnimi rozméry zdroje.

Qo ... potenciél pole vnéjsiho zdroje .

Q, ...vytvorujici funkce pro vektorové pole £

v prostoru o vodivosti o.
Funkce Q, musi spliiovat rovnici (16), kterd plati pro skaldrni slozky vektoru E. Az bude
nalezena funkce ., vytvoii se z ni pole E operaci

E(z,y,z,t) = - (i x VQ,) (18)
kde 7 je vektor normaly k rovinnému rozhrani ve sméru osy <. Tvar funkce €, musi

odpovidat potencialu vnéjstho budiciho pole pii uvazeni skute¢nosti, ze hloubka priniku
zavisi jednak na vodivosti prostiedi. jednak na rozmérech zdroje. Polozme

Q, = Z(Z-,«I/)P(;I'..y,l/) (19)
. ,
Z = ZoeTVIH (20)

kde k? = jwpoo. Tato volba odpovida zédkladnimu vzorci pro povrchovy jev (viz (3)), ktery
stanovi, ze harmonicka ¢asova zména pronikd do hloubky jako e~V¥?, Vyznam v v tomto
vzorci pozname pozdéji. Dosazenim (19) do (16) je

9*Z 9P P\
T -~ A — 4+ —— ) = k*Z(z Y v). 2
P(‘T’yVV)a;»z +Z("’)(al_2 + 0y2> l‘ Z(”‘)P(‘I‘y*l) ( I')
Podle (20) je
0*Z .
57 = VP HR)Z() (22)

V)
=]



a tedy podle(21) sp  op
vV P(z,y,v)+ Ere) + W = 0. (23)

Z rovnice (22) plyne, ze nad rozhranim, tj. pii 2 <0aoc =0, je
Z = age” " + bge”’.

Piedstavme si nyni, ze pod rozhranim existuje soustava planparalelnich horizontalnich
vrstev o mocnostech hy, hy, ...h,_1 0 vodivostech oy, 03, ...0,_1 a pod nimi poloprostor
o vodivosti ¢,. Vodivosti ., odpovidaji veli¢iny

k2 = dwpoo, a 02, = v? + k2.

V 1-té vrstvé pod rozhranim plati

Z = aie™% 4 et

V piimé iloze se vytvoii model o mocnostech hy az h,_; a prislusnych vodivostech o
aZ o,. Je téz nutno predepsat tvar funkce P(z,y.v) ze vzorce (19). Muze to byt napf.
P = sin(vz). Vyznam &isla v je tedy ten, Ze vyraz 3} je charakteristicky rozmeér zdroje.
Velikost ¢isla v je rovnéz predmétem volby.

V poloprostoru se polozi b, = 0 a @, = 1. Koeficienty a,_1. b1 az ag. by se hledaji
postupné odzdola z podminek spojitého prubéhu te¢nych slozek vektorn H a E na viech
rozhranich. Z podminky na rozhrani Zemé-vzduch se nakonec spoéitaji koeficienty ag, bo
a z nich teoreticka impedance. Jejim srovnanim s impedanci naméfenou se zkoumd vhod-
nost modelu.

Jestlize jde o pouhy poloprostor, je

e SRR
7z, = a € vEth

a pro impedanci v tomto pfipadé plati

1
E, ' W d .
Lo _ M;fo _ (2 lm) (1- 1!5)_%-
H, Vv?+iwpgo o

L/:2

kde 4 = .

. “HOT s e . . - . PR . .
Pii v = 0 je charakteristicky rozmér zdroje nekone¢né veliky a to znamena. ze musi platit
puvodni Cagniardovy vzorce. To souhlasi, nebot’ v tom piipadé je 3 = 0 a vzorec pro
impedanci je totozny s Cagniardovym (srovnej (7)).

Pro obecny Pricetuv model lze odvodit zajimavou vlastnost impedance: Podle (18) je
E = —e™™'[ii x V(ZP)),

takze podle (19) je

E = et (Z(z)ap oP 0) .

" ——Z(:)Eq
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Z Maxwellovy rovnice .
wuoH = -V x E

plyne :
ioucfi = _eiwt [0Z0F 020P (PP f_fi)] (25)
Hotl = 9z 0z’ 9z Oy’ 0z 0y )]} ~
Kombinaci (23) a (25) vznikne
= i ;. [0ZOP 0ZOP .
H=—:¢* —, ——, V2 ZP). 206
o (82 90 9= 95" ) (26)
Z rovnic (24) a (26) vyplyva, ze
E, E,
Zr_ 2y 2
H, 7. (27)

Tento vztah musi platit vzdy, kdyz jsou splnény vychozi predpoklady, tzn., ze vodivé
prostiedi je po vrstvach homogenni a izotropni a variace jsou buzeny jednim zdrojem
koneénych rozmért. Kdyz je situace pod zemskym povrchem slozitéjsi nebo kdyz pusobi
vice zdroju, vztah (27) neplati.

.. E, E .o
- =58 =¥
Piipad Hy\ # ‘Hr‘ znamena, ze

E,=(,H,— CxyH,, (:

8]
(‘.J
P

Ey = CuHy — (yyHe,
kde ¢ je tenzor povrchové impedance.
Je-li zavislost impedance na volbé souradného systému v néjakém misté trvala a tenzor
( je stejny pii vSech poruchéach a variacich, jde o projev horizontalni nehomogenity nebo
anizotropie. V opa¢nych pfipadech lze soudit na slozitost zdroje ve vysoké atmostéfe.



Zemsky plast’ jako filtr elektromagnetickych dé&ji v zemském
jadre |

Magnetické pole generované v zemském jadfe by na povrchu Zemé bylo filtrovano, i kdyby
zemsky plast’ byl elektricky izoldtor. V kazdém pripadé totiz funguje "geometricky filtr”.
Za uvedeného pfedpokladu je totiz geomagneticka indukce jiz v plasti ddna vzorcem ob-

dobnym jako vzorec pro pole na zemském povrchu a nad nim. Tak napt. pro vertikaln{
slozku Z (= B,) plat{

B, = Z(n +1) Z(G:‘ cosme + H" sinm¢) P (cos 6) (E) " )

r
n

kde a je sti‘edm;polomér Zeme, c sgfednf polomér jadra,

G = gm (%)71+ , HI' =AY (%)n+ ac<r<a.

Pritom ¢ ~ 1,8. Cim vySsi stupeii, tim vys8i geometrické zeslabeni. Pole 1. stupné je na
povrchu jadra zhruba 6-krat vétsi nez na zemském povrchu, pole 2. stupné 11-krét a pole
8. stupné jiz zhruba 125-krit vétsi nez na povrchu Zemé.

Ciselné hodnoty radialn{ slozky indukce na CMB pro jednotlivé stupné:

n 1 2 3 4 5 6
B, (nT) | 220000 | 57000 | 81000 | 92000 | 62000 83000

Chyba urcent koeficientu na CMB se oviem s rostoucim n také progresivné zvétsuje, takze
ani pii izolujicim plasti bychom nemohli obraz pole vérohodné pfevést z povrchu Zemé na
povrch jadra.

Geomagnetické pole, vychazejici z jadra, je viak filtrovano jesté tim. ze elektricka vodi-
vost plasté neni nulové, a zejména ve spodnim plasti dosahuje vysokych hodnot. Budeme
nyni mluvit o elektromagnetickém filtru.

Magnetické pole v jadfe si mfizeme piedstavit Jako pole popsané jednak vektory polo-
idalnimi, jednak toroidalnimi: : '

B=Vx(Tf)+V x V x (P, (29)
St g : A gl .
kde TF je toroiddlni vektor 5 PF je poloiddin{ vektor a P, T jsou skalarni funkce. Takto
Ize rozlozit kazdé nedivergentni pole, coz je uZitetné zejména v geomagnetizmu. Skalary
T a P se daji z pole B Jednoznaéné uréit az na aditivnf gradientovou funkei, kterd se pii
tvorbé vektoru B "vyrotuje”. '

Na povrchu Zemé mizeme sledovat Jen poloidélni ¢ast vektorového pole. Rozepiseme-li

ve sférickych soufadnicich operdtory Vx a A, dostaneme

0 - .

VXV X (PF)=V (E(TP)) —7AP. (30)
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V pevném vodiéi, ve kterém je o = o(r), plati podle Maxwellovych rovnic

—a—B=Vx<L)=Vx<VXB>,
ot o HoO

a tedy .
B .
%t_ = -V x (n(r)V x B), (31)
kde
7(r) = (poo(r)) ™ .
Kdyz do této rovnice dosadime poloidalni vektor B=Vx V(7P) a porovname s rovnici
(30). vyjde
P
V x WX Fa,— = -V x<nV x |V ';Q'(TP) —7AP| 5. (32)
ot or

Clen na pravé strané obsahujici vyraz V x V(...) je roven nule, takze rovnice pro skalar P

zni
V x V x (F%?—) =V x [nV x (FAP)). (33)

Prvni integraci této rovnice dostaneme

ot

Na pravé strané by meéla byt jesté aditival funkce V¢, tu viak podle predchozi poznamky
nebudeme brat v uvahu.

Plati:

V x (Fa—€> =7V x (FAP).

V x (fp(r)AP) = —[F x V(n(r)AP)] = n(r)V x (FAP),

prvni integral rovnice (32) je tedy

V x (F%—f) =V x (MAP)

a druhy integral (opét bez aditivni gradientové funkce) je

0P |
TS = TAP.
Rovnice pro skalarni vytvorujici funkci P je
0P
00_t =7n(r)AP. . (34)

Mé&jme harmonickou variaci vektoru B o frekvenci w. Jeji vytvorujici funkce P(r, 0, ¢.t)
ma ve frekvenéni oblasti obraz P(r, 0, ¢,w). Zavedeme-li

wpeo(r) = F(r),
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plati ve frekvenéni oblasti N i
AP = —F(r)P. (35)

(V dalsim textu aZ po rovnici (50) budeme znak — vynecheivémt.) Budeme pocitat zavislost
Bnar prostiednictvim o(r) pro jeden uréity smér 0y, ¢g. Zavislost uvazovanych velicin P
a B na hloubce je totiz mnohem vyraznéjsi nez zavislost na 6 a ¢. Po skon¢eni vypoctu pro
ur¢ity smér bude mozno vysledek uplatnit na daldi sméry. Pro danou frekvenci je rovnice
(3%) ve stérickych soutadnicich |

~"

10 /(,0 ~
worm (r E) = —F(r)P(r).
Po substituci ~
rP(r) = u(r) (36)
a upravé piejde (35) v
O F(ru(r) =0 i
o+ Flru(r) = (37)
Reseni budeme hledat ve tvaru _
u(r) = Ke'®), (38)
Dosazenim (38) do (37) vyjde
— (") +i®" + F=0. (39)
Ucinime predpoklad
|®"| << |F). C o (40)

Jeho vyznam a platnost prozkoumame pozdéji. Pii tomto predpokladu (39) prejde v
o'~ +VF (41)

a derivaci vyjde

1 F
¢~ k. 42
2VF )
Snadno pozname, ze z pfedpokladu (40) a rovnice (42) plyne
dF
dr .
] << |F 13

a po dosazeni za F'(r) upraveny predpoklad (40)

o’ |
<< £\ 2wup. 4
\/E Ho (414)

Nyni je zfejmé, ze predpoklad (40) zada, aby vodivost byla vysoka, jeji gradient maly
a frekvence vysoka. Pozadavek na vodivost a jeji pribéh muze byt dobfe splnén ve spodnim
plasti.

g
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Dosazenim vztahu (42) do rovnice (39) plyne

sl £
(®) ~:&:2\/F—l;F

a po substituci a = %\/LT'-:’ k_de a se predpoklada malé, je

O~ +(F +ia)?.

Odtud .
l
¥ ~+VF+a—
2 F
Po dosazeni za a vyjde
 FY
& ~ F4+-—. 45
+VF Wa (45)

Rovnici (45) zintegrujeme od C'MB do libovolné hloubky r. Hloubku C'MB oznacme c.
Vyjde .
d(r) = ﬂ:/ VFdr + i—lnF(r) I +K

a po dosazeni F' = twyppo koneéné

N e I |
o(r) ~:i:/£ F(r)dr :téll’?a(c) + K. (16)

Hledané feseni je podle (38)
a(r) . rr
u(r) = Keq:%ln?}ﬂ et VEr (47)

Protoze _
14+

VFE(r) = Vipowo(r) = 7 Vepoo(r)

Blr) = K eriins igvam [ /ot (18)

r
Uréeni konstanty A" : V hloubce ¢ je

~ u(c K . —

P(c) = ue) = — = N = cP(c).

¢ c
Volba znaménka: S rostoucim r musi funkce P(r) klesat. U obou exponenti musi proto
byt znaménko +. (U prvniho proto, ze o s rostoucim r klesa.)
Upravené feseni vytvorujici funkce tedy zni:

r o(c)

P(r) = =P(c) [M] VR L (49)



Hledejme radialni slozku poloidalniho vektoru, ktery je ve frekvenén{ oblasti dén vzorcem
B(r) = V x V x (fP). (Vztah mezi radidln{ a bézné pouzivanou vertikalni slozkou je

B, =-2)
. 2
TH = % </ \/Edr) .

Zaved'me
Je to vysokofrekvenén! konstanta pldsté. (H...high frequency.) Radialni slozka indukce ve
frekvenéni oblasti tedy je

\ o(c)

B,('r) = rot,rot é;P(c) [a_(r_)_] i e(—1+i)\/u7??7> _ (50)

Operace rot,rot obsahuje jen derivace % a dr—; Dotkne se proto jen funkce P(c.f.0):

Al

B,(r)=c [ﬂ—)-] 4 eI VTR R0t rot (FP(c)),

a protoze podle (29) je radialni slozka poloidélniho vektoru v hloubce ¢
B.(¢) = rot,rot(FP(c)).
je :
B.(r) = B,(c) [g%} " ki (51)

Prevedeno zpét do casové oblasti: Na povrchu Zemé je radialui slozka vektoru B

B,(a,t) = (2)2 [ZEZ))] % /O\ B,(c,t — t')c’r“/]’;c- [(;—;’)l] dt’, (52)
1

erfe(a) = —\j—;/ e~ du. (53)

Rovnice (52) a (53) umoznuji ovéfovat modely prabéhu vodivosti ve spodnim plasti po-

dle pribéhu ¢asovych variaci na zemském povrchu. Vysledky jsou oviem nejednoznaéné.
a to obzvlast’ z téchto davoda: Konstanta Ty se d& pocitat pro mocuou vistvu ve spodnim
plasti s tim, Ze nad touto vrstvou je vodivost zanedbatelna. Mocnost vrstvy a vodivost
v ni se obé mohou ménit tak, za davaji stejnou hodnotu. Dalsim nepfijemnou okolnost{ je
to, Zze splnéni podminky (44), kterd byla nutnou pro pouziti tohoto postupu. je zavislé na
modelu vodivosti ve vztahu k frekvenci variace. '
V hloubce zhruba 1500 km se d4 vodivost pomérné vérohodné odhadnout vyzkumem vari-
aci vnéjiiho pole. Vezmeméme prumér z hodnot. jez jsou uvadény uzndvanymi autory
(McDonald, Alldredge, Courtillot, Rokytianski); je to = 30 (Qm)~!. Pro hloubku 3000 km
vezméme “rozumnou” hodnotu & 70 (2m)~!. Pro gradient vodivosti v tom ptipadé bude
platit: 22~ 0,03. ‘

kde

34



Pii periodé 3,7 let je podminka (44) splnéna,
pii periodé 7 let je podminka (44) splnéna,
pfi periodé 60 let podminka splnéna neni.

Mechanizmy elektrické vodivosti v Zemi

1) Vodivost elektronovd je nejvyssi ze viech druhti vodivosti. Maji ji kovy. kromé nich
piedeviim tuha. Tento mechanizmus pfichazi v tivahu v zemském globalnim méiitku pouze
v jadfe.

2) Polovodice maji ve srovnani s vodici kovového typu jen malou koncentraci volnych elek-
trond. Vodivost polovodiéd se popisuje v tzv. pasové teorii pevnych latek. Elektrony
se v pevnych litkdch obecné mohou nachézet jen v dovolenych pasech energii, jez jsou
oddéleny zakdzanymi pasy. Ve vodi¢ich jsou dovolené pasy velmi blizko u sebe a jsou ¢asto
nezcela zaplnéné. Piechod elektronti mezi nimi je snadno mozny. V polovodicich jsou
blizko u sebe zaplnény a prazdny dovoleny pds, ¢imz je umoznén prechod ze zaplnéného do
prazdného péasu. Polohu a obsazeni past ovliviiuje jednak teplota, jednak rizné poruchy
a necistoty v krystalovych miizkich. Proto se mluvi téz o pi#imésové vodivosti. Do této kat-
egorie spadaji kyslieniky a sirniky. Tyto nerosty maji ekonomicky vyznam, proto je jejich
vodivost pfedmétem ponejvice uzité geofyziky. V globalnim meéfitku maji maly vyznam.
3) lontovd vodivost je plisobena usmérnénym pohybem iontu v elektrickém poli. Existuje
v kapalné i pevné fazi. V taveniné nebo roztoku existuji snadno pohyblivé kationtyv a ani-
tonty. V' pevnych latkdch vzdy existuji poruchy pravidelného uspoiadani (vakance). Jejich
koncentrace s teplotou vzristd. V mnoha latkach, zejména v iontovych krystalech, dochazi
k preskoku iontl na mista vakanci. V Zemi jé tento druh vodivosti velmi dulezity, protoze
kapaliny v pérech hornin vZdy obsahuji rozpusténé ionizované soli. Vodivost téchto slanvch
kapalin je o dvé az tii fady mensi nez vodivost polovodi¢u. Jeji viznam viak spo¢ivd v tom.
Ze se vyskytuje v celém plasti a kife a je tedy nejdulezitéjsi slozkou vodivosti v Zemi.

Na viechny typy vodivosti ma podstatny vliv teplota. Kovové vodiée svou vodivost s ristem
teploty ztraceji, vodivost iontovd i polovodicova naopak s teplotou roste.

Tlak ma pouze nepatrny vliv na elektrickou vodivost. Lastovickova (1933) uvadi vzorec
o = oop™, kde m se pohybuje v mezich 40,15 = +0, 45.
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Buzeni a udriovdni magnetického pole v zemském jddre

Bullardovo diskové dynamo

Jde o dvahu, kterd méa ukazat, zda a za jakych podminek je mozné trvalé samobuzeni
magnetického pole. Jde oviem pouze o princip, nikoli o napodobeni redlnych poméri v
zemském jadre. ' v

Vodivy disk je pevné spojen s vodivou osou otdceni. Okraj disku je pomoci polepu a
kartackd spojen s osou vodivym prouzkem nebo dratem (podle néakresu). Disk se otaci ve
slabém pocateénim homogennim magnetickém poli B},, jez ma smér osy otaceni. Rychlost
ot4ceni je &. Postupnd rychlost je v kazdém bodé disku v = & x 7, kde 7 je polohovy vektor
v_roviné disku s pocatkem v ose otaleni. V disku pfi otéceni vznika elektrickd intenzita
E = @ x By. Protoze & L By a & L 7, je v kazdém bodé disku velikost intenzity E = wrBy.
Polomeér disku je a.

Mezi osou otaceni a okrajem disku je potencialovy rozdil

U= / Edr = / wBgyrdr = wBo a’.
0 0 2

Kovovym prouzkem, jenz tvoii smycku souosou s diskem, na zatatku otdéeni zaéne probihat
proud s pocateéni hodnotou

B
Iy = crw——o'az,
2

kde o je vodivost systému. (Pro jednoduchost pfedpoklidejme, ze disk, osa i prouzek
jsou ze stejného kovu.) Proud viak neziistava konstantni, nebot’ sam produkuje pfidavné
magnetické pole k. Toto pole zesiluje nebo zeslabuje primarni pole By. Pridavné pole i

celkovy proud jsou tedy funkcemi €asu: h(t), I(t). Podle Biotova-Savartova zakona bude
proud v ¢ase ¢ vytvafet uvnitf smycky magnetickou indukci

_ 2mpol(t)
=——"

3¢ |

/

b(t)



Potencialovy rozdil mezi osou otaceni a okrajem disku vsak nenf jedinym zdrojem proudu.
Protoze je pole proménné v &ase, méni se magneticky tok plochou ohrani¢enou spojovacim’
prouzkem a tedy i plochou disku. Piidavné elektromotoricka sila je
dd db
dU = —— = —ma’—

dt dt’
Celkovy proud je

: wa? ,db
I(t) = O'T[Bo + b(t)] —ora EZ

Je-li uspoiadéni takové, ze se magnetické pole pohybem zesiluje, je po ur¢itém €ase mozno
primarni pole By zanedbat proti b(t).
Dosazenim vzore¢ku pro b(t) do posledni rovnice mame po tupravé

db 1 1
E = Soma (O'GUJ - ;;t_(;) b(t)

Z toho plyne:

£ >0, je-li 1

gaw > ——,
Lo

Tento zavér se da vylozit tak, Ze zesilovdni pole samobuzenim vyzaduje 1) dostatecné
vysokou vodivost materidlu, 2) dostatetné velky rozmér, 3) dostatecné velkou rychlost.
Souc¢in téchto tii veli¢in je totozny s magnetickym Reynoldsovym &islem.

Rowvnice pro zemské magnetické dynamo.

1) Maxwellovy rovnice pro kvazistacionarni pole.
2) Ohmav zékon pro vodi¢ v pohybu:

v

o(E + 7 x B)r

3) Pohybova rovnice Navierova-Stokesova:
a . . ~ L1 . - o
p(a—t—i—t!-V)v-kaQ xv:—Vp+nAv+§r]V(V-v)+pg+z x B.

4) Rovnice pfenosu tepla:
or . i
o = KAT — (¢-VT)+c.-
Koeficient teplotni difuze k se chape jako konstanta, ¢ je hustota tepelnych zdroju.
Stavova rovnice:
p=p(p,T,B).
Hustota je v tomto piipadé funkci i magnetické indukce, protoze "zamrzlé” silo¢ary kon-
troluji pohyby materidlu a tim i jeho zhust’ovani a fedéni.
6) Rovnice kontinuity:
vwa+%u:o {
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Casto se predpoklad4 nestlacitelnost kapaliny, ¢ili

d o
-0 = (o =0.
dt
%
V tomto pfipadé vymizi také 3. ¢len na pravé strané Navierovy-Stokesovy rovnice.
Jesté Zastéji se pouziva tzv. Boussinesqovy-Oberbeckovy aprozimace stavové rovnice.
Ta je vyjadiena rovnici
P = Pm _‘Q(T - Tm)’
kde veli¢iny oznacené indexem m znamenaji hodnoty primeérné ve vysetiovaném prosttedi
a koeficient teplotni roztaznosti o se predpoklada velmi maly. Tato aproximace vede rovnéz
na vysledek V- ¢ ~ 0. B. a. se mize dosadit piimo do pohybové rovnice. N.-St. r. tim
ziska tvar ‘
a -4 ol 1 l - ' — 1 e S
= +0-V])iv=-—Vp' + 7o, 7'+ vAT+ —i x B.
ot Pm Pm
Céarkované veli¢iny: P = p — po, kde py je hydrostaticky tlak, a 7/ = T — T,,.
Z Maxwellovych rovnic a Ohmova zikona vypl¢va znama
rovnice magnetické indukce:

-

B ” -
%?anAB—i-Vx({fx B). (1)
KNoeficient .
Ny = —
Koo

byva nazyvan bud magnetickd difuzivita podle jeho realného v¥znamu nebo téz (zejména
diive) koeficient magnetické viskozity podle analogie s pohybovou rovnici. (Koeficient stoji
v obou rovnicich u ¢lenu A.... ) Rovnice

dB }
E‘ =V x (L‘ X B)
implikuje
d =
a—t(B -dS) =

Pritom se predpoklada, ze ploska dS méni pii pohybu kapaliny svij tvar i velikost. Dukaz
jsme ukazali jiz dfive. Jiny dikaz je obdobny dikazu Helmholtzovy véty o viru rychlosti.
Podle té véty jsou silotary vektoru Q = V x ¢ rovnéz vazany na pohybujici se tekutinu
(kapalinu nebo plyn). To, ze vir rychlosti cestuje spolu s prostfedim, zname z bézné Zivotn{
praxe. Pro vektor  plati stejné rovnice jako pro vektor B :

Mo Tx(ix), V-0=0.

-V laboratornich podminkach je déj, pii kterém by magnetické silocary byly do mater-

ialu vmrazeny, tézko uskuteénitelny. Magnetické Reynoldsovo &islo Repyr = pooLl je
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pro takové pfipady piili§ malé. Piiklad: Naplnime-li nidobku o char. rozméru =~ 30cm
rtuti a vyvoldme v ni tepelnou konvekei v pfitomnosti primarniho magnetického pole,
viibec nemaze dojit k méfitelnym elektromagnetickym dé&jam. Kdyz totiz pohybem kovu
v primarnim poli vznikne elektricky proud s pfislusnym magnetickym polem, difunduje
toto pole s relaxaéni dobou 0,1 sekundy. Za tuto dobu se interakce pole s pohyby nestaci
projevit.

Bezrozmérnd ¢isla, charakterizujici magnetohydrodynamické procesy v jddie
Zemé.

Nromé Rey,. které se tyka chovani magnetického pole a je pro zemské jadro pravdépodobné
fadu 10 + 10, bylo definovdno nékolik dalsich &isel. Souviseji s N.-St. rov n1c1 Zopakujme
J1 v Boussinesqové aproximaci:

a7 . e 1 = - - 1 - ] -

-+ (T-V)i==—Vp =2(Q x V) +agT' + —(2 x B) + vAV. (2)
ot Pm _ P '

Jednotlivé sily jsou posuzoviny vztahem k sile Coriolisové, ktera ma v mechanizmu buzeni
pole evidentné dulezitou roli (viz smér dipSlu). Silu viskdzni'se silou Coriolisovou porovnava
Ekmanovo éislo '

v

QLY
Setrvaénou silu se silou Coriolisovou srovnava
Rossbyho cislo

V
RO = m

(Je to proto, ze % = %)

Pro posouzeni vlivu Lorenzovy sily bylo zavedeno Elsasserovo &islo

o B?

El = o

(Postup: Lorenzova sila = 7 x B, hustota proudu= 7 = o(¥ x B.)

Odhad hodnot pro jddro:
L~ 3 5 10% m,

p= 10 kgm™3,
Be(5-107*+5-1072T).
Koeficient kinematické viskozity v je velmi tézko odhadnutelny, prozatim jsou uréeny
meze oboru, v némz se muze pohybovat, v rozpéti 11 fadi. Proto i Ekmanovo ¢islo je
“odhadnuto velmi neuréité:




Ee(1071% +1074).
Pro Rossbyho ¢islo plati
Ro=~107". :
7 téchto dvou &isel jiz je zfejmé, ze jak setrvacna, tak viskdzni sila jsou zanedbatelné proti
sile Coriolisové. Zbyva tedy rovnice
1 ’ o — Py all 1 - >

—Vp' = -2(Q x ¥) + agT’' + — (2 x B).

Pm Pm
Nejprve ponechme stranou Lorenzovu silu; konvekce bezpochyby mize probihat i bez ni.
Vztlakovy ¢len agT’ je vzhledem k nepatrnym hodnotam koeficientu o a nadadiabatické
teploty T velmi maly oproti Coriolisové sile. V zadném pfipadé jej vSak nemizeme zaned-
bat, protoze on pravé tvoif silu, kterd spousti konvekci. Pokud je totiz @ = 0, je nulovy
i gradient "nadhydrostatického” tlaku p’. Spoustéci ¢len se tedy v rovnici ponechava. aby
platila pro pocatek déje.

Nyni posud'me vliv Lorenzovy sily. Geometrickym prodlouzemm nmlt1p010\ ého pole z
povrchu na CMB méme pro poloidalni modus pole B odhad 4-107*T. V takovém piipadé
by pro Elsasserovo &islo platilo El = (21073 + 2 - 1072, podle toho, je-li o = 10* nebo
10°. Takovému magnetickému poli v jidie se fika slabé pole. Jeho vliv na proudéni se
dé proti vlivu Coriolisovy sily s dobrou pfesnosti zanedbat. Gradient tlaku je pfi slabém
poli kompenzovan pouze Coriolisovou silou a takovéto proudéni je proudéni geostroficke.
V zemském jadie oviem muzeme ocekavat i jiny modus pole indukce, totiz pole toroidalni.
To muze byt silnéjsi nez poloidalni, ale nemdme piimou moznost jeho velikost zjistit,
protoze nepronika k zemskému povrchu. Muzeme vsak odhadnout jeho fad, a to touto
uvahou: Existujici pole jevi vyrazny vliv Coriolisovy sily. Kdyby Lorenzova sila, ptislusna
toroidalnimu poli, byla silnéjsi nez Coriolisova, neexistovala by trvala blizkost sméru rotaéni
a dipdlové osy, kterou po vétsinu ¢asu (s vyjimkou obdobi zmény polarity) pozorujeme.
Pii nejsilnéjsim mozném vlivu Lorenzovy sily je tedy Elsasserovo ¢islo rovno jednicce a
dohromady pro né plati Ele (1072 = 1). Pole, pfi nichz je Fl = 1, se nazyvaji silnd pole a
jim prislusné proudéni je magnetostrofické proudéni. Toroidalni magnetické pole pfisluiné
maximalni hodnoté &isla El je fadu (1073 = 107%) T, opét podle volby fadu elektrické
vodivosti.

Proudéni kapaliny v zemském jadre se tyka jesté Pécletovo &islo Pe. Nesouvisi piimo s
magnetickym polem, nybrz s pfenosem tepla. Charakterizuje pomér podilu konvektivniho
a difuzniho ¢lenu v rovnici prenosu tepla:

re
/

Pe:‘L

K

~3,5-10°.

Tam, kde proudéni je lamindrni, tj. L velké (= polomér jadra), je ztrata tepla difuzi zaned-
batelna. Ve vrstvach, v nichz dochdzi k turbulenci. coz jsou spiSe vrstvy pii rozhranich. je
L blizké rozméru turbulentni butiky, tedy malé, a tepelna difuze se tam uplatni.

Matematicky apardt teorie procesu ve vodivém kapalném jddre
podle W.M. Elsassera (1945).



Predpoklady: p = konst., € = konst., ¢ = konst., Qgg =0. Zprvu i ¥ = 0, tedy kapalina v
aktualnim stavu bez pohybi, ale s existujicimi magnetickymi poli a elektrickymi proudy.

Magneticka indukce se odvozuje z vektorového potencialu A rovnici

B=Vx(A+V9). | (3)
Uvazuji se vektory A, Bf:, E, 7.
Dodefinovani vektoru A : .
V-A=0.
Takto uréeny vektor A je mozno k danému magnetickému poli najit, jestliz neuvazujeme

mozné skalarni ani vektorové potencialy, které by mély zdroje mimo uvazovanou oblast
(jako napi. ¢ v rovnici (3)). Proto ¢ =0.

Dosazenim potencidlového vyjadfeni vektoru B do 2. Maxwellovy rovnice V x E+ -'5 =0
vyjde .
— 0A
E=——
ot
Dosazenim vektorového potencialu A do Maxwellovy rovnice
V xB- ,uO'E =0
vyjde
- 0A
VxVxA —
TG,
a konecné .
- 0A
AA - po— =0. 4
po5s (4)

Jestlize byl ve vodivém prostiedi v uréitém case vyvolan systém proudi a neni udrzovan,
dojde k difuzi viech uvazovanych poli. Budou sldbnout exponencialneé:

A= Age ™,
a (4) tedy prejde v ,
AA+ kA =0, (9)
kde
k* = uo .

To je Helmholtzova rovnice. Resi se zavedenim skalarn{ vytvorujici funkce ¢, pro kterou
plati

A + k¥ = 0. ~ (6)
Vektor A mizeme dostat jako
1) [ = —=Vy.To je tzv. skaloiddlni vektor. Pro tento el se nehodi, protoze V x U =0.
2) T = V x (7). To je vektor toroiddini. Proti nému neni namitek.
3) § = RV xT = RV x V x (7). Vektor poloiddlni. Hodi se rovnéz, protoze v tomto.

\
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pfipadé nejsou dany podminky pro jeho smér, jak tomu bylo v pfipadé zemského plasté.
(V plasti se pf‘edpokla',dalo ze 0 = o(r), kdezto v jadfe o = konst.)
Konstanta R ma rozmér délky. Zavadi se z rozmérovych duvodu Je tieba, aby veli¢iny
S a T mély stejny rozmer.

\/ztah mezi vektory Ta$:

Vx§=RVxVxT=RVV.-T-RAT = V x§=—RAT,
protoZeVﬂsz. Podle (5) je AT = —k?T, takze V x S = Rk?T. Plat{ tedy:
- |

S=RVXT, T:E—EVXS

Plat{ rovnéz

Je-li vektorovy potencial A poloidalni, je pole B toroidalni a proudy 7 poloidalni a vice
versa.

Reseni rovnice (6):
= T b W = honst r=H, (har) P c0s) {

Bézné se pouziva této konvence:

L3
cos ¢
. -~
sin @

Yr© = R, P cosme, YI*° = R, P sinmg.

Odtud téz T)*c, - S*° atd.

Elsasser se pokousel fesit soustavu rovnic (1), (2), (3), (5) s cilem najit systém pohybu,
ktery by byl schopen udrzet pole. Teoreticky se to nepodafilo. Bullard proto navrhl model
dvou pravdépodobnych systému pohybu v jadie, totiz diferencidlni rotace a konvekce. a
snazil se nalézt zpusob, jak tyto pohyby postupné zesiluji puvodni slabé homogenni pole,
rovnobézné s rotacni osou, az se posléze dospéje k aktualnimu poli. Byl to jen my slenl\on
pokus a autor sam netrval na jeho realnosti.

Bullardem predpokladané pohyby jsou viak dosud pokladany za vérohodné. Diferen-
cidlni rotace je dusledek zachovani momentu hybnosti pii stoupani ¢astice: mrx ¢ = konst.
Roste-li r, musi klesat v. Kapalina rotuje tim pomaleji, ¢im vice se vzdalila ode dna. Jed-
notlivé vrstvy kapaliny rotuji diferencované. Tento pohyb se da popsat toroidalnim polem
T?. Konvekce se v dusledku diferencidlni rotace odehrava formou konvekénich bunék. jez
se podle Bullarda daji pfiblizné popsat nékolika mody poli S,.

Pojem vmraZenosti silocar usnadiiuje predstavu, jak z dipdlového nebo homogenniho
magnetického pole vznika pole toroidalni: Kapalina dipdlovou silo¢aru "vytahuje” a unasi.
aZ se vytvofl utvar, obepinajici celou rovnobézku. Takto vzniklé magnetické pole se da
popsat vektorovym polem T7. (Na jizni polokouli ma opaény smér nez na severni.) Této
ptedstavé se fika w — efekt. Jim je popsano, jak se energie poloidalniho pole pienasi do
pole toroidalniho. Zpétny pfenos energie se jiz neda tak nazorné vysvétlit. Uspokojivé se
to podafilo az v 70. letech teorii tzv. a — efektu.
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Uvaha o energetické bilanci magnetického pole
Vratime se jesté k pracim W.M.Elsassera. Ukazal, ze teoretické vypocty modelu rychlosti
v-jadie nevedou k cili, ale predlozil zajimavou Gvahu o energetické bilanci interakce pohybtl

a pole v zemském jadre:
Uvazuje se koule naplnénd vodivou kapalinou. V ni pohyby, rychlostni pole ¥. Elektro-
magnetické pole s vektory B, E, 1. Konstantni vodivost o. Plati rovnice

V x B=ui,V xE=—%?,?=a[E+7(6><B)].

Pole ¥ popisuje geometricky systém pohybﬁ, tiselny faktor v udava velikost rychlosti.
Vezmeéme dva systémy proudi a odpovidajicich poli:

;.. B,i. B

Ohmuv zakon vyjadieny pro proud prvniho systému vynasobme skalarné proudem druhého

-1—/(7-;')(17' = /(E-?)(lr—}—*//[(f"x B) - )dr. (7)
o Jr T T .

Zde T je cely prostor. Pocatek soutadnic budiz uprostied uvazované koule. Prostor
ohrani¢eny povrchem koule budeme znacit K. Mimo kouli je o =0 a tedyit=0a=0.
Uprava rovnice (7): :

systému:

/(E-?’)dr= l/(E-,:-V x 3dr.
T ®Jr

Plati: . .
V- (B xE)=(E-V x B') - (B -V x E},
takze
e T N
(E-7)dr==] V(B x EYdr + = | (B"- ¥V x E)dr.
T ’ KJT KJT
V tech élenech rovnice (7). které obsahuji proudy. ma smysl integrovat pouze pres objem
k. Rovnice (7) prechdzi v rovnici

1 | - 7 = 1 had = - ‘
-—/(1-1)(1T=/V-(B XE)clr—*——/(B'-VxE)d‘r-k*,-/[(E?XB)-I','](IT. (
K T T

o, It K

C/—/
[

Prvai ¢élen pravé strany je nulovy. Pfedstavme si to takto: Integrujeme nejprve pres
koneénou kouli a integral upravime podle Gaussovy véty. Potom nechame rozmer koule
vzristat do nekonetna. Oba vektory, B’ 1 E a stejné tak 1 jejich soucin v nekoneénu
vymizi. Do druhého &lenu pravé strany dosadime podle M. rovnice za V X E. 7 vovnice

(8) dostanene
- MNdr = —— r 9B S - o
U/K(z Jydr p ]1‘ (B 3t) dr + K[(L x B)-2]dr. (9)
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Fic. 6.3. Generation of a toroidal ficld in a non-uniformly rotating '
sphere (after W. M. Elsasser).

420 920
"n -1(7)0000 h -II*IJ cosl o - 1)
n-o n-o
T,=Rsin0 T, = §Rsin 20
#20 #20
s

D"
¥, =J(y)sinBcos é

i -ﬂ'-)un Nsin ¢
T,=0 T,=
T,=Rsiné T.-Rcow
T,=RcosOcos ¢
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T,= ~Rcoshsing .
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V= iﬂ")un 20¢os ¢
T, =
i falde. S ripta ¢ ond r,--]kcocasmo
hmmmummmdnomnnmmr"-m ™
w-muuu) .
-

T, = =R cos Wcos ¢




oy we, e . v o
Nyni mizeme polozit " = 7 a rovnice (9) pfejde v

iL(é %?-)dT=7/K[(axé)-ﬂdr—g/h_ﬁdr.

Po upravé mame ko_neéné rovnici energie:

0] _ 1 2
% |52 dr = /[v i x B T—G/Kz dr. (10)

Clen na levé strané této rovnice znamena zménu energie magnetického pole v celém pro-
storu. (Jde o pole, vznikajici uvniti uvazované koule.) Prvni integral pravé strany je vykon
Lorenzovy sily uvnitf koule, druhy ¢len znamena rozptyl energie pole elektrickym proudem,
tedy teplem. Viechny tfi vektory, tj. ¥, B a7sev ¢ase méni. Lze si predstavit omezeny
tasovy usek, ve kterém je prava strana rovnice kladnd. Nelze vak timto zpusobem urcit
vektory jako funkce ¢asu.

Cowlinguv teorém.

vavavava

p1edloze11a. hypoteza, o vzniku magnetlcl\ych poh slunecmch skvrn d}_ namo\}m mecha-
nizmem. Cowling pii této pfilezitosti zkoumal poloidalni magneticka pole symetricka
kolem osy a ukazal, Ze takovato pole se dynamovym mechanizmem nemohou udrzet. Tento
vysledek je znam jako Cowlinguv teorém.

Postup uvahy je ve struénosti tento: Predstavme si osové symetrické stacionarni mag-
netické pole, udrzované libovolnym systémem pohybu. Magnetické pole mizeme rozlozit
na pole polednikové B, a azimutalni By :

B - B¢6¢ + Bp,
kde

Bp = B,€, + Bgéy
je prumét pole do rovin polednika. Azimutalni slozka necht’ je takova. Ze osova symetrie
pole je zachovana. V bodech, do kterych se silo¢ary "scvrkdvaji™. existuje jen azimutalni
slozka. Kiivku. ktera prochazi témito body, oznatme C'.
Ohmuv zdkon:

i_E+@xm

o
Integrujme tuto rovnici podél uzaviené kiivky C' :

j{(i.dg> f(ﬁ d3) + f[(uxB) d3].
c\O C C
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Ma-li pole existovat, musi je udrzovat proud 7. Clen na levé strané rovnice tedy musi byt
~ nenulovy. Pro stacionarni proud plati
)
VXE=-—=0.
ot

Prvni ¢len pravé strany se da pretvofit:

fE’-dngvXE-dé
C S

Tento ¢len je viak, jak jsme si fekli, ve stacionarnim poli nulovy. Druhy ¢len pravé strany je
rovnéz nulovy, protoze B || d5. Tim se dochdzi ke sporu, coz je dikaz Cowlingova teorému.

Je fada zpiisobi, jak dokézat, Ze magnetické pole mize byt v zemském jadie generovano
a udrzovano i pfi platnosti Cowlingova teorému.

Napf. rusky geofyzik S.I. Braginskij tesil uspésné modely s malymi odchylkami od
symetrie. Implicitné se problém antidynama pirekonava také v teorii stiednich poli, ve-
douct na tzv. o efekt. Tato teorie predpokladd malorozmérové poruchy velkorozmérovych
rychlostnich a tim 1 magnetickych poli. Soutasné fesi obtizny problém pievodu energie
mezi jednotlivymi typy poli.

Teorie strednich poli.

(Autoft F.Nrause, N.H.Rddler, M.Steenbeck, prvni prace vysla v Berliné 1961.)
Zakladni pfedpoklady: Kapalné kontinuum s dostatecné vysokou elektrickou vodivosti.
V rychlostech musi existovat dvouméritkova situace:
1) Velkorozmérové pohyby - viéi tém druhym témér homogenni. Char. rozmer: L.
2) Malorozmeérové pohyby - napf. turbulence. Char. rozmeér [.
Musi platit
l<a <L,

kde « je polomér koule, v niz se studuji malorozmérova pole.

Na piesné volbé a nezalezi, pokud je nerovnost splnéna. Vznik turbulentnich pohvbi
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podminuje vznik turbulentnich elektromagnetickych sil a malorozmérovych magnetickych

poli. Vypocty se obvykle konaji jen do 1. a 2. Fadu; pfi vyssich fadech uz je to velmi

slozité.

Malorozmérové pole rychlosti mizeme chipat jako poruchu velkorozmeérového pole.
Mize vzniknout nejen turbulenci, ale napt. také superpozici vlnovych pohybl. Souvisi
to mj. s existenci nebo neexistenci zvrstveni jddra, a to zase souvisi s gradientem teploty.
Je-li niz$i nez gradient adiabaticky, nedojde ke konvekci a &dstice kmitaji kolem svych
rovnovaznych poloh. Rozruchy, které vznikly na ICB nebo CMB se v takovém prostiedi
§iti jako vlny v kapaliné. Ty rozruchy: Na ICB muze pfituhnout ¢ast Zeleza a lehéi Castice
materialu je vypuzena smérem vzhiru. Na CMB se muze usadit ¢ast hmoty z plasté obo-
hacend zelezem (snad jako pokratovédni diferenciace) a ma tendenci klesnout. - Jestlize
gradient teploty je prudsi nez adiabaticky, hmota je ve vyssich vrstvach téz3{ nez ve spod-
nich a dojde ke konvekci. Ta vsak nemusi{ byt hladka. Ud&losti na rozhranich mohou
vyvolavat turbulentni pohyby.

Odvozeni rovnic pro stiedni pole.
Rozmér L...rychlost (?...magn. pole B.
Rozmér [...rychlost %...magn. pole b.

Pojem 7stiedni hodnota”.

3
B = o [ e e
[€|<a

4dmras

Stiedn{ pole budeme znaéit ¥, odchylky ¢’. Celkové pole

p=9 ¢

Reynoldsova pravidla

pro pocitani se stfednimi poli:

Mame dvé funkce, obé muzeme rozdélit na stfedni hodnotu a odchylku.
p=9 4+, 6=06+4.

Pravidia:

/

=, =00+ o=V 40, vo=1

— w0
/,?/ pnd —_— e —
v'e =0, or 0z’

kde z je libovolna skalarni prostorova proménna.
Aplikace na pole v zemském jadie:

~

O=0U+i, B=Bo+8& F
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Rovnice magnetické indukce:

%?—VX(UXB)+)\AB | (11)
kde A = -L-. Vektorova pole v této rovnici rozdélime na stredm pole a odchylky:
Qg_%%: x (Uo x Bo) +V x (U x b) + V x (@& x Bo)+ (12)

.-

+V x (@ x b) + AABo + AABb.

Tuto rovnici vystiedime:

dB

at“ =V x (Uo x Bo) + V x (@ x b) + AABy. (13)
Vystiedénou rovnici odeé¢teme od pivodni rovnice (12) a dostaneme
b B . —— - Ny
E:VX(L xb)-}-Vx(uxBo)—}—Vx(uxb)——Vx(uxb)—}-/\Ab. (14)
Zavedeme: _
E=1UX b, (13)
F=Uxb—1xb. (16)
Ziskali jsme nové rovnice pro pole Byab:
dB -
a—;—ngonBo)JrvXeHABo, (17)
db -
at_Vx([0><b)+V><(u><Bo)—{—'\7><G + AADb. (18)

Dulezity prvek, ktery vzesel z téchto vypoctu, je velicina €. Z rovnice (17) je vidét, ze je to
elektromotoricka sila. Podle rovnice (15) zavisi na veli¢inach @ a b, jeji slozky jsou timérné
slozkam vektoru b.

Malorozmérové magnetické pole b vznikne vlivem vzniku malomzmexox ého pole rychlosti
4. Potatecni stav pro pole & :

t=0=b=0; 2 =V x (4 x By).

(Rovnice (18).) Pole By je tedy zdrojovy élen pro vznik pole b. V nasledujicim case
pfistupuji do rovnice (18) cleny, obsahujici slozky vektoru b v 1. stupni. Ve véech ¢asech
je proto mezi slozkami b a B, linearni vztah. Vztah mezi slozkami € a bj je rovnéz linearni.
Z toho plyne, Ze musi existovat linearn{ vztah i mezi jednotlivymi slozkami vektord € a By.

Pole By je oproti poh b dostate¢né hladké, jeho prostorové derivace budou malé.
Linearni zavislost slozek € na slozkach By mizeme proto vyjadfit Taylorovym rozvojem
s malym po¢tem ¢lent:

’:‘t

9By,

€ = al]BOJ + Bz]k a Ix

+ .. | (19}
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Dosad'me za € do rovnice (17):

_a_?O_ = ijkéfl:f:klm._[/OIBom + €ijh

) J

0B
(aszoz + ﬂ“’"&z_-l + ) + AABg.  (20)

(LY

Je-li poruchové pole izotropni, plati
a;; = ija.
Clen obsahujici a v rovnici (20) se v tomto pipadé d4 piepsat:
0

0 "
gijk (b Bor) = agijrz—Bok = arot; By.
" dx; 0z

Rovnice (20) nyni zni

0B,; > 5 >3
aat = rot;(Uy x By) + arot; By + ... + ABy;.
Jeji prvni piiblizeni ve vektorovém tvaru je:
dB Lo . .
—atﬂ =V x [(Ty x By) + aBo] + AAB,. (21)

Tento ptipad izotropniho poruchového pole je dilezity pro fungovani dynama. Do rovnice
indukce pro stfedni pole By pfibyla nova elektromotoricka sila a By. jez ma smér stiedniho
pole. Stejny smér bude tedy mit i proud vyvolany touto elektromotorickou silou:

W = gl || By, (22)

Hornim indexem (1) oznacujeme, Ze jde o prvni piiblizeni. Koeficient a, pouzity v rovnici
(18). dal jméno této zajimavé teorii.

14
a—ef fekt

je tedy popis déje, pi1 kterém podle teorie stiednich poli mize vznikat proud stejného
sméru jako dané stiedni pole. Tak se mohou z toroidalnich poli vytvaiet pole poloidalni
a obracené. Pro zajimavost si pov§imnéme jesté druhého extrému: Necht' je poruchové
pole maximalné anizotropni (zrcadlové symetrické). V tomto pripadeé je koeficient a anti-
symetricky tenzor a plati pro néj

QO = —&ikar.
kde
1
ap = —-éeijkaij.
Clen obsahujici o v rovnici (20) se pak piepise takto:
O (auBa) O (ektmanBor) = roti( x Bo)
Cijkmy \QrDor}) = —&ijkzm—\ErtmUm Dor) = 10l 0)-
ox; dz;
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Prvni ptibliZzeni rovnice (20) je v tomto antisymetrickém piipadé

%%Vx [((70+a)><§0 + AB,.

Elektromotoricka sila se nezménila, ale zvétsila se rychlost.

Uéinek koeficientu 3, tj. druhé priblizeni:

Koeficient 3 se vyskytuje v tomto ¢lenu rovnice (20):

Je-li pole izotropni, je
Bijk = Beijk.
Proto _ .
42) = —Prot;By = —Buiy.
Dale se da psét:
et = aBy — BV x B,.

Rovnice (20) méd v druhém pfiblizeni symetrického usporadani poruchového pole tvar

dB = . ,
a—t" =V x |(Us x By) + aBo| + (3 + A\)AB,.
Koeficient 3 tedy ovliviiuje rychlost difuze pole. (Byl poéitan pro nékteré modely poli.
Vétsinou vysel kladny, ale v urgitych extrémnich piipadech téz zaporny-.)

Jak se koeficienty o a 3 pocitaji: Musi se sestrojit model By a @. Z rovnice (13) se
potom spocita pole b a odtud '

E=T xb= ago
a obdobné pro koeficient 3.

Teorie stiednich poli se vyhyba piekazce Cowlingova "antidynama” tim. Ze predpoklada
nepravidelna poruchova pole. a zaroveil ukazuje moznost prevodu energie mezi poloidalnimi
a toroiddlnimi typy poli. Rozeznavaji se dvé&typy dynam:

1) Dynamo a—w, tj. takové. ve kterém se energie pienasi z pole poloidalniho do toroidalniho
w — efektem a v obraceném sméru a — e fektem,
2) dynamo a — a, tj. takové, kde se pienos v obou smérech déje a — e fektem.
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Viny v plazmatu

Matematické diskuse vlnového pohybu vesmés vychézeji z rovnovazného stavu; ten je v
uréitém misté a Gase mirné poruden a porucha se potom $ifi jako vlna. Vychozi rovnice
jsou linearizovany a pfedpoklada se, ze poruchové veli¢iny se 8ifi ve tvaru

et(k-r—wt).

Postup, ktery sledujeme, byl odvozen pro viny na Slunci, mé vsak i obecnéjsi platnost.

Vychozi rovnice.

Dp

- V- 8= 1
Dv ~ B - = |

p—gz—Vp+(VxB)XE—pg:?——Qpr{f. (2)
Dt ©

Stavova rovnice podle situace; my budeme nyni v zajmu navaznosti aparatu sledovat vyklad
pro Slunce, pouzijeme tedy rovnici pro adiabaticky dé&j v plynu:

D (p)\ _ .
o <F> = 0. (3)

—

Rovnice magnetického pole:

0B L =
WZV X (’UXB), (4)
V-B=0, (5)
- B
F=Vx = (6)
T

Oznaceni = znamena jednotkovy vektor ve sméru vnéjsi normaly. Veli¢ina 7 je Poissonova
konstanta.

Uvazujme malé odchylky od rovnovazného stavu:
p=po+p, T=01, p=po+tpi B = By + Bi.

Rovnice (1) az (5) linearizujeme: zanedbame ¢tverce a souciny malych veli¢in (oznacenych
subskriptem 1):

0 - -
ag_tl'i'(‘l‘rv)l’oﬁ-ﬂo(v'l'l) =0, (1)
001 3 B, : 3
Po—a—tl = ~Vpi +(V x By) x — — p1g? — 2po x 01, (8)
. H
dp - 0 -
—a—tl+(vl'V)Po—-cz ('ap—;*i*(l’l'v)l’o) =0, (9)
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9B,

= =V x (i x By), (10)
V.B =0, ' (11)
kde
2= 1R (12)
Po

je rychlost zvuku. (Rovnici (9) jsme dostali z (3).)

Odhadneme jesté charakteristicky rozmeér: Predpoklddejme, Ze rovnovazny tlak je hy-
drostaticky a spliiuje proto vztah

d
Odtud plyne pro charakteristicky rozmeér
A= (13)
Pod

Pro usnadnéni dalsiho postupu budeme pokladat gravita¢ni zrychleni v uvazovaném pro-
storu za konstantu.

Za rovnovazné magnetické pole By zvolme pole homogenni. Rovnice (7) az (11) se
daji prevést na jedinou rovnici: Rovnici (8) zderivujeme podle ¢asu a z ostatnich rovnic
soustavy do ni dosadime za

O Op 9B

a’ o’ ot
Po tpravach vyjde
%01 . - Y an I B
L = AV(V-5) = (7= 1)gZ(V-01) = gV = 20 X — + [V x (V x (1 x By))] x —. (14)
ot? ot po
Piedpokladame-li sifeni rovinné vlny ve tvaru
(7, t) = vl FTen
muzeme nahradit derivaci —f—t nasobenim —iw a operaci ¥V nasobenim ik.
Pokud je By = 0. piejde (14) v rovnici s konstantnimi koeficienty
Wiy = k(k - 0y) +i(y — 1)gZ(k - 07) + ighvys — 20w X . (15)
Pokud oviem neni By = 0, pfistupuje daldi ¢len - magneticky, a ten nema konstantni
koeficient, nebot’ hustota pg zavisi na soufadnici z. Pokud vsak vinova délka A = % je

mald ve srovnani s charakteristickou délkou A = ,—)’;L je mozno pokladat py za lokalné
konstantni. Dostaneme rovnici s konstantnimi koeficienty

—

: Lo I S S B .
c(k-01)+i(y—1)gZ(k-01) +igkvy, — 21w x U1 + [k x (k% (¥7 x By))] % =2 (16)
1po
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Rovnice (15) a (16) mohou byt pouzity pro diskusi nékolika typu vln: zvukovych, mag-
netickych, inercialnich a gravitaénich.

VSUVKA

Odvozeni rovnice (14).

Piedpoklada se, ze pfed nastupem poruch existuje homogenni magnetické pole By,
prostupujici vertiklné zvrstvené plazma. Rozlozeni rovnovazného hydrostatického tlaku
a jemu piislusejici hustoty se daji popsat vzorci

po(z) = const.e—f, po(z) = const.e"x . (17
?
Veli¢ina A je urcena vzorcem (13), jenz plyne z rovnice hydrostatického tlaku. Protoze
rychlost ©j vznikla jako dusledek poruchy rovnovazného stavu, nemusime uvazovat zadnou
jinou rychlost a budeme v dal$im misto ¢ psit jednoduse ©. Derivaci (8) podle ¢asu
dostaneme

927 ). A = . . . el
0% :_v%+(vXa_%) (B _omn 5 0T

rr d ot ) w T o1
Dosazenim za ng z rovnice (9) a za —a—;l z rovnice (10) mame
°F dp1 | ; L By 9p -
Pogy = -V [cg (—671+U-Vp0) —U-Vpo] + [V X (V x (¥ x By))| x Tﬁ—-—%(:—
= Ot
—‘2POQ X 5{
Dosadime dale za dchtl z rovnice (7):
9% 2, = . . el B By
poy = =V [U=T Voo — poV -+ T Vo) = T Vo] + [v X (V% (7 Bo))] < 2
% . or
+9Z(V - Vpo + po(V - 7)) — 2poQ2 x T

Gradienty funkel py. po maji pouze z-slozku. Proto dalii dpravou ziskame:

Py

v, —2
Po 0z

c? a1 0 = By . 0
5;2—=+p—ZV(pOV-U)+—V( p0>+[V><(Vx('ﬁxBo))]x—U—}-—g/—E(v. 2 4 poV - E



Podle rovnic (13) a (12) plati

\Y s \Y%
po_ _Pogz  a¥po

Po Po”

- Pii hydrostatickém tlaku je proto

0%¢ 1 1[0 s, dpo n e o
Q—r(- = — [cg(V - F)Vpo + peV(V - 1')')] +— ﬂsz +v,gVpol| + —-’Lzzvz—-@-—i— AV-O)+
0t2 Po Po 0: 0 8:
o B, .~ T
+[Vx(Vx(fszo))] x 2% 90 x 2
Kpo ot
dale o ' - ,
v_ 2 - | 2 VP s 9T
FTE) =c.V(V-0)+ (V. 7) [cs ) +g~f] ~ I+
4L g+ 0igp 4 [ x B - (a8 X
- Po U U, o -\ <4 EYE
p, 19 gve 1Po at)
a protoze
Vpo _ g—’7'}
po 2
je kone¢né
12T . - B - 7
Y @9V ) = (v - D)gHV - F) - ¢Vu, + [v x (V x (7 x BO))} « Do _ag 28
ot? 1po ot

To je rovnice (14).

Vrat'me se nyni k rovnici (16):
Tato rovnice podobné jako (15) reprezentuje 3 skalarni rovnice pro poruchovou ryvchlost
¢. KNoeficienty téchto rovnic se v praxi obvykle hledaji rozliénymi vektorovymi operacemi
(nikoli pomoci determinantu).
Fazova rychlost siteni viny je )

5, = (w/k)E,

slozky grupové rychlost jsou

Qo o O O
EJ lgy—aky~ ‘g:_ak:'

Vgr =
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Zvukové viny.
Jestlize v rovnici (16) je g = Bo = ) = 0, zbyva z rovnice (16) jen
W% = 2k(k - 7). (18)

(Clen na pravé strané odpovida gradientu tlaku v plivodni rovnici (8).) Rovnici (18)
vynasobime skaldrné vektorem k. Za predpokladu, ze k- & # 0 (tj., Ze prostredi neni
nestlacitelné), vyplyva z rovnice (18)

Disperzni rovnice je tedy

Fézova a grupova rychlost jsou

ve sméru k.

Jde o zvukové viny. Mohou existovat diky tomu, ze prostiedi je stlacitelné (k- = V- # 0).
Jsou to viny podélné, nebot’ podle rovnice (18) je smér Sifeni totozny se smérem poruchove
rychlosti.

Magnetické viny.

Jestlize v rovnici (16) pirevlada magneticka sila, plati

. .. . B
wWiE = [k x (F x (¥ x By))] x —.
Kpo
Vyraz
By
(1po)t/?

dostal nazev Alfvénova rychlost, budeme jej znagit v4. Rovnici poruchové rychlosti muzeme
psat takto:

—TZ[kX(kX(l-"XBo))] x By, (19)

a dale

[V



Uhel mezi rovnovaznym polem By a smérem ifeni k budiz 5. Potom

2 - s - L s
w—Zi? = k?cos?0pt — (k- ¥)k cos8pBy + [(k - T) — kcos8p(By - U)]k. (20)
A

Magnetické viny maji tyto vlastnosti:

1) divB; = 0, tedy k- By = 0, takze poruchy magnetického pole jsou kolmé na smér siteni
viny.
2) Vynasobenim (19) skalarné vektorem Bo, dostavame
By -7 =0, (21)
takze poruchova rychlost je kolma na rovnovazné pole.
3) Nasobime-li rovnici (¥9) skalarné vektorem k, dostaneme
e .
(w? — k2?4) (k- ) = 0. (22)

Rovnice (22) mé dvoji interpretaci, a to podle toho, jde-li o prostiedi stlatitelné nebo nebo
nestlacitelné.

Prostredt nestlacitelné - stiizné Alfvénovy viny. Zde plati
k-t =0. (23)

O disperzni rovnici nemtzeme soudit podle rovnice (22). Je nutno se vratit k rovnici (20):
z ni plyne s prihlédnutim k (21) a (23):

w = kvycosfp. (2:4)

(Kladna odmocnina nalezi k vinam, které se §if{ ve sméru pole By. zaporna odmocnina
odpovida vinam siiici se ve sméru opacném.) Fdzovd rychlost téchto vin je ¢ycosly.
Ve sméru magnetického pole By, se sii{ fazovou rychlosti v4. (Odtud oznaceni veli¢iny.)
Podle(23) je poruchova rychlost v kolmé ne smér difeni, jsou to tedy vlny transverzdln/.
Nazyvaji se stiiinéAlfvénovy viny. Jejich rychlost je nejvétsi, siii-1i se podél rovnovazného
pole By (v obou smyslech); ve sméru kolmém na By se nesiii.

Dalsi vlastnost téchto vin se d& ukdzat na zakladé rovnice (10): Z ni pro rovinnou vinu
plyne

_“"Bl = Z (6 X 50)
neboli . o . .
avsak vzhledem k (22) je
—wBy = kcos g ByT.

Ui

3
P
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<4
Porovnanim s (23) ziskame dale

—kv4cospB; = kcosfgByv

a konecné -

- B,

T =——.
(ppo)'/?

To znamena, ze B; a ¥ maji stejny smér a lez{ v roviné rovnobézné s celem viny. Z rovuice
(268) a (24) plyne také
21 25 By- By =0. (26)

To znamena, ze poruchové pole je kolmé na Bo.
© Prostredi stlacitelné - kompresni Alfvénovy viny.
V piipadé. ze prostiedi je stlacitelné, plyne z (22)

w = kva. (27)

Fazova rvchlost téchto tzv. kompresnich vin je vy, grupova rychlost vy = vak. Lnergie
téchto vin se tedy &ifi izotropné. Z rovnice (20) plyne, ze poruchova rychlost U je v roviné.
uréené vektory k a By, a podle (21) je zaroven kolma na Bj.
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Magnetické Alfve’nbvy viny.

E.H.Priest, Solar Magnetohydrodynamics, 1982; P.Melchior, The Physics of the Earth s
Core, 1986. ‘

Jestlize v kapalném vodiéi elektfiny, ktery se nachéz{ v magnetickém poli, probihaji pohyby,
vznikd v ném proud o hustoté i, Zaroveni vznika brzdici sila, Lorentzova sdla

L=7xul (1)
neboli . .
L=7xB,.

Tato sila vystupuje jako jedna ze sil v N.-St. rovnici. Hmota, ktera se pohybuje rychlost{
v, vykonava proti této sile praci. Vykon Lor. sily v objemu V je

N:—/ & Lav
V)

[ = —/ T (1 x pH)dv. (2)
V)

Vyraz (1) pro Lorenzovu silu se d4 prepsat takto:

¢ili

quﬁz—ﬂﬁx(vXﬁ) (3)
Plati: L. B
V(H?) =V(H -H)=2H - V)i + 28 x (V x H)
Je tedy
2
% yH:_v#HuH V)H (4)

Vyraz (H?[2 v rovnici (5) mé rozmér tlaku:

(1] = mkgs™? 472, H=Am™' = (1 H?) = kgs™2m~1,

Je nazyvan izotropni Mazwelliy magneticky tlak. Je mozno zavést ho do vyrazu pro
tzv. redukovany tlak v N.-St. rovnici:

(6)



( Do redukovaného tlaku je zahrnut potencidl odstiedivé sily a magneticky tlak. Vztlakovy élen
N.-St. rovnice potom obsahuje zrychlen{ gravita¢ni, nikoli tihové.)

Rozvedeme nyni rovnici (5) podrobnéji. Vezmeme jeji x-ovou slozku:

= B, 9B* 1 0B, 0B, 0B, d B?
B9~ g = (B + B + B )

- o (

dr 2’

|
~—

po uprave

2
I, = 1 (BBI B Bxan 4 9B.B,
p\ Oz

Ox Oy B Jy 0z BI-O_Z 9z 2

0B, 0B.B. 9B, 0 B? R
+ - (3)
a tedy. protoze V - B= 0,
10 , B? J (B.B d (B.B.
L,=—— B - — | Y — | === 9
(- 7) v (55 (50) g

Porovnejme tento vysledek s vyrazem pro elastické napéti E jednotky objemu ve sméru x:

_ OTee  OTzy  OTys

bz = Ox dy 0z

(10)

Upravime-li jesté slozky L, a L, Lorentzovy sily a porovname vzajemné vsechny slozky
této sily se slozkami elastického napéti, dostaneme:

1 B? B.B B.B.
Tee = — <Bz - __) v Toy = y’ Trz = -
u 2 Iz 1
B, B, 1/ , B? B, B.
Cra TW?(%“T) Py = L
I It 2 , i
B.B . B, , B?
Toyr = ¥, szzBBy, T:z--—'l(Bf——).
7 I It § 2

Ve dvojélenech na diagonaéle se vyskytuje izotropn! Maxwellur tlak neboli magneticky tlak
B? _ uH?

2%, 2 L , . ,
Vyrazy Try, Tyz... Jsou, jak znamo, Maxwellova magnetickd striind napéti. Tato napéti u-
moziuji, ze se kapalinou mohou $itit pii¢né viny. (Da se mluvit o pseudoelasticité kapaliny:
musi ovéem jit o elektricky vodivou kapalinu, nachézejici se v magnetickém poli.)



Uplatnime disledné srovndni s elasticitou pevnych latek. Struna, kterd ma na jednotku
délky hmotnost po a je pod napétim 7, propousti pii€né vlny, které se podél ni §iii rychlosti

< r )1/‘2

Po .

Podle analogie muzeme o¢ekdvat, ze magnetické napéti bude produkovat priéné magneticke
: 1/2

2
B

viny, které se §iti podél magnetického pole By rychlosti [—ﬁ . Tato rychlost mé nazev

Alfvénova rychlost v 4:
. BO

(npo)t/?
Tyto viny byly objeveny Alfvénem. Jejich rychlost nezavisi na délce viny, nejsou tedy
disperzivni. Ucifime si predstavu o jejich konkrétni rychlosti: V kapalné vrstvé jadra berme
p=10"Hm™, p=10%kgm=3, B =4-10"*T. Podle toho je Alfvénova rychlost v
jadie vy = 0,4cms™!, coz znamena, ze vlna urazi 2500 km za 20let. (Pro srovnani:
seismickd vlna urazi stejnou vzdalenost za 20 minut.)

Uvedeme jesté hodnoty v4 pro Slunce a jeho obal; hustota p se v tomto piipadé pocita
podle typické hustoty ¢astic v jednotlivych vrstvach. Alfvénova rychlost se potom da psat

(1)

'UA:

B,
va = 2.8 x 10'° —0 msTt.
(umno)/?

Pro sluneéni koronu v misté nad aktivni oblast{ jsou typické hodnoty By =~ 107°T,
ng 10" m~3. Pro takovou oblast korony vychdzi v4 =~ 300Ams™!. Ve fotosféic je
By = 1077, ng =~ 102 m=3. Tato é&isla davaji pro fotosféru vy = 10kms~!. Alfvénova
ryvchlost ma zakladni vyznam pii studiu magnetoakustickych narazovych vin.

Q
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Inercidlni viny

Jestlize ve vychozi rovnici (16) zanedbame silu vztlakovou a Lorentzovu proti Coriolisové,
mame

W = (k- §) — 2w x ©. (30)

L
V nestlatitelném prostiedi, v némz je k» . ¥ = 0, najdeme feseni tak, ze (30) vektorové
znasobime vektorem k :

wk x ¥ = 2i(k - Q)7. (31)
Srovnanim velikosti éisel na obou stranach rovnice ziskdme disperzni rovnici:
2k - Q)
w=Ft—-=, (32)
k
Zavedeme-li 6, \thel mezi osou rotace a smérem sifeni viny, zni disperzni rovnice
w = +20 cos bq. (33)

Zavedme kartézsky systém soufadnic s osou Z ve sméru rota¢ni osy Q. Vlastnosti iner-
cidlnich vin jsou zfetelné, pusobi-li ze viech 511 v rovnici (8) pouze sila Coriolisova. Pak
zbude z rovnice (8) i

av
= —2Q X v 31
N v. (3+4)
V piijatém soufadném systému je tato rovnice ve slozkach
v, ov,
=20v,, — = —20v,.
ot oot i
Derivaci podle ¢asu ziskame
0%v, . 0%vy )
32 = —4Q%v,, 52 = —4Q%,.
Dale plati
ov,
= 0.

ot

Tyto tii rovnice napovidaji, ze rovinna vlna se sifi podle rovnic
vy = Acos(kz —2Qt), v, = Asin(kz — 2Q1).

V peviém bodé z = const. kond vektor poruchové rychlosti ¢ kruhovy pohyb s frekvenci
20 v roviné kolmé na smér sifeni. Pii &ffeni vlny vektor rychlosti postupuje konstantni
rychlosti a zaroveii rotuje kolem sméru §ifeni. Vlny jsou pii¢né a kruhové polarizované.
V obecném pripadé smér sifeni svird s osou rotace ihel fq a frekvence je dana rovnici (32).
Velikost fdzové rychlosti je

Uy =

w _ (7557)
ko k2
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Slozky grupové rychlosti jsou

- T

TS k20, — k(- Q)
’ng::l:z{-sl‘—( Q)kx}:i2< 3 >

Snadno se piesvédéime, Ze
(35)

Je to vektor kolmy na k, energie inercialnich vin se tedy Siii ve sméru kolmém na smér
iiteni. Velikost grupové rychlosti je

20 sinfq
Vg =
Soucet
A 172 20
('U; + v;)l/z =

je nezavisly na sméru sifeni viny.

Vliv Coriolisovy sily na magnetické viny.

Klademe-li v rovnici (16) ¢ = 0 a k.7 = 0, dostaneme rovnici pro souéasné pusobeni
Cloriolisovy a Lorentzovy sily. (Protoze jde o nestlacitelné prostiedi. berou se z obou
typt magnetickych vin v dvahu jen viny pfi¢né.) Pfipomenme si. ze podle rovnice (32) je
kruhova frekvence inercialnich vin

j::2( k-0)
wy = t——
! k
a kruhova frekvence Alfvénovych vin je podle rovnice (24)
By - =
14 = kvqcosbp = kcosg—————= = va(k - Bo).

w4 v4cosfp cos B on) 12 val( o)
Z rovnice (16) zbyva

W = —2iwf) X T+ [E x (F x (7 % éo))} x Byvl. (36)
Pouzijeme-li predpokladu nestladitelnosti k - & = 0, mizeme tuto rovnici upravit na

W2 = =2iwl x 7 — vi(k - Bo)2T.
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Kdy?z tuto rovnici vynasobime véktorox'/.é zleva vektorém E, dostaneme po upraveé
(R x 5) = 2iwd(F - ) + w2 (k- Bo)2(F x 9).
S pouzitim rovnic (31) pro wy a (24) pro wy Odttid obdrzime
w? Fwpw — wi = 0. (37)

Jsou-li vektory Q, k a By zhruba paralelni, povaha feSen{ zavisi na poméru

wa _ kvg

—_—
~

wr 2Q )

Je-li wyfwa K 1, Je
W WA (1 £ L.
wa
Coriolisova sila tedy v takovém piipadé plisobi malé frekvenéni stépeni Alfvénovy viny.
Tento piipad zfejmé nastava na Slunci, kde je “:J——';L z oboru (10 + 10%).

Pomeéry v zemském jadie jsou jisté podstatné odlisné. Porovnejme: 1) Uhlova rvchlost
rotace Q je na Zemi zhruba 30krat véts{ nez na Slunci. 2) Zatimco Alfvénova rychlost
ve slunecni fotosfére a atmosfére je v oboru (10 = 10%)ms™" (podle Priesta). v zemskem

jadie je (podle Melchiora) v oboru {4 X 1072 = 107 )yms~!. Pomeér %2 je tedy nejméné o 3
. ) )

a mozna az o 7 fadd mensi nez na Slunci, takze feSeni rovnice (36) budou
2 52
w’ =Wy
a 1
w
w? & =4
wr

Prvni typ jsou prosté inercialni viny, druhy je nazyvan hydromagneticke inercialni viny
a §if1 se mnohem pomaleji nez viny Alfvénovy.

.. Podle Braginského jsou vlny v jadfe ovlddény silami Lorentzovou (M), vztlakovou (A)
a Coriolisovou (C) a dostaly proto nazev viny MAC.



' ' A Opakovani
Mazwellova napétz’ ’

Lorentzova. sila je sila elektromagnetického ptivodu, pisobici Da objemovou jednotku ho-
mogenniho vodice, kterym protéka elektricky proud o hustoté 7 a na ktery sou¢asné pusobi
magnetické pole B. Ve stacionarnim magnetickém poli je hustota této sily

F=7xB.

Je-1i pole nestac1onarn1 muze obJemova jednotka obsahovat také volny elektricky néboj p
a hustota Lorentzovy sxlv je potom

f:pE+fx§.

Vezméme soustavu Maxwellovych rovnic pro nestacionarni pole:

vi- 20§, (1)
V~13:p, (2)
. 9B

VxE+Zo=0, (3)
V.B=0. (4)

Rovnici (1) ndsobme vektorové zprava vektorem B, rovnici (3) vektorove zprava vektorem

D, rovnici (2) vektorem E a rovnici (4) vektorem H. Se¢tenim viech é¢tyf rovnic dostaneme
hustotu Lorentzovy sily:

> = = o o ~ —» — . . OB

f:EV-D+HV-B—B><(VxH)-Dx(VxE)-aa—l:xB Dx%t- - (5)
Zaved'me oznaceni kartézskych slozek x4, x5, z3. Rozepiseme prvni slozku sily (5) a sefadime
¢leny podle derivaci:

D, JF, OF; 0B, 0H, JH;
f1—ElaT1—D2al D351+H101 Bzal 33011
dD, OF, 0B, 0H,
+E1) 2+D2d12+H10 2+B2()12
0D3 0F, 0B; OH, Jd = =
—}—El(7 +D363+H183+B3813—E(D B),.

Je-li prostfedf homogenni a izotropni, takze ¢ = konst. a it = konst.. plati napi.



Pl

apod. pro dalsi sou¢iny. Potom miZeme psat
0D, 0D, oD; 1 0

ot Brge + B = 550

a podobné pro dalsi derivace, analogicky pak pro derivace sou¢inu (ﬁ B ). " Tim dostaneme
slozky Lorentzovy sily ve tvaru

E,

—(E - D)

0T n 0Ty, 4 0Tz = " 0

L P R P T (6)
kde L. o
Tw=FE,D,+ H B, - 5[(E -D)+ (H - B)).
Ty = E1Dy + Hy By,
Tis = E1D3 + H\B3
a

N = (5 X é)l-
Obecné pro libovolnou slozku f, (o =1,2,3) platf

OTas
j{j 5y 3% | (M)

kde 1
T.s=c<E.E;+ puH, Hs — L.,J( E? + uH?)

-

g=cp(E x FI).
Piitom 6,3 = 1 pro a = 8 a é,3 = 0 pro a # .

Prlpomenme si pro uplnost, ze vektor ExHj je Poyntingliv vektor a ma vyznam husto-
tv proudu elektromagnetického pole. Ve stacionarnim poli odpadne v rovnici (6) posledni
¢len (¢asova zména Poyntingova vektoru).

Na objem V, uzavieny v plose S, ptlisobi ve stacionarnim poli slozka elektromagnetické

sily
Fotee = / fadV.
(V)

Pouzitim Gaussovy formule dostaneme

3
F:tac = / Z Ta,g'nﬁdS,
S) 8=

kde 7 je jednotkovy vektor ve sméru v néjsi normaly. Podle posledniho vztahu se objemova
sila F' da vyjadiit jako vyslednice plosnych sil, pisobicich na ploiné elementy d.S povrchu
uvazovaného objemu. Je to tedy obdobna situace jako v elasticité. Proto se jiz sam Maxwell
pokousel vyjadiit popsany tenzor jako tenzor napéti v hypotetickém éteru. Tensoru se iika
“tensor Maxwellovych napéti”. ; &
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Proudman- Tayloriv teorém
(Proudman 1916, Taylor 1917.)

Tyka se staciondrnfho pomalého pohybu neviskézni homogenni kapaliny v rotujicim télese
pii nulovém nebo slabém magnetickém poli (sfla magnetického pivodu se neuvazuje).

N.-St. rovnice v Boussinesqové aproximaci:

0= ——}—-Vp' —2[0} x 4.

(pm je stiedni hustota, p' je odchylka tlaku od hydrostatického pribéhu.) Setrva¢na, vztla-
kova i viskézni sila jsou zanedbény, jde tedy o geostroﬁcké proudéni. Kapalina necht’ je
v prostoru ohrani¢eném plochou S. Na S je i - v = 0.

Zaved'me kartézsky soufadny systém, osa z je ve sméru (). Na rovnici provedeme rotaci:

-

V x Q7 x 75) = 0.

Rozepsano:
V X (10, — tyvz) = 0,
- Ovy, - Ov, -O0v, - 0v
iy I"f‘y . — 1, ’I_Zz L =0.
0z 0z Oz dy
Doplnime:
ot
— —.V-7=0.
0z
V Boussinesqové aproximaci muzeme poloZit
V-.7=0,
a proto
a7
— =0=7=17(z,y).
5s (z,y)
Jestlize prostor, v némsz je kapalina, je shora a zdola omezen plochami : = konst., je v- =0

viude v tomto prostoru.

Vezméme obecnéjsi piipad plochy S : Necht’ je to osove symetricky kontejner, rotujici
kolem osy soumérnosti. Osa z ma opét smér Q). Zvolme dva body, jejichz spojnice je
rovnobézna s osou rotace. Normaly k plose v téchto bodech jsou n; a ny. Pro rychlosti ve
zvolenych bodech plati

Up, = Un, = 0.
Protoze podél osy =. tj. podél spojnice bodl se rychlost neméni. platii na spojnici uvedena
rovnice. Podél celé spojnice ma tedy rychlost smér

ﬁl X ﬁ-z.

Predstavme si nyni vélcovy soufadny systém s osou v ose rotace. Rychlost na spojunici
uvazovanych bodd miize mit pouze smér azimutdlni soufadnice ¢. Protoze plati div ¢ = 0.
plati

dug

=0=v= 174,(5)64,,
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kde s je kolma vzdalenost od osy rotace.

Proudmaniv sloupec

Méjme planparalelni vrstvu o tloust'ce d. V jejim dnu je v uréitém misté dolik, takze vrstva
je tam tlustd. Vrstva je vyplnéna kapalinou a rotuje kolem osy kolmé na sva rozhrani.
V urcité vzdalenosti od doliku se v kapaliné generuje vnitini pohyb (napf. variacemi
tlaku). V doliku kapalina stoji. Protoze je -g—f = 0, je kapalina v klidu i v3ude nad dolikem.
Proud kapaliny bude tedy obtékat vélec nad dolikem, jako kdyby byl pevny. Bylo to
potvrzeno i experimentalné. (Obrazek.)

R.Hide (1966) vyslovil predpoklad, ze undulace CMB o tloust'ce fadu 1 km mohou
ovliviiovat do znaéné hloubky proudéni v jédie. Mize to byt jeden z nékolika druht vazby
mezi plastém a jadrem. (Mechanickd vazba.)

P.-T. teorém se ve slabsi formé uplatni i tehdy, kdyZ se pfipusti tepelné vztlakové sily
a zvrstveni kapaliny pfi rozhranich.

F.H.Busse v roce 1970 navrhl geostroficky model proudéni v jadre. sestavajici z valcu
koaxialnich s osou rotace. (Obrazek.) V takovém piipadé by ovsem nemohla existovat
celojaderné konvekce. Pro vysvétleni driftu nedipSlového pole by model musel driftovat
v plasti jako celek. Odchylky by se potom daly vysveétlit jako poruchy, dané turbulenci
a lokalné puisobici Lorentzovou silou (interference vln, a-efekt.)

1] |
“:i:.m.a.:;’ o:;limivo sketch of the onset of convection in 8 rotating fluid sphere following the
and results of Busse (1975). Convection occurs in columns parsllei to the rotation axis.
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Zvrstveni, stabilita a kmity zemského jadra.

Slozent jadra:

Podle seismologie existuji v kapalné vrstvé kromé Fe a Ni i lehéi prvky; snad $1,5,0.P

a mozna i H. Podle pokusi s razovymi vlnami je vsak jadérko z ¢istého zeleza. Lehéi

prvky v kapaliné jadra prispivaji ke vztlakové sile; snad pravé ony pohanéji konvekci.
Jestlize v kapaliné jadra je hybatelem kompoziéni konvekce, je tieba ke stavovym

velicinam p, T, P piidat velicinu dalsi, totiz koncentract lehkych prvki. Budeme ji znadit §.

Vyraz "konvekce” byl ptivodné zaveden pro pfenos tepla spolu s materidlem - na rozdil od pienosu
vedenim a zdfenim. My se nyni zabyvame jinym typem konvekce - tzv. kompoziéni konvekci.

Je mozno rozlisovat tii druhy konvekce: 1) vynucend, 2) volna konvekce a 3) konvekéni
nestabilita. Prvnim druhem se nemusime zabyvat, nebot’ se nazaklada na vztlaku (je to
napt. konvekce vyvolana dmychénim). Rozdil mezi 2. a 3. druhem je velmi jemny.

V nasledujicich ivahéch nebudeme uvazovat vazkost kapaliny jadra. - Je-li kapalina puvodue
v klidu a pozdé&ji v ni zacnou pusobit tepelné zdroje rozlozené tak, ze izotermalni plochy
prestavaji koincidovat s plochami tihového potencidlu, je hydrostaticka rovnovaha neu-
drzitelna a dojde k volné konvekei bez ohledu na vydatnost zdroju. ’

Nize si ukdzeme, ze v piipadé, kdy izotermalni plochy koinciduji s plocami tihového
potencialu, mohou nastat dve situace: (i) Tepelné zdroje jsou tak vydatné, ze pfenos tepla
pouhym vedenim by vyzadoval natolik velky gradient teploty, ze hydrostaticky stav by se
stal opét nestabilnim, takze libovolna fluktuace by ho vychylila z rovnovahy a doslo by
opét k volné konvekci. (i1) Gradient teploty nepostacuje k tomu, aby se hydrostaticky stav
stal nestabilnim. Fluktuace v systému pak vedou pouze k tomu. ze kapalina kmita kolem
svého rovnovazného stavu s tzv. Brunt-Vaisaliovou frekvenci.

Pii procesu tuhnuti kapalné vrstvy (odspoda) narusta jadérko. Hustota ztuhlé faze (cisté
zelezo) je vetsi neZ hustota faze kapalné (zelezo s piimésemi). Kdyz na [('B " pitaresa
Jdalsi zelezo, uvolnéné lehéi piimési vztlakem stoupaji a "michaji” celé jadro. Nesou ssebou
teplo a tim fidi transport tepla v kapalné vrstve.

Schwarzschildova kriteria pro vznik konvekce.
v idedIn? kapaliné.

Uvazujme "balicek” kapaliny ve vzdalenosti r od stfedu Zemé. Predstavujme si, Ze je
zabaleny do pruzné membrany. Ta nepropoudti hmotu ani teplo, ale muze se libovolné
roztahovat tak, aby se tlak uvnitf mohl vyrovnavat s tlakem v okolnim prostiedi.
Veli¢iny p. S chapeme jako funkece p, T, €. (S...entropie.)

Piedstavme si, ze se baliek v disledku kompozi¢niho michani zvedl z hladiny r na hladinu

r +dr. Hmota ani energie se uvnitf membrany nezménily, tlak uvnitf se vak zménil o Ap.

(AS=A6=0.) Vneéjsi tlak na hladiné r+dr se od tlaku na hladiné r 1isi o dp. Vyrovnanim

tlaku (Ap = dp) se hustota uvniti zmeénila o Ap, kdezto venku v novém okoli se hustota

lisi od hustoty na hladiné r o dp.

Je-li Ap < dp, bude balicek pokragovat v cesté od vychozi polohy. To muze znamenat
s
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pocatek konvekce. Rovnovazny stav je déan hydrostatickou rovnovahou

Vp = pg. (1)
Pro okoli balicku plati
)scr (35), 25+ (5)
dp=| 5= dp+|{zz) dS+ |+ d€. (2)
’ <8p S ? 05/ p 08/ p.s ‘
Uvnitf balicku je
)2 (55),05 + (3) |
Ap=|%) Ap+(:z] AS +(57) AL 3)
P <dp 5P \as) %), ¢ (
Protoze
Ap =dp, AS = A =0,
je
0
Ap = <5£> dp. (4)
P/ se

Pfipomeneme si termodynamické vzorce:

(05 (s i (op _a_p)
ce=7(g7),. C”‘T<6T)p,5 a=r (aT),,,g r=o(5),.

a Maxwellovy vztahy
(05’) (01)) 1 (d*) (0\") Q
v = Y al = Ok s\ A = — = = — .
oV ) re T )\ e\ ap Te ar J p

Piipomenuté termodynamické vztahy plati pro prostiedi s konstantni koncentraci . Z rovnic

(2) a (1) dostaneme:
Ap—dp _ (Op ds dp d€ ‘ (5)
dr 95 ) e dr ), dr ’

Misto stavovové proménné S zavedeme proménnou 7
dp dp as ‘
or),.~ \os ), \oT )
P T pg or P&

- (2&) - e eur (7)
9s) .~ (= C,

it

a odtud

-1



Z rovnic (5) a (7):

Ap—dp  paTdS dp d¢ (8

& TG & \ag) gar )
Ma-li dojit ke konvekéni nestabilité, musi byt levd strana (8) zaporna(Ap < dp). Ndyby
kapalina byla dokonale homogenni, t.j. kdyby % = 0, plynula by z (8) pro vznik nestability
podminka

dS _
I < 0, (9)

. paT
protoze &= > 0.
. 4 . . ey ) . s . B 3
Jedna formulace podminky pro vznik nestability v kapaliné tedy zni. ze entropie musi rust
smérem dolu.

Jind formulace podminky pro homogenni kapalinu.

Z (3) plyne

Ap—~dp 1/0p ds 1 (9dp 13 (1)
pdr —  p\9S pe dr p\OE) o dr '
S=S(p.T,£), aproto
45 _(05\ dy (08\ dr [0S\ e -
dr — \ dp T dr oT pg dr 3 o dr

a podle termodynamickyvch vzorca

dS  adp C,dT ‘s dE
dr = pdr T T dr " dr

kde

Zavedeme jesté
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Je to obdoba koeficientu teplotni roztaznosti. Z rovnic (10)-(13) tedy vyjde

Bp—dp _ _1(0p\ (_adp Cpdl  _d¢ J(@) ad
pdr - p\0S pe \ pdr T dr dr p\OE), sdr

Uprava -‘3—‘3 (uvazujeme p = p(p, S(p, T\, €),£)):
¢/p,s

(%), (@), (), (%)

0¢ p,T_ 9/,s 05),6\0¢) 1
(%)= (%),.(%)
—3—5- p,S—-pa— 0_5 p.g 0—6- pT

V souhlase s (14) je

a dale s pouzitim (7)

Podle (15), (7) a (18) je

Ap—dp ol ( adp Cpdl  df) _df oTsdg
pdr C,\ pdr Tar Car) V% T C, dr

a odtud po uprave

Ap—dp 4T _d¢ o*Tdp

a—._ — s

pdr “ar dr Copdr’

V termodynamice se dokazuje, ze

alg g)
C'VP a dr ad

neboli adiabaticky gradient teploty. Budeme piedpoklidat %f? = pg. Plesné to sice plati
jen pfi hydrostatické rovnovéze, protoze viak v Zemi je hydrostaticky tlak dominantni.

muizeme to pouzit. Potom muzeme rovnici (20) napsat -

Ap——dp=a[dT_<dT) ]—i—déé.
ad

pdr dr dr dr
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Konvekeni nestabilita nastava pii .
Ap—dp <0.

Je-li, podobné jako v pfedchozi tivaze, kapalina dokonale promichana, tedy j—f = 0, je pod-
" minkou pro vznik konvekéni nestability podle rovnice (22) nerovnost

4T [dT
6):
ar (dr)ad' (23)

Uvéazime-li, ze teplota roste s hloubkou, zni podminka (23) takto: Konvekéni nestabilita
nastane, je-li gradient teploty vys$si nez adiabaticky.

Poznamka: Stale uvazujeme idedlni{ kapalinu. Ve viskézni kapaliné mize byt gradient teploty
vyssf nez adiabaticky a konvekéni nestabilita nenastane.

Nenulovd kompoziéni nehomogenita

mize déj bud stabilizovat nebo destabilizovat. Zalezi to na druhém ¢lenu pravé strany
rovaic (8) a (20). Z (8) plyne pro vznik konvekeéni nestability podminka

pal d5 (Q‘3> e g (24)

T, dr \BE) gar

paT dS _ 'C7p> (05’) d¢€
@l a-(22) (Z2) | = <o :
C, dr { pe (as \ae ), | dr T (

Dosazenim podle (7) a (13):

Dosadime podle (17):

N
ot
~—

paT dS paT _ _\ d€ o
pat ao -6 % <o 2
c, dr ( o o) < (20)
a dalsi upravouw:

dS o aCy\ d¢

— ——— ] = 27

dr (° aT) o <0 (27)

To je prvni formulace Schwarzschildova kriteria pro vznik konvekeni nestability. je-li ka-
palina kompozi¢né nehomogenni.
Druh4 formulace plyne z rovnice (22). Podle ni je podminkou pro vznik konvekéni

nestability splnéni nerovnosti
dT dT a dé .
dr—(z:>ad+zz;<0- (
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Jestlize (27) a (28) neplati, jde bud’ o neutralni stabilitu (Ap = dp) nebo o ptipad Ap > dp.
cos znamena znemoznéni konvekce, tj. zvrstvend jddra.

V okamziku, kdy dojde k tomuto stavu, stava se vztlakovy ¢len silou. jez vraci halitek
do ptivodni polohy. Difuze nehomogenity je velmi pomala, ma charakteristicky ¢as = 10
rokd. Ztratu energie kompozi¢ni nehomogenity difuzi nemusime tedy uvazovat. Dostane-li
se balicek na hladinu r. na niz plati Ap > dp. kmita balicek kolem této hladiny s tzv.
Brunt-Vaisala-ovou frekvenci N. Ta je dana rovnici

[dT I v dEY?
N(r) = (ga)'/? (—I-— — (—£ + als . (29)
dr dr J .4 @ dr

Odvozeni Brunt-Viisalaovy frekvence.

Technickd poznamka: Odtud zatind nové ¢islovdni rovnic. Pokud jsou pouzivany diivejsi rovuice.

je jeich ¢islo oznaceno &islici 1 za lomitkem.

Piredpokladame. ze déj probiha v oblasti, jejiz horizontalni rozmeér je velmi maly ve srovnani
s vertikdlnim, takze pohyby mizeme chapat jako vertikalni. = Balicky™ materialu kimitaji
kolem referenéni hladiny ». Predpokladame dale. patrné pravem. ze vvehyvlky z této hladiny
jsou tak malé, ze v jejich rozmezi jsou gradienty stavovych velicin konstantui a rovne gra-
dientiim na hladine r. Takto chapanou vichylku oznaéme R. Je to funkee Casu. Za techto
okoluosti muzeme v rovuici (22/1). pouzijeme-li ji pro jednotlivé okamziky kmitaveho po-
hvbu. psiat misto ¢asové proménného elementu vzdalenosti dr psat casovou funkci R(/).

Na relercnéni hladiné r plati rovnice hydrostatické rovnovahy

Vp = pg. (1)
Polivhova rovnice kmitajiciho balicku je

d*R
P =Nty - (Ap—dp)g. (

(RN

Prvni a druhy elen pravé strany se podle (1) kompenzuji, tieti - poruchovy ¢len je hnact
silou kmitani. Rovnici (22/1) muzeme podle dvahy o nepatrnosti pohybu napsat v podobe

T r A
bp —dp = pa {5— — <(——> + a d—£] R. (3)
ad

dr dr adr

Po dosazeni této rovnice do (2) mame

2 _
SR [dT ((lT) . 3(_@} RO "
ad

dt? dr dr adr
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nebo

d*R .
-EI—,‘T = ‘/\/2(’1')R. (F

it
—

Resenim této rovnice je

R = konst - ™M, (G)

kde
. dr dT a d€
Ny =ga|—— | — + - (7)
dr dr ), adr
To pravé odpovida Br.V. frekvenci podle rovnice (29). V rovnici (7) je
N%(r) > 0.
Znacka > znamena. Ze jde o kmitani, znactka = . ze jde o neutralni stabilitu. jez

muze piejit bud ve stav kmitavy nebo v konvekei. Kdyby bylo
N(r) < 0.

znamenalo by to podle Schwarzschildova kriteria (28/1). ze probiha volna konvekce. a rovnice
(4) by nemeéla smysl. coz formalné odpovida tomu. ze jeji fedent diverguje.

-\ oA . . - - . .. .. . -
Stav pii V?(r) > 0 je stav zvrstveného jadra. Kapalny material kimita kolem jednotlivych
Iadin . Tim se piendsi teplo. ne viak jako pri konvekei: je to predavani energic mezi
jednotlivymi kmitajiciimt vrstvami.

Velicinu V() muzeme pievést na veliciny, jejichz prubéh bud zname unebo jej muzeme
urcit seismologicky. Nasledujici tvaha se viak tyka pouze pripadu. ze teplota v kapaline
jadra je adiabaticka a stav pohybu zavisi pouze na kompozi¢ni nehomogenité. \' tomto
piipadé rovuice (7) prechazi v

. 1€
Nt = gﬁfi. (N)
i

Koeficient kompoziéni rozpinavosti a a prostorovou zménu koncentrace lehkyeh primesi -:5
nezname. ale miuzeme zpryvu u¢init odhad prumérnych hodnot: @ = 0.5 a % = 10"%hm".
coz by znamenalo zménu £ asi o 3% pti prichodu jadrem. Pak bychom dostali prumernon
hodunotu Br.V. frekvence 7 x 1072571, coz odpovida periodé asi 15 minut. Nyni se obratime
k mozuosti vvuzit seisimologicka data.
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Podle (18/1) je

o o) | 9)
kde )
= (%)
. 0{ p,T.
Potom
2o 9 hert o (0 (10)
) p ([)) C'P ) ()£ ».S . .‘
I_)Tpra\'ou (2/1) dostaneme
()_p d¢ (l_/) dp dp @ (/_\ m
) s dr ~dr M) esdr 95) . dr

Plati:

o\ _ 2
Op)es Ks

kde x5 je adiabaticky koeficient nestlacitelnosti. dale

dp
- = =0y
dr

<f)/)> _pal
5] ¢ o

S pouzitim téchto vztahu a rovnice (11) muzeme rovnici (10) napsat takto:

a podle (7)

g { dp p*g  pal dS N apT (f)ﬁ') r/f} | 1)

dr RS ¢, dr ¢, JE o dr

Tato rovnice se da zjednodusit timto zpusobem:

ds as d€ a8 dT as dp .
dr ) ,rdr ar ) . dr Ip )y dr

avsak podle Maxwellovych vztaht muzeme posledni dva ¢leny praveé strany psat



— - —_F b_ n = ().
+gpg T tar

takze
aSs ¢ dS O
€ T dr— dr’
Pii adiabatickém gradientu teploty tedy je
Ld
\%)zg(—@——(—p—) (15)
ks pdi
Plati
o . 1y
Ks = po. O =1Up— §l‘s-
kde vp.  vg jsou rychlosti seismickych vin. Rovnice (15) potom zni
. 1d ,
A%m:g(—ﬁ-—ﬂ>. (16)
o pdr

V' zasade se tedy prubéh Br.-V. frekvence da odhadnout ze seismickyvel rvehlosti a modeln
hustoty. Podle modelu Gilberta a Dziewonského z roku 1975 vychazi prubéh. uvedeny na
obrazku. Nejvyssi hodnoty, nehluboko pod CMB, N2 = 238 x 1073572 odpovidaji periode
T ~3.3 hodiny. Hodnota N?2=x5x1078s"% pii ICBodpovida T ~ 7.8 hodiny.

Poznamnejme. ze v adiabatickém stavu je tedy podminka nulové stability N2(r) = 0
ekvivalentui platnosti Williamsovy-Adamsovy rovnice

dp  pyg

dr T 0
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4 FLUIDS IN ROTATION m
W

N,

Figure 9. Application of the Proudman-Taylor theorem. A line parailel to 2
meets the bounding surface of the container in two points, at each of which the
flow along the normals must vanish. Since the flow is the same everywhere on the
line by the PT theorem, v is parallel to n, X n,.

Cylinder £

/
/ Mound

'

v

vy
Ve

7/
/s
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Figure 11. The effect of bottom topography. The imaginary cylinder circumscrib-
ing the mound and with generators parallel to Q acts as a solid obstacle to a
stream in which it lies, according to the PT theorem.
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Figure 12. The Taylor column over a cylindrical hole for Ro=4.9 % 107* and
E=6.9%107*. (Unpublished photograph courtesy of D. L. Boyer; see also
Boyer et al., 1984.)
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Figure 3. Brunt-Viisild frequency in the Earth’s core. The Brunt-Viisild
frequency can be estimated from seismologically determined parameters, at least
in principle. The difficulty is that the density gradient is poorly determined. The
values of N? shown are derived from model 1066B of Gilbert and Dziewonski
(1975). Negative values of N* are physically unrealistic and must be attributed to
inaccuracies in the density determination. The larger positive values near the
CMB may be indicative of stable stratification, but again there is not sufficient
accuracy to be sure.



