
TEORETICK�E Z�AKLADY FOURIEROVY

SPEKTR�ALN�I ANAL�YZY

Johana Broke�sov�a

Praha, 2008



ii



P�redmluva

Tato skripta vznikla jako p��semn�y podklad k jednosemestr�aln�� p�ren�a�sce
"
Fourierova spektr�aln��

anal�yza\, kterou p�redn�a�s��m na kated�re geofyziky MFF UK ji�z od za�c�atku devades�at�ych let.
P�redn�a�ska zahrnuje teoretick�e z�aklady spektr�aln�� anal�yzy s podrobn�ym v�ykladem �cty�r Fourierovsk�ych
transformac�� (Fourierovy �rady spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu a Fourierovy transformace spo-
jit�eho a diskr�etn��ho sign�alu) a jejich vz�ajemn�ych vztah�u. Vzhledem k omezen�emu rozsahu jed-
nosemestr�aln��ho kurzu (3 hodiny t�ydn�e), skripta neobsahuj�� praktick�e aplikace a konkr�etn��
metody zpracov�an�� re�aln�ych dat, m�ela by v�sak �cten�a�ri poskytnout solidn�� z�aklad pro studium
a pou�z��v�an�� t�echto metod. V�yklad �c�aste�cn�e vych�az�� ze star�s��ch skript V. �Cerven�eho, Spektr�aln��
anal�yza v geofyzice I (1979), ale oproti nim je v�yrazn�e roz�s���ren o problematiku anal�yzy diskr�etn��ch
sign�al�u.

P�resto�ze je kurz p�redn�a�sen na kated�re geofyziky MFF UK, je pojat velmi obecn�e. V�yb�er l�atky
nen�� diktov�an p�r��padn�ymi konkr�etn��mi geofyzik�aln��mi aplikacemi. Pokud se n�ekter�e ilustruj��c��
p�r��klady t�ykaj�� geofyzik�aln�� t�ematiky, jsou zvoleny v�zdy tak, aby byly snadno pochopiteln�e i
pro �cten�a�re bez znalosti z�aklad�u geofyziky. Kurz je tedy ur�cen nej�sir�s��mu okruhu z�ajemc�u z �rad
student�u r�uzn�ych v�edeck�ych i technick�ych obor�u. P�redpokladem pro studium je pouze znalost
z�aklad�u matematick�e anal�yzy a linearn�� algebry.

Struktura skript je pon�ekud odli�sn�a od
"
klasick�ych\ matematick�ych skript pou�z��van�ych

na MFF UK. D�ukazy n�ekter�ych v�et, pokud neslou�z�� lep�s��mu pochopen�� prob��ran�e l�atky, jsou
vynech�any. O to v��c prostoru je v�enov�ano v�ykladu vz�ajemn�ych souvislost�� se z�retelem na bezprost�redn��
uplatn�en�� v praxi. Krom�e �re�sen�ych p�r��klad�u ilustruj��c��ch prob��ran�a t�emata, obsahuj�� skripta i
�radu cvi�cen��. V�ysledky cvi�cen�� je mo�zno naj��t na konci textu, p�red �c�ast�� v�enovanou dodatk�um.

Cht�ela bych pod�ekovat �rad�e m�ych spolupracovn��k�u a student�u, kte�r�� se sv�ymi p�ripom��nkami
pod��leli na zkvalitn�en�� textu. Jmenovit�e pak zejm�ena P. Pokorn�emu, F. Gallovi�covi a P. Kol��nsk�emu
za jejich kritickou revizi a mnoho podn�etn�ych n�apad�u pro dopln�en�� v�ykladu. D�ekuji rovn�e�z J.
Vel��msk�emu a M. Pauerovi za jejich pomoc s technickou �upravou manuskriptu.

V Praze, leden 2008
Johana Broke�sov�a
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Kapitola 1

�Uvod

1.1 V�yznam a oblasti vyu�zit�� Fourierovy spektr�aln�� anal�yzy

Fourierova anal�yza byla vyvinuta jako metoda �re�sen�� rovnice veden�� tepla s okrajov�ymi podm��n-
kami. Postupem �casu se roz�s���rila daleko za hranice fyzik�aln��ch aplikac��, pro kter�e byla p�uvodn�e
zam�y�slena. Stala se nezbytnou v modern�� fyzice, teorii komunikace, teorii line�arn��ch syst�em�u a
hlavn�e v oblasti po�c��ta�cov�eho zpracov�an�� dat.

Dnes si lze jen st�e�z�� p�redstavit fyzik�aln�� obor, kde by spektr�aln�� anal�yza nehr�ala d�ule�zitou
roli. Setk�ame se s n�� jak v oblasti teoretick�eho modelov�an��, tak v oblasti zpracov�an�� re�aln�e
nam�e�ren�ych dat, ale i v instrument�aln��ch discipl��n�ach.

V modelov�an�� r�uzn�ych fyzik�aln��ch jev�u se s v�yhodou pou�z��v�a rozklad funkc�� na harmonick�e
slo�zky, tedy tzv. harmonick�a anal�yza, kdy se hledan�a funkce nap���se ve tvaru Fourierovy �rady
a m��sto dan�e funkce pak hled�ame koe�cienty t�eto �rady. V�yhodou je, �ze rovnice pro n�e jsou
�casto mnohem jednodu�s�s�� ne�z rovnice pro p�uvodn�� funkci. Takov�y postup se uplatn�� zejm�ena
pro r�uzn�e vlnov�e procesy, tedy periodick�e jevy. Vzhledem k tomu, �ze prom�enn�a de�ni�cn��ho
oboru dan�e funkce v�ubec nemus�� b�yt �cas a b�azov�e funkce v �rad�e nemus�� b�yt pouze trigono-
metrick�e funkce (co�z je asi nejzn�am�ej�s�� typ Fourierovy �rady), spad�a pod pojem harmonick�a
anal�yza i cel�a �rada dal�s��ch typ�u Fourierovsk�ych rozvoj�u (nap�r. sf�erick�a harmonick�a anal�yza).
Naproti tomu, pro modelov�an�� tzv. p�rechodn�ych (tedy nap�r. �casov�e omezen�ych, neperiodick�ych)
jev�u se �casto vyu�z��v�a integr�aln�� Fourierova transformace. Ta m�u�ze pomoci zejm�ena p�ri �re�sen��
n�ekter�ych typ�u oby�cejn�ych i parci�aln��ch diferenci�aln��ch rovnic. Oby�cejn�a diferenci�aln�� rovnice
m�u�ze b�yt Fourierovou transformac�� p�revedena na rovnici algebraickou a u parci�aln�� diferenci�aln��
rovnice zase dos�ahneme sn���zen�� po�ctu nez�avisle prom�enn�ych a p�reveden�� na zcela jin�y, v�et�sinou
sn�aze �re�siteln�y, typ rovnice. Jako p�r��klad zde uved'me vlnovou (tj. hyperbolickou) rovnici, kter�a
Fourierovou transformac�� p�rech�az�� na rovnici Helmholtzovu (tj. eliptickou). �Casto se setk�ame s
pou�zit��m Fourierovsk�ych transformac�� pro usnadn�en�� derivac��, integr�al�u, r�uzn�ych konvolutorn��ch
vztah�u a podobn�e. Pom�ern�e masivn�� vyu�z��v�an�� spektr�aln��ch postup�u p�ri modelov�an�� bylo nas-
tartov�ano v polovin�e sedmdes�at�ych let dvac�at�eho stolet�� po objeven�� algoritmu rychl�e Fourierovy
transformace (FFT, z anglick�eho Fast Fourier Transform). Tento algoritmus je zalo�zen�y na
tzv. diskr�etn�� Fourierov�e transformaci (DFT), bez kter�e se neobejdeme, chceme-li realizovat
modelov�an�� po�c��ta�ci. Vedl k takov�emu zefektivn�en�� v�ypo�ctu, �ze p�rech�azet p�ri modelov�an�� do
spektr�aln�� oblasti pomoc�� Fourierovy transformace p�redstavuje v�et�sinou skute�cn�e velmi rychlou
a nen�aro�cnou operaci.

V oblasti zpracov�an�� dat je aplikac�� spektr�aln��ch metod nep�rebern�e mno�zstv�� a nem�a smysl
se sna�zit je zde vyjmenov�avat. �Cten�a�r jist�e �radu z nich objev�� s�am p�ri sv�e v�yzkumn�e praxi.
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2 KAPITOLA 1. �UVOD

Uved'me zde jen, �ze u�z samotn�e spektrum spo�cten�e z nam�e�ren�ych dat umo�znuje z��skat d�ule�zit�e
informace o povaze m�e�ren�eho fyzik�aln��ho jevu a eventueln�e o jeho zdroj��ch, jako�z i o r�uzn�ych
instrument�aln��ch efektech. Poskytne n�am toti�z znalost p�r��padn�e p�revl�adaj��c�� frekvence, �s���rky a
rychlosti ub�yv�an�� spektra s rostouc�� frekvenc�� a podobn�e.

Spektr�aln�� metody d�ale hraj�� d�ule�zitou roli p�ri zkvalitn�en�� dat pro zpracov�an�� (nap�r. potla�cen��
�sumu, zes��len�� n�ekter�ych periodick�ych komponent atd.). Velk�e uplatn�en�� nach�azej�� nejr�uzn�ej�s��
metody �ltrace, kter�e se v�et�sinou pro zjednodu�sen�� prov�ad�ej�� pr�av�e ve spektr�aln�� oblasti.

1.2 Zaveden�� pojmu sign�al a souvisej��c�� terminologie

Fourierova spektr�aln�� anal�yza pracuje s terminologi��, kterou je t�reba jasn�e de�novat, nebot' �casto
nen�� jednozna�cn�a a r�uzn�� auto�ri pou�z��vaj�� ve stejn�em v�yznamu r�uzn�e pojmy nebo naopak, pro
r�uzn�e v�yznamy shodn�y term��n, co�z m�u�ze b�yt pro �cten�a�re matouc��. V t�eto podkapitole de�nujeme
jeden ze z�akladn��ch pojm�u vyskytuj��c�� se ve spektr�aln�� anal�yze, pojem sign�al. �Cten�a�r mo�zn�a zn�a
tento pojem z oblasti zpracov�an�� dat, kde se �casto vyskytuje ve slovn�� dvojici sign�al - �sum. V
teorii spektr�aln�� anal�yzy m�a v�sak tento pojem mnohem obecn�ej�s�� v�yznam a ozna�cuje funkci,
kter�a p�redstavuje

"
vstup\ nebo

"
v�ystup\ p�r��slu�sn�ych Fourierovsk�ych transformac�� (a v tomto

smyslu m�u�ze zahrnovat i v�y�se zm��n�en�y �sum).
De�nujme spojit�y sign�al.

De�nice:

Spojit�y sign�al je obecn�e komplexn�� funkce re�aln�e prom�enn�e: s(t); t 2 R.

Ve speci�aln��m p�r��pad�e se samoz�rejm�e m�u�ze jednat o re�alnou funkci (tj. imagin�arn�� �c�ast v�y�se
uveden�e funkce je nulov�a) a pak hovo�r��me o re�aln�em spojit�em sign�alu. P�r��klad takov�eho sign�alu
je na obr�azku 1.1a. V p�r��pad�e v��cedimenzion�aln�� anal�yzy se pak jedn�a o funkci ne jedn�e, ale
v��ce re�aln�ych prom�enn�ych, s(t1; t2; :::tn); ti 2 R. Je d�ule�zit�e zd�uraznit, �ze v�y�se uveden�e de�nici
odpov��d�a i funkce na obr�azku 1.1b. Pro de�nici spojit�eho sign�alu je toti�z podstatn�y de�ni�cn��
obor, v na�sem p�r��pad�e mno�zina (podmno�zina) re�aln�ych �c��sel, a nikoliv to, zda je dan�a funkce v
matematick�em smyslu spojit�a.

D�ale de�nujme diskr�etn�� sign�al:

De�nice

Diskr�etn�� sign�al je obecn�e komplexn�� funkce celo�c��seln�e prom�enn�e: s(n); n 2 Z.

Speci�aln�e se op�et m�u�ze jednat o re�aln�y diskr�etn�� sign�al nebo o funkci v��ce ne�z jedn�e celo�c��seln�e
prom�enn�e s(n1; n2; :::; nk); ni 2 Z. Diskr�etn�� sign�al lze ch�apat t�e�z jako posloupnost, fsn =
s(n)g. M�u�ze se jednat o zcela libovolnou posloupnost, n�as v�sak v tomto kurzu budou zaj��mat
zejm�ena diskr�etn�� sign�aly, kter�e vzniknou p�rirozen�e ze spojit�ych sign�al�u tzv. diskretizac�� neboli
vzorkov�an��m, tj. odebr�an��m ekvidistantn��ch vzork�u s n�ejak�ym vzorkovac��m krokem�t1. Diskr�etn��

1V praxi sice existuj�� i sign�aly s nerovnom�ern�ym vzorkov�an��m, co�z je d�ano nap�r��klad speci�ck�ymi okolnostmi
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Obr�azek 1.1: a) Schematick�e zn�azorn�en�� spojit�eho sign�alu. b) Spojit�y sign�al, kter�y je z matem-
atick�eho hlediska nespojitou funkc��.

Obr�azek 1.2: a) Schematick�e zn�azorn�en�� diskr�etn��ho sign�alu vznikl�eho vzorkov�an��m sign�alu z
Obr. 1.1a. b) Diskr�etn�� sign�al odpov��daj��c�� spojit�emu sign�alu z Obr. 1.1b.

sign�al je pak tvo�ren t�emito vzorky jim�z je p�ri�razen celo�c��seln�y index (celo�c��seln�a prom�enn�a),
sn = s(n�t). P�r��klady diskr�etn��ch sign�al�u vznikl�ych diskretizac�� spojit�ych sign�al�u z obr�azku 1.1
jsou na obr�azku 1.2. Poznamenejme, �ze nespojitost funkce na obr�azku 1.1b se v jeho diskr�etn��
verzi (obr�azek 1.2b) projevuje v�yraznou zm�enou funk�cn�� hodnoty mezi dv�ema sousedn��mi vzorky.
Jak uvid��me pozd�eji, tyto rysy sign�alu (skok, respektive prudk�a zm�ena funk�cn�� hodnoty) mohou
ve spektr�aln�� anal�yze zp�usobovat nep�r��jemn�e numerick�e probl�emy.

V souvislosti s diskr�etn��m sign�alem je vhodn�e objasnit je�st�e pojem
"
digit�aln�� sign�al\. Diskr�etn��

sign�al je �cist�e matematick�y objekt, se kter�ym pracujeme v r�amci teorie spektr�aln�� anal�yzy,
zat��mco digit�aln�� sign�al lze ch�apat jako jeho praktickou realizaci. Zakladn�� rozd��l je v tom, �ze
diskr�etn�� sign�al m�u�ze nab�yvat libovoln�ych funk�cn��ch hodnot (komplexn��ch, p�r��padn�e re�aln�ych
�c��sel), av�sak funk�cn�� hodnoty digit�aln��ho sign�alu jsou d�any v�zdy jist�ym zaokrouhlen��m v d�usledku
p�resnosti m�e�r��c��ho �ci v�ypo�cetn��ho za�r��zen��. P�r��kladem digit�aln��ho sign�alu m�u�ze b�yt t�reba digit�aln��
obr�azek. Ka�zd�emu pixelu je p�ri�razena jedna barva z p�redem dan�eho kone�cn�eho po�ctu barev, tedy
ne zcela libovoln�a barva. V tomto u�cebn��m textu budeme pracovat pouze s v�y�se de�novan�ymi
spojit�ymi a diskr�etn��mi sign�aly a digit�aln��mi sign�aly se zab�yvat nebudeme.

V�enujme je�st�e pozornost volb�e de�ni�cn��ho oboru spojit�ych �ci diskr�etn��ch sign�al�u, se kter�ymi
budeme d�ale pracovat. V praxi se �casto setk�av�ame se sign�aly zadan�ymi na kone�cn�em intervalu,

p�ri sb�eru dat, jejich spektr�aln�� anal�yzou se v�sak v tomto kurzu zab�yvat nebudeme.
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tedy sign�aly s omezen�ym nosi�cem. Nosi�c sign�alu je uz�av�er t�e podmno�ziny de�ni�cn��ho oboru, na
kter�e sign�al nab�yv�a nenulov�ych hodnot. Z hlediska teorie Fourierovsk�ych transformac�� je v�sak
�casto v�yhodn�e roz�s���rit um�ele de�ni�cn�� obor na celou mno�zinuR;R2; :::; Rn, p�r��padn�e Z;Z2; :::; Zn,
a uva�zovat p�r��slu�sn�e sumy a integr�aly de�nuj��c�� dan�e transformace v mez��ch od �1 do +1. Toto
roz�s���ren�� de�ni�cn��ho oboru na neomezen�y interval je mo�zn�e prov�est dvoj��m zp�usobem: dopln�en��m
nulami nebo takzvanou periodizac��, tj. nas�c��t�an��m spo�cetn�e mnoha sign�al�u z p�uvodn��ho kone�c-
n�eho intervalu, vz�ajemn�e posunut�ych o kladnou konstantu T (obr�azek 1.3a, b). T��mto postupem
vznikl�y sign�al ~s je periodick�y pr�av�e s periodou T , tedy plat�� ~s(t) = ~s(t+kT ) pro v�sechna cel�a k.
Obdobn�e pro diskr�etn�� sign�al bychom periodizac�� dostali diskr�etn�� periodick�y sign�al s periodou
nap�r. N vzork�u, ~s(n) = ~s(n+kN). Zobecn�en�� na v��cedimenzion�aln�� sign�aly je jednoduch�e | peri-
odizaci mus��me prov�est pro ka�zdou prom�ennou zvl�a�st', p�ri�cem�z periody pro r�uzn�e prom�enn�e mo-
hou b�yt obecn�e r�uzn�e. Poznamenejme, �ze periodicky prodlou�zen�y sign�al nejen�ze nenese �z�adnou
dodate�cnou informaci oproti sign�alu na p�uvodn��m kone�cn�em intervalu (nebot' je jen periodick�ym
opakov�an��m), ale dokonce se z d�uvod�u p�r��padn�eho p�rekr�yv�an�� vz�ajemn�e posunut�ych sign�al�u p�ri
jejich nas�c��t�av�an�� m�u�ze li�sit od tohoto sign�alu i na p�uvodn��m intervalu, tak�ze p�uvodn�� infor-
mace je �c�aste�cn�e nebo zcela znehodnocena (viz. obr�azek 1.3b). Tomuto efektu ne�z�adouc��ho
p�rekr�yv�an�� �r��k�ame efekt alias. Doch�az�� k n�emu tehdy, je-li d�elka periody men�s�� ne�z d�elka
p�uvodn��ho nosi�ce. �Casto se tomuto efektu nelze vyhnout, nap�r. periodizujeme-li sign�aly, je-
jich�z nosi�c nebyl omezen�y. Jak uvid��me pozd�eji, efekt periodizace je nevyhnuteln�ym d�usledkem
diskretizace sign�alu v oblasti komplement�arn�� z hlediska Fourierovsk�ych transformac��. Nevhodn�a
perioda souvis�� s nedostate�cn�ym (p�r��li�s �r��dk�ym) vzorkov�an��m, a tak m�u�ze k efektu alias doj��t i
u sign�al�u s p�uvodn�e omezen�ym nosi�cem.

Obr�azek 1.3: a) Periodizace bez p�rekr�yv�an��. b) Periodizace s p�rekr�yv�an��m, efekt alias.

V p�redch�azej��c��m odstavci byl pou�zit pojem komplement�arn�� oblasti ve Fourierov�e anal�yze.
Mysl�� se t��m oblasti de�ni�cn��ho oboru sign�alu vstupuj��c��ho

"
do\ nebo vystupuj��c��ho

"
z\ Fourierovsk�ych

transformac��, zejm�ena z hlediska fyzik�aln��ho v�yznamu p�r��slu�sn�ych prom�enn�ych. Vlastn�� fyzik�aln��
v�yznam nen�� sice pro tyto transformace z matematick�eho hlediska v�ubec d�ule�zit�y, ale hod��
se pro terminologick�e rozli�sen�� dan�ych oblast��. Nap�r��klad: tradi�cn�e byla Fourierova anal�yza
pou�z��v�ana pro zpracov�an�� �casov�ych �rad n�ejak�ych m�e�ren�ych hodnot, proto byly sign�aly vstupuj��c��
do Fourierovsk�ych transformac�� ch�ap�any p�rirozen�e jako funkce �casu. P�r��slu�sn�e transformace
tedy p�redstavuj�� zobrazen�� z tzv. �casov�e oblasti. V t�echto skriptech budeme pro jednoduchost
d�usledn�e pou�z��vat term��n �casov�a oblast, p�resto�ze prom�ennou sign�alu vstupuj��c��ho do transfor-
mac�� �cas nemus�� v�ubec b�yt - p�r��slu�snou prom�ennou m�u�ze b�yt nap�r. prostorov�a sou�radnice a
podobn�e. Na v�ystupu z transformac�� pak v p�r��pad�e �casu v �casov�e oblasti nach�az��me sign�al, kter�y
je funkc�� frekvence. N�ekte�r�� auto�ri proto u�z��vaj�� term��n frekven�cn�� oblast, my zde v�sak d�ame
p�rednost obecn�ej�s��mu pojmenov�an�� spektr�aln�� oblast. V�ystupn�� sign�al pak naz�yv�ame spek-
trum. Fourierovsk�e transformace tedy p�redstavuj�� vz�ajemn�e jednozna�cn�e zobrazen�� mezi v�y�se
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zm��n�en�ymi komplement�arn��mi oblastmi, tj. �casovou oblast�� a spektr�aln�� oblast��.

1.3 Vymezen�� obsahu kurzu { z�akladn�� syllabus.

Jak ji�z n�azev napov��d�a, tento kurz se zab�yv�a teoretick�ymi z�aklady Fourierovy spektr�aln�� anal�yzy.
�Cten�a�r v n�em tedy nenajde praktick�e postupy a metody pro zpracov�an�� m�e�ren�ych dat, jako nap�r.
r�uzn�e metody �ltrace, odstra�novan�� �sumu, hled�an�� skryt�ych periodicit, korelace a podobn�e. Jedn�a
se sice o velmi u�zite�cn�e postupy, ale pro detailn�� sezn�amen�� odkazujeme �cten�a�re na jin�e kurzy a
u�cebn�� texty.

Zde probereme postupn�e zejm�ena �cty�ri Fourierovsk�e transformace a jejich vz�ajemn�e vztahy,
viz. sch�ema na obr�azku 1.4. Za�cneme Fourierovou �radou spojit�eho sign�alu, tedy transformac��,
kter�a p�ri�razuje spojit�emu (periodick�emu) sign�alu jeho Fourierovu �radu, tedy vlastn�e posloup-
nost Fourierov�ych koe�cient�u, �cili diskr�etn�� spektrum. T�eto transformaci je v�enov�ana relativn�e
velk�a pozornost hlavn�e ze dvou d�uvod�u: 1) m�a velk�y praktick�y v�yznam v teorii anal�yzy period-
ick�ych proces�u, 2) jako u prvn�� z prob��ran�ych transformac�� u n�� vysv�etl��me podrobn�eji n�ekter�e
vlastnosti, kter�e pak u dal�s��ch transformac�� zm��n��me ji�z stru�cn�eji s poukazem na analogii pr�av�e
s Fourierovou �radou. D�ale probereme Fourierovu transformaci zobrazuj��c�� spojit�y neperiodick�y
sign�al na spojit�e neperiodick�e spektrum. Tato transformace m�a z�asadn�� v�yznam pro pr�aci s
tzv. p�rechodn�ymi sign�aly a je j�� v t�echto skriptech v�enov�ana op�et pom�ern�e zna�cn�a �c�ast texu.
Dal�s�� v po�rad�� je Fourierova transformace diskr�etn��ho sign�alu, tedy transformace mezi diskr�etn��m
(neperiodick�ym) sign�alem a spojit�ym (periodick�ym) spektrem. Hlavn�� v�yznam t�eto transformace
spo�c��v�a v tzv. vzorkovac��m teor�emu. Z pedagogick�eho hlediska je t�e�z tato transformace d�ule�zit�ym
mezikrokem pro v�yklad posledn�� z prob��ran�ych transformac��: Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu,
tedy p�ri�razen�� mezi dv�ema diskr�etn��mi periodick�ymi sign�aly. Tato transformace m�a velmi bl��zko
k tzv. diskr�etn�� Fourierov�e transformaci (DFT), kter�a je nezastupiteln�a p�ri numerick�e realizaci
v�sech v�y�se uveden�ych transformac��. Velk�y d�uraz je v t�echto skriptech kladen na vz�ajemn�e vztahy
t�echto transformac�� v�cetn�e problematiky p�repo�c��t�an�� jednoho typu spektra na druh�y.

Po form�aln�� str�ance se tato skripta li�s�� od klasick�ych skript z�akladn��ch matematick�ych kurz�u.
Struktura

"
de�nice - v�eta - d�ukaz\ zde nen�� striktn�e dodr�zov�ana. D�ukazy jsou uv�ad�eny hlavn�e

pokud slou�z�� lep�s��mu pochopen�� prob��ran�e l�atky. Velk�a pozornost je naopak v�enov�ana r�uzn�ym
koment�a�r�um a pozn�amk�am dopl�nuj��c��m v�yklad s c��lem lep�s��ho pochopen�� vz�ajemn�ych vazeb
a souvislost�� a zasazen�� prob��ran�ych t�emat do �sir�s��ho kontextu. To usnadn�� �cten�a�ri l�epe se v
problematice orientovat a p�riprav�� p�udu pro snadn�e pou�zit�� teoretick�ych z�aklad�u Fourierovy
spektr�aln�� anal�yzy v praktick�ych aplikac��ch. �Cten�a�re, kter�y by si cht�el vynechan�e d�ukazy doplnit,
odkazuji na seznam doporu�cen�e literatury. Text je dopln�en �re�sen�ymi p�r��klady a t�e�z �radou cvi�cen��,
jejich�z v�ysledky lze naj��t v z�av�ere�cn�e �c�asti skript.

V pr�ub�ehu v�ykladu v�y�se zm��n�en�ych �cty�r transformac�� se dotkneme je�st�e �rady dopl�nkov�ych
t�emat. Na z�av�er t�eto podkapitoly proto uved'me podrobn�ej�s�� syllabus kurzu v z�akladn��ch bodech:

� Fourierovy �rady

Pojem Hilbertova prostoru a jeho z�akladn�� vlastnosti, ortogon�aln�� a ortonorm�aln�� posloup-
nosti, �upln�e syst�emy, obecn�e Fourierovy �rady.
Exponenci�aln�� tvar Fourierovy �rady, trigonometrick�a Fourierova �rada, konvergence Fouri-
erov�ych �rad, Gibbs�uv jev, z�akladn�� vlastnosti Fourierov�ych �rad, operace nad �radami.
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Obr�azek 1.4: Typy prob��ran�ych Fourierov�ych transformac�� (vlnovka nad p��smenem zna�c�� peri-
odickou funkci).
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Fourierovy �rady ve v�ahov�em prostoru, rozvoje podle vlastn��ch funkc��, rozvoje do orto-
gon�aln��ch polynom�u.
Fourierovy �rady v��ce prom�enn�ych.

� Fourierova integr�aln�� transformace

Fourierova v�eta, Fourierova transformace, sinov�a a kosinov�a transformace, vlastnosti Fourierovy
transformace, druhy spekter.
V��cerozm�ern�a Fourierova transformace.
Fourierova transformace speci�aln��ch funkc��, Fourierova transformace periodick�ych funkc��,
vzorkovac�� funkce.
Line�arn�� �ltrace, impulzn�� odezva, p�renosov�a funkce.

� Hilbertova transformace

Z�akladn�� vlastnosti, Hilbertova transformace a kauz�aln�� funkce, numerick�y v�ypo�cet Hilber-
tovy transformace, analytick�e sign�aly.

� Spektr�aln�� anal�yza diskr�etn��ch sign�al�u

Fourierova transformace diskr�etn��ho sign�alu, z�akladn�� vlastnosti, vzorkovac�� teor�em, vztah
spektra spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu.
Fourierova �rada diskr�etn��ho sign�alu, z�akladn�� vlastnosti, vztah Fourierovy �rady spojit�eho a
diskr�etn��ho sign�alu, vztah Fourierovy transformace a Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu.
Diskr�etn�� Fourierova transformace, alias ve frekven�cn�� a �casov�e oblasti.



8 KAPITOLA 1. �UVOD



Kapitola 2

FOURIEROVA �RADA SPOJIT�EHO

SIGN�ALU
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V t�eto kapitole je na�s��m c��lem vybudovat apar�at umo�z�nuj��c�� rozvinout ve Fourierovu �radu
libovoln�y spojit�y sign�al s(t) 2 L2(a; b), tj. funkci, pro ni�z

bZ
a

js(t)j2dt

existuje (m�a kone�cnou hodnotu). Absolutn�� hodnotu v integrandu nelze obecn�e vynechat, nebot'

p�ripou�st��me i komplexn�� funkce (sign�aly): s(t) = <fs(t)g + i=fs(t)g. Kvadr�at absolutn�� hod-
noty je pak js(t)j2 = <fs(t)g2 + =fs(t)g2, zat��mco prost�y kvadr�at by byl s(t)2 = <fs(t)g2 +
2i<fs(t)g=fs(t)g � =fs(t)g2. Oba kvadr�aty jsou shodn�e pouze pro re�aln�e sign�aly, pro n�e�z je
=fs(t)g = 0.

Hned �uvodem poznamenejme n�ekolik slov k volb�e t�r��dy funkc�� (sign�al�u), pro kterou je v
matematick�e literatu�re teorie Fourierov�ych �rad vybudov�ana, tedy L2(a; b). Pro kone�cn�e inter-
valy plat��, �ze je-li funkce z L2(a; b), je na ha; bi i absolutn�e integrovateln�a, tj. pat�r�� i do t�r��dy
L1(a; b). To m�a v�yznam zejm�ena budeme-li se zaj��mat o vztah Fourierovy �rady a Fourierovy
transformace (kapitola 3), nebot' teorie Fourierovy transformace je tradi�cn�e vybudov�ana pro
absolutn�e integrovateln�e funkce. Na neomezen�ych intervalech obecn�e ob�e t�r��dy nespl�yvaj�� a ani
jedna nen�� podmno�zinou t�e druh�e. Z hlediska praktick�ych aplikac�� obou transformac�� n�as v�sak
rozd��l mezi ob�ema t�r��dami nemus�� p�rili�s tr�apit, nebot' sign�aly, se kter�ymi v aplikac��ch pracujeme,
pat�r�� do obou t�r��d.

Rozvinout funkci v �radu znamen�a napsat ji nap�r. ve tvaru �rady s obecn�e komplexn��mi koe-
�cienty ci:

s(t) =
1X
i=1

ci�i;

kde komplexn�� funkce f�ig tvo�r�� posloupnost a �rada v n�ejak�em smyslu konverguje. V tomto kurzu
se soust�red��me na takov�e rozvoje, kde koe�cienty ci jsou speci�aln�e Fourierovy koe�cienty (viz.
d�ale), a funkce f�ig tvo�r�� tzv. �upln�y ortogon�aln�� syst�em v �upln�em Hilbertov�e prostoru L2(a; b).

P�redpokl�ad�am, �ze teorie line�arn��ch prostor�u a speci�aln�e Hilbertov�ych prostor�u je �cten�a�ri
zn�ama z p�redch�azej��c��ch matematick�ych kurz�u, proto zde stru�cn�e zopakujme jen n�ekolik z�aklad-
n��ch de�nic a vlastnost�� t�echto prostor�u se z�retelem na aplikace pro Fourierovy �rady.

2.1 Zaveden�� Hilbertova prostoru a z�akladn��ch souvisej��c��ch

pojm�u

Uva�zme obecn�e komplexn�� line�arn�� (tj. vektorov�y) prostor. Prvek takov�eho prostoru nazveme
vektorem. Linearita prostoru znamen�a, �ze je v n�em de�nov�an sou�cet prvk�u, sou�cin prvku s �c��slem,
plat�� komutativn�� a asociativn�� z�akon, existuje opa�cn�y a nulov�y prvek a plat�� distributivn�� z�akon.
Pro n�as je d�ule�zit�e si uv�edomit, �ze prostor funkc�� integrovateln�ych s kvadr�atem na intervalu ha; bi,
tedy v�y�se zaveden�y prostor L2(a; b), je takov�ym line�arn��m prostorem. Pod pojmem vektor se tedy
m�u�ze myslet nap�r. funkce z L2(a; b). Dal�s��mi p�r��klady vektorov�ych prostor�u jsou mno�ziny Cn a
Rn, kde vektorem se rozum�� n-tice komplexn��ch �ci re�aln�ych �c��sel � = (�1; �2; : : : ; �n). Posledn�e
jmenovan�y p�r��pad u�z m�a bl��zko k p�redstav�e vektoru, jak jej zn�ame z fyziky.

V teorii line�arn��ch vektorov�ych prostor�u hraje d�ule�zitou roli tzv. skal�arn�� sou�cin. De�nujme
prostor se skal�arn��m sou�cinem, kter�y tvo�r�� t�e�z z�aklad pro de�nici tzv. Hilbertova prostoru (viz
d�ale), nezbytn�eho pojmu v oblasti Fourierov�ych �rad a spektr�aln�� anal�yzy v�ubec.
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De�nice (Komplexn�� vektorov�y prostor se skal�arn��m sou�cinem):

Prostor V nazveme komplexn�� vektorov�y prostor se skal�arn��m sou�cinem, pokud k
uspo�r�adan�e dvojici prvk�u x; y 2 V je p�ri�razeno komplexn�� �c��slo (x; y), naz�yvan�e skal�arn��
sou�cin, s vlastnostmi:

1. (y; x) = (x; y) (komplexn�e sdru�zen�e).

2. (x; y + z) = (x; y) + (x; z).

3. (�x; y) = �(x; y) pro 8� 2 C.
4. (x; x) je re�aln�e �c��slo � 0 pro 8x 2 V ; (x; x) = 0, x = 0.

Z v�y�se uveden�ych de�ni�cn��ch podm��nek pak plynou dal�s�� u�zite�cn�e vztahy, nap�r.

2 ) (x+ y; z) = (z; x+ y) = (z; x) + (z; y) = (x; z) + (y; z).

3 ) (x; �y) = (�y; x) = �(y; x) = �(x; y).

P�r��kladem takov�eho vektorov�eho prostoru je nap�r. n-dimenzion�aln�� prostor komplexn��ch
�c��sel Cn, kde (�; �) =

Pn
i=1 �i�i, nebo n-dimenzion�aln�� prostor re�aln�ych �c��sel Rn, kde (�; �) =Pn

i=1 �i�i. Pro n�as je zde v�sak nejd�ule�zit�ej�s�� fakt, �ze i prostor L2(a; b) je takov�ym vektorov�ym
prostorem. Skal�arn�� sou�cin dvou komplexn��ch funkc�� f; g 2 L2(a; b) je de�nov�an jako integr�al:

(f; g) =
bR
a

f(t)g(t)dt

=
bR
a

[<ff(t)g<fg(t)g+ =ff(t)g=fg(t)g] dt+ i
bR
a

[=ff(t)g<fg(t)g � <ff(t)g=fg(t)g] dt

D�ukazy podm��nek 1 { 3 v ho�rej�s�� ded�nici jsou z�rejm�e z vlastnost�� integr�al�u. K podm��nce 4
poznamenejme, �ze z (f; f) =

R b
a
jf(t)j2dt = 0 neplyne, �ze je f identicky rovna 0 (ve v�sech

bodech). Nenulov�a v�sak m�u�ze b�yt pouze na mno�zin�e m��ry 0, tj. je nulov�a skoro v�sude.
D�ale de�nujme velikost vektoru a vzd�alenost dvou vektor�u ve vektorov�em prostoru se skal�arn��m

sou�cinem.

De�nice (Velikost vektoru neboli tzv. norma):

Velikost�� vektoru x v V (normou) naz�yv�ame �c��slo kxk = (x; x)
1
2 .

Nap�r��klad v prostoru Rn je tedy velikost d�ana jako k�kRn = (
Pn

i=1 �
2
i )

1
2 . V prostoru L2(a; b) se

velikost�� vektoru f rozum�� integr�al:

kfkL2(a;b) =
0
@ bZ

a

jf(t)j2dt
1
A

1
2

:
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De�nice (Vzd�alenost vektor�u neboli tzv. metrika):

Vzd�alenost�� dvou vektor�u x a y v V (metrikou) naz�yv�ame �c��slo �(x; y) = kx� yk.

Vzd�alenost vektor�u je symetrick�a (�(x; y) = �(y; x)) a spl�nuje tzv. troj�uheln��kovou nerovnost
(�(x; y) � �(x; z) + �(z; y)). Nap�r��klad v prostoru Rn je vzd�alenost d�ana jako �(�; �)Rn =

(
Pn

i=1(�i � �i)
2)

1
2 . N�as v�sak zde zejm�ena zaj��m�a vzd�alenost dvou funkc�� v prostoru L2(a; b),

kter�a je d�ana jako integr�al:

�(f; g)L2(a;b) =

0
@ bZ

a

jf(t)� g(t)j2dt
1
A

1
2

:

Vzd�alenost dvou funkc�� v L2 se �casto naz�yv�a st�redn�� kvadratick�a odchylka. Op�et p�ri-
pome�nme jist�e speci�kum prostoru L2: je-li st�redn�� kvadratick�a odchylka dvou funkc�� nulov�a,
neznamen�a to, �ze jsou si ob�e funkce identicky rovny { mohou se vz�ajemn�e li�sit na mno�zin�e m��ry
0. Podobn�e, je-li st�redn�� kvadratick�a odchylka mal�a, neznamen�a to, �ze ob�e funkce jsou si bl��zko
ve v�sech bodech sledovan�eho intervalu, lok�aln�e se mohou od sebe vzd�alit ani�z by to p�r��li�s v�yrazn�e
ovlivnilo hodnotu v�y�se uveden�eho integr�alu na cel�em intervalu ha; bi.

M�ame-li zavedenou vzd�alenost, m�u�zeme uva�zovat o konvergenci n�ejak�e posloupnosti ve vek-
torov�em prostoru a o de�nici tzv. Hilbertova prostoru. Pro de�nici Hilbertova prostoru je krom�e
skal�arn��ho sou�cinu podstatn�a i tzv. �uplnost prostoru.

De�nice (Hilbert�uv prostor):

Hilbert�uv prostor H je komplexn�� vektorov�y prostor se skal�arn��m sou�cinem, kter�y je �upln�y,
tj. ka�zd�a Cauchyovsk�a posloupnost prvk�u z H je v H konvergentn��:

xn 2 H 8" > 0 9n0 > 0 8n � n0 �(xn; xn0) � ";

Jin�ymi slovy: �upln�y Hilbert�uv prostor H je natolik "hust�y", �ze ka�zd�a Cauchyovsk�a posloupnost
vektor�u z tohoto prostoru konverguje k n�ejak�emu vektoru v H. Pro pohodl�� �cten�a�re p�ripome�nme
je�st�e, co je to Cauchyovsk�a posloupnost xn 2 H. Je to takov�a posloupnost, pro ni�z plat��

8" > 0 9n0 > 0 8p > 0 a 8n � n0 je �(xn; xn+p) � ":

Z troj�uheln��kov�e nerovnosti �(xn; xn+p) � �(xn; x) + �(xn+p; x) plyne, �ze ka�zd�a posloupnost
konverguj��c�� v H (k limit�e x) je Cauchyovsk�a, nebot' pro dostate�cn�e velk�e n je prav�a strana
nerovnosti dostate�cn�e mal�a. V de�nici �upln�eho prostoru m�ame v�sak opa�cnou implikaci.

Prostory Rn a Cn jsou �upln�e. Z hlediska dal�s��ho v�ykladu je podstatn�e n�asleduj��c�� tvrzen��:

V�eta:

L2(a; b) je �upln�y Hilbert�uv prostor.
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D�ukaz tohoto tvrzen�� m�u�ze �cten�a�r naj��t nap�r. v knize Kufner & Kadlec (1969).

Poznamenejme, �ze v p�r��pad�e L2(a; b) se jedn�a o tzv. konvergenci v pr�um�eru (n�ekdy t�e�z
naz�yvanou konvergenc�� podle st�redu).

De�nice (Konvergence v pr�um�eru):

Existuje-li funkce f 2 L2(a; b) a posloupnost ffng 2 L2(a; b) a plat��-li, �ze

lim
n!1

kfn � fk = 0 tj: lim
n!1

0
@ bZ

a

jfn(t)� f(t)j2dt
1
A

1=2

= 0

pak ffng konverguje k f v pr�um�eru.

Limita v tomto smyslu je jednozna�cn�a { konverguje-li posloupnost k n�ejak�e funkci z L2(a; b),
nem�u�ze z�arove�n konvergovat k jin�e funkci z t�eho�z prostoru, tj. k funkci, kter�a by se li�sila v��c ne�z
na mno�zin�e m��ry 0. Konverguje-li ffng v L2(a; b) stejnom�ern�e, pak tak�e konverguje v pr�um�eru.
Z oby�cejn�e, obecn�e nestejnom�ern�e, bodov�e konvergence neplyne konvergence v pr�um�eru. Plat�� i
opa�cn�e tvrzen��: z konvergence v pr�um�eru neplyne konvergence bodov�a.

2.2 Ortonorm�aln�� posloupnosti a obecn�e Fourierovy �rady

Objasn�eme nejprve, co jsou to ortogon�aln�� a ortonorm�aln�� vektory v Hilbertov�e prostoru.

De�nice (Ortogonalita):

x; y 2 H, x 6= 0; y 6= 0, jsou vz�ajemn�e ortogon�aln��, je-li (x; y) = 0.

De�nice (Ortonormalita):

x; y 2 H jsou vz�ajemn�e ortonorm�aln��, je-li (x; y) = �ijf1 x=y
0 x6=y:

P�ripome�nme, �ze symbol �ij ve v�y�se uveden�e de�nici se naz�yv�a Kroneckerovo delta.

D�ule�zitou roli v teorii Fourierov�ych �rad hraj�� tzv. �upln�e ortonorm�aln�� posloupnosti. M�ejme
ortonorm�aln�� posloupnost feig v H: (ei; ej) = �ij, keik = 1.
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De�nice (�Upln�a ortonorm�aln�� posloupnost):

Ortonorm�aln�� posloupnost vektor�u feig v �upln�em Hilbertov�e prostoru H je �upln�a , je-li
x 2 H takov�y vektor, �ze (x; ei) = 0 8i ) x = 0.

Jin�ymi slovy: v p�r��pad�e �upln�e posloupnosti neexistuje x 6= 0 takov�y, kter�y by byl ortogon�aln�� ke
v�sem prvk�um t�eto posloupnosti. Takov�a posloupnost feig se t�e�z naz�yv�a b�aze Hilbertova prostoru.
Skal�arn�� sou�ciny xi = (x; ei) pak p�redstavuj�� sou�radnice vektoru v dan�e b�azi.

V konkr�etn��m Hilbertov�e prostoru mohou b�yt r�uzn�e b�aze vyhovuj��c�� t�eto de�nici. Dokonce
jich m�u�ze b�yt nekone�cn�e mnoho. V�sechny ale maj�� stejnou mohutnost neboli dimenzi. Objasn�eme
si to na n�azorn�em p�r��kladu prostoru R3, tj. trojic re�aln�ych �c��sel. Takov�e vektory odpov��daj�� na�s��
p�redstav�e vektor�u ve fyzik�aln��m smyslu. M�u�zeme naj��t nekone�cn�e mnoho triplet�u vz�ajemn�e or-
togon�aln��ch jednotkov�ych vektor�u a v�u�ci t�emto r�uzn�ym b�az��m pak vyjad�rovat sou�radnice libo-
voln�ych dal�s��ch vektor�u z tohoto Hilbertova prostoru. Jak v��me, prostor R3 je �upln�y. Vz�ajemn�e
ortogon�aln�� triplety v n�em tvo�r�� �upln�e ortonorm�aln�� posloupnosti, tj. �z�adn�y dal�s�� (nenulov�y)
vektor u�z k nim nem�u�ze b�yt ortogon�aln��. Tuto n�azornou p�redstavu m�u�zeme roz�s���rit i na prostor
L2(a; b) s t��m rozd��lem, �ze vektory zde tvo�r�� funkce integrovateln�e s kvadr�atem na dan�em inter-
valu a dimenze tohoto prostoru je nekone�cn�a, tj �upln�e ortogon�aln�� posloupnosti maj�� nekone�cn�e
(spo�cetn�e mnoho) prvk�u. V dal�s��m si uk�a�zeme celou �radu p�r��klad�u upln�ych ortogon�aln��ch soustav
funkc�� z L2(a; b), kter�e se n�am budou hodit pro konstruov�an�� Fourierov�ych �rad.

Uva�zme obecnou ortonorm�aln�� posloupnost feig v Hilbertov�e prostoru H. D�ale uva�zme v
H n�ejak�y vektor y, kter�y chceme aproximovat line�arn�� kombinac�� prvn��ch n prvk�u z feig, tj.
chceme naj��t takovou line�arn�� kombinaci

Pn
i=1 �iei; �i 2 C, jej���z vzd�alenost od y bude co mo�zn�a

nejmen�s��.
Snadno dok�a�zeme n�asleduj��c�� tvrzen��:

V�eta (O nejlep�s��m p�ribl���zen��):

Kone�cn�a �rada
Pn

i=1 ciei s koe�cienty ci = (y; ei) je nejlep�s��m mo�zn�ym p�ribl���zen��m k vektoru
y ze v�sech mo�zn�ych line�arn��ch kombinac��

Pn
i=1 �iei.

Tedy v p�r��pad�e nejlep�s��ho p�ribl���zen�� jsou koe�cienty �i tvo�reny speci�aln�e jako skal�arn�� sou�ciny
aproximovan�eho prvku a p�r��slu�sn�eho vektoru z ortonorm�aln�� posloupnosti, �i = ci = (y; ei).

D�ukaz:

Chceme minimalizovat vzd�alenost ky �Pn
i=1 �ieik. Z d�uvod�u snadn�ej�s��ch �uprav budeme m��sto

toho minimalizovat jej�� kvadr�at. S vyu�zit��m vlastnost�� skal�arn��ch sou�cin�u m�u�zeme ps�at:

0 � ky �
nX
i=1

�ieik2 = (y �
nX
i=1

�iei; y �
nX
i=1

�iei) = kyk2 �
nX
i=1

�i(ei; y)�

�
nX
i=1

�i(y; ei) +
nX
i=1

j�ij2 = kyk2 +
nX
i=1

[�i � (y; ei)][�i � (ei; y)]�
nX
i=1

j(y; ei)j2 =
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= kyk2 +
nX
i=1

j�i � (y; ei)j2 �
nX
i=1

j(y; ei)j2:

Tato veli�cina bude minim�aln��, eliminujeme-li prost�redn�� �clen na posledn��m �r�adku, tj. zvol��me-
li �i = (y; ei), c.b.d.

Z v�y�se uveden�eho odvozen�� tak�e plyne tzv. Besselova nerovnost. Pro nejlep�s�� p�ribl���zen��, tj.
pro volbu �i = (y; ei), toti�z okam�zit�e dost�av�ame:

kyk2 �
nX
i=1

j(y; ei)j2:

Jak ji�z bylo �re�ceno, vektor y m�u�ze reprezentovat funkci s z L2(a; b). Pak rovn�e�z prvky
ortonorm�aln�� posloupnosti jsou funkce z tohoto prostoru. Omezme se v dal�s��m ji�z jen na tento
p�r��pad pro jeho vyu�zit�� v problematice rozv��jen�� funkce v �radu 1. Je z�rejm�e, �ze v�y�se uveden�e
odvozen�� pro nejlep�s�� p�ribl���zen�� se nezm�en�� budeme-li zvy�sovat po�cet �clen�u v line�arn�� kombinaci.
I p�ri n ! 1, pokud �rada

P1
i=1(s; ei)ei konverguje, je jej�� sou�cet st�ale nejlep�s��m p�ribl���zen��m k

funkci s. Besselova nerovnost je pak:

ksk2 �
1X
i=1

j(s; ei)j2: (2.1)

Abychom v�sak mohli �radu
P1

i=1(s; ei)ei pova�zovat za rozvoj funkce s, bylo by t�reba aby
tato �rada byla nejen nejlep�s��m p�ribl���zen��m, ale konvergovala p�r��mo k funkci s. To znamen�a, aby
vzd�alenost (st�redn�� kvadratick�a odchylka) jej��ho sou�ctu od s byla rovna nule. V tom p�r��pad�e,
by v nerovnosti (2.1)

"
�\ p�re�slo na

"
=\, tj. Besselova nerovnost by p�re�sla na tzv. Parsevalovu

rovnost:

ksk2 =
1X
i=1

j(s; ei)j2: (2.2)

Shr�nme tyto �uvahy do n�asleduj��c�� v�ety:

V�eta:

�Rada
P1

i=1 ciei, s koe�cienty ci = (s; ei) 2 C, kde feig 2 L2(a; b) je ortonorm�aln��
posloupnost, konverguje k funkci s 2 L2(a; b) () plat�� Parsevalova rovnost ksk2 =P1

i=1 j(s; ei)j2.

Vyu�zit�� t�eto v�ety pro praxi p�ri vytv�a�ren�� rozvoj�u funkce s je v�sak problematick�e, nebot' ov�e�rit
p�r��mo platnost Parsevalovy rovnosti m�u�ze b�yt obecn�e dosti obt���zn�e.

Na�st�est�� m�u�zeme v t�eto situaci s v�yhodou vyu�z��t n�asleduj��c�� d�ule�zitou v�etu (jej�� d�ukaz m�u�ze
�cten�a�r naj��t nap�r. v knize Kadlec & Kufner, 1969):

1Poznamenejme, �ze dal�s�� v�yklad v�cetn�e dvou n�asleduj��c��ch matematick�ych v�et nen�� v�az�an pouze na prostor
L2(a; b) a je mo�zno jej zobecnit na libovoln�y Hilbert�uv prostor H.
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V�eta:

Ortonorm�aln�� soustava feig 2 L2(a; b) je v L2(a; b) �upln�a () 8s 2 L2(a; b) plat��
Parsevalova rovnost ksk2 =P1

i=1 j(s; ei)j2.

Jeliko�z ob�e v�ety maj�� formu ekvivalence a v obou jde o platnost Parsevalovy rovnosti, m�u�zeme
jejich spojen��m dostat okam�zit�e tvrzen��, kter�e hraje z�asadn�� roli p�ri rozv��jen�� funkce v �radu:

V�eta:

�Rada
P1

i=1 ciei, ci 2 C; ei 2 L2(a; b), s koe�cienty ci = (s; ei) konverguje k funkci s 2
L2(a; b) () soustava feig je v L2(a; b) ortonorm�aln�� a �upln�a.

�Cten�a�r by mohl na tomto m��st�e nam��tnout, �ze p�reveden��m probl�emu platnosti Parsevalovy
rovnosti na probl�em �uplnosti n�ejak�e ortonorm�aln�� soustavy funkc�� z L2(a; b) jsme si p�r��li�s nepo-
mohli, nebot' i d�ukaz zm��n�en�e �uplnosti m�u�ze b�yt velmi n�aro�cn�y. To je jist�e pravda, ale my zde
vyu�zijeme toho, �ze u �rady standardn��ch soustav funkc�� z L2(a; b) (nap�r. soustavy trigonomet-
rick�ych a exponenci�aln��ch funkc��, soustavy ortogon�aln��ch polynom�u, soustavy vlastn��ch funkc��
jist�ych diferenci�aln��ch rovnic s okrajov�ymi podm��nkami, apod.) byla jejich �uplnost ji�z v minu-
losti dok�az�ana, tak�ze je m�u�zeme bez obav vyu�z��t pro rozvoj libovoln�e funkce z L2(a; b) v �radu
a m�ame zaru�ceno, �ze tato �rada konverguje k rozv��jen�e funkci alespo�n v pr�um�eru. O konvergenci
bodov�e, p�r��padn�e stejnom�ern�e pojedn�av�a podkapitola 2.6.

Na z�av�er t�eto podkapitoly zavedeme je�st�e souvisej��c�� terminologii. Rozvoj funkce konstruo-
van�y v�y�se uveden�ym zp�usobem se naz�yv�a obecn�y Fourier�uv rozvoj (nebo obecn�a Fourierova
�rada) a koe�cienty z��skan�e skal�arn��m sou�cinem rozv��jen�e funkce s p�r��slu�sn�ymi funkcemi dan�e
b�aze (�upln�e soustavy ortonorm�aln��ch funkc�� z L2(a; b)) se naz�yvaj�� Fourierovy koe�cienty.

Na�se dosavadn�� poznatky tedy shrnuje n�asleduj��c�� de�nice:

De�nice (Fourierova �rada):

Obecnou Fourierovou �radou funkce s 2 L2(a; b) nazveme �radu
P1

i=1 ciei, kde

ci = (s; ei) =

bZ
a

s(t)ei(t)dt

a feig je �upln�y ortonorm�aln�� syst�em v L2(a; b).

Mno�zinu Fourierov�ych koe�cient�u budeme naz�yvat diskr�etn��m Fourierov�ym spektrem funkce.
Poznamenejme, �ze hodnota koe�cient�u z�avis�� na chov�an�� rozv��jen�e funkce v cel�em intervalu
ha; bi, proto�ze cel�y tento interval tvo�r�� meze integr�alu pro v�ypo�cet Fourierov�ych koe�cient�u.
To znamen�a, �ze pokud n�as zaj��m�a rozvoj funkce jen v okol�� n�ejak�eho bodu, nebude hodnota
koe�cient�u rozvoje ovlivn�ena pouze lok�aln��m chov�an��m funkce v okol�� tohoto bodu (tak jako je
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tomu t�reba u Taylorova rozvoje), ale jej��m chov�an��m v cel�em z�ajmov�em intervalu. Prudk�a zm�ena
funkce, byt'

"
daleko\ od bodu, ve kter�em n�as rozvoj zaj��m�a, m�u�ze z�asadn�e ovlivnit koe�cienty

tohoto Fourierova rozvoje.

2.3 �Upln�e ortogon�aln�� syst�emy

V praxi je b�e�zn�e pou�z��vat k rozvoj�um funkce v �radu nikoliv jenom �upln�e ortonorm�aln�� soustavy,
ale i soustavy ortogon�aln��ch funkc��, kter�e se od t�ech ortonorm�aln��ch li�s�� pouze normov�an��m
(norma funkc�� ortogon�aln�� soustavy nen�� rovna 1).

Nap�r��klad, soustava funkc��:

1p
2�
;
cos tp
�
;
sin tp
�
;
cos 2tp

�
;
sin 2tp
�
; : : :

je �upln�a ortonorm�aln�� v L2(��; �).
K n�� odpov��daj��c�� ortogon�aln�� soustava na intervalu h��; �i je:

1; cos t; sin t; cos 2t; sin 2t; : : : ;

kter�a se pou�z��v�a tradi�cn�e v tzv. trigonometrick�e Fourierov�e �rad�e (viz. podkapitola 2.5). Po-
zor: volba intervalu zde hraje kl���covou roli. Na jin�em intervalu nejen�ze tato soustava nen��
ortonorm�aln��, ale ani ortogon�aln��. Nap�r na h0; �i dostaneme R �

0
1 � sin tdt = 2 6= 0.

Rozd��l mezi rozvojem do �rady ortonorm�aln��ch a ortogon�aln��ch funkc�� je pouze form�aln��, ale
mus��me spr�avn�ym zp�usobem modi�kovat vzorec pro v�ypo�cet Fourierov�ych koe�cient�u. M�ame-li
na intervalu ha; bi �uplnou ortogon�aln�� posloupnost

ffig; (fi; fj) = f0; i6=j
kfik2 6=0; i=j;

odpov��daj��c�� �upln�e ortonorm�aln�� soustav�e

feig; ei =
1

kfikfi;

dostaneme obecnou Fourierovu �radu ve tvaru

s =
1X
1

(s; ei)ei =
1X
1

kfik�2(s; fi)fi; (2.3)

tj., rozv��j��me do funkc�� fi s modi�kovan�ymi koe�cienty

ci = kfik�2(s; fi) = kfik�2
bZ

a

s(t)fi(t)dt: (2.4)

Parsevalova rovnost bude m��t v tomto p�r��pad�e tvar

ksk2 =
1X
1

kfik�2j(s; fi)j2: (2.5)
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Uved'me zde nyn�� n�ekolik p�r��klad�u �upln�ych ortogon�aln��ch soustav na konkr�etn��ch intervalech,
kter�e se pou�z��vaj�� pro

"
klasick�e\ Fourierovy �rady:

L2(��; �) 1; cos t; sin t; cos 2t; sin 2t; : : : 2 R (2.6)

: : : ; exp(�it); 1; exp(it); exp(2it); : : : 2 C (2.7)

L2(�l; l) 1; cos(�t=l); sin(�t=l); cos(2�t=l); : : : 2 R (2.8)

: : : ; exp(��it=l); 1; exp(�it=l); exp(2�it=l); : : : 2 C (2.9)

L2(�T
2
;
T

2
) 1; cos(2�t=T ); sin(2�t=T ); cos(4�t=T ); : : : 2 R (2.10)

: : : ; exp(�2�it=T ); 1; exp(2�it=T ); exp(4�it=T ); : : : 2 C (2.11)

L2(0; �) 1; cos t; cos 2t; cos 3t; : : : 2 R (2.12)

sin t; sin 2t; sin 3t; : : : 2 R (2.13)

L2(0; l) 1; cos(�t=l); cos(2�t=l); cos(3�t=l); : : : 2 R (2.14)

sin(�t=l); sin(2�t=l); sin(3�t=l); : : : 2 R (2.15)

Pozd�eji si uk�a�zeme i dal�s�� p�r��klady �upln�ych soustav, kter�e nejsou odvozeny pouze z trigono-
metrick�ych funkc��. N�ekter�e soustavy jsou tvo�reny re�aln�ymi funkcemi, jin�e komplexn��mi. V ka�zd�em
p�r��pad�e i re�aln�e soustavy m�u�zeme pou�z��t pro rozvoj komplexn��ch sign�al�u.

Pokud n�as zaj��m�a rozvoj na n�ejak�em jin�em intervalu, ne�z jsou intervaly uveden�e v�y�se,
m�u�zeme s v�yhodou vyu�z��t v�etu o substituci a vytvo�rit nov�y �upln�y syst�em ortogon�aln��ch funkc��
na n�ejak�em obecn�em intervalu.

V�eta (o substituci):

Necht' line�arn�� substituce t = Ax+B; A > 0, p�rev�ad�� prom�ennou x 2 ha; bi na prom�ennou
t 2 hc; di. Je-li fei(x)g ortonorm�aln�� a �upln�a v L2(a; b), pak ffi(t)g, kde fi(t) = ei

�
t
A
� B

A

�
,

je ortogon�aln�� a �upln�a v L2(c; d).

Je z�rejm�e, �ze metodu substituce m�u�zeme stejn�ym zp�usobem pou�z��t i na soustavu, kter�a je na
p�uvodn��m intervalu ha; bi

"
pouze\ ortogon�aln�� a �upln�a, nebot' normalizace vektor�u nem�a na

tvrzen�� o jejich vzajemn�e ortogonalit�e a �uplnosti soustavy vliv. �Cten�a�r si jist�e pov�simne, �ze
n�ekter�e z v�y�se uveden�ych p�r��klad�u �upln�ych ortogon�aln��ch soustav jsou vytvo�reny pr�av�e touto
substituc��. Nap�r��klad, substituce t = l

�
x (tj. A = l

�
; B = 0) p�rev�ad�� interval h��; �i na interval

h�l; li a soustavy (2.6) a (2.7) na soustavy (2.8) a (2.9).
Domysleme metodu substituce je�st�e d�ale. Z konstrukce Fourierova koe�cientu ci (viz. de�nice

v z�av�eru minul�e podkapitoly) je jasn�e, �ze provedeme-li substituci, zm�en�� se sice meze p�r��slu�sn�eho
integr�alu stejn�e jako argumenty funkc�� v integrandu, ale na vlastn�� (�c��selnou) hodnotu integr�alu
substituce nem�a vliv, tj. hodnota Fourierova koe�cientu se nezm�en��. Budeme-li tedy nap�r. v
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rozvoj��ch, kter�e ji�z zn�ame, prov�ad�et r�uzn�e line�arn�� substituce, dostaneme p�r��slu�sn�e Fourierovy
�rady obecn�e jin�ych funkc�� (jin�e prom�enn�e), na jin�em intervalu a pro jinou b�azi (op�et vytvo�renou
danou substituc��) av�sak se stejn�ymi koe�cienty. Tvrdit v�sak, �ze spektrum funkce se p�ri substituci
nezm�en��, nen�� spr�avn�e, nebot'

"
nov�e\ koe�cienty se vztahuj�� k jin�e b�azi (na jin�em intervalu), tak�ze

takov�e srovn�an�� nem�a smysl.
V n�asleduj��c��ch dvou podkapitol�ach si uk�a�zeme dv�e konkr�etn�� realizace obecn�ych Fourierov�ych

�rad: exponenci�aln�� Fourierovu �radu a trigonometrickou Fourierovu �radu. Pou�zijeme k tomu
b�azov�e funkce (2.11) a (2.10), o ker�ych v��me, �ze jsou ortogon�aln�� a �upln�e na obecn�em inter-
valu


�T
2
; T
2

�
. Pozd�eji si uk�a�zeme p�r��klady realizac�� i pro b�azov�e funkce zcela jin�eho typu.

2.4 Fourierova exponenci�aln�� �rada

M�ejme funkci s(t) zadanou na intervalu

�T

2
; T
2

�
. Jak v��me z p�redchoz�� podkapitoly, na tomto

intervalu tvo�r�� �upln�y ortogon�aln�� syst�em nap�r. funkce (2.11), fexp( i2�nt
T

)g; n = 0;�1;�2; : : : .
Normy t�echto funkc�� jsou pro v�sechna n stejn�e:

p
T . Pomoc�� t�eto soustavy funkc�� vytvo�r��me

Fourierovu �radu:

s(t) =
1X
�1

Sn exp

�
i2�nt

T

�
; (2.16)

kde koe�cienty Sn jsou d�any integr�alem

Sn =
1

T

T
2Z

�T
2

s(t) exp

�
� i2�nt

T

�
dt: (2.17)

Faktor 1=T p�red integr�alem odpov��d�a d�elen�� kvadr�atem normy, viz. vzorec (2.4), nebot' soustava
funkc�� (2.11) nen�� ortonorm�aln��.

Fourierova exponenci�aln�� �rada (podobn�e jako trigonometrick�a Fourierova �rada, prob��ran�a v
n�asleduj��c�� podkapitole) m�a mezi ostatn��mi typy Fourierov�ych �rad v�yznamn�e postaven��. Je to
jednak pro jej�� �uzk�y vztah k dal�s��m Fourierovsk�ym transformac��m jako nap�r. Fourierova transfor-
mace spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu nebo Fourierova �rada diskr�etn��ho sign�alu (viz kapitoly 3, 4
a 5) a jednak pro jej�� speci�ck�e vlastnosti dan�e vlastnostmi exponenci�aln��ch (trigonometrick�ych)
funkc�� { periodicita, r�uzn�e symetrie spektra, �ci vliv n�ekter�ych standardn��ch matematick�ych op-
erac�� na spektrum (podkapitola 2.8).

Zam�e�rme se nyn�� na Fourierovu exponenci�aln�� �radu z hlediska periodicity exponenci�aln��ch
funkc��. Spole�cnou periodou v�sech exponenci�aln��ch funkc�� v �rad�e (2.16) je T ; to je t�e�z peri-
oda cel�eho sou�ctu. Na prav�e stran�e rovnice (2.16) stoj�� tedy periodick�a funkce s periodou T .
Na Fourierovu �radu se m�u�zeme d��vat dv�ema zp�usoby mezi nimi�z je rozd��l v��ce m�en�e form�aln��:
bud' jako na p�ri�razen�� spo�cetn�e mno�ziny Fourierov�ych koe�cient�u (tj. diskr�etn��ho spektra) spo-
jit�emu sign�alu s kone�cn�ym nosi�cem, kde rozvoj v �radu pou�z��v�ame striktn�e pouze na tomto
kone�cn�em intervalu, anebo rovnou jako na vz�ajemn�e jednozna�cn�e zobrazen�� mezi spojit�ym peri-
odick�ym sign�alem ~s(t); t 2 R, vznikl�ym periodick�ym opakov�an��m2 p�uvodn�� neperiodick�e funkce
mimo kone�cn�y interval, a spo�cetn�e mno�ziny Fourierov�ych koe�cient�u. Tento druh�y �uhel pohledu

2V tomto p�r��pad�e ch�apeme vlastn�e funkci s(t) tak, �ze je zadan�a na intervalu (�T
2
; T
2
i a periodicky prodlou�zena

na ~s(t) s periodou T de�novanou na cel�em R. Otev�ren�� p�uvodn��ho kone�cn�eho intervalu z jedn�e strany nem�a vliv
na v�ypo�cet p�r��slu�sn�ych Fourierov�ych koe�cient�u, zato v�sak umo�zn�� p�ri procesu periodizace vznik funkce ~s(t)
jednozna�cn�e de�novan�e v ka�zd�em bod�e i v p�r��padech, kdy s(�T=2) 6= s(T=2).
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budeme v tomto kurzu preferovat. Periodicitu funkce budeme zd�uraz�novat i v ozna�cen�� pomoc��
vlnky nad symbolem funkce.

V�simn�eme si je�st�e opa�cn�eho znam�enka v argumentu exponentu u vztah�u (2.16) a (2.17). Je
to d�ano t��m, �ze koe�cient je skal�arn��m sou�cinem rozv��jen�e funkce s p�r��slu�snou b�azovou funkc��. V
p�r��pad�e komplexn��ch b�az�� se v takov�em skal�arn��m sou�cinu vyskytuje komplexn�e sdru�zen�a b�azov�a
funkce (viz. (2.4) ), tedy:

Sn =
1

T

T
2Z

�T
2

~s(t) exp

�
i2�nt

T

�
dt =

1

T

T
2Z

�T
2

~s(t) exp

�
� i2�nt

T

�
dt:

Poznamenejme, �ze volba znam�enka v exponentu v rovnic��ch (2.16) a (2.17) je v�ec�� konvence a
n�ekte�r�� auto�ri mohou de�novat Fourierovu exponenci�aln�� �radu a p�r��slu�sn�e Fourierovy koe�cienty
s opa�cn�ym znam�enkem. V�zdy v�sak plat��, �ze znam�enka v exponentu u b�azov�e funkce v �rad�e a u
koe�cient�u mus�� b�yt navz�ajem opa�cn�a. Tato nejednozna�cnost de�nic se vyskytuje ve Fourierov�e
spektr�aln�� anal�yze nejen pokud jde o Fourierovy �rady, ale t�yk�a se v�sech Fourierovsk�ych trans-
formac�� prob��ran�ych v tomto kurzu. �Cten�a�r by to m�el m��t na pam�eti p�ri p�reb��r�an�� v�ysledk�u od
jin�ych autor�u a v�zdy si ov�e�rit, jak ten kter�y autor p�r��slu�sn�e transformace de�nuje.

Vztah pro Fourier�uv koe�cient je zcela v intenc��ch v�y�se uveden�e teorie obecn�ych Fourierov�ych
�rad. V n�ekter�ych u�cebn��ch textech se uv�ad�� alternativn�� odvozen�� vzorce pro Fourierovy koe�-
cienty (2.17). Dosp�ejeme k n�emu vyn�asoben��m rovnice (2.16) exponenci�aln�� funkc�� exp (�i2�kt=T ).
Ve skal�arn��m sou�cinu pak na prav�e stran�e d��ky ortogonalit�e uva�zovan�ych exponenci�al zbyde
pouze �clen pro n = k. Za p�redpokladu, �ze je mo�zn�e prohodit po�rad�� sumace a integrace bychom
pak dosp�eli ke vzorci (2.17). Toto prohozen�� je v�sak podm��n�eno stejnom�ernou konvergenc�� dan�e
�rady { my v�sak m�ame obecn�e zaru�cenu pouze konvergenci v pr�um�eru. Podm��nky umo�z�nuj��c��
stejnom�ernou konvergenci budou vysv�etleny v podkapitole 2.6.

Parsevalova rovnost m�a v p�r��pad�e exponenci�aln�� Fourierovy �rady tvar:

1

T

T
2Z

�T
2

j~s(t)j2 dt =
1X

n=1
jSnj2: (2.18)

Tuto rovnost "fyzik�aln�e" interpretujeme tak, �ze energie sign�alu v �casov�e oblasti je rovna energii
jeho obrazu ve spektr�aln�� oblasti. N�ekdy se tento d�ule�zit�y vzorec naz�yv�a t�e�z Rayleighova rovnost
nebo Rayleigh�uv teor�em. Na nejednozna�cnost terminologie ve spektr�aln�� anal�yze si bohu�zel
mus��me zvyknout. Poznamenejme je�st�e, �ze vzorec (2.18) m�u�ze m��t zna�cn�y praktick�y v�yznam
p�ri v�ypo�ctu ur�cit�ych integr�al�u n�ekter�ych funkc��. �Casto se toti�z st�av�a, �ze Fourierovy koe�cienty
n�ejak�e funkce lze vyj�ad�rit jednoduch�ym analytick�ym p�redpisem a nen�� probl�em naj��t sou�cet
�rady na prav�e stran�e rovnice (2.18), zat��mco vypo�c��tat integr�al na jej�� lev�e stran�e (z kvadr�atu
absolutn�� hodnoty rozv��jen�e funkce) by bylo zna�cn�e obt���zn�e.

Spektrum Sn je obecn�e komplexn�� (2 C). M�u�zeme ho reprezentovat dvoj��m zp�usobem, bud'

pomoc�� re�aln�e a imagin�arn�� �c�asti, Sn = <fSng+ i=fSng, nebo pomoc�� modulu a f�aze:

Sn = jSnj exp(i�n); jSnj =
p
(<fSng)2 + (=fSng)2; �n � argSn 2 (��; �): (2.19)

Modul jSnj se naz�yv�a amplitudov�e spektrum, zat��mco �n p�redstavuje tzv. f�azov�e spektrum. Je
to hlavn�� hodnota argumentu Sn, kter�a je jednozna�cn�e d�ana p�redpisem v tabulce 2.1.
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<fSng =fSng �n

> 0 arctan(=fSng=<fSng)

< 0 � 0 arctan(=fSng=<fSng) + �

< 0 < 0 arctan(=fSng=<fSng)� �

0 > 0 �=2

0 < 0 ��=2

0 0 nede�nov�ano

Tabulka 2.1: De�nice f�azov�eho spektra exponenci�aln�� Fourierovy �rady

Tento druh�y zp�usob je mnohem �cast�ej�s�� a pou�z��v�a se zcela standardn�e. Zn�ame-li amplitudov�e
a f�azov�e spektrum, m�u�zeme snadno dopo�c��tat i re�alnou a imagin�arn�� �c�ast:

<fSng = jSnj cos�n =fSng = jSnj sin�n: (2.20)

Rozepi�sme exponenci�aln�� funkci v rovnici (2.17) pomoc�� funkc�� cos a sin:

Sn =
1

T

T
2Z

�T
2

~s(t) cos

�
� 2�nt

T

�
dt+ i

1

T

T
2Z

�T
2

~s(t) sin

�
� 2�nt

T

�
dt = an + ibn:

Je z�rejm�e, �ze je-li rozv��jen�a funkce ~s(t) re�aln�a, jsou i an a bn re�aln�e a plat��

an = <fSng; bn = =fSng: (2.21)

(Pozor, pro obecn�y komplexn�� sign�al tyto vztahy neplat��!)
Jeliko�z cos je funkce sud�a a sin funkce lich�a, �cten�a�r snadno nahl�edne, �ze ve speci�aln��m p�r��pad�e

re�aln�e funkce m�a spektrum n�asleduj��c�� d�ule�zitou vlastnost:

V�eta (o Fourierov�ych koe�cientech re�aln�eho sign�alu):

Pro diskr�etn�� spektrum re�aln�eho sign�alu ~s(t) plat��

S�n = Sn: (2.22)

Tato vlastnost diskr�etn��ho spektra m�a velk�y praktick�y v�yznam: pro re�aln�y sign�al sta�c�� po�c��tat
pouze polovinu koe�cient�u, nap�r. koe�cienty pro nez�aporn�a n, a zbytek spektra ji�z dostaneme
jednoduchou operac�� komplexn��ho sdru�zen��.
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D�ale je z�rejm�e, �ze je-li rozv��jen�a funkce lich�a, an = 0 a pro Fourierovy koe�cienty plat��
Sn = ibn = �ib�n = �S�n, tj. spektrum je funkce lich�a (i pro komplexn�� sign�al ~s(t)). Je-li op�et
nav��c ~s(t) re�aln�a, je spektrum funkce lich�a a ryze imagin�arn��. Naopak, je-li funkce ~s(t) sud�a,
bn = 0, a spektrum je sud�y diskr�etn�� sign�al. Je-li nav��c ~s(t) re�aln�a, je spektrum funkce sud�a a
re�aln�a. Pro lep�s�� zapamatov�an�� jsou tyto u�zite�cn�e symetrie spektra schematicky zn�azorn�eny na
obr�azku 2.1. Spojen��m �c�ast�� obr�azku a)+b) a c)+d) �cten�a�r snadno nahl�edne, �ze obecn�e komplexn��
sud�y sign�al se transformuje na komplexn�� sud�e (diskr�etn��) spektrum, a podobn�e komplexn�� lich�y
sign�al na komplexn�� lich�e (diskr�etn��) spektrum.

Uv�edom��me-li si, �ze ka�zd�y sign�al ~s(t) m�u�ze b�yt rozlo�zen na lichou �c�ast o(t) a sudou �c�ast e(t),
m�u�ze se hodit i n�asleduj��c�� n�azorn�y diagram ukazuj��c��, kter�a �c�ast sign�alu se p�ri�razuje kter�e �c�asti
spektra.

Tvrzen�� z p�redch�azej��c��ho teor�emu o Fourierov�ych koe�cientech re�aln�eho sign�alu implikuje, �ze
re�aln�a �c�ast jeho diskr�etn��ho spektra je funkc�� sudou, zat��mco imagin�arn�� �c�ast funkc�� lichou, viz
schematick�y n�a�crtek na obr�azku 2.2. Souhrnn�e �re�ceno, spektrum re�aln�eho sign�alu je hermitovsk�a
funkce.

Tyto v�y�se uveden�e symetrie a n�ekter�e dal�s��, kter�e si �cten�a�r snadno odvod�� analogick�ym
zp�usobem, jsou shrnuty v tabulce 2.2.

Cvi�cen�� 2.4.1:

Doka�zte, �ze pro re�aln�y sign�al ~s(t), je amplitudov�e spektrum jSnj funkc�� sudou a f�azov�e spektrum
�n funkc�� lichou.

Cvi�cen�� 2.4.2:

Doka�zte, �ze jsou-li Sn Fourierovy koe�cienty sign�alu ~s(t), jsou S�n Fourierovy koe�cienty kom-
plexn�e sdru�zen�eho sign�alu ~s(t)

Je-li sign�al ~s(t) periodick�y, m�u�zeme p�ri v�ypo�ctu koe�cientu pomoc�� integr�alu (2.17) uva�zovat

meze odpov��daj��c�� libovoln�emu jin�emu intervalu d�elky periody, nap�r.
R T
0

nebo obecn�e
R a+T
a

,
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Obr�azek 2.1: N�ekter�e symetrie sign�alu (vlevo) a jeho Fourierov�ych koe�cient�u (vpravo).
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Obr�azek 2.2: Spektrum re�aln�eho sign�alu je hermitovsk�a funkce.

~s(t) Sn

re�aln�y sign�al hermitovsk�e spektrum (S�n = Sn)
imagin�arn�� sign�al antihermitovsk�e spektrum (S�n = �Sn)
sud�y sign�al sud�e spektrum
lich�y sign�al lich�e spektrum
re�aln�y sud�y sign�al re�aln�e sud�e spektrum
re�aln�y lich�y sign�al imagin�arn�� lich�e spektrum
imagin�arn�� sud�y sign�al imagin�arn�� sud�e spektrum
imagin�arn�� lich�y sign�al re�aln�e lich�e spektrum
re�aln�a �c�ast sign�alu sud�a, imagin�arn�� lich�a re�aln�e spektrum
re�aln�a �c�ast sign�alu lich�a, imagin�arn�� sud�a imagin�arn�� spektrum

Tabulka 2.2: N�ekter�e symetrie sign�alu a odpov��daj��c��ho diskr�etn��ho spektra.
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nebot' hodnota dan�eho integr�alu se t��m nezm�en��. Je-li v�sak sign�al s(t) p�uvodn�e neperiodick�y,
pak uv�a�zen�� jin�eho intervalu m�a samoz�rejm�e na hodnotu koe�cient�u vliv (viz t�e�z cvi�cen�� v
n�asleduj��c�� podkapitole).

Na z�av�er t�eto podkapitoly uved'me p�r��klad exponenci�aln��ho rozvoje pravo�uheln��kov�e funkce,
kter�a hraje v mnoha aplikac��ch spektr�aln�� anal�yzy d�ule�zitou roli.

P�r��klad:
Najd�eme Fourierovy koe�cienty Sn pravo�uheln��kov�e funkce

s(t) = �

�
t

d

�
=

�=1 jtj<d=2

=0 jtj�d=2

na intervalu h�T=2; T=2i, kde T > d.

Sign�al je zn�azorn�en na obr�azku 2.3a. Na obr�azku je �c�arkovan�e nakresleno periodick�e opakov�an��
s periodou T , kter�e vznikne automaticky se�cten��m Fourierovy �rady. Alternativn�e m�u�zeme sign�al
s(t) u�z rovnou ch�apat jako periodickou funkci

~s(t) =
1X

n=�1
�

�
t+ nT

d

�
:

Tato funkce je re�aln�a a sud�a, o�cek�av�ame tedy, �ze bude m��t re�aln�e sud�e spektrum. A skute�cn�e:

Sn =
1

T

T=2R
�T=2

s(t) exp

�
� i2�nt

T

�
dt =

1

T

d=2R
�d=2

exp(�i!0nt)dt

=
1

T

1

�in!0 [exp(�i!0nt)]
d=2
�d=2 =

1

T

1

�in!0 [exp(�i!0nd=2)� exp(i!0nd=2)]

=
1

T

1

�in!0 (�2i sin
�
n!0
2
d)
�
=

1

T

2

n!0
sin
�n!0

2
d
�

=
1

n�
sin

�
n�d

T

�
=
d

T

sin

�
n�d

T

�
�
n�d

T

� =
d

T
sinc

�
n�d

T

�
:

Toto diskr�etn�� spektrum je zn�azorn�eno na obr�azku 2.3b.
Obr�azek 2.4 demonstruje chov�an�� spektra p�ri r�uzn�ych volb�ach pom�eru d=T . V �c�asti a) z�ust�av�a

�s���rka pravo�uheln��ku d konstantn��, zat��mco perioda T se postupn�e (v obr�azku sm�erem dol�u)
zv�et�suje. Vid��me, �ze zv�et�sov�an�� periody vede ke zmen�sov�an�� vzorkovac��ho frekven�cn��ho kroku
!0. �C�ast b) ukazuje naopak chov�an�� spektra p�ri konstantn�� period�e T , v r�amci kter�e se postupn�e
zmen�suje (v obr�azku odshora dol�u) �s���rka sign�alu d. V�simn�eme si, jak zu�zov�an�� sign�alu zp�usobuje
zpomalen�� ub�yv�an�� spektra, tj. spektrum se st�av�a

"
efektivn�e �sir�s��\. S t��mto jevem se setk�ame i

u dal�s��ch Fourierovsk�ych transformac�� prob��ran�ych v tomto kurzu.

2.5 Fourierova trigonometrick�a �rada

Uva�zme op�et funkci s(t) zadanou na intervalu h�T=2; T=2i a jej�� periodick�e roz�s���ren�� ~s(t) na cel�e
R. Tentokr�at v�sak pro rozvoj pou�zijeme �uplnou soustavu ortogon�aln��ch funkc�� (2.10):

1; cos(2�t=T ); sin(2�t=T ); cos(4�t=T ); : : :
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Obr�azek 2.3: Pravo�uheln��kov�a funkce (a) a jej�� diskr�etn�� spektrum (b). V tomto obr�azku byly
pou�zity parametry d = 1=20, T = 1=4 ) !0 = 8�; d=T = 1=5.

Obr�azek 2.4: Diskr�etn�� spektrum pravo�uheln��kov�e funkce pro r�uzn�e �s���rky sign�alu d a r�uzn�e peri-
ody T . a) �s���rka sign�alu je konstantn��, m�en�� se perioda (od horn��ho obr�azku k doln��mu se zv�et�suje),
b) perioda z�ust�av�a konstantn��, �s���rka sign�alu se m�en�� (od horn��ho obr�azku k doln��mu se zmen�suje).
Pozn.: �c�asti a) a b) nemaj�� stejn�e m�e�r��tko na vodorovn�e ose.
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Normou jedni�cky na h�T=2; T=2i je pT , normy v�sech ostatn��ch b�azov�ych funkc�� jsou
p
T=2.

Trigonometrick�a Fourierova �rada je tedy �rada:

~s(t) =
a0
2
+

1X
n=1

�
an cos

2�nt

T
+ bn sin

2�nt

T

�
; (2.23)

kde koe�cienty jsou d�any vztahy:

a0 =
2
T

T
2R

�T
2

~s(t)dt;

an =
2
T

T
2R

�T
2

~s(t) cos 2�nt
T
dt;

bn =
2
T

T
2R

�T
2

~s(t) sin 2�nt
T
dt:

(2.24)

Podobn�e jako v p�r��pad�e exponenci�aln�� Fourierovy �rady bychom i zde mohli vzorce pro koe�cienty
odvodit alternativn�e postupn�ym skal�arn��m vyn�asoben��m �rady (2.23) jednotliv�ymi b�azov�ymi
funkcemi a vyu�zit��m jejich ortogonality na h�T=2; T=2i. Pot�rebovali bychom k tomu v�sak pro-
hodit

P
a
R
, co�z je mo�zn�e pouze za p�redpokladu stejnom�ern�e konvergence �rady (2.23).

Uved'me zde pro �uplnost, jak vypad�a Parsevalova rovnost v p�r��pad�e trigonometrick�e Fourierovy
�rady:

1

T

T
2Z

�T
2

j~s(t)j2 dt = 1

2
ja0j2 +

1X
n=1

(janj2 + jbnj2): (2.25)

Tato rovnost se s v�yhodou vyu�z��v�a k v�ypo�ctu ur�cit�ych integr�al�u n�ekter�ych funkc��.
Koe�cienty trigonometrick�e �rady lze snadno p�repo�c��tat na koe�cienty �rady exponenci�aln�� a

naopak, oba rozvoje jsou si ekvivalentn��. Vz�ajemn�y vztah odvod��me snadno, pokud si v �rad�e
(2.23) vyj�ad�r��me trigonometrick�e funkce pomoc�� exponenci�al:

~s(t) = 1
2
a0 +

1
2

1P
n=1

�
an

�
exp

�
i2�nt

T

�
+ exp

��i2�nt
T

��

� ibn

�
exp

�
i2�nt

T

�
� exp

��i2�nt
T

���

= 1
2
a0 +

1
2

1P
n=1

�
(an � ibn) exp

�
i2�nt

T

�
+ (an + ibn) exp

��i2�nt
T

��
:

Z toho porovn�an��m s (2.16) okam�zit�e dost�av�ame vzorce pro p�repo�cet koe�cient�u:

S0 =
1
2
a0 ) a0 = 2S0

Sn =
1
2
(an � ibn)

S�n = 1
2
(an + ibn)

) an = Sn + S�n
bn = i(Sn � S�n):

(2.26)

Pokud je rozv��jen�y sign�al re�aln�y, pak spektr�aln�� koe�cienty jsou t�e�z re�aln�e (d��ky tomu, �ze b�azov�e
funkce jsou v p�r��pad�e trigonometrick�e Fourierovy �rady re�aln�e). Pak (2.26) op�et d�av�a n�am ji�z
zn�amou vlastnost spektra re�aln�e funkce: S�n = Sn.
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Trigonometrick�a Fourierova �rada je pravd�epodobn�e nejzn�am�ej�s�� tradi�cn�e pou�z��vanou Fou-
ri�erovou �radou. Poj�� se s n�� i speci�ck�a terminologie. �Clen a0=2 se naz�yv�a nulov�a harmonick�a
nebo t�e�z stejnosm�ern�a slo�zka a p�redstavuje pr�um�er funkce na dan�em intervalu h�T=2; T=2i.
V�yraz (an cos

2�nt
T

+ bn sin
2�nt
T
), pak p�redstavuje tzv. n-tou harmonickou (st�r��davou) slo�zku. O

veli�cin�e 1=T mluv��me jako o z�akladn�� frekvenci, tzv. vy�s�s�� frekvence jsou jej��mi celo�c��seln�ymi
n�asobky (n=T ). P�revr�acen�a hodnota z�akladn�� frekvence (T ) je spole�cnou periodou pro v�sechny
harmonick�e slo�zky a je tedy i periodou cel�e �rady.

Podobn�e jako u exponenci�aln�� �rady se spektrum zjednodu�s�� pro p�r��pad jist�ych symetri�� sign�alu
~s(t). Tak nap�r��klad, je-li ~s(t) funkce sud�a, pak:

bn = 0

~s(t) = a0
2
+

1P
n=1

an cos

�
2�nt

T

�

an =
4
T

T
2R
0

~s(t) cos

�
2�nt

T

�
:

Pro lichou funkci ~s(t) naopak dost�av�ame:

an = 0

~s(t) =
1P
n=1

bn sin

�
2�nt

T

�

bn =
4
T

T
2R
0

~s(t) sin

�
2�nt

T

�
:

Dal�s��m speci�aln��m p�r��kladem je tzv. p�ulvlnn�a symetrie sign�alu: ~s(t) = �~s(t + T
2
) = �~s(t � T

2
).

P�r��klad takov�e symetrie je na obr�azku 2.5.

Obr�azek 2.5: P�r��klad p�ulvlnn�e symetrie.

Pro takov�y typ sign�alu jsou obecn�e nenulov�e pouze lich�e koe�cienty. Uka�zme si to pro koe�-
cient an, pro bn by byl d�ukaz analogick�y.

D�ukaz:
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Pro zkr�acen�� z�apisu pou�zijeme ozna�cen�� !0 = 2�=T . Pak

an = 2
T

T
2R

�T
2

~s(�) cos(n!0�)d�

= 2
T

2
4 0R
�T

2

~s(�) cos(n!0�)d� +

T
2R
0

~s(�) cos(n!0�)d�

3
5 :

Substituc�� � ! t� 1=2T v prvn��m integr�alu p�revedeme oba integr�aly na stejn�e meze. V prvn��m
integr�alu pak vyu�zijeme p�ulvlnnou symetrii, sou�ctov�y vzorec pro cos a fakt, �ze sin(n�) = 0 :

an = 2
T

"
T
2R
0

~s(t� T=2) cos[n!0(t� T=2)]dt+
T
2R
0

~s(t) cosn!0tdt

#

= 2
T

T
2R
0

[�~s(t) cos(n!0t) cos(n�) + ~s(t) cos(n!0t)]dt

= 2
T
[1� (�1)n]

T
2R
0

~s(t) cos(n!0t)dt =

�
4
T

T
2R
0

~s(t) cos(n!0t)dt n lich�e

0 n sud�e

c:b:d:

Pokud by p�ulvlnn�e symetrick�a funkce byla nav��c je�st�e sud�a (lich�a), byly by koe�cienty an
(bn) nulov�e a jednalo by se o tzv. �ctvrtvlnnou symetrii. P�r��kladem takov�e funkce je s(t) =
sgn(t) zadan�a na intervalu h�T=2; T=2i a periodicky se opakuj��c�� s periodou T na cel�em R (viz.
n�asleduj��c�� cvi�cen��).

Cvi�cen�� 2.5.1:

Najd�ete trigonometrickou Fourierovu �radu funkce s(t) = sgn(t) na intervalu h��; �i.

N�asleduje p�r��klad
"
pilovit�e\ funkce, kter�a je lich�a, av�sak nem�a p�ulvlnnou symetrii.

Cvi�cen�� 2.5.2:

Najd�ete trigonometrickou Fourierovu �radu funkce

s(t) =

8<
:

t+ � pro �� < t < 0

t� � pro 0 < t < �

Dal�s�� p�r��klad demonstruje, jak kl���covou roli hraje volba intervalu, na kter�em funkci rozv��j��me
v �radu.
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Cvi�cen�� 2.5.3:

a) Najd�ete trigonometrickou Fourierovu �radu funkce s(t) = t2 na intervalu h�l; li.
b) Najd�ete trigonometrickou Fourierovu �radu funkce s(t) = t2 na intervalu h0; 2li.

P�resto�ze se v obou p�r��padech jedn�a o funkci zadanou stejn�ym analytick�ym p�redpisem, z
hlediska rozvoje v �radu se d��ky r�uzn�ym interval�um jedn�a o dva r�uzn�e sign�aly, viz. t�e�z obr�azek
2.6.

Obr�azek 2.6: Funkce t2 na intervalu h�l; li (a) a h0; 2li (b).

Jak ji�z bylo �re�ceno, exponenci�aln�� a trigonometrick�y tvar Fourierovy �rady jsou si pro dan�y
interval ekvivalentn��, jeden lze snadno p�rev�est na druh�y (vzorce (2.26)). Je na na�s�� libov�uli, zda
preferujeme re�aln�y tvar (trigonometrick�y) nebo komplexn�� (exponenci�aln��). Pro re�alnou funkci
~s(t) m�u�zeme nav��c je�ste pou�z��t dal�s�� ekvivalentn�� vyj�ad�ren��, tzv. f�azov�y tvar Fourierovy �rady.

V�eta (O f�azov�em tvaru Fourierovy �rady re�aln�eho sign�alu):

Re�aln�y periodick�y sign�al s periodou T lze na intervalu

h�T=2; T=2i vyj�ad�rit �radou ~s(t) = c0 +
1P
1

cn cos(n!0t� �n), kde !0 = 2�=T a

c0 = S0 = jS0j; cn = 2jSnj;
�n = ��n;

p�ri�cem�z jSnj a �n jsou amplitudov�e a f�azov�e spektrum funkce ~s(t) na dan�em intervalu.

D�ukaz:

V d�ukazu vyu�zijeme mimo jin�e i poznatek, �ze pro re�alnou funkci je f�azov�e spektrum �0 = 0. Je to
z�rejm�e ze vzorce (2.24) pro bn, podle kter�eho je b0 = 0. Jeliko�z pro re�aln�y sign�al je bn = =fSng,
viz (2.21), znamen�a to, �ze pro n = 0 je Sn re�aln�e a tud���z �0 = 0. Fourierovu exponenci�aln�� �radu
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re�aln�eho sign�alu m�u�zeme p�repsat n�asleduj��c��m zp�usobem

~s(t) =
1P
�1

Sn exp(in!0t) =
1P
�1
jSnj exp(i(n!0t+ �n))

= jS0j+
1P
1

jSnj[exp(i(n!0t+ �n)) + exp(i(�n!0t� �n))

= jS0j+
1P
1

jSnj[exp(i(n!0t+ �n)) + exp(�i(n!0t+ �n))

= jS0j+
1P
1

2jSnj cos(n!0t+ �n)

= c0 +
1P
1

cn cos(n!0t� �n); c:b:d:

Z�av�erem je�st�e pro p�resnost poznamenejme, �ze f�azov�y tvar Fourierovy �rady s�am o sob�e nep�red-
stavuje Fourierovu �radu ve smyslu v�y�se uveden�e teorie obecn�ych Fourierov�ych �rad, nebot' zde
nerozv��j��me do b�azov�ych funkc�� (tj. �upln�eho ortogon�aln��ho syst�emu na dan�em intervalu). Tyto
funkce jsou nav��c r�uzn�e pro r�uzn�e ~s(t), d��ky z�avislosti na �n.

2.6 Konvergence trigonometrick�e Fourierovy �rady.

V t�eto podkapitole budeme mluvit o trigonometrick�e Fourierov�e �rad�e, ale vzhledem ke vzorc�um
(2.26) je v�yklad relevantn�� i pro exponenci�aln�� �radu. Z dosavadn��ho v�ykladu vypl�yv�a, �ze pou�zijeme-
li pro rozvoj n�ejak�e funkce ve Fourierovu �radu �upln�y syst�em funkc�� ortogon�aln��ch, respektive
ortonorm�aln��ch, na dan�em intervalu, m�ame jistotu, �ze �rada konverguje v pr�um�eru k rozv��jen�e
funkci na tomto intervalu. Vn�e intervalu pak konverguje v pr�um�eru k periodick�emu opakov�an��
funkce na cel�em R.

Konvergence v pr�um�eru v�sak bohu�zel neznamen�a konvergenci v ka�zd�em bod�e de�ni�cn��ho
oboru. P�ritom to je pr�av�e to, co bychom v praktick�ych aplikac��ch pot�rebovali, nebot' rozvoj
funkce, kter�y by neplatil v n�ekter�ych bodech, by m�el pom�ern�e omezenou pou�zitelnost.

V�yklad o bodov�e a p�r��padn�e stejnom�ern�e konvergenci trigonometrick�e (nebo t�e�z exponenci�aln��)
Fourierovy �rady za�cn�eme obecnou �uvahou o ub�yv�an�� spektra s rostouc��m n. Plat�� n�asleduj��c�� v�eta:

V�eta (O ub�yv�an�� Fourierov�ych koe�cient�u trigonometrick�e �rady):

Jsou-li fang, n = 0; 1; 2 : : : a fbng, n = 1; 2; : : : , posloupnosti Fourierov�ych koe�-
cient�u trigonometrick�e �rady funkce s(t) na intervalu h�T=2; T=2i (nebo j�� odpov��daj��c��

T -periodick�e funkce ~s(t) na R), pak lim
n!1

an = lim
n!1

bn = 0; tj. lim
n!1

R T=2
�T=2 ~s(t) cos(

2�nt
T
)dt =

lim
n!1

R T=2
�T=2 ~s(t) sin(

2�nt
T
)dt = 0:

D�ukaz:

Tvrzen�� je jednoduch�ym d�usledkem Parsevalovy rovnosti (2.25). Jeliko�z lev�a strana v rovnosti
je kone�cn�a (~s(t) 2 L2(�T=2; T=2)), m�a kone�cn�y sou�cet i �rada na prav�e stran�e. Aby v�sak tato
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�rada konvergovala, je nutn�e aby

lim
n!1

(a2n + b2n) = 0:

Jeliko�z s�c��t�ame kvadr�aty, je platnost t�eto rovnice podm��n�ena nulovou limitou samotn�ych koe�-
cient�u:

lim
n!1

an = lim
n!1

bn = 0; c:b:d:

Ub�yv�an�� koe�cient�u �rady je podm��nkou pouze nutnou, nikoliv v�sak posta�cuj��c��, k tomu, aby
�rada konvergovala.

Trigonometrick�a Fourierova �rada pat�r�� do �sirok�e t�r��dy trigonometrick�ych �rad, pro kter�e je
vybudov�ana pom�ern�e rozs�ahl�a teorie, v�cetn�e r�uzn�ych krit�eri�� konvergence. Uved'me zde jako
p�r��klad matematickou v�etu (Kufner & Kadlec, 1969) tohoto typu.

V�eta (O konvergenci trigonometrick�e Fourierovy �rady I):

Jsou-li fang1n=0 a fbng1n=1 dv�e komplexn�� posloupnosti a konverguje-li �rada ja0=2j +P1
n=1(janj + jbnj), pak trigonometrick�a �rada a0=2 +

P1
n=1(an cos(nx) + bn sin(nx)) kon-

verguje absolutn�e stejnom�ern�e a je Fourierovou �radou sv�eho sou�ctu.

Budou-li tedy spln�eny podm��nky v�y�se uveden�e v�ety, bude trigonometrick�a Fourierova �rada
konvergovat absolutn�e stejnom�ern�e (tedy ne pouze v pr�um�eru) k rozv��jen�e funkci. Probl�em s
pou�zit��m v�et tohoto typu v praktick�ych aplikac��ch je, �ze kladou podm��nky na koe�cienty �rady.
D�ukaz platnosti takov�ych podm��nek pak v principu vy�zaduje znalost spektr�aln��ch koe�cient�u pro
n!1. Pokud nejsou koe�cienty d�any n�ejak�ym jednoduch�ym analytick�ym p�redpisem, m�u�ze to
b�yt dokonce nemo�zn�e, zvl�a�st' uv�a�z��me-li, �ze numericky v praxi vy�c��slujeme jen kone�cn�y po�cet
spektr�aln��ch koe�cient�u. Pr�av�e ub�yv�an�� spektra pro n!1 n�am �casto umo�z�nuje omezit se pouze
na spektr�aln�� hodnoty neklesaj��c�� pod jistou mez (nap�r. danou procenty maxim�aln�� hodnoty),
tj. uva�zovat koe�cienty pouze do n�ejak�eho n a p�redpokl�adat, �ze hodnoty pro v�et�s�� index budou
efektivn�e men�s��, tud���z jejich zanedb�an�� nebude zdrojem velk�e chyby.

Proto jsou z hlediska praktick�ych aplikac�� mnohem v�yhodn�ej�s�� matematick�e v�ety jin�eho typu,
kladouc�� podm��nky nikoliv na koe�cienty, ale na samotnou rozv��jenou funkci. Cena, kterou
je t�reba zaplatit, je omezen�� t�r��dy funkc�� pro kter�e budeme rozvoje prov�ad�et. Tedy nebude
to u�z obecn�a t�r��da L2(a; b), ale n�ejak�a u�z�s�� t�r��da, zato v�sak trigonometrick�a Fourierova �rada
bude konvergovat nejenom pouze v pr�um�eru, ale v ka�zd�em bod�e, p�r��padn�e stejnom�ern�e (po-
dle konkr�etn�� v�ety tohoto typu). Uved'me zde n�ekolik p�r��klad�u takov�ych v�et. Pro jednoduchost
budeme uva�zovat z�akladn�� interval h��; �i, nebot' �radu rozvinutou na h��; �i lze substituc��
p�rev�est na jin�y obecn�ej�s�� interval ani�z by to m�elo vliv na jej�� konvergenci.
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V�eta (O konvergenci trigonometrick�e Fourierovy �rady II):

P�redpokl�adejme trigonometrickou Fourierovu �radu odpov��daj��c�� 2�-periodick�e funkci ~s(t),
kter�a je

� spojit�a

� absolutn�e integrovateln�a, tj. ~s(t) 2 L1(��; �)
� diferencovateln�a, tj. v ka�zd�em bod�e existuje derivace zleva a zprava.

Pak jej�� Fourierova �rada konverguje v ka�zd�em bod�e k ~s(t).

Poznamenejme, �ze absolutn�� integrovatelnost funkce je nutn�a k tomu, abychom v�ubec mohli
po�c��tat jej�� Fourierovy koe�cienty. Spojitost funkce ~s(t) je podm��n�ena t��m, �ze odpov��daj��c�� nepe-
riodick�a funkce s(t) je spojit�a na h��; �i a nav��c plat��, �ze s(��) = s(�).

D�ukaz:

Pro �c�aste�cn�y sou�cet �rady plat��

SN(t) =
a0
2
+

NP
k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt))

=
1

2�

�R
��

~s(�)d� +
1

�

NP
k=1

��
�R

��
~s(�) cos(k�)d�

�
cos(kt) +

�
�R

��
~s(�) sin(k�)d�

�
sin(kt)

�
:

P�redpokl�ad�ame, �ze pro ~s(t) spl�nuj��c�� podm��nky v�y�se uveden�e v�ety lze zam�enit po�rad��
P

a
R
.

Pak

SN(t) =
1

�

�R
��

~s(�)

�
1

2
+

NP
k=1

(cos(kt) cos(k�) + sin(kt) sin(k�))

�
d�

=
1

�

�R
��

~s(�)

�
1

2
+

NP
k=1

cos(k(� � t))
�
d�:

Pou�zit��m vzorce (D.9.4) dostaneme

SN(t) =
1

�

�Z
��

~s(�)
sin
�
(N + 1

2
)(� � t)�

2 sin
�
1
2
(� � t)� d�:

Provedeme substituci u = � � t. Uv�a�z��me-li, �ze integrand je 2�-periodick�a funkce, m�u�zeme i po
substituci zachovat p�uvodn�� meze integr�alu od �� do �

SN(t) =
1

�

�Z
��

~s(t+ u)
sin
�
(N + 1

2
)u
�

2 sin(u=2)
du: (2.27)

Nyn�� dok�a�zeme, �ze lim
N!1

SN(t) = ~s(t), �cili lim
N!1

SN(t)� ~s(t) = 0, tj.

lim
N!1

1

�

�Z
��

[~s(t+ u)� ~s(t)]
sin
�
(N + 1

2
)u
�

2 sin(u=2)
du = 0:
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K tomu sta�c��, aby funkce ~g(u) = [~s(t + u) � ~s(t)]=[2 sin(u=2)] byla absolutn�e integrovateln�a na
intervalu h��; �i. Pro libovolnou ~g(u) 2 L1(��; �) toti�z plat��

lim
N!1

�R
��

~g(u) sin

��
N +

1

2

�
u

�
du = lim

N!1

�R
��

~g(u) sin
�u
2

�
cos(Nu)du

+ lim
N!1

�R
��

~g(u) cos
�u
2

�
sin(Nu)du

= 0;

(2.28)

nebot' i ~g1(u) = ~g(u) sin(u
2
) 2 L1(��; �) a ~g2(u) = ~g(u) cos(u

2
) 2 L1(��; �) a limity integr�al�u jsou

vlastn�e limity koe�cient�u an a bn rozvoj�u funkc�� ~g1(u) a ~g2(u), viz v�eta o ub�yv�an�� Fourierov�ych
koe�cient�u trigonometrick�e �rady.

Zb�yv�a tedy dok�azat, �ze ~g(u) = [~s(t+ u)� ~s(t)]=[2 sin(u=2)] 2 L1(��; �). Funkci m�u�zeme t�e�z
zapsat jako

~g(u) =
~s(t+ u)� ~s(t)

u

1

sinc(u=2)
:

Jeliko�z v p�redpokladech v�ety je existence derivace zleva i zprava v ka�zd�em bod�e, tj. existence
limit

~s0(t�) = lim
u!0�

~s(t+ u)� ~s(t)

u
a ~s0(t+) = lim

u!0+

~s(t+ u)� ~s(t)

u
;

faktor n�asob��c�� funkci 1=sinc(u=2) je na h��; �i ohrani�cen�y:����~s(t+ u)� ~s(t)

u

���� �M;

kde M je n�ejak�a kladn�a konstanta. Funkce 1=sinc(u=2) m�a v bod�e 0 odstranitelnou nespo-
jitost (lim

u!0
1=sinc(u=2) = 1). Je tedy 1=sinc(u=2) 2 L1(��; �) a tud���z i ~g(u) = [~s(t + u) �

~s(t)]=[2 sin(u=2)] 2 L1(��; �), c.b.d.
Z podm��nek kladen�ych na rozv��jenou funkci n�am v praxi bude asi nej�cast�eji vadit prvn�� z

nich { spojitost rozv��jen�e funkce na cel�em z�ajmov�em intervalu. Ta vylu�cuje �radu u�zite�cn�ych
sign�al�u (nap�r. sign�al ze cvi�cen�� 2.5.1). V�y�se uvedenou v�etu je v�sak mo�zno zobecnit i pro funkce
po �c�astech spojit�e.

V�eta (O konvergenci trigonometrick�e Fourierovy �rady III):

P�redpokl�adejme trigonometrickou Fourierovu �radu odpov��daj��c�� 2�-periodick�e funkci ~s(t),
kter�a je

� spojit�a nebo m�a kone�cn�y po�cet nespojitost�� 1. druhu na ka�zd�em intervalu d�elky 2�

� m�a po �c�astech spojitou prvn�� derivaci ~s0(t) na ka�zd�em intervalu d�elky 2�

� absolutn�e integrovateln�a na h��; �i, tj. R ��� j~s(t)j dt <1,

pak trigonometrick�a Fourierova �rada konverguje k funkci ~s(t) ve v�sech bodech, kde je ~s(t)
spojit�a, a k funkci [~s(t�) + ~s(t+)]=2 v bodech nespojitosti.

Poznamenejme, �ze d��ky periodizaci r�uzn�e hodnoty funkce v hrani�cn��ch bodech p�uvodn��ho in-
tervalu vedou k vytvo�ren�� pouze dal�s��ch nespojitost�� prvn��ho druhu. V�etu m�u�zeme pou�z��t i pro
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neperiodickou funkci s(t) zadanou na h��; �i. Prvn�� dva p�redpoklady t�eto v�ety se pak budou
vztahovat pouze na tento interval a tvrzen�� v�ety dopln��me tak, �ze v bodech � a �� konverguje
�rada k [~s(���) + ~s(�+)]=2.

D�ukaz t�eto zobecn�en�e v�ety by byl zcela analogick�y d�ukazu proveden�emu v�y�se s t��m rozd��lem,
�ze bychom v z�av�eru pot�rebovali uk�azat nulovost limity v�yrazu SN(t)� 1

2
(~s(t+) + ~s(t�)) nam��sto

v�yrazu SN(t)� ~s(t) p�ri N ! 0. To nen�� obt���zn�e. Rovnici (2.27) rozep���seme rozd�elen��m integr�alu
na dv�e �c�asti:

SN(t) =
1

�

0Z
��

~s(t+ u)
sin
�
(N + 1

2
)u
�

2 sin(u=2)
du+

1

�

�Z
0

~s(t+ u)
sin
�
(N + 1

2
)u
�

2 sin(u=2)
du: (2.29)

Integrac�� vzorce (D.9.4) v mez��ch od �� do 0 a od 0 do � dostaneme

1

�

0Z
��

sin
�
(N + 1

2
)u
�

2 sin(u=2)
du =

1

2
;

1

�

�Z
0

sin
�
(N + 1

2
)u
�

2 sin(u=2)
du =

1

2
; (2.30)

jeliko�z p�r��sp�evky od kosinov�ych �clen�u v (D.9.4) jsou v dan�ych mez��ch nulov�e. Vzorc�u (2.30)
vyu�zijeme k v�yhodn�emu vyj�ad�ren��

1

2
(~s(t+) + ~s(t�)) =

1

�

0Z
��

~s(t+)
sin
�
(N + 1

2
)u
�

2 sin(u=2)
du+

1

�

�Z
0

~s(t�)
sin
�
(N + 1

2
)u
�

2 sin(u=2)
du: (2.31)

Ode�cten��m (2.29) a (2.31) pak dost�av�ame

SN(t)� 1

2
(~s(t+) + ~s(t�)) =

1

�

0R
��

~s(t+ u)� ~s(t+)

2 sin(u=2)
sin

��
N +

1

2

�
u

�
du

+
1

�

�R
0

~s(t+ u)� ~s(t�)
2 sin(u=2)

sin

��
N +

1

2

�
u

�
du

=
1

�

0R
��

~g1(u) sin

��
N +

1

2

�
u

�
du+

1

�

�R
0

~g2(u) sin

��
N +

1

2

�
u

�
du:

O funkc��ch ~g1(u) a ~g2(u) je op�et t�reba dok�azat, �ze jsou absolutn�e integrovateln�e na p�r��slu�sn�ych
intervalech. Jedin�y probl�em bychom mohli op�et o�cek�avat v bod�e 0, kde v�sak nap�r��klad lim

u!0+
~g1(u)

existuje a je kone�cn�a d��ky p�redpokladu existence derivace zprava:

lim
u!0+

~s(t+ u)� ~s(t+)

2 sin(u=2)
= lim

u!0+

~s(t+ u)� ~s(t+)

u

u=2

sin(u=2)
= lim

u!0+

~s(t+ u)� ~s(t+)

u
:

Analogicky bychom postupovali v p�r��pad�e lim
u!0�

~g2(u), kter�a je kone�cn�a d��ky existenci derivace zl-

eva. Podobn�e jako v p�r��pad�e rovnice (2.28), i v na�sem p�r��pad�e je pak nulovost limity lim
N!1

[SN(t)�
1
2
(~s(t+) + ~s(t�))] jednoduch�ym d�usledkem Parsevalovy rovnosti, tentokr�at v�sak pro rozvoje na

jednostrann�ych intervalech od �� do 0 a od 0 do �.
N�ekdy se podm��nky kladen�e na rozv��jenou funkci formuluj�� pon�ekud odli�sn�e, jako nap�r��klad

v n�asleduj��c�� v�et�e, kter�a se �casto naz�yv�a Dirichletova v�eta3.

3N�ekte�r�� auto�ri ozna�cuj�� jako Dirichletovu v�etu i v�etu o konvergenci trigonometrick�e Fourierovy �rady III.
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V�eta (Dirichletova):

P�redpokl�adejme trigonometrickou Fourierovu �radu odpov��daj��c�� 2�-periodick�e funkci ~s(t),
kter�a je

� spojit�a nebo m�a kone�cn�y po�cet nespojitost�� 1. druhu na ka�zd�em intervalu d�elky 2�

� m�a pouze kone�cn�y po�cet maxim a minim v ka�zd�em intervalu d�elky 2�

� absolutn�e integrovateln�a na h��; �i, tj. R ��� j~s(t)j dt <1
pak trigonometrick�a Fourierova �rada konverguje k funkci ~s(t) ve v�sech bodech, kde je ~s(t)
spojit�a, a k funkci [~s(t�) + ~s(t+)]=2 v bodech nespojitosti.

V�etu op�et m�u�zeme (s p�r��slu�sn�ymi modi�kacemi) pou�z��t i na neperiodickou funkci zadanou na
kone�cn�em intervalu.

Na z�av�er t�eto podkapitoly uved'me je�st�e v�etu p�revzatou z knihy Kufnera a Kadlece (1969),
kter�a zaru�cuje dokonce konvergenci stejnom�ernou.

V�eta (O stejnom�ern�e konvergenci trigonometrick�e Fourierovy �rady):

P�redpokl�adejme 2�-periodickou funkci ~s(t), rozvinutou v trigonometrickou Fourierovu
�radu, odpov��daj��c�� funkci s(t) na intervalu h��; �i. Rozd�elme tento interval na podin-
tervaly h�i; �i+1i, kde �� = �0 < �1 < : : : < �n = �. Plat��-li, �ze

� s(t) je spojit�a na h��; �i a s(��) = s(�)

� s0(t) (prvn�� derivace) je spojit�a na ka�zd�em uzav�ren�em intervalu h�i; �i+1i, p�ritom v
lev�ych krajn��ch bodech existuj�e derivace zprava a v prav�ych zleva

� s00(t) (druh�a derivace) je spojit�a na ka�zd�em otev�ren�em intervalu (�i; �i+1)

� R ��� js00(t)j dt <1 tj. s00(t) 2 L1,

pak trigonometrick�a Fourierova �rada konverguje stejnom�ern�e k funkci ~s(t) na R.

Pochopiteln�e, �rada podle t�eto v�ety tak�e konverguje stejnom�ern�e k funkci s(t) v ka�zd�em bod�e
kone�cn�eho intervalu h��; �i.

2.7 Gibbs�uv jev

Dirichletova v�eta �r��k�a, �ze pokud rozv��jen�a funkce obsahuje kone�cn�y po�cet bod�u nespojitosti
prvn��ho druhu v intervalu d�elky periody, trigonometrick�a Fourierova �rada d�av�a v t�echto bodech
nespojitosti sou�cet rovnaj��c�� se aritmetick�emu pr�um�eru limit funk�cn��ch hodnot zprava a zleva.
Mimo body nespojitosti je sou�ctem funk�cn�� hodnota rozv��jen�e funkce. To ov�sem plat�� pro sou�cet
nekone�cn�e �rady. V praktick�ych aplikac��ch v�sak pracujeme s kone�cn�ymi �radami a v tom p�r��pad�e
se m�u�zeme do�ckat nep�r��jemn�eho numerick�eho chov�an�� �c�aste�cn�eho sou�ctu �rady v okol�� bodu ne-
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spojitosti. Toto chov�an�� p�redstavuje tzv. Gibbs�uv jev. Vysv�etleme si jeho podstatu na n�azorn�em
p�r��kladu funkce s(t) = sgnt.

Jak v��me ze cvi�cen�� 2.5.1, je rozvojem t�eto funkce na intervalu h��; �i �rada

~s(t) =
4

�

�
sinx

1
+
sin 3x

3
+
sin 5x

5
+ : : :

�
:

Na obr�azku 2.7 jsou spolu s rozv��jenou funkc�� zn�azorn�eny �c�aste�cn�e sou�cty t�eto �rady pro n�ekolik
prvn��ch n.

Obr�azek 2.7: Ilustrace Gibbsova jevu: �c�aste�cn�e sou�cty Fourierovy �rady funkce sgn pro n = 3; 6; 9
a 12.

Tento ilustrativn�� obr�azek ukazuje, �ze v okol�� bodu nespojitosti (na obr�azku v okol�� 0) ex-
istuje jist�a neodstraniteln�a chyba �c�aste�cn�eho sou�ctu �rady (maxim�aln�� v�ychylka nad, p�r��padn�e
pod, skute�cnou funk�cn�� hodnotu rozv��jen�e funkce), kter�a se nezmen�suje p�ri�c��t�an��m dal�s��ch �clen�u
�rady (zvy�sov�an��m kone�cn�eho n). Tato maxim�aln�� v�ychylka m�a tedy p�ri p�rid�av�an�� dal�s��ch �clen�u
do sou�ctu kone�cnou limitu, pouze se posunuje bl���ze k bodu nespojitosti. V tom spo�c��v�a podstata
Gibbsova jevu. U funkce sgn z obr�azku 2.7, �cin�� tato neodstraniteln�a chyba zhruba 9% aproxi-
movan�e funk�cn�� hodnoty (respektive 4.5% rozd��lu funk�cn��ch hodnot v bod�e nespojitosti zprava
a zleva). N�asleduje p�r��klad funkce, u kter�e je tato neodstraniteln�a chyba dokonce p�ribli�zn�e 18%
(resp. 9%)4

P�r��klad:

4Vyj�ad�ren�� chyby v�u�ci rozd��lu funk�cn��ch hodnot v bod�e nespojitosti vypov��d�a l�epe o
"
s��le\ Gibbsova jevu.

Je toti�z z�rejm�e, �ze nap�r��klad p�ri�cten�� libovoln�e konstanty k rozv��jen�e funkci nezm�en�� kone�cnou limitu maxim�aln��
chyby �c�aste�cn�eho sou�ctu �rady, zato v�sak z�asadn�e ovlivn�� hodnotu rozv��jen�e funkce v bod�e, ve kter�em se tato
maxim�aln�� chyba objevuje.



38 KAPITOLA 2. FOURIEROVA �RADA SPOJIT�EHO SIGN�ALU

Analyzujme Gibbs�uv jev pro funkci s(t) z cvi�cen�� 2.5.2, tj.

s(t) =

8<
:

t+ � pro �� < t < 0

t� � pro 0 < t < �

Obr�azek 2.8: Ilustrace Gibbsova jevu: funkce ze cvi�cen�� 2.5.2 (pln�a tu�cn�a �c�ara) a jej�� periodick�e
opakov�an�� (�c�arkovan�e) spolu s �c�aste�cn�ym sou�ctem Fourierovy �rady pro n = 12 (tenk�a pln�a �c�ara).

Funkce je zn�azorn�ena na obr�azku 2.8. Z cvi�cen�� v��me, �ze ji m�u�zeme rozvinout v �radu

~s(t) = �2
1X
k=1

sin(kt)

k
:

Zkoumejme nyn�� chybu �c�aste�cn�eho sou�ctu t�eto �rady v prav�em okol�� bodu nula, kter�y je bodem
nespojitosti:

Rn(t) = Sn(t)� ~s(t) = �2
nX
k=1

sin(kt)

k
� t+ �:

V bod�e nula, uv�a�z��me-li limitu funkce ~s(t) zprava, je chyba �c�aste�cn�eho sou�ctu Rn(0) = �.
Gibbs�uv jev spo�c��v�a v tom, �ze v okol�� nuly existuje lok�aln�� maximum chyby �c�aste�cn�eho sou�ctu.
P�rid�av�an��m dal�s��ch �clen�u do kone�cn�e sumy se m�en�� poloha tohoto maxima (p�ribli�zuje se bl���ze
bodu nespojitosti), ale jeho velikost neklesne pod jistou hodnotu. Pro lok�aln�� extr�em mus�� platit
R0
n(t) = 0; z t�eto podm��nky snadno ur�c��me polohu tohoto maxima. Zderivujeme-li tedy v�yraz

pro chybu �c�aste�cn�eho sou�ctu, dostaneme (t�e�z s vyu�zit��m (D.9.4))

R0
n(t) = �1� 2

nX
k=1

cos(kt) = �1� 2

�
sin((n+ 1=2)t)

2 sin(t=2)
� 1

2

�
= �sin((n+ 1=2)t)

sin(t=2)
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a tud���z
R0
n(t) = 0, t = tn =

�

n+ 1=2
:

Abychom mohli l�epe zkoumat kone�cnou limitu chyby �c�aste�cn�eho sou�ctu v bod�e tn, vyj�ad�r��me
chybu pomoc�� integr�alu jej�� derivace, tedy:

Rn(t) = Rn(0) +

tZ
0

R0
n(x)dx = � �

tZ
0

sin((n+ 1=2)x)

sin(x=2)
dx:

Pro snadn�ej�s�� z�apis ozna�cme � = n + 1=2 a proved'me substituci v = �x. V bod�e tn tedy
dost�av�ame chybu

Rn(tn) = � �
�=�Z
0

sin(�x)

sin(x=2)
dx = � �

�Z
0

sin(v)

� sin(v=2�)
dv:

Pro velk�e � (tj. velk�e n) m�u�zeme pro v�yraz ve jmenovateli ps�at

lim
�!1

� sin(v=2�) =
v

2
:

Chyba �c�aste�cn�eho sou�ctu m�a tedy v bod�e tn kone�cnou limitu

lim
n!1

Rn(tn) = � � 2

�Z
0

sin(v)

v
dv:

Integr�al v t�eto rovnici p�redstavuje tzv. integr�aln�� sinus v bod�e �, Si(�), viz. t�e�z dodatek D.10.
Z tabulkov�ych hodnot nebo pomoc�� b�e�zn�ych po�c��ta�cov�ych program�u pro vy�c��slov�an�� stan-

dardn��ch matematick�ych funkc�� snadno zjist��me, �ze

Si(�) � 0:589� ) lim
n!1

Rn(tn) � �0:179�:

p�ripome�nme, �ze funk�cn�� hodnota ~s(tn) � �� pro velk�a n, neodstraniteln�a chyba tedy dosahuje
t�em�e�r 18%.

Z�av�erem poznamenejme, �ze Gibbs�uv jev je projevem nestejnom�ern�e konvergence Fourierovy
�rady. Jev nen�� v rozporu s bodovou konvergenc��, kterou zaru�cuje Dirichletova v�eta pro nekone�cnou
�radu. V bod�e nespojitosti je sou�ctem nekone�cn�e Fourierovy �rady aritmetick�y pr�um�er limit zprava
a zleva. Pro ka�zd�y jin�y bod v okol�� bodu nespojitosti v�zdy najdeme takov�e n0, pro kter�e ji�z bude
tento bod d�ale od bodu nespojitosti ne�z bod maxim�aln�� (neodstraniteln�e) chyby. P�ri zv�et�sov�an��
n > n0 se v n�em bude chyba aproximace zmen�sovat a�z pro n!1 dos�ahne nuly, tj. sou�cet �rady
(nekone�cn�e) se bude rovnat p�r��slu�sn�e funk�cn�� hodnot�e rozv��jen�e funkce.

2.8 Vlastnosti Fourierov�ych �rad. Operace nad �radami.

V t�eto podkapitole probereme n�ekter�e d�ule�zit�e vlastnosti zejm�ena exponenci�aln�� a trigonomet-
rick�e Fourierovy �rady nikoliv z hlediska r�uzn�ych symetri�� spektra (tabulka 2.2 ) �ci rychlosti jeho
ub�yv�an��, ale z hlediska prov�ad�en�� n�ekter�ych standardn��ch matematick�ych operac��. P�redpokl�adejme,
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�ze zn�ame n�ekolik jednoduch�ych p�ar�u
"
sign�al { diskr�etn�� spektrum\. S t�emito sign�aly budeme

prov�ad�et r�uzn�e matematick�e operace, �c��m�z vytvo�r��me nov�e sign�aly. Budeme zkoumat jak�ym
zp�usobem se tyto operace projev�� ve spektr�aln�� oblasti, tj. jak�y je vztah spektra nov�ych a
p�uvodn��ch sign�al�u. P�ujde pak hlavn�e o to spo�c��tat spektrum nov�eho sign�alu (kter�y m�u�ze b�yt
mnohem slo�zit�ej�s�� ne�z sign�al p�uvodn��) jednodu�s�s��m zp�usobem ne�z je vy�c��slen�� koe�cient�u pomoc��
integr�al�u v de�ni�cn��ch vztaz��ch (2.24) pop�r��pad�e (2.17). T��m m�u�zeme s minim�aln��mi n�aklady
podstatn�e roz�s���rit

"
rejst�r��k\ zn�am�ych p�ar�u sign�al { spektrum.

Objasn�eme nejprve, jak�y vliv maj�� n�ekter�e z�akladn�� operace v �casov�e oblasti na diskr�etn��
spektrum pro p�r��pad exponenci�aln�� Fourierovy �rady. P�uvodn�� sign�aly (p�red proveden��m operace)
v �casov�e oblasti budeme zna�cit ~s(t), p�r��padn�e ~f(t) a ~g(t), a jim odpov��daj��c�� spektra Sn, Fn a Gn.
P�redpokl�adejme, �ze sign�aly ~s(t), ~f(t) a ~g(t) maj�� stejnou periodu T . Operac�� vznikne nov�y sign�al
~h(t), kter�emu necht' odpov��d�a spektrum Hn, tj. p�redpokl�ad�ame, �ze nov�y sign�al lze t�e�z rozvinout
v exponenci�aln�� Fourierovu �radu na intervalu stejn�e d�elky T . Mezi uva�zovan�ymi operacemi tedy
nebudou takov�e, kter�e by d�elku intervalu (periodu) m�enily, tedy nap�r. zm�ena m�e�r��tka. Takov�a
operace p�redstavuje substituci, o kter�e v��me ji�z z podkapitoly 2.3, �ze Fourierovy koe�cienty
zachov�av�a, ale m�en�� b�azov�e funkce.

Line�arn�� kombinace

~h(t) = � ~f(t) + �~g(t) $ Hn = �Fn + �Gn;

pro libovoln�e komplexn�� konstanty � a �.
D�ukaz je trivi�aln��, plyne z linearity integr�alu v de�ni�cn��m vztahu pro Fourier�uv koe�cient.

Poznamenejme, �ze u t�eto operace nen�� podstatn�e, �ze b�azov�ymi funkcemi v rozvoji jsou expo-
nenci�aly. Tato vlastnost (linearita) spektra je univerz�aln��, plat�� pro jakoukoliv Fourierovu �radu
v L2(a; b).

N�asoben��

~h(t) = ~f(t)~g(t) $ Hn =
1X

k=�1
FkGn�k:

Poznamenejme, �ze v�yraz na prav�e stran�e p�redstavuje diskr�etn�� konvoluci: Hn = Fn �Gn.

D�ukaz: Ozna�cme !0 = 2�=T . Pak

Hn = 1
T

T=2R
�T=2

~f(t)~g(t) exp(�i!0nt)dt = 1
T

T=2R
�T=2

� 1P
k=�1

Fk exp(i!0kt)

�
~g(t) exp(�i!0nt)dt

=
1P

k=�1
Fk

 
1
T

T=2R
�T=2

~g(t) exp(�i!0(n� k)t)dt
!
=

1P
k=�1

FkGn�k; c:b:d

Praktick�y v�yznam p�ri v�ypo�ctu spektra funkce ~h(t) m�a tato operace pouze pro kone�cn�e
Fourierovy �rady funkc�� ~f(t) a ~g(t), tj. pro p�r��pad, �ze spektr�aln�� hodnoty p�uvodn��ch sign�al�u
jsou od urcit�eho n nulov�e (nebo alespo�n efektivn�e nulov�e).

Translace sign�alu (�casov�y posun)

~h(t) = ~s(t� �) $ Hn = Sn exp

��i2�n�
T

�
:
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D�ukaz: (pro zjednodu�sen�� z�apisu op�et ozna�c��me !0 = 2�=T )

~h(t) = ~s(t� �) =
1P

n=�1
Sn exp(i!0n(t� �)) =

1P
n=�1

(Sn exp(�i!0n�)) exp(i!0nt)

=
1P

n=�1
Hn exp(i!0nt):

N�asoben�� exponenci�aln��m faktorem exp(�i2�n�
T

) se n�ekdy naz�yv�a t�e�z modulace. M�u�zeme tedy
shrnout: translace sign�alu v �casov�e oblasti (tj. nap�r��klad zm�ena po�c�atku �casov�e osy) je v�zdy
doprov�azena modulac�� sign�alu ve spektr�aln�� oblasti. Pozd�eji uvid��me i komplement�arn�� vlastnost,
tj. �ze modulace sign�alu v �casov�e oblasti je spojena s frekven�cn��m posunem v oblasti spektr�aln��.

Uv�edom��me-li si, �ze pro modul modula�cn��ho faktoru plat�� j exp(�i2�n�
T

)j = 1, snadno nahl�ed-
neme, �ze translace sign�alu v �casov�e oblasti se nijak neprojev�� na jeho amplitudov�em spektru.
M�a vliv pouze na line�arn�� n�ar�ust (pokles) jeho f�azov�eho spektra, viz. obr�azek 2.9. Konkr�etn�e:
dodate�cn�a f�aze zp�usoben�a posunem v �casov�e oblasti je ��n = �n!0j� j; �n 2 h��; �i pro � > 0
(posun doleva) a ��n = n!0j� j; �n 2 h��; �i pro � < 0 (posun doprava).

Obr�azek 2.9: Vliv posunu sign�alu v �casov�e oblasti na diskr�etn�� f�azov�e spektrum (pro jednoduchost
p�redpokl�ad�ame, �ze posun je men�s�� ne�z d�elka periody).

Modulace sign�alu

Komplement�arn�� operac�� k translaci je modulace. Modulace v �casov�e oblasti se projev��
frekven�cn��m posunem ve spektr�aln�� oblasti:

~h(t) = ~s(t) exp

�
i2�mt

T

�
$ Hn = Sn�m;

kde m 2 Z
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D�ukaz je velmi jednoduch�y (!0 = 2�=T ):

~h(t) =
1P

n=�1
Hn exp(i!0nt) =

1P
n=�1

"
1
T

T=2R
�T=2

~s(t) exp(i!0mt) exp(�i!0nt)dt
#
exp(i!0nt)

=
1P

n=�1

"
1
T

T=2R
�T=2

~s(t) exp(�i!0(n�m)t)dt

#
exp(i!0nt) =

1P
n=�1

Sn�m exp(i!0nt); c:b:d:

N�ekdy se modulac�� rozum�� n�asoben�� sign�alu pouze funkc�� sin, resp. cos, nam��sto exponenci�aly.
Vyj�ad�r��me-li sin a cos pomoc�� exponenci�al (viz vzorce (D.8.2))

cos

�
2�nt

T

�
=

exp( i2�nt
T

) + exp(� i2�nt
T

)

2
; sin

�
2�nt

T

�
=

exp( i2�nt
T

)� exp(� i2�nt
T

)

2i
;

snadno pak z linearity odvod��me:

~h(t) = ~s(t) cos

�
2�mt

T

�
$ Hn =

Sn�m + Sn+m
2

~h(t) = ~s(t) sin

�
2�mt

T

�
$ Hn =

Sn�m � Sn+m
2i

:

Modulace sign�alu se �casto pou�z��v�a ve sd�elovac�� technice. Obr�azek 2.10 ukazuje n�azorn�e vliv
modulace funkc�� cos na diskr�etn�� spektrum.

Obr�azek 2.10: Vliv kosinov�e modulace sign�alu v �casov�e oblasti na diskr�etn�� spektrum.

�Casov�a inverze (zrcadlen��)

~h(t) = ~s(�t) $ Hn = S�n:

D�ukaz (!0 = 2�=T ):

~h(t) = ~s(�t) =
1P

n=�1
Sn exp(i!0n(�t)) =

1P
n=�1

Sn exp(i!0(�n)t) =
�1P
m=1

S�m exp(i!0mt)

=
1P

m=�1
S�m exp(i!0mt) =

1P
m=�1

Hm exp(i!0mt); c:b:d
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Komplexn�� sdru�zen��

~h(t) = ~s(t) $ Hn = S�n:

D�ukaz (viz. t�e�z cvi�cen�� v podkapitole 2.4):

~h(t) = ~s(t) =
1P

n=�1
Sn exp(i!0nt) =

1P
n=�1

Sn exp(�i!0nt) =
1P

n=�1
Sn exp(i!0(�n)t)

=
�1P
m=1

S�m exp(i!0mt) =
1P

m=�1
S�m exp(i!0mt) =

1P
m=�1

Hm exp(i!0mt); c:b:d

V d�ukazu jsme op�et pro zjednodu�sen�� z�apisu ozna�cili !0 = 2�=T .
Pro speci�aln�� p�r��pad re�aln�eho sign�alu ~s(t), nav��c dostaneme Hn = Sn.

Integrov�an��

P�redpokl�adejme T -periodickou funkci ~s(t), rozvinutou v exponenci�aln�� Fourierovu �radu ~s(t) =P1
n=�1 Sn exp(i!0nt), kde !0 = 2�=T . Zintegrujme tuto �radu �clen po �clenu od nuly do t:

tZ
0

~s(�)d� = S0t+
�1X

n=�1

Sn
i!0n

[exp(i!0nt)� 1] +
1X
n=1

Sn
i!0n

[exp(i!0nt)� 1]: (2.32)

Takto vznikl�a �rada jist�e nen�� �radou Fourierovou, u�z kv�uli p�r��tomnosti line�arn��ho �clenu, v d�usledku
�ceho�z jej�� sou�cet nen�� ani periodick�y. Tento

"
nedostatek\ je v�sak pouze form�aln�� a m�u�zeme jej

snadno odstranit p�reveden��m linearn��ho �clenu na druhou stranu rovnice. Nebudeme tedy hledat
rozvoj integr�alu samotn�e funkce ~s(t), ale funkce

~h(t) =

tZ
0

(~s(�)� S0)d�:

P�redpokl�adejme, �ze funkce ~s(t) je spojit�a nebo po �c�astech spojit�a, tud���z ~h(t) je spojit�a. Funkce
~h(t) je nav��c i T -periodick�a, nebot' plat��:

~h(t)� ~h(t+ T ) =

t+TZ
t

(~s(t)� S0)dt =
T=2Z

�T=2

(~s(t)� S0)dt =
T=2Z

�T=2

~s(t)dt� TS0 = 0:

Druh�a rovnost v tomto vztahu je d�usledkem T -periodicity samotn�e funkce ~s(t), posledn�� rovnost
pak plyne p�r��mo z de�ni�cn��ho vztahu pro S0. Funkce ~h(t) je tedy spojit�a, T -periodick�a a nav��c
zjevn�e diferencovateln�a (je toti�z integr�alem ~s(t)). Lze j�� tedy rozvinout ve Fourierovu �radu
~h(t) =

P1
n=�1Hn exp(i!0nt), kter�a konverguje v ka�zd�em bod�e. Srovn�an��m s (2.32) pak okam�zit�e

dost�av�ame

~h(t) =

tZ
0

(~s(�)� S0)d� $ Hn =
Sn
in!0

pro n 6= 0; H0 =
1X

n = �1
n 6= 0

�Sn
in!0

:
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Shr�nme tedy: je-li S0 funkce ~s(t) rovno nule, m�u�zeme jej�� Fourierovu �radu form�aln�e zinte-
grovat �clen po �clenu a dostaneme rovnou Fourierovu �radu integr�alu funkce ~s(t). Pokud S0 6= 0
mus��me p�red integrov�an��m ode�c��st S0 od ~s(t) a po integraci dostaneme Fourierovu �radu in-

tegr�alu funkce ~s(t)� S0. Podm��nka nulovosti S0, znamen�a nulovost integr�alu
R T=2
�T=2 s(t)dt. Tuto

podm��nku spl�nuj�� v�sechny lich�e sign�aly, ale i n�ekter�e
"
osciluj��c��\ sign�aly, u kter�ych se kladn�e a

z�aporn�e p�r��spevky v integr�alu vyru�s��.

Z kvalitativn��ho pohledu, operace integrace v �casov�e oblasti urychluje ub�yv�an�� spektra s
rostouc��m n z d�uvod�u d�elen�� spektr�aln��ch koe�cient�u frekvenc�� ! = n!0. Ve spektru se tedy
relativn�e posiluj�� n��zkofrekven�cn�� slo�zky, zat��mco vysokofrekven�cn�� se utlumuj��. Z matematick�eho
hlediska m�u�zeme �r��ci, �ze operace integrace urychluje konvergenci Fourierovy �rady. Pokud tedy
Fourierova �rada p�uvodn�� funkce konvergovala, Fourierova �rada jej��ho integr�alu konverguje t��m
sp���se, dokonce stejnom�ern�e k tomuto integr�alu. Fourierovu �radu integr�alu ov�sem m�u�zeme vytvo�rit
integrac�� �clen po �clenu i v p�r��pad�e, �ze �rada p�uvodn�� funkce pouze existuje (tj. funkce je absolutn�e
integrovateln�a na h�T=2; T=2i, aby bylo mo�zno spo�c��tat koe�cienty) a konverguje jen v pr�um�eru.

Derivov�an��

V p�r��pad�e derivace funkce ~s(t), mus��me b�yt p�ri derivov�an�� �rady �clen po �clenu mnohem
obez�retn�ej�s��, ne�z p�ri integrov�an��. Jak uk�a�zeme n���ze (a jak �cten�a�r ji�z jist�e tu�s��), operace derivov�an��
v �casov�e oblasti je doprov�azena n�asoben��m koe�cient�u frekvenc�� ! = n!0. Tud���z narozd��l od inte-
grov�an��, kde byly koe�cienty frekvenc�� d�elen�e, zde doch�az�� ke zpomalov�an�� konvergence p�uvodn��
�rady a m�u�ze se snadno st�at, �ze derivov�an��m �clen po �clenu vytvo�r��me �radu divergentn��. Abychom
tuto mo�znost vylou�cili, je t�reba kl�ast jist�e podm��nky dodate�cn�e omezuj��c�� t�r��du funkc�� ~s(t), pro
kter�e chceme derivov�an�� prov�ad�et. Nesta�c�� tedy jen aby p�uvodn�� neperiodick�a funkce s(t) byla z
L2(�T=2; T=2) (a t��m p�adem na dan�em intervalu i absolutn�e integrovateln�a), tak jako v p�r��pad�e
integrov�an��, ale po�zadujeme nav��c aby

� s(t) byla spojit�a na h�T=2; T=2i,

� platilo s(�T=2) = ~s(T=2),

� jej�� derivace s0(t) byla alespo�n po �c�astech spojit�a a diferencovateln�a na h�T=2; T=2i.

Pak je zaru�cena konvergence Fourierovy �rady derivace, kterou z��sk�ame form�aln��m zderivov�an��m
p�uvodn�� �rady:

~h(t) =
1X

n=�1
Hn exp(in!0t) = ~s0(t) =

1X
n=�1

in!0Sn exp(in!0t):

Porovn�an��m koe�cient�u v obou �rad�ach okam�zit�e vid��me, �ze za v�y�se zm��nen�ych p�redpoklad�u o
funkci ~s(t)

~h(t) = ~s0(t) $ Hn = in!0Sn:

Konvoluce
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Nejprve de�nujme konvoluci dvou periodick�ych sign�al�u s periodou T .

~h(t) = ~f(t) � ~g(t) = 1

T

T=2Z
�T=2

~f(�)~g(t� �)d�: (2.33)

Poznamenejme, �ze tradi�cn�e pou�z��van�y z�apis ~f(t) � ~g(t) je velmi zjednodu�sen�y a mohl by b�yt
zav�ad�ej��c��. Konvoluci je t�reba ch�apat jako funkci prom�enn�e t, ( ~f � ~g)(t).

Snadno dok�a�zeme, �ze konvoluci dvou funkc�� v �casov�e oblasti odpov��d�a n�asoben�� jejich Fourierov�ych
koe�cient�u ve spektr�aln�� oblasti:

~h(t) = ~f(t) � ~g(t) $ Hn = FnGn:

D�ukaz:

Hn =
1

T

T=2R
�T=2

~h(t) exp(�i!0nt)dt = 1

T 2

T=2R
�T=2

 
T=2R

�T=2
~f(�)~g(t� �)d�

!
exp(�i!0nt)dt

=
1

T

T=2R
�T=2

~f(�)

 
1

T

T=2R
�T=2

~g(t� �) exp(�i!0nt)dt
!
d�:

V posledn��m integr�alu p�res t provedeme substituci u = t� � , �c��m�z dost�av�ame

Hn =
1

T

T=2R
�T=2

~f(�)

 
1

T

T=2��R
�T=2��

~g(u) exp(�i!0n(u+ �))du

!
d�

=
1

T

T=2R
�T=2

~f(�)

 
1

T

T=2R
�T=2

~g(u) exp(�i!0nu)du
!
exp(�i!0n�)d�

=
1

T

T=2R
�T=2

~f(�)Gn exp(�i!0n�)d� = Gn
1

T

T=2R
�T=2

~f(�) exp(�i!0n�)d�
= GnFn; c:b:d:

Korelace

De�nujme korelaci dvou periodick�ych sign�al�u s periodou T .

~h(t) = ~f(t) ? ~g(t) =
1

T

T=2Z
�T=2

~f(�)~g(t+ �)d�:

Op�et zde pou�z��v�ame zjednodu�sen�e zna�cen�� ~f(t) ? ~g(t) nam��sto spr�avn�ej�s��ho ( ~f ? ~g)(t). Pro re�aln�e
sign�aly m�u�zeme komplexn�� sdru�zen�� v integrandu vynechat. Poznamenejme, �ze n�ekte�r�� auto�ri
de�nuj�� korelaci bez komplexn��ho sdru�zen�� i pro komplexn�� sign�aly.

Narozd��l od konvoluce nen�� korelace obecn�e komutativn��

~g(t) ? ~f(t) =
1

T

T=2Z
�T=2

~g(�) ~f(t+ �)d� 6= ~f(t) ? ~g(t):
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Z de�ni�cn��ho integr�alu je z�rejm�e, �ze korelaci m�u�zeme vyj�ad�rit pomoc�� konvoluce

~f(t) ? ~g(t) = ~f(�t) � ~g(t); ~g(t) ? ~f(t) = ~g(�t) � ~f(t):

Odtud ji�z snadno dostaneme (pomoc�� �casov�e inverze a komplexn��ho sdru�zen��) vyj�ad�ren�� pro
spektr�aln�� koe�cienty:

~h(t) = ~f(t) ? ~g(t) $ Hn = FnGn

~h(t) = ~g(t) ? ~f(t) $ Hn = FnGn:

Speci�aln�e pro re�aln�e sign�aly m�u�zeme vyu�z��t, �ze Sn = S�n a v�y�se uveden�e vztahy p�repsat do
tvaru

~h(t) = ~f(t) ? ~g(t) $ Hn = FnGn = F�nGn

~h(t) = ~g(t) ? ~f(t) $ Hn = FnGn = FnG�n:

Diskr�etn�� spektrum korelace je obecn�e komplexn��. Jeho re�aln�a �c�ast se n�ekdy naz�yv�a diskr�etn��
kospektrum, zat��mco imagin�arn�� �c�ast diskr�etn�� kvadraturn�� spektrum.

Autokorelace

Autokorelace periodick�e funkce s periodou T se zav�ad�� jako korelace t�eto funkce se sebou
samou, tedy

~h(t) = ~f(t) ? ~f(t) =
1

T

T=2Z
�T=2

~f(�) ~f(t+ �)d�:

Pro re�aln�y sign�al m�u�zeme op�et komplexn�� sdru�zen�� v integrandu vynechat.
Z v�y�se uveden�eho je z�rejm�e, �ze pro spektrum autokorelace obecn�eho komplexn��ho sign�alu

plat��
~h(t) = ~f(t) ? ~f(t) $ Hn = FnFn = jFnj2:

Speci�aln�e pro re�aln�y sign�al pak m�ame

~h(t) = ~f(t) ? ~f(t) $ Hn = FnFn = jFnj2 = F�nFn:

Tento vztah p�redstavuje tzv. autokorela�cn�� nebo tak�e Wiener-Chin�cin�uv5 teor�em.
Spektrum autokorelace se naz�yv�a v�ykonov�e spektrum. Jeliko�z je to pouze kvadr�at ampli-

tudov�eho spektra, je z�rejm�e, �ze informace o f�azi (tedy nap�r. poloze �casov�eho po�c�atku) je po
proveden�� autokorelace v �casov�e oblasti ztracena. Naproti tomu v�ykonov�e spektrum zv�yraz�nuje
maxim�aln�� amplitudy, a proto lze z n�eho l�epe ode�c��tat p�revl�adaj��c�� frekvence.

V praxi se �casto amplitudov�e spektrum po�c��t�a odmocn�en��m v�ykonov�eho spektra, tedy pomoc��
spektra autokorelace. V�yhoda oproti v�ypo�ctu amplitudov�eho spektra jako�zto modulu spektra
funkce ~s(t) spo�c��v�a ve v�yznamn�ych symetri��ch autokorelace. Z de�nice autokorelace vid��me, �ze v
p�r��pad�e komplexn�� funkce je autokorelace funkc�� hermitovskou a v p�r��pad�e re�aln�e funkce funkc��
sudou. Proto je v�ypo�cet spektra autokorelace m�en�e numericky n�aro�cn�y oproti v�ypo�ctu spektra
samotn�e funkce.

Tabulka 2.3 shrnuje p�rehledn�e vlastnosti Fourierov�ych �rad z hlediska matematick�ych operac��
probran�ych v t�eto podkapitole. V tabulce si m�u�zeme t�e�z v�simnout jist�e symetrie mezi �casovou a

5V anglick�e transkripci se m�u�zeme setkat s v�yrazem Khinchin nebo Khintchine nam��sto Chin�cin.
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spektr�aln�� oblast�� u n�ekter�ych vlastnost�� (nap�r. translace$ modulace, n�asoben��$ konvoluce) v
n�asleduj��c��m smyslu: m�a-li operace v �casov�e oblasti sv�uj prot�ej�sek v n�ejak�e operaci ve spektr�aln��
oblasti, pak aplikujeme-li operaci ze spektr�aln�� oblasti na oblast �casovou, projev�� se to ve spektru
p�uvodn�� operac�� z �casov�e oblasti.

vlastnost sign�al v �casov�e oblasti diskr�etn�� spektrum

s�c��t�an�� ~h(t) = � ~f(t) + �~g(t) Hn = �Fn + �Gn

n�asoben�� ~h(t) = ~f(t)~g(t) Hn =
1P

k=�1
FkGn�k

translace ~h(t) = ~s(t� �) Hn = Sn exp(
�i2�n�
T

)

modulace ~h(t) = ~s(t) exp( i2�mt
T

) Hn = Sn�m

�casov�a inverze ~h(t) = ~s(�t) Hn = S�n

komplexn�� sdru�zen�� ~h(t) = ~s(t) Hn = S�n

integr�al ~h(t) =
tR
0

(~s(�)� S0)d� Hn =
Sn
in!0

pro n 6= 0

H0 =
1P

n = �1
n 6= 0

�Sn
in!0

derivace ~h(t) = ~s0(t) Hn = in!0Sn

konvoluce ~h(t) = ~f(t) � ~g(t) = 1
T

T=2R
�T=2

~f(�)~g(t� �)d� Hn = FnGn

korelace ~h(t) = ~f(t) ? ~g(t) = 1
T

T=2R
�T=2

~f(�)~g(t+ �)d� Hn = FnGn

autokorelace ~h(t) = ~f(t) ? ~f(t) = 1
T

T=2R
�T=2

~f(�) ~f(t+ �)d� Hn = FnFn = jFnj2

Tabulka 2.3: Vlastnosti Fourierov�ych �rad { operace nad �radami.

Vzhledem k tradi�cn��mu v�yznamu trigonometrick�ych Fourierov�ych �rad, uved'me zde n�ekter�e
z v�y�se uveden�ych vlastnost�� formulovan�e i pro koe�cienty trigonometrick�e �rady. P�redpokl�adejme
funkci s(t) rozvinutou na intervalu h�T=2; T=2i ve Fourierovu �radu a0=2+

P1
n=1(an cos(n!0t)+

bn sin(n!0t)), kde !0 = 2�=T .

Pak funkce ~h(t) =
R t
0
(~s(�)�a0=2)d� lze rozvinout ve Fourierovu �raduA0=2+

P1
n=1(An cos(n!0t)+



48 KAPITOLA 2. FOURIEROVA �RADA SPOJIT�EHO SIGN�ALU

Bn sin(n!0t)), kde koe�cienty jsou d�any vzorci

An = �bn=n!0; A0=2 = �
P1

n=1An =
P1

n=1 bn=n!0;
Bn = an=n!0:

Je-li funkce derivac�� p�uvodn�� funkce, h(t) = s0(t), a spl�nuje-li s(t) podm��nky zaru�cuj��c�� kon-
vergenci Fourierovy �rady jej�� derivace, tj. je spojit�a, s0(t) po �c�astech spojit�a a diferencovateln�a
a s(�T=2) = s(T=2), jsou Fourierovy koe�cienty derivace d�any vztahy

An = n!0bn; A0 = 0;
Bn = �n!0an:

Kufner & Kadlec 1969 uv�ad�ej�� obecn�ej�s�� variantu se slab�s��mi podm��nkami na s(t), kde se
nepo�zaduje s(�T=2) = s(T=2). Pak

An = n!0bn + (�1)nA0; A0 =
2
T
(s(T=2)� s(�T=2));

Bn = �n!0an:
V ka�zd�em p�r��pad�e nelze, narozd��l od integrace, �radu pouze form�aln�e zderivovat �clen po �clenu,
ale nejprve je t�reba ov�e�rit platnost uveden�ych podm��nek.

P�resto�ze p�repo�cet koe�cient�u exponenci�aln�� �rady na koe�cienty �rady trigonometrick�e je d�an
jednoduch�ymi vztahy, v n�ekter�ych p�r��padech je form�aln�� zaps�an�� p�r��slu�sn�e vlastnosti pro trigono-
metrickou �radu zna�cn�e slo�zit�ej�s��. Uk�a�zeme to na p�r��kladu n�asoben�� dvou T -periodick�ych funkc��
~f(t) = a0=2+

P1
n=1(an cos(n!0t)+bn sin(n!0t)) a ~g(t) = c0=2+

P1
n=1(cn cos(n!0t)+dn sin(n!0t)).

Trigonometrick�a Fourierova �rada jejich sou�cinu ~h(t) = ~f(t)~g(t) m�a koe�cienty

An = a0cn=2 +
1
2

1P
m=1

am(cm+n + cm�n) + bm(dm+n + dm�n); n = 0; 1; 2; : : :

Bn = a0dn=2 +
1
2

1P
m=1

am(dm+n + dm�n) + bm(cm+n + cm�n); n = 0; 1; 2; : : : ;

kde pro k > 0 klademe c�k = ck a d�k = �dk.
Cvi�cen�� 2.8.1:

Najd�ete trigonometrickou Fourierovu �radu funkce s(t) = t na intervalu h��; �i. V�ypo�cet proved'te
a) z de�ni�cn��ch vzorc�u pro koe�cienty, b) pomoc�� operace posunut�� sign�alu s vyu�zit��m v�ysledku
cvicen�� 2.5.2.

Cvi�cen�� 2.8.2:

Najd�ete trigonometrickou Fourierovu �radu funkce

s(t) =

�
1 t > 0
0 t < 0

na intervalu h��; �i. V�ypo�cet proved'te a) z de�ni�cn��ch vzorc�u pro koe�cienty, b) pomoc�� operace
posunut�� sign�alu s vyu�zit��m v�ysledku s pravo�uheln��kovou funkc��, c) uv�a�zen��m, �ze s(t) = 1

2
(sgn(t)+

1) s vyu�zit��m v�ysledku cvi�cen�� 2.5.1.
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2.9 Rozvoje pomoc�� vlastn��ch funkc��.

Exponenci�aln�� (pop�r��pad�e trigonometrick�a) Fourierova �rada hraje ve spektr�aln�� anal�yze z�asadn��
roli a je �uzce spojena s ostatn��mi typy Fourierovsk�ych transformac��, kter�e se postupn�e prob��raj��
v tomto kurzu. Nicm�en�e vzhledem k �sirok�ym aplikac��m v�enujme zde pozornost i ostatn��m typ�um
Fourierov�ych �rad, kter�e t�e�z odpov��daj�� obecn�e teorii vysv�etlen�e v podkapitole 2.2, ale jsou tvo�reny
zcela jin�ymi b�azov�ymi funkcemi ne�z jsou �upln�e syst�emy exponenci�aln��ch (trigonometrick�ych)
funkc��.

Bohat�ym zdrojem �upln�ych ortogon�aln��ch soustav jsou soustavy �re�sen�� oby�cejn�ych difer-
enci�aln��ch rovnic s okrajov�ymi podm��nkami. I syst�emy uveden�e v podkapitole 2.3, kter�e jsme
dosud pou�z��vali, p�redstavuj�� �re�sen�� ur�cit�ych rovnic tohoto typu. Abychom mohli pln�e vyu�z��t
�sirokou �sk�alu mo�znost�� volby t�echto nov�ych �upln�ych ortogon�aln��ch soustav �re�sen��, mus��me ne-
jprve na�si obecnou teorii Fourierov�ych �rad na Hilbertov�ych prostorech zobecnit na p�r��pad tzv.
prostor�u s vahou, nebo t�e�z vahov�ych prostor�u. Toto zobecn�en�� je velmi jednoduch�e.

Uva�zme re�alnou funkci w(t), kter�a je integrovateln�a na intervalu ha; bi, je na tomto intervalu
nez�aporn�a a rovna nule nanejv�y�s v kone�cn�em po�ctu bod�u. Takovou funkci budeme naz�yvat
vahovou funkc��. Ozna�cme Lw2 (a; b) Hilbert�uv prostor s vahou w funkc�� integrovateln�ych s
kvadr�atem na ha; bi, tj. prostor funkc��, pro kter�e

bZ
a

w(t)jf(t)j2dt <1:

Skal�arn�� sou�cin dvou funkc�� v tomto prostoru je d�an jako integr�al

(f; g) =

bZ
a

w(t)f(t)g(t)dt:

Soustava funkc�� ffig, ortogon�aln�� s vahou w(t) na Lw2 (a; b), spl�nuje
bZ

a

w(t)fi(t)fj(t)dt = 0; i 6= j:

Pro ortonorm�aln�� soustavu feig plat��
bZ

a

w(t)ei(t)ej(t)dt = �ij; tj:

bZ
a

w(t)jen(t)j2dt = 1 8n:

Rozvojem funkce s(t) ve Fourierovu �radu na vahov�em prostoru Lw2 (a; b) rozum��me rovnost

s(t) =
1X
i=0

ci i(t); (2.34)

kde koe�cienty jsou d�any vzorcem

ci =

bR
a

w(�)s(�) i(�)d�

bR
a

w(�) i(�) i(�)d�

(2.35)
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a f ig je �upln�a ortogon�aln�� soustava na Lw2 (a; b).
Parsevalova rovnost na vahov�em prostoru m�a tvar

ksk2L2;w(a;b) =
bZ

a

w(t)js2(t)jdt =
1X
n=0

jcnj2: (2.36)

Rovnice (2.34) a (2.35) de�nuj�� Fourierovu �radu, kter�a je p�r��mo�car�ym zobecn�en��m �rady de�-
novan�e v podkapitole 2.2 a m�a analogick�e vlastnosti (nejlep�s�� p�ribl���zen��, konvergence v pr�um�eru,
atd.). Je-li speci�aln�e w(t) = 1, p�rech�az�� zobecn�en�a Fourierova �rada v Lw2 (a; b) na "

klasickou\
Fourierovu �radu v L2(a; b) z podkapitoly 2.2.

De�nujme nyn�� tzv. okrajovou �ulohu n�ekdy t�e�z naz�yvanou Sturm-Liouvill�uv probl�em.

De�nice: (Regul�arn�� okrajov�a �uloha)

Okrajov�a �uloha spo�c��v�a v hled�an�� netrivi�aln��ho �re�sen�� oby�cejn�e line�arn�� diferenci�aln�� rovnice
druh�eho �r�adu

d

dt

�
A(t)

du(t)

dt

�
+B(t)u(t) = ��w(t)u(t);

na intervalu (a; b) spl�nuj��c��ho na hranic��ch intervalu okrajov�e podm��nky

�u(a) + �u0(a) = 0 
u(b) + �u0(b) = 0;

kde �; �; 
; � 2 R a �2+�2 6= 0 a z�arove�n 
2+ �2 6= 0. Funkce A(t), B(t) a w(t) jsou re�aln�e
a spojit�e na (a; b) a nav��c plat��:

� A(t) je kladn�a a m�a spojit�e derivace na (a; b)
� w(t) je kladn�a a integrovateln�a v L2(a; b).

N�ekdy se Sturm-Liouvillova okrajov�a �uloha de�nuje v pon�ekud obecn�ej�s��m smyslu, zejm�ena
pokud jde o speci�kaci okrajov�ych podm��nek. Nap�r��klad mluv��me o tzv. singul�arn�� okrajov�e
�uloze, pokud nam��sto konkr�etn�� funk�cn�� hodnoty v n�ekter�em hrani�cn��m bod�e je po�zadov�ana
pouze omezenost funkce. Dal�s��m p�r��kladem je tzv. periodick�a okrajov�a �uloha, kdy okrajov�e
podm��nky po�zaduj�� rovnost hodnot funkce (p�r��padn�e jej�� derivace ) v obou krajn��ch bodech.

�Cten�a�r si jist�e v�siml, �ze funkce w(t) ve v�y�se uveden�e de�nici odpov��d�a podm��nk�am kladen�ym
na vahovou funkci.

Takov�e �, pro kter�e existuje netrivi�aln�� �re�sen�� se naz�yv�a vlastn�� �c��slo a odpov��daj��c�� �re�sen��
je vlastn�� funkce dan�e okrajov�e �ulohy. Up�resn�eme, �ze vlastn�� funkc�� budeme rozum�et �re�sen��

"
normalizovan�e\ v Lw2 (a; b), tj. takov�e u(t), pro kter�e

R b
a
w(t)ju(t)j2dt = 1. Je jasn�e, �ze je-li u(t)

�re�sen��m okrajov�e �ulohy, je takov�ym �re�sen��m i Cu(t), pro libovolnou konstantu C.
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V�eta: (O vlastn��ch �c��slech a vlastn��ch funkc��ch okrajov�e regul�arn�� �ulohy)

Plat�� n�asleduj��c�� tvrzen��

� Existuje nekone�cn�e mnoho vlastn��ch �c��sel. Tato �c��sla jsou re�aln�a a tvo�r�� posloupnost
f�ig, kde �k+1 > �k pro v�sechna k.

� Ka�zd�emu vlastn��mu �c��slu odpov��d�a pr�av�e jedna vlastn�� funkce.

� Vlastn�� funkce vytv�a�rej�� �upln�y ortonorm�aln�� syst�em na Lw2 (a; b).

T�ret�� tvrzen�� je pro n�as z hlediska rozv��jen�� funkce ve Fourierovu �radu nejd�ule�zit�ej�s��; zaru�cuje
mo�znost prov�ad�et rozvoje do �rad konverguj��c��ch k rozv��jen�e funkci alespo�n ve smyslu konvergence
v pr�um�eru. Plat�� i pro singul�arn�� a periodick�e okrajov�e �ulohy.

Doka�zme alespo�n n�ekter�a z tvrzen�� v�y�se uveden�e v�ety, konkr�etn�e ortogonalitu vlastn��ch funkc��
a to, �ze vlastn�� �c��sla jsou re�aln�a.

D�ukaz:

P�redpokl�adejme 2 vlastn�� funkce, un(t) a um(t), odpov��daj��c�� dv�ema vlastn��m �c��sl�um �n a �m.
Prvn�� spl�nuje rovnici

d

dt

�
A(t)

dun(t)

dt

�
+B(t)un(t) = ��nw(t)un(t) (2.37)

s okrajov�ymi podm��nkami

�un(a) + �u0n(a) = 0 
un(b) + �u0n(b) = 0; (2.38)

zat��mco druh�a spl�nuje rovnici

d

dt

�
A(t)

dum(t)

dt

�
+B(t)um(t) = ��mw(t)um(t) (2.39)

s podm��nkami

�um(a) + �u0m(a) = 0 
um(b) + �u0m(b) = 0: (2.40)

Vyn�asoben��m rovnice (2.37) funkc�� um a jej��m zintegrov�an��m od a do b dostaneme

bZ
a

um(t)
d

dt

�
A(t)

dun(t)

dt

�
dt+

bZ
a

B(t)un(t)um(t)dt = ��n
bZ

a

w(t)un(t)um(t)dt:

Prvn�� integr�al na lev�e stran�e uprav��me metodou per partes, �c��m�z z��sk�ame rovnici

[um(t)A(t)u
0
n(t)]

b
a �

bZ
a

um
0(t)A(t)u0n(t)dt+

bZ
a

B(t)un(t)um(t)dt = ��n
bZ

a

w(t)un(t)um(t)dt;
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kde u0i zkr�acen�e ozna�cuje derivaci: u
0
i(t) =

d
dt
ui(t). Vyu�zit��m okrajov�ych podm��nek p�rejde tato

rovnice na

�um(b)A(b)

�
un(b) + um(a)A(a)

�

�
un(a)�

bR
a

um
0(t)A(t)u0n(t)dt+

bR
a

B(t)un(t)um(t)dt =

��n
bR
a

w(t)un(t)um(t)dt:

(2.41)
Analogicky, vyn�asob��me-li rovnici (2.39) funkc�� un, dosp�ejeme stejn�ym postupem k rovnici

�un(b)A(b)

�
um(b) + un(a)A(a)

�

�
um(a)�

bR
a

un
0(t)A(t)u0m(t)dt+

bR
a

B(t)um(t)un(t)dt =

��m
bR
a

w(t)um(t)un(t)dt:

(2.42)
S rovnic�� (2.42) proved'me operaci komplexn��ho sdru�zen��. D�ule�zitou roli zde hraje to, �ze funkce
A(t); B(t) a w(t), jako�z i konstanty �; �; 
; � jsou podle de�nice realn�e, a proto komplexn��m
sdru�zen��m dostaneme

�un(b)A(b)

�
um(b) + un(a)A(a)

�

�
um(a)�

bR
a

un
0(t)A(t)um0(t)dt+

bR
a

B(t)um(t)un(t)dt =

��m
bR
a

w(t)um(t)un(t)dt:

(2.43)
Rovnice (2.41) a (2.43) maj�� stejnou levou stranu, jejich ode�cten��m tedy dostaneme

0 = �(�n � �m)
bZ

a

w(t)um(t)un(t)dt: (2.44)

Z t�eto rovnice ji�z snadno dok�a�zeme po�zadovan�a tvrzen��. Volbou n = m, p�rejde (2.44) na

0 = �(�n � �n)
bZ

a

w(t)jun(t)j2dt:

U t�eto rovnice je podstatn�e, �ze integr�al na jej�� prav�e stran�e je v�zdy kladn�y. Je to d�usledek
z�akladn��ho p�redpokladu o vahov�e funkci, a sice �ze je kladn�a skoro v�sude. Vzhledem k tomu, �ze
vlastn�� funkce uva�zujeme normovan�e na jedni�cku je tento integr�al dokonce roven jedn�e. Za t�echto
okolnost�� je ale jedinou mo�znost��, jak splnit v�y�se uvedenou rovnici, �ze �n = �n, tj. �ze vlastn��
�c��sla jsou re�aln�a. Tato �uvaha plat�� pro libovoln�e n, tj. pro v�sechny vlastn�� �c��sla.

Ortogonalitu dostaneme naopak volbou n 6= m. Pak

0 = �(�n � �m)
bZ

a

w(t)un(t)um(t)dt

(zde jsme ji�z vyu�zili re�alnost vlastn��ch �c��sel). Jeliko�z v�yraz v z�avorce je p�ri n 6= m nenulov�y,
mus�� b�yt nulov�y integr�al na prav�e stran�e, tj. vlastn�� funkce jsou ortogon�aln�� s vahou w.
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R�uzn�ymi volbami funkc�� A(t); B(t) a w(t), konstant �; �; 
; � a intervalu (a; b) dostaneme
r�uzn�e konkr�etn�� okrajov�e �ulohy, kter�ym odpov��daj�� konkr�etn�� syst�emy vlastn��ch funkc��. Vzhledem
k tomu, �ze podle v�y�se uveden�e v�ety jsou tyto syst�emy �upln�e a ortogon�aln�� (dokonce ortonorm�aln��)
v Lw2 (a; b), m�u�zeme je pou�z��t k vytv�a�ren�� Fourierov�ych �rad, kter�e konverguj�� v pr�um�eru6 k
rozv��jen�e funkci. Uved'me n�ekolik p�r��klad�u.

P�r��klad:
Uva�zujme rovnici

u00(t) + �u(t) = 0

na intervalu (0; l) s okrajov�ymi podm��nkami

u(0) = u(l) = 0:

Dan�a rovnice s okrajov�ymi podm��nkami p�redstavuje speci�aln�� p�r��pad regul�arn�� okrajov�e �ulohy
na L2(0; l) zvol��me-li: A(t) = 1; B(t) = 0; w(t) = 1; � = 
 = 1; � = � = 0: Obecn�e �re�sen�� t�eto
jednoduch�e rovnice je �cten�a�ri jist�e dob�re zn�amo

u(t) = C1 cos(
p
�t) + C2 sin(

p
�t):

Pro t = 0 plyne z okrajov�e podm��nky u(0) = 0, �ze C1 = 0. Z okrajov�e podm��nky v druh�em
bod�e dostaneme C2 sin(

p
�l) = 0; p�ri C2 6= 0 (nebot' trivi�aln�� �re�sen�� nehled�ame). V�y�se uvedenou

podm��nku spl�nuj�� pouze takov�a �n, pro kter�a je
p
�nl = n�, tedy

�n =
n2�2

l2
:

Tato �n p�redstavuj�� vlastn�� �c��sla dan�e okrajov�e �ulohy. Odpov��daj��c�� �re�sen�� jsou

un = sin

�
n�t

l

�
; (2.45)

kde jsme vynechali konstantu C2. Tento multiplikativn�� faktor je bezp�redm�etn�y, nebot' stejn�e by-
chom m�eli �re�sen�� normalizovat na velikost jedna, abychom dostali ortonorm�aln�� syst�em vlastn��ch
funkc��. Jak v�sak v��me z podkapitoly 2.3, m�u�zeme k rozvoj�um pou�z��vat i soustavy ortogon�aln��
na dan�em intervalu, tedy nap�r. p�r��mo funkce fsin �k�t

l

�g na (0; l). Tento syst�em je n�am ostatn�e
ji�z zn�am { je to soustava (2.15). C��lem tohoto prvn��ho p�r��kladu bylo uk�azat, �ze i n�ami dosud
pou�z��van�e trigonometrick�e (exponenci�aln��) �rady spadaj�� pod Sturm-Liouvillovu teorii.

Cvi�cen�� 2.9.1:

Najd�ete vlastn�� �c��sla a jim odpov��daj��c�� netrivi�aln�� �re�sen�� rovnice

u00(t) + �u(t) = 0

na intervalu (�l; l) s okrajov�ymi podm��nkami

u(�l) = u(l); u0(�l) = u0(l):

6Ve zobecn�en�em smyslu vahov�eho prostoru.
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Sturm-Liouvillova teorie n�am m�u�ze poslou�zit i k z��sk�an�� syst�em�u zcela nov�ych, jak ukazuj��
dal�s�� p�r��klady.

P�r��klad:
Uva�zujme rovnici

u00(t) + �u(t) = 0

na intervalu (0; l) s okrajov�ymi podm��nkami

u(0) = 0; u0(l) + u(l) = 0:

Jedn�a se o dal�s�� speci�aln�� p�r��pad regul�arn�� okrajov�e �ulohy na L2(0; l) pro parametry: A(t) =
1; B(t) = 0; w(t) = 1; � = � = 
 = 1; � = 0: Rovnice i jej�� obecn�e �re�sen�� jsou stejn�e jako
v p�redch�azej��c��m p�r��kladu. Okrajov�a podm��nka v nule n�am op�et d�a C1 = 0. Druh�a okrajov�a
podm��nka vede na podm��nku

p
� cos(

p
�l) + sin(

p
�l) = 0

pro netrivi�aln�� �re�sen��. Pro vlastn�� �c��sla mus�� tedy platit
p
�n = � tan(

p
�nl). Tuto rovnici

pro vlastn�� �c��sla nelze �re�sit p�r��mo analyticky, m�u�zeme ji v�sak �re�sit numericky, resp. gra�cky.
Ozna�c��me-li � =

p
�l rovnice p�rejde na tvar

tan(�) = ��
l
:

Jej�� �re�sen�� jsou zn�azorn�ena na obr�azku 2.11. Ozna�c��me-li takov�a �re�sen�� �n, pak vlastn�� �c��sla jsou

�n =
�2n
l2
:

a odpov��daj��c�� �re�sen�� tvo�r�� �upln�y ortogon�aln�� syst�em fung, kde

un = sin(
�n
l
t):

P�resto�ze se v tomto konkr�etn��m p�r��pad�e op�et jedn�a o syst�em tvo�ren�y trigonometrick�ymi funkcemi,
jde o syst�em zcela jin�eho typu ne�z soustavy v podkapitole 2.3.

P�r��klad:
Na intervalu (0; l) uva�zujme rovnici

d

dt

�
t
du(t)

dt

�
= ��tu(t);

tj. u00(t) + 1
t
u0(t) + �u(t) = 0. Tato rovnice se naz�yv�a Besselova rovnice nult�eho �r�adu. Okrajov�a

podm��nka je d�ana explicitn�e pouze v bod�e l, u(l) = 0. V okol�� nuly po�zadujeme, aby funkce byla
ohrani�cen�a.
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Obr�azek 2.11: Grafy funkc�� y = tan(�) a y = ��=l. Pr�use�c��ky k�rivek odpov��daj�� �re�sen��m rovnice
tan(�) = � �

l
.

Jedn�a se tedy o singul�arn�� okrajovou �ulohu, kde A(t) = w(t) = t, B(t) = 0 a 
 = 1; � = 0.
Obecn�e �re�sen�� t�eto diferenci�aln�� rovnice je

u(t) = C1J0(t
p
�) + C2Y0(t

p
�); (2.46)

kde J0(t) a Y0(t) jsou tzv. Besselovy funkce prvn��ho a druh�eho druhu nult�eho �r�adu, viz dodatek
D.15. Jsou zn�azorn�eny tu�cnou �carou na obr�azku D.4. Jeliko�z Y0(t) nen�� v okol�� t = 0 omezen�a,
plyne z okrajov�e podm��nky, �ze C2 = 0. Druh�a z okrajov�ych podm��nek po�zaduje

J0(l
p
�) = 0;

nebot' C1 mus�� b�yt r�uzn�e od nuly. Ozna�cme �n ko�reny Besselovy funkce J0. Pro vlastn�� �c��sla pak
dostaneme

�n =
�2n
l2
:

Odpov��daj��c�� �re�sen�� pak jsou

un(t) = J0(
�n
l
t):

Tyto funkce tvo�r�� na intervalu (0; l) �upln�y ortogon�aln�� syst�em. M�u�zeme je tedy pou�z��t pro
vytvo�ren�� Fourierovy �rady funkce s(t) na dan�em intervalu (�rada se naz�yv�a Fourier-Besselova):

s(t) =
1X
n=1

cnJ0(
�n
l
t); (2.47)

kde koe�cienty jsou d�any vzorcem

cn =

lR
0

ts(t)J0(
�n
l
t)dt

lR
0

tJ2
0 (

�n
l
t)dt

: (2.48)
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P�ripome�nme, �ze jmenovatel v tomto vzorci p�redstavuje normu funkce J0(
�n
l
t) ve vahov�em pros-

toru Lw2 (0; l), kde w(t) = t.

2.10 Rozvoje pomoc�� ortogon�aln��ch polynom�u.

Dal�s�� rozs�ahlou skupinou �upln�ych ortogon�aln��ch soustav jsou tzv. klasick�e ortogon�aln�� poly-
nomy. P�resto�ze se op�et jedn�a o vlastn�� funkce jist�ych diferenci�aln��ch rovnic ve vahovem prostoru
Lw2 (a; b), pojedn�ame zde tuto skupinu samostatn�e podrobn�eji, nebot' teorie ortogon�aln��ch poly-
nom�u je zna�cn�e rozpracovanou matematickou discipl��nou s mnoha u�zite�cn�ymi aplikacemi.

Uva�zme na kone�cn�em intervalu ha; bi posloupnost mocnin

1; t; t2; t3; : : : ; tn; : : : : (2.49)

Tyto funkce obecn�e nejsou na ha; bi ortogon�aln��, plat�� pro n�e v�sak velmi d�ule�zit�a v�eta, jej���z d�ukaz
m�u�ze �cten�a�r naj��t nap�r. v knize Kufner & Kadlec (1969).

V�eta: (O
"
kvazi�uplnosti\ mocnin)

Je-li f(t) 2 Lw2 (a; b) ortogon�aln�� ke v�sem mocnin�am soustavy (2.49) ve skal�arn��m sou�cinu
vahov�eho prostoru, pak f(t) je nulov�a funkce.

Podle t�eto v�ety tedy nelze naj��t nenulovou funkci, kter�a by byla ortogon�aln�� z�arove�n ke v�sem
funkc��m soustavy (2.49). To je podobn�e de�ni�cn�� podm��nce pro �uplnost soustavy, a�z na to, �ze
funkce soustavy mocnin nejsou navz�ajem ortogon�aln�� v Lw2 (a; b), co�z je druh�a de�ni�cn�� podm��nka
�uplnosti soustavy. Proto jsme zde pou�zili term��n

"
kvazi�uplnost\.

To, �ze funkce soustavy (2.49) nejsou navz�ajem ortogon�aln�� nep�redstavuje principi�aln�� probl�em.
Ka�zdou posloupnost v Lw2 (a; b) lze toti�z snadno ortogonalizovat pomoc�� Gram-Schmidtovy or-
togonalizace, co�z je form�aln�� postup vysv�etlen�y v dodatku D.11.

Gram-Schmidtova ortogonalizace vytv�a�r�� ortogon�aln�� funkce pomoc�� line�arn��ch kombinac��
funkc�� p�uvodn��, neortogon�aln��, soustavy. Line�arn�� kombinace mocnin naz�yv�ame polynomy. Sous-
tava vznikl�a ortogonalizac�� je tedy soustava ortogon�aln��ch polynom�u, kter�e budeme zna�cit

P0(t); P1(t); P2(t); P3(t); : : : ; Pn(t); : : : : (2.50)

Polynom n-t�eho stupn�e obecn�e zap���seme

Pn(t) = an;nt
n + an;n�1tn�1 + an;n�2tn�2 + � � �+ an;1t+ an;0; (2.51)

kde an;n 6= 0 (Pozor: �c�arka v doln��m indexu zde neznamen�a derivaci). Polynom je ur�cen a�z na
p�r��padn�y multiplikativn�� faktor. N�ekdy se vol�� tak, aby an;n = 1. Jin�a, �casto u�z��van�a volba je
takov�a, kter�a zaru�c�� jednotkovou normu v dan�em vahov�em prostoru Lw2 (a; b). Pro �uplnost je�st�e
poznamenejme, �ze polynomy jsou re�aln�e.

Cvi�cen�� 2.10.1:

Ortogonalizujte posloupnost (2.49) na L2(�1; 1). Napi�ste n�ekolik prvn��ch �clen�u nov�e vznikl�e or-
togon�aln�� posloupnosti.
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Se z�retelem na mo�znost vytv�a�ren�� Fourierovsk�ych rozvoj�u je podstatn�e, �ze polynomy Pn vznikl�e
v�y�se uveden�ym postupem tvo�r�� �upln�y ortogon�aln�� syst�em. Ortogonalita je d�ana zp�usobem je-
jich vzniku (ortogonalizac��) a �uplnost je d�usledkem v�ety o

"
kvazi�uplnosti\. Z d�uvod�u linearity

integr�alu p�redstavuj��c��ho skal�arn�� sou�cin plat��, �ze je-li n�ejak�a funkce ortogon�aln�� ke v�sem poly-
nom�um soustavy fPig, je tak�e ortogon�aln�� ke v�sem mocnin�am, nebot' polynomy jsou line�arn��mi
kombinacemi mocnin. Takov�a funkce pak ale mus�� b�yt podle v�ety o

"
kvazi�uplnosti\ rovna

nule, co�z znamen�a, �ze soustava ortogon�aln��ch polynom�u je �upln�a. Pro r�uzn�e vahov�e funkce
(p�r��padn�e r�uzn�e intervaly) dostaneme r�uzn�e typy ortogon�aln��ch polynom�u. Tyto soustavy poly-
nom�u m�u�zeme pou�z��t pro rozv��jen�� funkce v �radu, kde koe�cienty jsou d�any skal�arn��m sou�cinem
rozv��jen�e funkce s dan�ym polynomem v dan�em vahov�em prostoru

s(t) =
1X
n=0

cnPn(t); cn = kPnk�2(s; Pn) =

bR
a

w(t)s(t)Pn(t)dt

bR
a

w(t)P 2
n(t)dt

:

Parsevalova rovnost je
bZ

a

w(t)js(t)j2dt =
1X
n=0

jcnj2:

Jak ji�z bylo �re�ceno, teorie ortogon�aln��ch polynom�u je zna�cn�e rozvinut�a. �Cten�a�ri jsou jist�e
zn�am�e n�ekter�e souvisej��c�� pojmy jako vytvo�ruj��c�� funkce nebo rekurentn�� vzorce. My zde uved'me
jen to, �ze klasick�e ortogon�aln�� polynomy na kone�cn�ych intervalech (a; b) jsou d�any tzv. Rodrigue-
zovou formul��

Pn(t) =
1

pnw(t)

dn

dtn
[w(t)Hn(t)]; (2.52)

kde pn je jist�a multiplikativn�� konstanta (pro r�uzn�e typy polynom�u r�uzn�a), w(t) je vahov�a funkce
zaveden�a v p�redchoz�� podkapitole a H(t) = (b� t)(t� a).

Teorie polynom�u rovn�e�z �r��k�a, �ze polynomy jsou �re�sen��m diferenci�aln�� rovnice

d

dt

�
w(t)H(t)

du(t)

dt

�
= ��w(t)u(t); (2.53)

co�z je vlastn�e rovnice Sturm-Liouvillova typu. Tato rovnice m�a nesingul�arn�� �re�sen�� pro

� = �n = �n
�
p1a1;1 +

n� 1

2

d2H(t)

dt2

�
; (2.54)

kde a1;1 je koe�cient u mocniny t1 v dan�em polynomu. Pro ka�zd�e �n je �re�sen��m odpov��daj��c��
polynom Pn. Polynomy lze tedy ch�apat jako vlastn�� funkce odpov��daj��c�� vlastn��m �c��sl�um �n.

Mezi klasick�e ortogon�aln�� polynomy pat�r�� i takov�e, kter�e jsou de�nov�any na neomezen�ych
intervalech, konkr�etn�e na intervalech typu ha;1) a (�1;1). V�y�se uvedenou teorii lze aplikovat
i na takov�e polynomy, av�sak s jist�ymi modi�kacemi. Nejz�asadn�ej�s�� probl�em spo�c��v�a v tom, �ze na
neomezen�ych intervalech, p�ri nevhodn�e zvolen�e vahov�e funkci, by mocniny (2.49) v�ubec nemusely
pat�rit do Lw2 (a; b) a tud���z i v�eta o

"
kvazi�uplnosti\ by byla bezp�redm�etn�a. Aby takov�a situace

nemohla nastat, je t�reba kl�ast je�ste dal�s�� podm��nky na vahovou funkci, krom�e t�ech, kter�e jsou
d�any v jej�� de�nici. P�r��klad takov�ych podm��nek ukazuje n�asleduj��c�� v�eta (Kadlec & Kufner,
1969).
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V�eta: (O vahov�e funkci na nekone�cn�ych intervalech)

Jestli�ze m�ame interval ha;1) nebo (�1;1) a existuj�� kladn�e konstanty R;C; � takov�e,
�ze

jw(t)j � C exp(��t) pro jtj � R a w(t) 2 L1(a; b)

potom soustava mocnin (2.49) pat�r�� do Lw2 (a; b) a plat�� v�eta o "
kvazi�uplnosti\.

Tato v�eta se m�u�ze zd�at �cten�a�ri pon�ekud �sroubovan�a z hlediska podm��nek kladen�ych na vahovou
funkci. Jejich smysl je v�sak mo�zno shrnout pom�ern�e jednodu�se: zaru�cit, �ze w(t) ub�yv�a s rostouc��m
t (p�r��padn�e jtj) rychleji ne�z libovoln�a mocnina.

Za v�y�se uveden�ych podm��nek na vahovou funkci lze vytvo�rit polynomy na nekone�cn�ych in-
tervalech a pracovat s nimi stejn�ym zp�usobem jako s polynomy na intervalech kone�cn�ych. Pouze
funkci H(t) v rovnic��ch (2.52) { (2.54) mus��me de�novat jin�ym zp�usobem, a sice

H(t) = t� a pro interval typu ha;1)
H(t) = 1 pro interval (�1;1):

Tabulka 2.4 ukazuje p�rehled nejzn�am�ej�s��ch klasick�ych ortogon�aln��ch polynom�u.

n�azev interval vahov�a funkce obecn�y vzorec norma

Legendrovy h�1; 1i w(t) = 1 Pn(t) =
1

(�2)nn!
dn

dtn
[(1� t2)n]

r
2

2n+ 1

�Ceby�sevovy
I. druhu

h�1; 1i w(t) = 1=
p
1� t2

Pn(t) = (�1)n (n� 1)!2n�1

(2n� 1)!

p
1� t2

� dn

dtn
[(1� t2)n�1=2]

p
�=2; n 6= 0p
�; n = 0

�Ceby�sevovy
II. druhu

h�1; 1i w(t) =
p
1� t2

Pn(t) = (�1)n (n+ 1)!2n

(2n+ 1)!

1p
1� t2

� dn

dtn
[(1� t2)n+1=2]

p
�=2

Laguerrovy h0;1)
w(t) = t� exp(�t);
� > �1 P�

n (t) =
1

n!
exp(t)t��

dn

dtn
[exp(t)xn+�]

r
�(�+ n+ 1)

n!

Hermitovy (�1;1) w(t) = exp(�t2) Pn(t) = (�1)n exp(t2) d
n

dtn
[exp(�t2)]

p
2nn!

p
�

Tabulka 2.4: Nej�cast�eji pou�z��van�e ortogon�aln�� polynomy.

Cvi�cen�� 2.10.2:

Rozvi�nte funkci s(t) = t2 na intervalu h�1; 1i v �radu Legendrov�ych polynom�u. Kolik m�a nenulov�ych
koe�cient�u? Porovnejte s v�ysledky cvi�cen�� 2.5.3a.



2.11. FOURIEROVY �RADY V�ICE PROM�ENN�YCH 59

Ke skupin�e klasick�ych ortogon�aln��ch polynom�u se n�ekdy po�c��taj�� i tzv. p�ridru�zen�e Legendrovy
funkce

Pm
n (t) = (1� t2)m=2 d

m

dtm
Pn(t): (2.55)

P�resto�ze tyto funkce maj�� mnoho vlastnost�� polynom�u (maj�� vytvo�ruj��c�� funkci, jsou d�any Ro-
driguezovou formul��, plat�� pro n�e rekurentn�� vzorce, jsou �re�sen��m Legendrovy p�ridru�zen�e difer-
enci�aln�� rovnice), je z�rejm�e, �ze o polynomy v prav�em slova smyslu se jedn�a pouze pro m sud�e.
Nav��c plat�� Pm

n (t) = 0 pro m > n. Poznamenejme, �ze n�ekte�r�� auto�ri de�nuj�� p�ridru�zen�e Legen-
drovy funkce tak, �ze (2.55) obsahuje nav��c multiplikativn�� faktor (�1)m.
Cvi�cen�� 2.10.3:

Najd�ete P 1
2 (t); P

2
2 (t); P

3
2 (t) a P

2
3 (t).

Podobn�e jako Legendrovy polynomy, i p�ridru�zen�e Legendrovy funkce jsou ortogon�aln�� na h�1; 1i
s vahovou funkc�� w(t) = 1 (vzhledem k doln��mu indexu)

1R
�1
Pm
n (t)P

m
k (t)dt = 0; n 6= k

1R
�1
[Pm
n (t)]

2dt =
2

2n+ 1

(n+m)!

(n�m)!

a tvo�r�� na tomto intervalu �upln�y syst�em. Funkci s(t) m�u�zeme tedy rozv��jet v �radu

s(t) =
1X
n=0

cnP
m
n (t); cn =

2n+ 1

2

(n�m)!

(n+m)!

1Z
1

s(t)Pm
n (t)dt:

Cvi�cen�� 2.10.4:

Najd�ete koe�cienty funkce s(t) = a(1 � t2) v rozvoji do p�ridru�zen�ych Legendrov�ych funkc�� p�ri
m = 2.

Na z�av�er tohoto exkursu do Fourierov�ych �rad vytv�a�ren�ych pomoc�� jin�ych ne�z exponenci�aln��ch
(trigonometrick�ych) b�az�� poznamenejme, �ze vlastnosti prob��ran�e v podkapitole 2.8 (krom�e linear-
ity), stejn�e jako r�uzn�e symetrie spektra (podkapitola 2.4) se na tyto �rady obecn�e nevztahuj��. V
souvislosti s konvergenc�� hovo�r��me obecn�e pouze o konvergenci v pr�um�eru, krit�eria pro bodovou
p�r��padn�e stejnom�ernou konvergenci mohou b�yt zna�cn�e komplikovan�a. N�ekter�e vlastn�� funkce
jako�z i ortogon�aln�� polynomy jsou obecn�e neperiodick�e a nen�� zvykem je periodicky dode�nov�avat
mimo jejich z�akladn�� interval. Proto ani se�cten��m takov�e Fourierovy �rady obecn�e nedostaneme
periodick�e prodlou�zen�� funkce s(t) vn�e p�uvodn��ho intervalu7.

2.11 Fourierovy �rady v��ce prom�enn�ych

V��cedimenzion�aln�� Fourierovy �rady jsou d�ule�zit�e v mnoha aplikac��ch, nebot' �rada sign�al�u, se
kter�ymi ve spektr�aln�� anal�yze pracujeme, z�avis�� na v��ce prom�enn�ych. V t�eto podkapitole zm��n��me

7To je t�e�z d�uvod pro�c jsme v t�eto a p�redchoz�� podkapitole p�restali pou�z��vat symbol ~s(t) pro rozv��jenou funkci.
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stru�cn�e pouze Fourierovy �rady dvou prom�enn�ych, roz�s���ren�� na v��ce prom�enn�ych je p�r��mo�car�e,
ale z�apis p�r��slu�sn�ych vzorc�u by byl dost komplikovan�y.

Uva�zme obd�eln��kov�y interval K, de�novan�y v rovin�e re�aln�ych prom�enn�ych (t1; t2): a � t1 �
b; c � t2 � d. Uva�zme prostor L2(K) funkc��, pro kter�e

bZ
a

dZ
c

jf(t1; t2)j2dt2dt1 <1:

L2(K) tvo�r�� �upln�y Hilbert�uv prostor se skal�arn��m sou�cinem de�novan�ym jako integr�al

(f; g) =

bZ
a

dZ
c

f(t1; t2)g(t1; t2)dt2dt1:

Abychom mohli vytv�a�ret Fourierovsk�e rozvoje v analogii k p�r��padu funkc�� jedn�e prom�enn�e,
pot�rebujeme n�ejak�e �upln�e ortogon�aln�� (ortonorm�aln��) soustavy funkc�� na intevalu K. V tom n�am
bude velmi u�zite�cn�a n�asleduj��c�� v�eta:

V�eta: (O �upln�ych syst�emech funkc�� 2 prom�enn�ych)

Je-li f�n(t)g �upln�a ortonorm�aln�� soustava funkc�� v prostoru L2(a; b) a f m(t)g �upln�a
ortonorm�aln�� soustava funkc�� v prostoru L2(c; d), pak soustava funkc�� fenm(t1; t2) =
�n(t1) m(t2)g je �upln�a a ortonorm�aln�� v prostoru L2(K), K = ha; bi � hc; di.

D�ukaz provedeme podle knihy Kufner & Kadlec (1969).

D�ukaz:

Ortonormalita:

(emn; ejk) =
bR
a

dR
c

�m(t1) n(t2)�j(t1) k(t2)dt1dt2 =
bR
a

�m(t1)�j(t1)dt1
dR
c

 n(t2) k(t2)dt2

= (�m; �j)( n;  k):

D��ky ortonormalit�e jednodimenzion�aln��ch soustav f�m(t)g a f n(t)g dost�av�ame

(emn; ejk) =

�
1 je-li m = n a j = k
0 je-li m 6= n nebo j 6= k

; c.b.d.

�Uplnost:

Uva�zme s(t1; t2) 2 L2(K). Ozna�cme gt2(t1) = s(t1; t2) p�ri �xn��m t2. Funkce gt2(t1) mus�� b�yt (v
souladu se zn�amou Fubiniovou v�etou) z prostoru L2(a; b). Lze ji tedy rozvinout v �radu pomoc��
�upln�e ortonorm�aln�� soustavy f�n(t1)g, p�ri�cem�z koe�cienty t�eto �rady budou z�aviset na t2:

gt2(t1) =
1X
m=1

cm(t2)�m(t1); cm(t2) = (gt2 ; �m) =

bZ
a

gt2(t1)�m(t1)dt1 =

bZ
a

s(t1; t2)�m(t1)dt1
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a Parsevalova rovnost m�a tvar

bZ
a

jgt2(t1)j2dt1 =
bZ

a

js(t1; t2)j2dt1 =
1X
m=1

jcm(t2)j2: (2.56)

Funkce cm(t2) pat�r�� do L2(c; d), co�z je d�usledkem toho, �ze s(t1; t2) 2 L2(K):

dZ
c

jcm(t2)j2dt2 �
dZ
c

1X
m=1

jcm(t2)j2dt2 =
dZ
c

bZ
a

js(t1; t2)j2dt1dt2 <1:

V tom p�r��pad�e ji ale mus�� j��t rozvinout do Fourierovy �rady na (c; d) pomoc�� soustavy f n(t)g

cm(t2) =
1X
n=1

cm;n n(t2); cm;n = (cm;  n) =

bZ
a

dZ
c

s(t1; t2)�m(t1) n(t2)dt2dt1 (2.57)

a plat�� Parsevalova rovnost
dZ
c

jcm(t2)j2dt2 =
1X
n=1

jcm;nj2: (2.58)

Spojen��m Parsevalov�ych rovnost�� (2.56) (zintegrovan�e od c do d p�res t2) a (2.58) dostaneme

dZ
c

bZ
a

js(t1; t2)j2dt1dt2 =
dZ
c

1X
m=1

jcm(t2)j2dt2 =
1X
m=1

dZ
c

jcm(t2)j2dt2 =
1X
m=1

1X
n=1

jcm;nj2;

co�z je Parsevalova rovnost odpov��daj��c�� funkci s(t1; t2) rozvinut�e na L2(K) do Fourierovy �rady

s(t1; t2) =
1X
m=1

1X
n=1

cm;n�m(t1) n(t2) =
1X
m=1

1X
n=1

cm;nemn(t1; t2): (2.59)

Z podkapitoly 2.2 v��me, �ze platnost Parsevalovy rovnosti je ekvivalentn�� �uplnosti soustavy, po-
moc�� n���z je Fourierova �rada vytvo�rena. Tud���z jsme dok�azali, �ze soustava fenm(t1; t2) = �n(t1) m(t2)g
je �upln�a a ortonorm�aln�� soustava v prostoru L2(K).

V�eta, kterou jsme pr�av�e dok�azali je velmi u�zite�cn�a pro vytv�a�ren�� �upln�ych ortonorm�aln��ch
soustav na dvojrozm�ern�ych intervalech prost�ym vyn�asoben��m zn�am�ych �upln�ych ortonorm�aln��ch
soustav na odpov��daj��c��ch jednorozm�ern�ych intervalech. Ty pak pou�zijeme pro Fourierovy �rady
funkc�� dvou prom�enn�ych. P�r��slu�sn�e vzorce pro rozvoj i koe�cienty jsme u�z odvodili v r�amci v�y�se
uveden�eho d�ukazu (rovnice (2.59) a (2.57)). Pro pohodl�� �cten�a�re je zde uved'me v p�rehledn�e
form�e

s(t1; t2) =
1X
m=1

1X
n=1

cm;nemn(t1; t2); cm;n =

bZ
a

dZ
c

s(t1; t2)emn(t1; t2)dt2dt1

Takov�e Fourierovy �rady se pro mechanismus vytv�a�ren�� jejich b�azov�ych funkc�� naz�yvaj�� n�asobn�e
(v na�sem p�r��pad�e tedy dvojn�asobn�e Fourierovy �rady). Obecn�ej�s��mi typy Fourierov�ych �rad
ne�z jsou �rady n�asobn�e se v tomto kurzu nebudeme zab�yvat.
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M�ejme interval I = h�l; li � h�h; hi h > 0; l > 0. V Hilbertov�e prostoru L2(I) je podle
v�y�se uveden�e v�ety s pou�zit��m podkapitoly 2.3 �upln�a a ortonorm�aln�� nap�r��klad soustava

emn(t1; t2) =
1

2
p
lh

exp

�
i�

�
mt1
l

+
nt2
h

��
m;n = 0; 1; 2; : : : : (2.60)

Tyto funkce jsou periodick�e. V�sem spole�cnou periodou je 2l v prom�enn�e t1 a 2h v prom�enn�e t2.
Pomoc�� soustavy (2.60) m�u�zeme libovolnou funkci z L2(I) rozvinout ve Fourierovu �radu

~s(t1; t2) =
1X

m=�1

1X
n=�1

Sm;n
1

2
p
lh

exp

�
i�

�
mt1
l

+
nt2
h

��
(2.61)

s koe�cienty

Sm;n = (~s; emn) =
1

2
p
lh

lZ
�l

hZ
�h

~s(t1; t2) exp

�
� i�

�
mt1
l

+
nt2
h

��
dt1dt2: (2.62)

Tato �rada konverguje k funkci ~s(t1; t2) p�rinejmen�s��m v pr�um�eru. Obecn�a krit�eria bodov�e p�r��padn�e
stejnom�ern�e konvergence jsou mnohem slo�zit�ej�s�� ne�z v p�r��pad�e jedn�e prom�enn�e a jsou mimo
r�amec t�echto skript. Poznamenejme, �ze sou�cet �rady je funkce 2l-periodick�a v prom�enn�e t1 a
2h-periodick�a v prom�enn�e t2.

Cvi�cen�� 2.11.1:

Uva�zujte interval I =

�T1

2
; T1
2

�� 
�T2
2
; T2
2

�
. Na tomto intervalu rozvi�nte funkci

s(t1; t2) =

�
1 na intervalu (��; �)� (��; �)
0 jinde

; 2� � T1; 2� � T2

v dvojn�asobnou exponenci�aln�� Fourierovu �radu.

Dvoudimenzion�aln�� diskr�etn�� spektrum m�a analogick�e vlastnosti jako spektra jednodimen-
zion�aln�� co se t�y�ce r�uzn�ych symetri�� a tak�e operac�� nad �radami. N�asleduje zdaleka ne �upln�y v�y�cet
nejd�ule�zit�ej�s��ch z nich. D�ukazy by byly obdobn�e t�em, kter�e jsme prov�ad�eli v podkapitole 2.8.
N�ekter�e operace, jako nap�r��klad transpozice, r�uzn�a zrcadlen�� �ci sm���sen�e derivace jsou umo�zn�eny
dvoudimenzion�aln��m charakterem sign�al�u a jejich spekter. Jejich d�ukazy jsou jednoduch�e a �cten�a�r
si je jist�e snadno provede s�am.

Translace

~h(t1; t2) = ~s(t1 � a; t2 � b) $ Hn;m = Sn;m exp(�2�i
�
an

T1
+
bm

T2

�
):

Modulace

~h(t1; t2) = ~s(t1; t2) exp(2�i

�
it1
T1

+
jt2
T2

�
) $ Hn;m = Sn�i;m�j
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Derivace

~h(t1; t2) =
@~s(t1; t2)

@t1
$ Hn;m = 2�i

n

T1
Sn;m

~h(t1; t2) =
@~s(t1; t2)

@t2
$ Hn;m = 2�i

m

T2
Sn;m

~h(t1; t2) =
@2~s(t1; t2)

@t1@t2
$ Hn;m = �4�2 nm

T1T2
Sn;m

Transpozice

~h(t1; t2) = ~s(t2; t1) $ Hn;m = Sm;n

Zrcadlen��

~h(t1; t2) = ~s(�t1; t2) $ Hn;m = S�n;m
~h(t1; t2) = ~s(t1;�t2) $ Hn;m = Sn;�m
~h(t1; t2) = ~s(�t1;�t2) $ Hn;m = S�n;�m

N�asoben��

~h(t1; t2) = ~f(t1; t2)~g(t1; t2) $ Hn;m =
1X

j=�1

1X
k=�1

Fj;kGn�j;m�k

Konvoluce

~h(t1; t2) =
1

T1T2

T1=2Z
�T1=2

T2=2Z
�T2=2

~f(�1; �2)~g(t1 � �1; t2 � �2)d�1d�2 $ Hn;m = Fn;mGn;m

Korelace

~h(t1; t2) =
1

T1T2

T1=2Z
�T1=2

T2=2Z
�T2=2

~f(�1; �2)~g(t1 + �1; t2 + �2)d�1d�2 $ Hn;m = Fn;mGn;m

Autokorelace

~h(t1; t2) =
1

T1T2

T1=2Z
�T1=2

T2=2Z
�T2=2

~s(�1; �2)~s(t1 + �1; t2 + �2)d�1d�2 $ Hn;m = jSn;mj2

Poznamenejme rovn�e�z, �ze v analogii k jednodimenzion�aln��mu p�r��padu i zde pro re�aln�y sign�al
plat��

S�n;�m = Sn;m:
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Obr�azek 2.12: Funkce cos

�
2�

�
nt1
T1

+
mt2
T2

�
+ arg(Snm)

�
.

Abychom z��skali n�azornou p�redstavu o tom, co to znamen�a rozvinout re�alnou funkci s(t1; t2)
ve dvojn�asobnou exponenci�aln�� Fourierovu �radu, se�ct�eme dohromady harmonick�e slo�zky pro
indexy n;m a �n;�m. Takov�e sou�cty ozna�cme H(n;m)(t1; t2). Plat��

H(n;m)(t1; t2) = Sn;m exp

�
2�i

�
nt1
T1

+
mt2
T2

��
+ S�n;�m exp

�
2�i

�
� nt1

T1
� mt2

T2

��

= 2

�
<fSn;mg cos

�
2�

�
nt1
T1

+
mt2
T2

��
�=fSn;mg sin

�
2�

�
nt1
T1

+
mt2
T2

���

Vyj�ad�r��me-li koe�cienty pomoc�� modulu a f�aze, Sn;m = jSnmj exp(i Arg(Snm)), je z�rejm�e, �ze pro
re�alnou a imagin�arn�� �c�ast plat�� <fSn;mg = jSn;mj cos(arg(Sn;m)), =fSn;mg = jSn;mj sin(arg(Sn;m)).
S vyu�zit��m sou�ctov�eho vzorce (D.8.4) pak ji�z snadno dostaneme

H(n;m)(t1; t2) = 2jSn;mj cos
�
2�

�
nt1
T1

+
mt2
T2

�
+ arg(Sn;m)

�
:

Tato funkce je sch�ematicky zn�azorn�ena na obr�azku 2.12. Ze skript Bezvoda a kol. (1987) si
pro ni vyp�uj�c��me p�rilehav�y n�azev

"
vlnit�y plech\. Lze tedy �r��ci, �ze sign�al ~s(t1; t2) je vyj�ad�ren

jako superpozice spo�cetn�e mnoha takov�ych
"
vlnit�ych plech�u\, kter�e se li�s�� amplitudou, f�az��,

frekvenc�� a nato�cen��m v rovin�e (t1; t2) dan�ym pom�erem T1T2=nm. Tato superpozice p�redstavuje
vlastn�e f�azov�y tvar dvojn�asobn�e exponenci�aln�� Fourierovy �rady (viz t�e�z podkapitola 2.5 pro
jednodimenzion�aln�� p�r��pad). Pro komplexn�� sign�al je zobecn�en�� jednoduch�e: do

"
vlnit�ych plech�u\

rozlo�z��me zvl�a�st' re�alnou a imagin�arn�� �c�ast.
Rozeps�an��m exponenci�aln��ch funkc�� pomoc�� funkc�� cos a sin (vzorec (D.8.1)), dojdeme k tzv.

re�aln�emu (nebo t�e�z trigonometrick�emu) tvaru �rady (2.61). Jeho form�aln�� z�apis je v�sak pon�ekud
komplikovan�y a nep�rehledn�y.

~s(t1; t2) =
P1

m=0

P1
n=0 �m;n

�
am;n cos

�
m�t1
l

�
cos

�
n�t2
h

�
+ bm;n sin

�
m�t1
l

�
cos

�
n�t2
h

�

+ cm;n cos

�
m�t1
l

�
sin

�
n�t2
h

�
+ dm;n sin

�
m�t1
l

�
sin

�
n�t2
h

��
(2.63)
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kde koe�cienty jsou d�any vzorci

am;n =
1

lh

lR
�l

hR
�h

~s(t1; t2) cos(
m�t1
l

) cos(
n�t2
h

)dt1dt2;

bm;n =
1

lh

lR
�l

hR
�h

~s(t1; t2) sin(
m�t1
l

) cos(
n�t2
h

)dt1dt2;

cm;n =
1

lh

lR
�l

hR
�h

~s(t1; t2) cos(
m�t1
l

) sin(
n�t2
h

)dt1dt2;

dm;n =
1

lh

lR
�l

hR
�h

~s(t1; t2) sin(
m�t1
l

) sin(
n�t2
h

)dt1dt2;

(2.64)

kde

�m;n =

8<
:

1=4 pro m = n = 0
1=2 pro n = 0;m > 0 nebo m = 0; n > 0
1 pro m > 0; n > 0

Jedn�a se vlastn�e o rozvoj pomoc�� funkc��

1; cos(
m�t1
l

) cos(
n�t2
h

); sin(
m�t1
l

) cos(
n�t2
h

); cos(
m�t1
l

) sin(
n�t2
h

); sin(
m�t1
l

) sin(
n�t2
h

); : : :

(m;n = 1; 2; : : : )

kter�e tvo�r�� na I �upln�y ortogon�aln�� syst�em.

Cvi�cen�� 2.11.2:

Uva�zujte interval I = h��; �i � h��; �i. Na tomto intervalu rozvi�nte funkci

s(t1; t2) = t1t2

v dvojn�asobnou trigonometrickou Fourierovu �radu. Vyu�zijte v�ysledku cvi�cen�� 2.8.1.

Na z�av�er t�eto podkapitoly uved'me je�st�e p�r��klad n�asobn�e Fourierovy �rady, kter�a je tvo�rena
jin�ym syst�emem b�azov�ych funkc�� ne�z jsou sou�ciny exponenci�al nebo trigonometrick�ych funkc��.
Tato �rada je z�akladem tzv. sf�erick�e harmonick�e anal�yzy a nach�az�� �cetn�e aplikace nap�r��klad
v geofyzice.

P�r��klad:
Uva�zme jednotkovou kouli. K jej��mu popisu pot�rebujeme 2 �uhlov�e sou�radnice: � 2 h0; �i a � 2
h0; 2�i. Rozvi�nme funkci s(�; �) zadanou na t�eto jednotkov�e kouli v �radu pomoc�� tzv. sf�erick�ych
harmonik.

Jedn�a se o funkce

Y m
n(c)(�; �) = Pm

n (cos(�)) cos(m�) Y m
n(s)(�; �) = Pm

n (cos(�)) sin(m�); (2.65)

kde Pm
n jsou p�ridru�zen�e Legendrovy funkce dan�e p�redpisem 8

Pm
n (x) = (1� x2)m=2d

mPn(x)

dxm
:

8V de�nici op�et n�ekte�r�� auto�ri zahrnuj�� multiplikativn�� faktor (�1)m.
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Sf�erick�e harmonick�e funkce tvo�r�� na jednotkov�e kouli �upln�y ortogon�aln�� syst�em. Jejich normy
jsou �

2�(n+m)!

(2n+ 1)(n�m)!

�1=2
pro m 6= 0�

4�

(2n+ 1)

�1=2
pro m = 0:

Ka�zdou funkci m�u�zeme tedy na jednotkov�e kouli rozvinout v �radu

s(�; �) =
1P
n=0

nP
m=0

[amn(c)Y
m
n(c)(�; �) + amn(s)Y

m
n(s)(�; �)]

=
1P
n=0

nP
m=0

[amn(c) cosm�+ amn(s) sinm�)]P
m
n (cos �);

kde koe�cienty jsou d�any vztahy

amn(c) =
(2n+ 1)(n�m)!

2�(n+m)!

2�R
0

�R
0

s(�; �)Y m
n(c)(�; �) sin(�)d�d� (m 6= 0)

a0n(c) =
2n+ 1

4�

2�R
0

�R
0

s(�; �)Y 0
n(c)(�) sin(�)d�d� =

2n+ 1

4�

2�R
0

�R
0

s(�; �)Pn(cos(�)) sin(�)d�d�

amn(s) =
(2n+ 1)(n�m)!

2�(n+m)!

2�R
0

�R
0

s(�; �)Y m
n(s)(�; �) sin(�)d�d� (m 6= 0)

a0n(s) = 0:
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V t�eto kapitole vysv�etl��me z�aklady Fourierovy integr�aln�� transformace, tedy vz�ajemn�e jed-
nozna�cn�eho p�ri�razen�� mezi spojit�ym (neperiodick�ym) sign�alem v �casov�e oblasti a jin�ym spojit�ym
(neperiodick�ym) sign�alem ve spektr�aln�� oblasti. Nejprve si vyjasn�eme t�r��du funkc��, se kter�ymi
zde budeme pracovat. Jedn�a se o tzv. Fourierovsk�e sign�aly standardn��ho typu, n�ekdy zkr�acen�e
naz�yvan�e Fourierovsk�e sign�aly.

De�nice: (Fourierovsk�y sign�al standardn��ho typu)

Fourierovsk�ym sign�alem standardn��ho typu nazveme funkci s(t) 2 C, kter�a
� je neperiodick�a a absolutn�e integrovateln�a na (�1;1), tj.

1Z
�1

js(�)jd� <1

� spl�nuje Dirichletovy podm��nky v libovoln�em kone�cn�em intervalu.

Dirichletov�ymi podm��nkami se zde rozum�� bud' podm��nky v�ety o konvergenci trigonometrick�e
Fourierovy �rady III nebo podm��nky Dirichletovy v�ety (viz 2.6). Po�zadujeme tedy, aby krom�e
absolutn�� integrovatelnosti byla funkce s(t) na dan�em intervalu spojit�a nebo po �c�astech spojit�a
s kone�cn�ym po�ctem bod�u nespojitosti a m�ela po �c�astech spojitou prvn�� derivaci anebo m�ela
kone�cn�y po�cet maxim a minim. Jak uvid��me pozd�eji, spln�en�� t�echto podm��nek zaru�cuje existenci
inverzn�� Fourierovy transformace, tj. v�ypo�ctu sign�alu v �casov�e oblasti z jeho spektra. Existenci
p�r��m�e transformace, tj. v�ypo�ctu spektra ze sign�alu v �casov�e oblasti, naopak zaru�cuje podm��nka
absolutn�� integrovatelnosti funkce.

Absolutn�� integrovatelnost je podm��n�ena ub�yv�an��m funk�cn��ch hodnot s(t) p�ri t! �1, tedy
podm��nkou lim

t!�1
s(t) = 0. To spl�nuj�� funkce bud' nenulov�e pouze na kone�cn�em intervalu (funkce

s omezen�ym nosi�cem, roz�s���ren�e na R dopln�en��m nulami), nebo alespo�n tzv.
"
efektivn�e\ nenulov�e

na kone�cn�em intervalu (funkce, jejich�z hodnoty mimo tento interval jsou mal�e a m�u�zeme je
zanedbat). Funkce nenulov�e na kone�cn�em intervalu se naz�yvaj�� p�rechodn�e funkce. Pokud jsou
nav��c je�st�e hladk�e, �r��k�ame jim �nitn�� funkce.

V t�eto kapitole se budeme tak�e zaj��mat o vztah Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu
a Fourierovy �rady spojit�eho sign�alu, kter�e je v�enov�ana p�redch�azej��c�� kapitola. P�ujde n�am p�ri
tom o Fourierovu exponenci�aln�� �radu, p�r��padn�e jej�� re�alnou reprezentaci ve form�e trigonomet-
rick�e Fourierovy �rady. Integr�aln�� prot�ej�sky �rad vytvo�ren�ych pomoc�� jin�ych b�az�� zde zkoumat
nebudeme. Ka�zdop�adn�e vn��mav�emu �cten�a�ri jist�e neuniklo, �ze teorie Fourierov�ych �rad je vybu-
dov�ana pro funkce integrovateln�e s kvadr�atem, zat��mco zde po�zadujeme pouze absolutn�� inte-
grovatelnost. P�ri uva�zovan�em roz�s���ren�� na cel�e R je z�rejm�e, �ze ani jedna t�r��da nen�� podmno�zinou
t�e druh�e:

L1(�1;1) 6� L2(�1;1); L2(�1;1) 6� L1(�1;1):

Budeme-li v�sak cht��t srovn�avat oba typy transformac��, mus��me se omezit na funkce, kter�e pat�r�� do
pr�uniku obou t�r��d. Na�st�est�� funkce, se kter�ymi se m�u�zeme setkat v praxi, jsou v�et�sinou prim�arn�e
zadan�e jen na kone�cn�em intervalu a do pr�uniku obou t�r��d jist�e pat�r��.

Pozd�eji, v podkapitole 3.5, opust��me t�r��du Fourierovsk�ych sign�al�u standardn��ho typu a budeme
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uva�zovat Fourierovu transformaci i pro n�ekter�e speci�aln�� funkce, kter�e nap�r��klad nejsou abso-
lutn�e integrovateln�e (konstanta, signum, Heavisideova funkce), nebo to dokonce nejsou funkce v
prav�em slova smyslu, ale jedn�a se o distribuce (�-funkce).

3.1 Intuitivn�� p�rechod od Fourierovy �rady k Fourierov�e

transformaci.

V t�eto podkapitole rozhodn�e nen�� prezentov�ano striktn�� matematick�e odvozen�� Fourierovy trans-
formace z Fourierovy �rady. Jde n�am sp���se o poskytnut�� n�azorn�ej�s�� p�redstavy o souvislosti obou
typ�u tranformac�� a o lep�s�� pochopen�� toho, pro�c je Fourierova transformace spojit�eho sign�alu
de�nov�ana pr�av�e takov�ym zp�usobem, jak je tomu v kapitole 3.2.

Uva�zujme nap�r��klad �nitn�� funkci1 s(t) (obr�azek 3.1a) rozvinutou v exponenci�aln�� Fourierovu
�radu na intervalu (�T=2; T=2i. Funkci tedy uva�zujeme jako T -periodickou a p���seme pro ni

~s(t) =
1X

n=�1
Sn exp(i2�nt=T ) =

1

T

1X
n=�1

8><
>:

T=2Z
�T=2

s(�) exp(�i2�n�=T )d�

9>=
>; exp(i2�nt=T ):

Pro zjednodu�sen�� z�apisu ozna�cme !n = 2�n=T a �! = !n+1 � !n = 2�=T . Veli�cina �! tedy
p�redstavuje z�akladn�� �uhlovou frekvenci2. Pro �uplnost poznamenejme, �ze v kapitole 2 jsme pro ni
pou�z��vali ozna�cn�� !0. M�ame tedy !n = n�! a rozvoj m�u�zeme napsat ve tvaru

~s(t) =
1

2�

1X
n=�1

�!

T=2Z
�T=2

s(�) exp(i!n(t� �))d�: (3.1)

Nyn�� proved'me takov�y my�slenkov�y experiment, p�ri kter�em budeme postupn�e zv�et�sovat T
(obr�azky 3.1b a 3.1c). Rovnice (3.1) z�ustav�a v platnosti. A�z v limit�e T ! 1, se z peri-
odick�e funkce stane op�et p�uvodn�� �nitn�� funkce, ~s(t) = s(t), viz obr�azek 3.1d. P�ri tomto
limitn��m p�rechodu p�redpokl�ad�ame, �ze !n ! !, kde ! je n�ejak�e re�aln�e �c��slo, kter�e nazveme
�uhlovou frekvenc��. Veli�cina �! p�rejde na in�nitezim�aln�� d! a

P
p�rejde na

R
. Pro Fourierovu

reprezentaci neperiodick�e funkce tedy budeme ps�at

s(t) =
1

2�

1Z
�1

d!

1Z
�1

s(�) exp(i!(t� �))d�: (3.2)

Tento v�yraz se naz�yv�a dvojn�asobn�y Fourier�uv integr�al. Ozna�c��me-li d�ale

S(!) =

1Z
�1

s(�) exp(�i!�)d� (3.3)

p�rejde Fourier�uv integr�al do tvaru

s(t) =
1

2�

1Z
�1

S(!) exp(i!t)d!: (3.4)

1Tato funkce jist�e spl�nuje Dirichletovy podm��nky.
2Fyzik�aln�� jednotkou �uhlov�e frekvence je radi�an za sekundu, [rad=s].
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Obr�azek 3.1: Intuitivn�� p�rechod od Fourierovy �rady k Fourierov�e transformaci.

3.2 De�nice Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu.

P�redpokl�adejme Fourierovsk�y sign�al standardn��ho typu.

De�nice: (Fourierova transformace spojit�eho sign�alu pro �uhlovou frekvenci)

Fourierovou transformac�� (spektrem) spojit�eho sign�alu s(t) nazveme funkci S(!)

S(!) = F [s(t)] =
1Z

�1

s(t) exp(�i!t)dt: (3.5)

Inverzn�� Fourierovou transformac�� odpov��daj��c�� spektru S(!) je

s(t) = F�1[S(!)] = 1

2�

1Z
�1

S(!) exp(i!t)d!: (3.6)
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V p�r��pad�e inverzn�� transformace je rovnost s(t) = F�1[S(!)] spln�ena pouze pokud je s(t) v bod�e
t bud' spojit�a anebo rovna aritmetisk�emu pr�um�eru limit zprava a zleva3.

V literatu�re existuje �rada alternativn��ch de�nic. Tak nap�r��klad faktor 1=2� n�ekte�r�� auto�ri
�rad�� k p�r��m�e Fourierov�e transformaci nam��sto k inverzn��, tj. jako kdyby do transformace dle na�s��
de�nice vstupovala funkce 2�s(t) nam��sto s(t), co�z je samoz�rejm�e pouze ot�azka dohody. Existuje
i symetrick�e vyj�ad�ren��, kdy se u obou transformac�� vyskytuje faktor 1=

p
2�. Rovn�e�z znam�enko

v exponentu pou�z��vaj�� n�ekte�r�� auto�ri u p�r��m�e a inverzn�� transformace obr�acen�e.

Vyj�ad�r��me-li ! = 2�f , tj. provedeme-li substituci f = !=2�, kde f je tzv. oby�cejn�a
frekvence4, dostaneme tvar Fourierovy p�r��m�e a inverzn�� transformace, kter�y je pln�e symetrick�y
(li�s�� se jen znam�enkem exponentu) a kter�y budeme v tomto kurzu preferovat.

De�nice: (Fourierova transformace spojit�eho sign�alu pro oby�cejnou frekvenci)

Fourierovou transformac�� (spektrem) spojit�eho sign�alu s(t) nazveme funkci S(f)

S(f) = F [s(t)] =
1Z

�1

s(t) exp(�i2�ft)dt: (3.7)

Inverzn�� Fourierovou transformac�� odpov��daj��c�� spektru S(f) je

s(t) = F�1[S(f)] =
1Z

�1

S(f) exp(i2�ft)df: (3.8)

I zde je inverzn�� Fourierova transformace rovna funkci s(t) v bod�e t, pokud je tato v dan�em bod�e
spojit�a anebo rovna pr�um�eru limit zprava a zleva.

Poznamenejme, �ze striktn�e matematicky vzato bychom m�eli pou�z��t jin�y symbol pro spektrum
reprezentovan�e pomoc�� �uhlov�e frekvence a spektrum vyj�ad�ren�e pomoc�� oby�cejn�e frekvence, nebot'

numericky jde o r�uzn�e funkce v n�asleduj��c��m smyslu: pro stejnou hodnotu argumentu dostaneme v
obou reprezentac��ch r�uzn�e funk�cn�� hodnoty (rozd��l je d�an �sk�alovac��m faktorem 2� na vodorovn�e
ose, tedy vlastn�e volbou jednotek). Jeliko�z v�sak v dal�s��m textu nebudeme ob�e reprezentace
sm�e�sovat, v�zdy budeme konzistentn�e pou�z��vat bud' jednu nebo druhou, budeme pro jednoduchost
pou�z��vat stejn�y symbol (nap�r. S) pro spektrum bez ohledu na uva�zovanou spektr�aln�� prom�ennou.
Je v�sak t�reba d�at pozor na eventueln�� z�am�enu dvou v�y�se uveden�ych spektr�aln��ch reprezentac��
zejm�ena p�ri odeb��r�an�� diskr�etn��ch vzork�u spektra, kde se ji�z ztr�ac�� mo�znost rozli�sen�� obou p�r��pad�u
pomoc�� symbolu spektr�aln�� prom�enn�e (f nebo !).

Dvojici sign�al a jeho Fourierovo spektrum, tedy s(t) = F�1[S(f)]$ S(f) = F [s(t)] budeme
naz�yvat Fourier�uv p�ar.

Op�et je t�reba p�ri pr�aci s literaturou d�at pozor na to, �ze n�ekte�r�� auto�ri mohou m��t znam�enka v
exponentu pou�zita obr�acen�e, tj. u p�r��m�e transformace + a u inverzn�� �. Na�se de�nice je konzis-
tentn�� s t��m, jak jsme pou�z��vali znam�enko exponentu u odpov��daj��c�� exponenci�aln�� Fourierovy
�rady v podkapitole 2.4.

3Pro sign�aly obecn�e nespojit�e tato rovnost v bodech nespojitosti platit nemus��.
4Fyzik�aln�� jednotkou oby�cejn�e frekvence je Herz, [Hz].
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Zd�urazn�eme je�st�e jednou, �ze funkci s(t) zde ch�apeme jako Fourierovsk�y sign�al standardn��ho
typu. To mimo jin�e znamen�a, �ze je absolutn�e integrovateln�a na R, tj. s(t) 2 L1(�1;1).
Tato podm��nka zaru�cuje, �ze spektrum funkce s(t) (tedy S(f) nebo S(!)) existuje, jak ukazuje
n�asleduj��c�� cvi�cen��.

Cvi�cen�� 3.2.1:

Doka�zte, �ze pro absolutn�e integrovatelnou funkci s(t) 2 L1(�1;1), tj. funkci, pro kterouR1
�1 js(t)jdt <1, v�zdy existuje Fourierovo spektrum S(f).

Je to zcela analogick�a situace, jako v p�r��pad�e Fourierovy �rady: tam rovn�e�z sta�c��, aby rozv��jen�a
funkce byla absolutn�e integrovateln�a na dan�em intervalu, a ji�z m�u�zeme zcela form�aln��m zp�usobem
konstruovat Fourierovy koe�cienty jej�� exponenci�aln�� �rady (diskr�etn�� spektrum). Ot�azka ale je,
zda takto vytvo�ren�a �rada je skute�cn�e rozvojem dan�e funkce pokud mo�zno v ka�zd�em bod�e. K
tomu jsme v podkapitole 2.6 pot�rebovali nap�r��klad spln�en�� Dirichletov�ych podm��nek. A stejn�e
tak zde. Sou�c�ast�� de�nice Fourierovsk�eho sign�alu standardn��ho typu je i spln�en�� Dirichletov�ych
podm��nek, kter�e garantuj�� existenci integr�alu inverzn�� Fourierovy transformace. Plat��, �ze integr�al
vyjad�ruj��c�� inverzn�� Fourierovu transformaci je kone�cn�y (alespo�n ve smyslu vlastn�� hodnoty) pro
takov�a t, pro kter�a exponenci�aln�� Fourierova �rada, rozvinut�a na intervalu v�et�s��m ne�z nosi�c s(t),
konverguje k funkci s(t). Hodnota integr�alu je pak rovna sou�ctu t�eto �rady na dan�em intervalu.
Tento poznatek shrnuje n�asleduj��c�� v�eta.

V�eta (Fourierova):

Jestli�ze funkce s(t) spl�nuje Dirichletovy podm��nky v ka�zd�em kone�cn�em intervalu a je ab-
solutn�e integrovateln�a na (�1;1), pak 8t 2 R

1Z
�1

df

1Z
�1

s(�) exp(i2�f(t� �))d� = 1

2
(s(t+) + s(t�)):

Hodnota integr�alu p�redstavuje inverzn�� Fourierovu transformaci. Je z�rejm�e, �ze je-li funkce v bod�e
t spojit�a, je hodnota integr�alu rovna p�r��mo s(t).

Podm��nky v p�redpokladech t�eto v�ety jsou podm��nky posta�cuj��c�� nikoliv nutn�e. Existuj��
sign�aly, kter�e tyto podm��nky nespl�nuj�� a p�resto pro n�e m�u�zeme zav�est p�r��mou i inverzn�� Fourierovu
transformaci. O n�ekter�ych z nich pojedn�av�a odd��l 3.5.

V�simn�eme si, �ze Fourierova transformace je integr�aln�� transformace, u kter�e se m�en�� prom�enn�a,
tj. do transformace vstupuje spojit�y sign�al re�aln�e prom�enn�e t (nap�r��klad �cas) a vystupuje z n��
spojit�y sign�al jin�e re�aln�e prom�enn�e f (�casu odpov��daj��c�� frekvence)5.

Spektrum S(f) je i pro re�aln�y sign�al obecn�e komplexn�� funkc�� frekvence f . M�u�zeme j��

5Konkr�etn�� fyzik�aln�� v�yznam t�echto prom�enn�ych m�u�ze b�yt pochopiteln�e zcela jin�y ne�z �cas a frekvence. Na
vstupu do transformace se m�u�ze nap�r. jednat o prostorovou sou�radnici, na v�ystupu pak hovo�r��me o prostorov�e
frekvenci nebo vlnov�em �c��sle.
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reprezentovat dv�ema re�aln�ymi funkcemi, bud' ve form�e re�aln�e a imagin�arn�� �c�asti spektra

S(f) = <fS(f)g+ i=fS(f)g;
anebo, co�z je b�e�zn�ej�s��, pomoc�� modulu a f�aze, tj. amplitudov�eho spektra jS(f)j a f�azov�eho
spektra �(f)

S(f) = jS(f)j exp(i�(f));
kde �(f) p�redstavuje tzv. hlavn�� hodnotu argumentu S(f), �(f) = ArgS(f), pro kterou plat��,
�ze �� < �(f) � �. F�azov�e spektrum se vypo�c��t�av�a podle zcela analogick�eho p�redpisu jako v
p�r��pad�e exponenci�aln�� Fourierovy �rady, jak ukazuje tabulka 3.1.

<fS(f)g =fS(f)g �(f)

> 0 arctan(=fS(f)g=<fS(f)g)

< 0 � 0 arctan(=fS(f)g=<fS(f)g) + �

< 0 < 0 arctan(=fS(f)g=<fS(f)g)� �

0 > 0 �=2

0 < 0 ��=2

0 0 nede�nov�ano

Tabulka 3.1: De�nice f�azov�eho spektra Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu

Pro komplexn�� sign�al s(t) nen�� obecn�e �z�adn�y vztah mezi hodnotami spektra pro f < 0 a
f > 0. Jinak je tomu v p�r��pad�e re�aln�ych sign�al�u, viz podkapitola 3.6.

Cvi�cen�� 3.2.2:
Najd�ete Fourierovu transformaci Gaussovy funkce s(t) = exp(��t2).

Cvi�cen�� 3.2.3:

Najd�ete Fourierovu transformaci pravo�uheln��kov�e funkce s(t) = �(t) =

�
1 pro �1=2 � t � 1=2
0 pro jtj > 1=2

.

Cvi�cen�� 3.2.4:

Najd�ete Fourierovu transformaci funkce s(t) =

�
0 pro t < 0
exp(��t); � > 0; pro t � 0

.
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Cvi�cen�� 3.2.5:
Najd�ete Fourierovu transformaci funkce s(t) = exp(��jtj); � > 0.

V�ypo�cet integr�alu Fourierovy transformace (pop�r��pad�e inverzn�� Fourierovy transformace)
nemus�� b�yt v�zdy tak jednoduch�y, jako tomu bylo v p�redch�azej��c��ch cvi�cen��ch. N�ekdy je t�reba
s�ahnout k n�ekter�ym

"
so�stikovan�ej�s��m\ metod�am v�ypo�ctu, nap�r. metod�e konturn��ch integr�al�u

v komplexn�� rovin�e s vyu�zit��m reziduov�e v�ety, viz dodatek D.14. Jako p�r��klad tohoto postupu
poslou�z�� v�ypo�cet inverzn�� Fourierovy transformce spektra, kter�e jsme spo�cetli ve cvi�cen�� 3.2.4.

P�r��klad:
Spo�ct�ete inverzn�� Fourierovu transformaci spektra

S(f) =
1

� + i2�f
:

Z de�nice v��me, �ze

s(t) =

1Z
�1

S(f) exp(i2�ft)df =

1Z
�1

1

� + i2�f
exp(i2�ft)df:

Tento integr�al konverguje, tj. m�u�zeme ho ch�apat jako limitu

s(t) = lim
R!1

RZ
�R

1

� + i2�f
exp(i2�ft)df

pro re�aln�e R. Roz�si�rme nyn�� re�alnou prom�ennou f na komplexn��, f = f1+if2 a uva�zme uzav�renou
k�rivku C tak, �ze �use�cku h�R;Ri dopln��me polokru�znic�� CR o polom�eru R a st�redu [0; 0] v doln��
respektive horn�� polorovin�e (obr�azek D.3). K�rivku v horn�� polorovin�e orientujeme proti a v doln��
po sm�eru hodinov�ych ru�ci�cek. Horn�� polorovinu vyu�zijeme pro v�ypo�cet s(t) pro t > 0, a doln�� pro
t < 0, nebot' pak d�a exponenci�aln�� faktor v integrandu v�zdy ub�yv�an�� p�ri zv�et�suj��c��m se polom�eru
p�ulkru�znice CR. V takov�em p�r��pad�e bude integr�al po k�rivce CR v limit�e pro R!1 roven nule
a integr�al po uzav�ren�e k�rivce, kter�a je sjednocen��m �use�cky a p�ulkru�znice bude v limit�e roven
hledan�emu integr�alu od �1 do 1.

Podle reziduov�e v�ety pak m�u�zeme ps�atH
C

1

� + i2�f
exp(i2�ft)df =

1R
�1

1

� + i2�f
exp(i2�ft)df =

8>><
>>:

i2�
nhP
j=1

Resf=�j
1

� + i2�f
exp(i2�ft) pro t > 0

�i2�
ndP
j=1

Resf=�j
1

� + i2�f
exp(i2�ft) pro t < 0

;

kde nh a nd ozna�cuj�� po�cty rezidu�� �j integrandu v horn�� a doln�� polorovin�e. V na�sem p�r��pad�e m�a
integrand jeden jednoduch�y p�ol v horn�� polorovin�e v bod�e f = i�=2�. Odpov��daj��c�� reziduum
spo�cteme snadno podle vzorce (D.14.2) jako limitu

Resf=i�=2�
1

� + i2�f
exp(i2�ft) = lim

f!i�=2�

1

i2�
exp(i2�ft) =

1

i2�
exp(��t):
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V doln�� polorovin�e se �z�adn�y p�ol nenach�az�� a p�r��slu�sn�a suma rezidu�� je tedy rovna nule. Souhrnn�e
jsme tedy dostali

s(t) =

�
exp(��t) pro t > 0
0 pro t < 0

:

3.3 Vztah Fourierovy �rady a Fourierovy transformace spo-

jit�eho sign�alu.

V odd��lu 3.1 jsme si uk�azali intuitivn�� p�rechod od Fourierovy �rady k Fourierov�e transformaci
pomoc�� limitn��ho zv�et�sov�an�� periody do nekone�cna. Nyn�� si vysv�etl��me, jak�y je konkr�etn�� vztah
mezi ob�ema druhy spekter: diskr�etn��m spektrem odpov��daj��c��m Fourierov�e �rad�e (Fourierov�ymi
koe�cienty) a spojit�ym spektrem Fourierovy transformace.

P�redpokl�adejme �nitn�� funkci s(t) nenulovou na (a; b). Jej�� spektrum dan�e Fourierovou trans-
formac�� je tedy

S(f) =

1Z
�1

s(t) exp(�i2�tf)dt =
bZ

a

s(t) exp(�i2�tf)dt: (3.9)

Rozvi�nme funkci s(t) v exponenci�aln�� Fourierovu �radu na intervalu (c; c+T ) takov�em, �ze (a; b) �
(c; c+ T ). Koe�cienty t�eto �rady jsou

Sn =
1

T

c+TZ
c

s(t) exp
�
�i2�t n

T

�
dt =

1

T

bZ
a

s(t) exp
�
�i2�t n

T

�
dt:

Ozna�c��me-li fn = n=T , m�u�zeme ps�at

Sn =
1

T

bZ
a

s(t) exp(�i2�tfn)dt: (3.10)

Budeme-li uva�zovat hodnoty spektra S(f) pouze v diskr�etn��ch bodech f = fn, tj. diskretizujeme-
li spektrum s krokem �f = 1=T , dostaneme okam�zit�e porovn�an��m vzorc�u (3.9) a (3.10) hledan�y
vztah mezi ob�ema typy spekter.

V�eta (O vztahu Fourierovy �rady a Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu):

Jestli�ze m�a funkce s(t) kone�cn�y nosi�c a rozvineme ji v exponenci�aln�� Fourierovu �radu na
intervalu obsahuj��c��m tento nosi�c, jsou Fourierovy koe�cienty funkce s(t) d�any diskr�etn��mi
hodnotami jej�� Fourierovy transformace

Sn =
1

T
S(fn); fn =

n

T
: (3.11)

Pro �uplnost dodejme, �ze pokud bychom m�eli spektrum spojit�eho sign�alu vyj�ad�reno v �uhlov�e
frekvenci, museli bychom vztah (3.11) p�repsat form�aln�e na tvar

Sn =
1

T
S(!n); !n =

2�n

T
: (3.12)
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Obr�azek 3.2: Souvislost Fourierovy �rady a Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu.

Na vz�ajemn�e souvislosti diskr�etn��ho a spojit�eho spektra se t��m v�sak nic nem�en��. Oba vzorce se
li�s�� pouze v pou�zit�em

"
m�e�r��tku\ pro spektr�aln�� reprezentaci.

Vztah mezi ob�ema spektry ilustruje obr�azek 3.2a, kde pro jednoduchost neuva�zujeme mul-
tiplikativn�� faktor 1=T na svisl�e ose ve spektr�aln�� oblasti. Tento vztah n�am nab��z�� alternativn��
mo�znost v�ypo�ctu inverzn�� Fourierovy transformace, zn�ame-li spektrum a chceme ur�cit sign�al v
�casov�e oblasti: nam��sto v�ypo�ctu integr�alu (3.8), odebereme ze spektra S(f) diskr�etn�� vzorky
s krokem �f , �c��m�z dostaneme Fourierovy koe�cienty, a s(t) je pak d�ana sou�ctem p�r��slu�sn�e
Fourierovy �rady. V p�r��pad�e rychle ub�yvaj��c��ho spektra m�a tento postup v�yhodu v kone�cn�em
po�ctu Fourierov�ych koe�cient�u, kter�e mus��me do sou�ctu zahrnout. Poznamenejme, �ze se�cten��m
�rady dostaneme krom�e funkce s(t) na p�uvodn��m intervalu i jej�� periodick�e opakov�an�� s periodou
T vn�e tohoto intervalu (na obr�azku 3.2a te�ckovanou �carou).

Zd�urazn�eme, �ze tento postup je zcela podm��n�en spln�en��m p�redpoklad�u v�y�se uveden�e v�ety.
Nelze jej tedy rozhodn�e pou�z��t pro sign�aly s neomezen�ym nosi�cem. I pro �nitn�� funkce pak hraje
z�asadn�� roli volba diskretiza�cn��ho kroku ve spektr�aln�� oblasti. Nevhodn�e zvolen�y (p�r��li�s velk�y)
krok vede k tomu, �ze perioda �rady je men�s�� ne�z d�elka intervalu, na kter�em je sign�al nenulov�y.
Periodizace se�cten��m Fourierovy �rady je pak zat���zena p�rekr�yv�an��m vz�ajemn�e posunut�ych sign�al�u
s(t), co�z se naz�yv�a efekt alias. V tom p�r��pad�e nelze sign�al s(t) na p�uvodn��m intervalu (a; b)
se�cten��m �rady rekonstruovat, p�r��padn�e je v�ysledek nep�resn�y alespo�n v okol�� bod�u a a b (obr�azky
3.2b a 3.2c)6.

Obr�azek 3.2 tak�e ilustruje, �ze diskretizace Fourierova spektra S(f) s kone�cn�ym krokem
�f = 1=T vede nevyhnuteln�e k periodizaci7 p�uvodn��ho sign�alu s(t), tj. ke vzniku T -periodick�e
funkce ~s(t) v �casov�e oblasti. Jak uvid��me v n�asleduj��c��ch kapitol�ach, tato dualita diskretizace a
periodizace ve vz�ajemn�e komplement�arn��ch oblastech prov�az�� i dal�s�� Fourierovsk�e transformace
prob��ran�e v tomto kurzu.

Kv�uli �uzk�e souvislosti Fourierovy �rady a Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu (tj.
diskr�etn��ho a spojit�eho spektra) �cten�a�re jist�e nep�rekvap��, �ze vlastnosti Fourierovy transformace,

6Lev�a �c�ast obr�azku kvalitativn�e odpov��d�a chov�an�� na obr�azku 2.4a, se kter�ym jsme se setkali v podkapitole
2.4 a ve kter�em �slo tak�e o zm�enu periody v �casov�e oblasti.

7S p�r��padn�ym p�rekr�yv�an��m nebo bez.
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prob��ran�e v t�eto kapitole, jsou naprosto analogick�e t�em, kter�e ji�z dob�re zn�ame z problematiky
Fourierov�ych �rad (kapitola 2).

3.4 Fourierova sinov�a a kosinov�a transformace.

Rozepi�sme dvojn�asobn�y Fourier�uv integr�al (pro oby�cejnou frekvenci f) na dv�e �c�asti s uv�a�zen��m
kladn�ych a z�aporn�ych frekvenc�� zvl�a�st'. Dostaneme

1R
�1

df
1R

�1
s(�) exp(i2�f(t� �))d� =

0R
�1

df
1R

�1
s(�) exp(i2�f(t� �))d�+

1R
0

df
1R

�1
s(�) exp(i2�f(t� �))d�

=
1R
0

df
1R

�1
s(�)[exp(i2�f(t� �)) + exp(�i2�f(t� �))]d�:

Vyu�zijeme-li Euler�uv vzorec pro kosinus (D.8.2), m�u�zeme Fourierovu reprezentaci spojit�e funkce
ps�at ve tvaru

s(t) = 2

1Z
0

df

1Z
�1

s(�) cos(2�f(t� �))d�: (3.13)

V p�r��pad�e spojit�eho sign�alu (kter�y je z matematick�eho hlediska nespojitou funkc��) m�u�zeme
pou�z��t stejnou reprezentaci (3.13), pokud funkci pro jednoduchost form�aln�e dode�nujeme tak,
�ze v bodech nespojitosti je rovna aritmetick�emu pr�um�eru limit zprava a zleva. Rozep���seme-li
d�ale kosinus rozd��lu v rovnici (3.13) pomoc�� vzorce (D.8.3), dostaneme Fourierovu reprezentaci
ve tvaru

s(t) =

1Z
0

fA(f) cos(2�ft) +B(f) sin(2�ft)gdf; (3.14)

kde pro funkce A(f) a B(f) plat��

A(f) = 2

1Z
�1

s(�) cos(2�f�)d�; B(f) = 2

1Z
�1

s(�) sin(2�f�)d�: (3.15)

Srovn�an��m s de�nic�� Fourierova spektra S(f) okam�zit�e vid��me, �ze S(f) = 1
2
(A(f) � iB(f)).

P�ritom pro komplexn�� s(t) obecn�e A(f) 6= 2<fS(f)g a B(f) 6= �2=fS(f)g. Poznamenejme, �ze
mezi funkcemi S(f), A(f) a B(f) plat�� stejn�e p�repo�cetn�� vztahy (2.26) jako mezi koe�cienty Sn
exponenci�aln�� Fourierovy �rady a koe�cienty an, bn odpov��daj��c�� trigonometrick�e Fourierovy �rady.

P�redpokl�adejme, �ze s(t) je sud�a funkce, tj. s(�t) = s(t). Pak evidentn�e B(f) = 0, nebot'

integrand je lich�a funkce a integruje se v mez��ch od �1 do 1. Fourierova transformace sud�e
funkce se tedy redukuje na

S(f) = A(f)=2 =

1Z
�1

s(t) cos(2�ft)dt = 2

1Z
0

s(t) cos(2�ft)dt
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Tato transformace se naz�yv�a Fourierova kosinov�a transformace. N�ekdy se pro ni pou�z��v�a
speci�aln�� ozna�cen�� FC , m�u�zeme tedy ps�at

FC [s(t)] = 2

1Z
0

s(t) cos(2�ft)dt:

Z de�nice funkce A(f) vypl�yv�a, �ze je to sud�a funkce frekvence, A(f) = A(�f). Tud���z i kosinov�a
transformace je sudou funkc�� frekvence. Sud�y sign�al v �casov�e oblasti se tedy v�zdy transformuje
na sud�e spektrum.

Pro inverzn�� transformaci m�ame (d��ky tomu, �ze A(f) je sud�a funkce)

s(t) =
1R

�1

A(f)

2
cos(2�ft)df = 2

1R
0

A(f)

2
cos(2�ft)df = 2

1R
0

FC [s(t)] cos(2�ft)df
= F�1C [A(f)=2] = F�1C [S(f)]:

Cvi�cen�� 3.4.1:

Najd�ete Fourierovu transformaci troj�uheln��kov�e funkce s(t) = �(t) =

�
1� jtj jtj < 1
0 jtj � 1

.

Cvi�cen�� 3.4.2:
Najd�ete Fourierovu transformaci funkce s(t) = sinc�(t) =

sin(�t)
�t

. (Poznamenejme, �ze sinc je
p�r��kladem funkce, kter�a nen�� na (�1;1) absolutn�e integrovateln�a, p�resto v�sak jej�� Fourierova
transformace existuje.)

P�redpokl�adejme naopak, �ze s(t) je lich�a funkce, tj. s(�t) = �s(t). Pak A(f) = 0 a pro
Fourierovo spektrum lich�e funkce dost�av�ame

S(f) = �iB(f)=2 = �i
1Z

�1

s(t) sin(2�ft)dt = �2i
1Z
0

s(t) sin(2�ft)dt = �iFS[s(�)];

kde FS[s(�)] je tzv. Fourierova sinov�a transformace

FS[s(�)] = 2

1Z
0

s(t) sin(2�ft)dt:

Z de�nice funkce B(f) vid��me, �ze B(f) = �B(�f) a proto i Fourierova sinov�a transformace je
lichou funkc�� frekvence. Lich�y sign�al v �casov�e oblasti se tedy v�zdy transformuje na lich�e spektrum.

Pro inverzn�� transformaci dost�av�ame

s(t) =
1R

�1

B(f)

2
sin(2�ft)df = 2

1R
0

B(f)

2
sin(2�ft)df = 2

1R
0

FS[s(t)] sin(2�ft)df
= F�1S [B(f)=2] = iF�1S [S(f)]:

Vyu�zit�� sinov�e a kosinov�e Fourierovy transformace zna�cn�e vzroste uv�edom��me-li si, �ze ka�zd�y
spojit�y sign�al m�u�ze b�yt rozlo�zen na sudou a lichou �c�ast: s(t) = e(t) + o(t), kde e(t) = 1

2
(s(t) +
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Obr�azek 3.3: Ilustrace v�ypo�ctu Fourierova spektra (podle Bracewella, 1978).

s(�t)) a o(t) = 1
2
(s(t) � s(�t)). S ob�ema �c�astmi pak m�u�zeme pracovat nez�avisle d��ky linearit�e

integr�al�u Fourierovy p�r��m�e a inverzn�� transformace. Plat��

Ffs(�)g = S(f) = Ffe(�)g+ Ffo(�)g =
1R

�1
e(t) cos(2�ft)dt� i

1R
�1

o(t) sin(2�ft)dt

= 2
1R
0

e(t) cos(2�ft)dt� 2i
1R
0

o(t) sin(2�ft)dt = FCfe(�)g � iFSfo(�)g:

(Pozor, FC a FS zde obecn�e nep�redstavuj�� re�alnou a imagin�arn�� �c�ast S(f).)
Pokud je sign�al zad�an p�uvodn�e pouze pro t � 0 (kauz�aln�� funkce) nebo pouze pro t � 0 m�u�ze

b�yt v�zdy dode�nov�an tak, aby p�redstavoval bud' sudou nebo lichou funkci. Pak pou�zit�� sinov�e
resp. kosinov�e Fourierovy transformace vede k dvojn�asobn�e redukci v�ypo�cetn��ch n�arok�u, nebot'

spektrum se vy�c��sluje pouze pro nez�aporn�e frekvence.
Z teoretick�eho hlediska Fourierova sinov�a a kosinov�a transformace dob�re poslou�z�� p�ri zk-

oum�an�� r�uzn�ych symetri�� spektra, viz podkapitola 3.7.
Na z�av�er tohoto odd��lu pou�zijeme Fourierovu kosinovou transformaci pro n�azornou ilus-

traci toho, co konkr�etn�e se d�eje s funkc�� s(t), prov�ad��me-li Fourierovu transformaci, a jak se
ur�cuje Fourierovo spektrum pro danou frekvenci. Jako p�r��klad pou�zijeme Fourieruv p�ar �(t)$
sinc�(f), kter�y zn�ame ze cvi�cen�� 3.2.3. Situaci ukazuje obr�azek 3.3, p�revzat�y z knihy Bracewell
(1978). Rozv��jenou funkci (v na�sem p�r��pad�e �(t)), p�ren�asobujeme kosinem, kter�y s rostouc��
frekvenc�� st�ale rychleji osciluje. Hodnota spektra na dan�e frekvenci je d�ana plochou pod k�rivkou
odpov��daj��c�� tomuto sou�cinu.

3.5 Fourierova transformace n�ekter�ych speci�aln��ch funkc��.

V praxi �casto pracujeme s funkcemi, kter�e nespl�nuj�� podm��nky kladen�e na standardn�� Fourierovsk�y
sign�al. Pro n�e pak pot�rebujeme vhodn�ym zp�usobem dode�novat Fourierovu transformaci tak,
aby jejich spektrum m�elo stejn�e vlastnosti, jako spektra sign�al�u standardn��ho typu. V t�eto pod-
kapitole si vysv�etl��me postupn�e, jak se zav�ad�� Fourierova transformace pro p�et nejd�ule�zit�ej�s��ch
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speci�aln��ch sign�al�u: Diracovu �-funkci, vzorkovac�� funkci, konstantn�� funkci, Funkci signum a
Heavisideovu funkci. V z�av�eru tohoto odstavce dode�nujeme Fourierovu transformaci obecn�e
periodick�e funkce, kter�a t�e�z nen�� standardn��m Fourierovsk�ym sign�alem, nebot' nen�� absolutn�e in-
tegrovateln�a na cel�em de�ni�cn��m oboru. Obecn�y princip je konkr�etn�e demonstrov�an na p�r��kladu
trigonometrick�ych funkc��.

�-funkce
Diracova �-funkce, n�ekdy t�e�z naz�yvan�a impulzn�� funkce, je zavedena v dodatku D.17, kde

jsou tak�e shrnuty jej�� nejv�yznam�ej�s�� vlastnosti. Nen�� to funkce v prav�em slova smyslu, ale tzv.
distribuce. P�resto m�u�zeme velmi snadno ur�cit jej�� Fourierovu transformaci, a to p�r��mo z jej��
lokaliza�cn�� vlastnosti (D.17.3). Plat�� toti�z

F(�(t)) =
1Z

�1

�(t) exp(�i2�ft)dt = exp(�i2�ft)
�����
t=0

= 1

Obdobn�e m�u�zeme pro inverzn�� Fourierovu transformaci ps�at

F�1(�(f)) =
1Z

�1

�(f) exp(i2�ft)df = exp(i2�ft)

�����
f=0

= 1:

Dode�novali jsme tedy 2 Fourierovy p�ary

F(�(t)) = 1; F(1) = �(f): (3.16)

Cvi�cen�� 3.5.1:
Najd�ete analogick�ym zp�usobem Fourierovu transformaci posunut�e �-funkce �(t � a) a funkce
s(t) = exp(i2�at), kde a je re�aln�a konstanta.

Vzorkovac�� funkce
Vzorkovac�� funkce tak�e nen�� funkc�� v prav�em smyslu, ale distribuc��. N�ekdy se v�ysti�zn�e naz�yv�a

Dirac�uv h�reben, nebot' se jedn�a o T -periodickou sumu vz�ajemn�e posunut�ych �-funkc��, jak je
vid�et z jej�� de�nice

�T (t) =
1X

n=�1
�(t� nT ): (3.17)

Tato funkce se pou�z��v�a ke vzorkov�an�� sign�alu (odebr�an�� ekvidistantn��ch vzork�u) nebo k jeho
periodizaci (nas�c��t�an�� periodicky se opakuj��c��ch sign�al�u). P�ritom se uplat�nuje tzv. vzorkovac��
respektive replika�cn�� vlastnost vzorkovac�� funkce.

Vzorkovac�� vlastnost vzorkovac�� funkce spo�c��v�a v tom, �ze p�ren�asoben��m spojit�eho sign�alu vzorko-
vac�� funkc�� vznikne diskr�etn�� sign�al

�T (t)s(t) =
1X

n=�1
�(t� nT )s(t) =

1X
n=�1

�(t� nT )s(nT );
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Obr�azek 3.4: Vzorkovac�� (a) a replika�cn�� (b) vlastnost vzorkovac�� funkce.

kde jsme pou�zili (D.17.4). Vzorkov�an�� pomoc�� vzorkovac�� funkce ukazuje gra�cky obr�azek 3.4a.

Replika�cn�� vlastnost vzorkovac�� funkce spo�c��v�a v tom, �ze konvoluc�� spojit�eho sign�alu se vzorkovac��
funkc�� vznikne periodick�y sign�al. Operace konvoluce je pops�ana v dodatku D.16.

�T (t) � s(t) =
1R

�1
�T (�)s(t� �)d� =

1R
�1

� 1P
n=�1

�(� � nT )
�
s(t� �)d�

=
1P

n=�1

1R
�1

�(� � nT )s(t� �)d� =
1P

n=�1
s(t� nT );

kde jsme op�et pou�zili (D.17.4). Je z�rejm�e, �ze pouze pokud je s(t) nenulov�a vn�e intervalu (�T=2; T=2),
doch�az�� p�ri replikaci k p�rekr�yv�an��. Obr�azek 3.4b ukazuje schematicky replikaci pomoc�� vzorkovac��
funkce (v tomto p�r��pad�e k p�rekr�yv�an�� doch�az��).

Jak�ym zp�usobem bychom mohli vhodn�e dode�novat Fourierovu transformaci vzorkovac��
funkce? Zde si pom�u�zeme

"
trikem\, kdy form�aln�e rozvineme �T (t) v exponenci�aln�� Fourierovu

�radu na intervalu h�T=2; T=2i:

�T (t) =
1X

k=�1
Sk exp(i2�kt=T ); Sk =

1

T

T=2Z
�T=2

 1X
n=�1

�(t� nT )
!
exp(�i2�kt=T )dt:

Jeliko�z ze v�sech �-funkc�� Diracova h�rebenu v integrandu le�z�� uvnit�r integra�cn��ch mez�� pouze �(t),
dost�av�ame

Sk =
1

T

T=2R
�T=2

�(t) exp(�i2�kt=T )dt = 1

T
exp(�i2�kt=T )

�����
t=0

=
1

T

) �T (t) =
1

T

1P
k=�1

exp(i2�kt=T ):

Fourierovu transformaci pak z��sk�ame z t�eto �rady pomoc�� linearity Fourierova integr�alu

F(�T (t)) = 1

T

1X
n=�1

F(exp(i2�nt=T )):
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Ze cvi�cen�� 3.5.1 v��me, �ze spektrem dan�e exponenci�aly je �(f � n
T
). Pro Fourierovu transformaci

vzorkovac�� funkce tedy m�ame

F(�T (t)) = 1

T

1X
n=�1

�(f � n

T
): (3.18)

Speci�aln�e, pro T = 1 je F(�1(t)) = F
� 1P
n=�1

�(t� n)
�
=

1P
n=�1

�(f � n) = �1(f). Jedn�a se tedy

o zcela symetrick�y Fourier�uv p�ar, podobn�e jako v p�r��pad�e Gaussovy funkce.

Konstantn�� funkce
Konstantn�� s(t) = A funkce nen�� obecn�e absolutn�e integrovateln�a (krom�e p�r��padu A = 0).

P�resto m�u�zeme dode�novat jej�� Fourierovu transformaci ve smyslu distribuc��. Vyu�zijeme k tomu
toho, �ze zn�ame Fourier�uv p�ar F(1) = �(f). M�u�zeme tedy ps�at

F(A) =
1Z

�1

A exp(�i2�ft)dt = A

1Z
�1

1 � exp(�i2�ft)dt = A�(f):

Funkce signum
De�nujme funkci signum takto

sgn(t) =

8<
:

1 t > 0
0 t = 0
�1 t < 0

Stejn�e jako konstanta, ani funkce sgn nen�� na (�1;1) absolutn�e integrovateln�a. Jej�� Fourierova
transformace se zav�ad�� jako limita spektra pomocn�e funkce g(t)

g(t) = exp(��jtj)sgn(t); � > 0

kter�a ji�z absolutn�e integrovateln�a je. Ze cvi�cen�� 3.2.5 v��me, �ze jej�� spektrum je

G(f) = F(g(t)) =
1Z

�1

exp(��jtj)sgn(t) exp(�i2�ft)dt = 1

i2�f � � +
1

i2�f + �
=

�i4�f
4�2f 2 + a2

:

Nyn�� uva�zme limitn�� p�rechod pro �! 0. Limita spektra bude

lim
�!0

G(f) = � i

�f
;

zat��mco funkce g(t) p�rejde v limit�e na funkci sgn. Z��sk�av�ame tedy Fourier�uv p�ar

F(sgn(t)) = � i

�f
(3.19)

Heavisideova funkce
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Heavisideovu funkci de�nujeme

u(t) =

8<
:

0 t < 0
1=2 t = 0
1 t > 0:

Op�et se nejedn�a o absolutn�e integrovatelnou funkci na (�1;1). M�u�zeme j�� v�sak snadno p�ri�radit
Fourierovo spektrum, zn�ame-li spektrum funkce signum a konstantn�� funkce. Plat�� toti�z, �ze u(t) =
1
2
(sgn(t) + 1). D��ky linearit�e Fourierova integr�alu tedy m�ame

F(u(t)) = 1

2
[F(sgn(t)) + F(1)] = 1

i2�f
+
1

2
�(f): (3.20)

Poznamenejme, �ze podobn�e jako v p�r��pad�e funkce signum, i spektrum Heavisideovy funkce by-
chom mohli ur�cit jako limitu spektra nejak�e vhodn�e zvolen�e pomocn�e funkce, kter�a je standardn��
fouri�erovskou funkc��. Takovou funkc�� by mohla b�yt nap�r��klad funkce ze cvi�ceni 3.2.4, jej���z spek-
trum je (i2�f + �)�1. Limitu tohoto zlomku pro � ! 0+ v�sak nen�� tak jednoduch�e spo�c��tat.
V�ypo�ctem s vyu�zit��m teorie distribuc��, kter�y je ov�sem nad r�amec t�echto skript, bychom zjistili,
�ze tato limita je rovna pr�av�e 3.20 a nikoliv pouze funk�cn�� hodnot�e pro � = 0.

Periodick�e funkce
Jak ji�z bylo �re�ceno v �uvodu, periodick�e funkce obecn�e nepat�r�� do L1(�1;1). P�resto lze

dode�novat spektrum takov�e funkce ~s(t), kter�e m�a zcela analogick�e vlastnosti (symetrie, operace
v �casov�e oblasti a jejich prot�ej�sky v oblasti spektr�aln�� atd., viz odstavce 3.6 a�z 3.8), pokud je
dan�a periodick�a funkce rozvinuteln�a ve Fourierovu �radu na intervalu d�elky periody.

Ozna�cme d�elku periody T . Exponenci�aln�� Fourierova �rada je

~s(t) =
1X

n=�1
Sn exp

�
i2�nt

T

�
;

kde Sn je Fourier�uv koe�cient dan�y rovnic�� (2.17).
Na tuto rovnici aplikujme Fourierovu transformaci. D��ky linearit�e Fourierova integr�alu dostaneme

F(~s(t)) = F
 1X
n=�1

Sn exp

�
i2�nt

T

�!
=

1X
n=�1

Sn

�
F
�
exp

�
i2�nt

T

���
:

V�yraz v hranat�ych z�avork�ach je podle cvi�cen�� 3.5.1 roven �(f � n=T ). Fourierovo spektrum
periodick�e funkce je tedy

F(~s(t)) =
1X

n=�1
Sn�

�
f � n

T

�
: (3.21)

Spektrum je tedy, podle o�cek�av�an��, diskr�etn��. Je d�ano �radou ekvidistantn��ch �-funkc�� n�asoben�ych
Fourierov�ymi koe�cienty. Obr�acen�e plat��, �ze ka�zd�e spektrum typu (3.21) mus�� nutn�e b�yt spek-
trem periodick�e funkce, a to dokonce bez ohledu na to, zda koe�cienty �rady jsou Fourierov�ymi
koe�cienty, nebo ne8. Inverzn�� Fourierovou transformac�� toti�z dostaneme

F�1
 1X
n=�1

Cn�
�
f � n

T

�!
=

1X
�1

Cn exp

�
i2�nt

T

�
;

8Pokud by se nejednalo o Fourierovy koe�cienty funkce ~s(t), byla by funkce v �casov�e oblasti pouze T -periodick�a,
nerovnala by se v�sak funkci ~s(t).
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kde suma na prav�e stran�e je T -periodick�a, nebot' s�c��t�ame exponenci�aly s periodou T . O jakou
konkr�etn�� periodickou funkci se jedn�a z�avis�� na koe�cientech Cn. Jsou-li to Fourierovy koe�cienty
funkce ~s(t), a konverguje-li Fourierova �rada k t�eto funkci, jedn�a se samoz�rejm�e o funkci ~s(t).

P�r��klad:
Najd�ete spektrum funkce

~s(t) = sin(�t):

Perioda dan�e funkce je T = 2. Rozvineme ji na intervalu (-1,1). V�ypo�ctem koe�cient�u

Sn =
1

2

Z 1

�1
sin(�t) exp(�i�nt)dt

s vyu�zit��m ortogonality b�azov�ych funkc�� zjist��me, �ze nenulov�e jsou pouze 2:

S1 = �1
2
i; S�1 =

1

2
i:

K tomuto z�av�eru bychom ostatn�e mohli dosp�et rovnou z Eulerova vzorce (D.8.2), kter�y je tak�e
ve tvaru exponenci�aln�� Fourierovy �rady. Pro Fourierovo spektrum tedy podle (3.21) dost�av�ame

F(sin(�t)) =
1X

n=�1
Sn�(f � n

2
) =

i

2

�
�

�
f +

1

2

�
� �

�
f � 1

2

��
: (3.22)

Poznamenejme, �ze rovn�e�z k tomuto v�ysledku bychom mohli dosp�et rovnou z Eulerova vzorce,
nebot' jak v��me ze cvi�cen�� 3.5.1

F(exp(i�t)) = F(exp(i2�1
2
t)) = �(f � 1

2
)

a podobn�e pro komplexn�e sdru�zenou exponenci�alu v (D.8.2).

Analogick�ym postupem bychom odvodili i Fourierovu transformaci funkce cos(�t)

F(cos(�t)) = 1

2

�
�

�
f +

1

2

�
+ �

�
f � 1

2

��
: (3.23)

Tabulka 3.2 shrnuje speci�aln�� sign�aly probran�e v tomto odstavci, kter�e nespadaj�� do t�r��dy
Fourierovsk�ych sign�al�u standardn��ho typu. Spektrum je v n�� uv�ad�eno jak pro oby�cejnou tak
pro �uhlovou frekvenci. Schematicky jsou n�ekter�e z t�echto sign�al�u spolu s jejich amplitudov�ym
spektrem zobrazeny na obr�azku 3.5.

3.6 Fourierova transformace re�aln�eho sign�alu.

P�redpokl�adejme speci�aln�e, �ze sign�al s(t) je re�aln�y. Pak i funkce A(f) a B(f), zaveden�e v pod-
kapitole 3.4, jsou re�aln�e a A(f) = 2<fS(f)g, B(f) = �2=fS(f)g. Z jejich de�ni�cn��ch vzorc�u
d�ale vypl�yv�a, �ze A(f) je sudou funkc�� frekvence, A(�f) = A(f), zat��mco B(f) je funkc�� lichou,
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s(t) S(f) S(!)

�(t) 1 1

�(t� a) exp(�i2�fa) exp(�i!a)

�T (t)
1
T
� 1
T
(f) 2�

T
� 2�

T
(!)

A A�(f) A2��(!)

sgn(t) �i
�f

�2i
!

u(t) 1
i2�f

+ 1
2
�(f) 1

i!
+ ��(!)

cos(�t) 1
2

�
�
�
f + 1

2

�
+ �

�
f � 1

2

��
2�
2
(�(! + �) + �(! � �))

sin(�t) i
2

�
�
�
f + 1

2

�� � �f � 1
2

��
i2�
2
(�(! + �)� �(! � �))

Tabulka 3.2: N�ekter�e speci�aln�� funkce a jejich spektra vyj�ad�ren�a v oby�cejn�e a v �uhlov�e frekvenci.

B(�f) = �B(f). Spektrum re�aln�eho sign�alu s(t) je tedy Hermitovsk�a funkce. Plat�� pro n�ej
d�ule�zit�a v�eta:

V�eta (O Fourierov�e transformaci re�aln�eho spojit�eho sign�alu):

Jestli�ze je sign�al s(t) re�aln�y, pak pro jeho spektrum plat��

S(�f) = S(f): (3.24)

Nav��c jeho amplitudov�e spektrum je sudou funkc�� frekvence a f�azov�e lichou

jS(�f)j = jS(f)j; �(�f) = ��(f)

a �(0) = 0.

D�ukaz:

Jeliko�z S(f) = 1
2
(A(f) � iB(f)), pak d��ky vlastnostem funkc�� A(f) a B(f) pro re�aln�y sign�al

s(t) mus�� platit S(�f) = 1
2
(A(�f) � iB(�f)) = 1

2
(A(f) + iB(f)) = S(f). Jeliko�z S(f) =

jS(f)j exp(i�(f)), mus�� pro komplexn�e sdru�zen�e spektrum platit S(f) = jS(f)j exp(�i�(f)) a pro
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Obr�azek 3.5: N�ekter�e
"
nefourierovsk�e\ sign�aly s(t) a jejich amplitudov�a spektra jS(f)j.

zrcadlov�y obraz spektra m�ame S(�f) = jS(�f)j exp(i�(�f)). Pro re�aln�y sign�al tedy dost�av�ame

jS(f)j exp(�i�(f)) = jS(�f)j exp(i�(�f)) ) jS(�f)j = jS(f)j; �(�f) = ��(f):

Pro nulovou frekvenci d�av�a de�nice B(f), �ze B(0) = 0. Jeliko�z v�sak B(0) = �2=fS(0)g, zna-
men�a to, �ze na nulov�e frekvenci je spektrum re�aln�eho sign�alu re�aln�e, tj. �(0) = 0, c.b.d.

Tyto vztahy m�u�zeme vyu�z��t k odvozen�� n�ekter�ych alternativn��ch vzorc�u pro inverzn�� Fourierovu
transformaci v p�r��pad�e re�aln�eho sign�alu v �casov�e oblasti. P�r��klad velmi �casto u�z��van�eho alterna-
tivn��ho vyj�ad�ren�� poskytuje n�asleduj��c�� v�eta.
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V�eta (O alternativn��m Fourierov�e reprezentaci re�aln�eho spojit�eho sign�alu):

Fourierovu reprezentaci re�aln�eho spojit�eho sign�alu s(t) lze ps�at ve tvaru

s(t) = 2<f
1Z
0

S(f) exp(i2�ft)dfg: (3.25)

D�ukaz:

Abychom mohli vyu�z��t vztah (3.24) pro re�aln�e sign�aly, rozd�el��me p�ri inverzn�� Fourierov�e trans-
formaci integra�cn�� obor na dv�e �c�asti

s(t) =

0Z
�1

S(f) exp(i2�ft)df +

1Z
0

S(f) exp(i2�ft)df:

V prvn��m integr�alu pou�zijeme substituci u = �f , �c��m�z dostaneme stejn�e meze jako v druh�em
integr�alu. Pro jednoduchost se vr�at��me k p�uvodn��mu ozna�cen�� integra�cn�� prom�enn�e f a pou�zijeme
vzorec (3.24) pro S(�f).

s(t) =
1R
0

S(f) exp(�i2�ft)df +
1R
0

S(f) exp(i2�ft)df

=
1R
0

fS(f) exp(i2�ft) + S(f) exp(i2�ft)gdf

= 2<f
1R
0

S(f) exp(i2�ft)dfg; c.b.d.

Tabulka 3.3 ukazuje dal�s�� altenativy pro Fourierovu reprezentaci re�aln�eho sign�alu. D�ukazy jsou
jednoduch�e, v z�asad�e analogick�e tomu, kter�y jsme pr�av�e provedli. Pro pohodl�� �cten�a�re uv�ad��me
v tabulce i tvary zapsan�e pomoc�� �uhlov�e frekvence. Tabulka je p�revzata ze skript V. �Cerven�eho
(1979).

Cvi�cen�� 3.6.1:
Ov�e�rte, �ze i spektrum speci�aln��ch sign�al�u prob��ran�ych v odstavci 3.5 m�a tu vlastnost, �ze pro
re�aln�y sign�al je spektrum hermitovskou funkc�� (p�r��padn�e distribuc��) frekvence. (�-funkci ch�apeme
jako sudou, nebot' �(t) = �(�t).)

3.7 Vlastnosti Fourierovy transformace { symetrie spek-

tra.

S n�ekter�ymi v�yznamn�ymi symetriemi spektra jsme se ji�z setkali v p�redch�azej��c��ch podkapitol�ach.
V��me ji�z nap�r��klad, �ze sud�a funkce se transformuje op�et na sudou funkci a lich�a funkce na
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s(t) = : : : pro oby�cejnou frekvenci f s(t) = : : : pro �uhlovou frekvenci !

2<f
1R
0

S(f) exp(i2�ft)dfg 1
�
<f

1R
0

S(!) exp(i!t)d!g

2=f
1R
0

iS(f) exp(i2�ft)dfg 1
�
=f

1R
0

iS(!) exp(i!t)d!g

2<f
1R
0

jS(f)j exp[i(2�ft+ �(f))]dfg 1
�
<f

1R
0

jS(!)j exp[i(!t+ �(!))]d!g

2=f
1R
0

jS(f)j exp[i(2�ft+ �(f) + �
2
)]dfg 1

�
=f

1R
0

jS(!)j exp[i(!t+ �(!) + �
2
)]d!g

2
1R
0

jS(f)j cos(2�ft+ �(f))df 1
�

1R
0

jS(!)j cos(!t+ �(!))d!

2
1R
0

jS(f)j sin(2�ft+ �(f) + �
2
)df 1

�

1R
0

jS(!)j sin(!t+ �(!) + �
2
)d!

Tabulka 3.3: Alternativn�� tvary pro inverzn�� Fourierovu transformaci re�aln�eho sign�alu.

funkci lichou. D�ale jsme dok�azali, �ze spektrum re�aln�eho sign�alu je hermitovsk�a funkce frekvence
(komplexn�� funkce se sudou re�alnou a lichou imagin�arn�� �c�ast��) se v�semi d�usledky, kter�e to m�a
pro amplitudov�e a f�azov�e spektrum.

Cvi�cen�� 3.7.1:

Doka�zte, �ze spektrum ryze imagin�arn��ho sign�alu je antihermitovskou funkc�� frekvence, tj. jeho
re�aln�a �c�ast je lich�a, zat��mco imagin�arn�� sud�a a plat�� S(�f) = �S(f).

Je-li sign�al s(t) sud�y a nav��c je�st�e re�aln�y, je jeho spektrum S(f) = A(f)=2 rovn�e�z re�aln�e a sud�e.
Re�alnost plyne z de�nice A(f) (re�aln�y integrand) a sudost je automatickou vlastnost�� ka�zd�e
Fourierovy kosinov�e transformace. Podobn�e, je-li sign�al s(t) sud�y a nav��c ryze imagin�arn��, je jeho
spektrum tak�e ryze imagin�arn�� (ryze imagin�arn�� integrand) a sud�e. Analogicky m�u�zeme uva�zovat
v p�r��pad�e lich�eho sign�alu. Je-li sign�al s(t) lich�y a re�aln�y, je jeho spektrum S(f) = �iB(f)=2
ryze imagin�arn�� a lich�a funkce frekvence, nebot' B(f) je v�zdy funkce lich�a a v p�r��pad�e re�aln�eho
sign�alu tak�e re�aln�a.

Cvi�cen�� 3.7.2:

Doka�zte, �ze spektrum ryze imagin�arn��ho lich�eho sign�alu je re�aln�a lich�a funkce frekvence.

Pro snadn�ej�s�� zapamatov�an�� t�echto symetri�� m�u�ze dob�re poslou�zit n�asleduj��c�� mnemotech-
nick�y diagram vyu�z��vaj��c�� rozklad jak sign�alu v �casov�e oblasti, tak jeho spektra, na sudou (e(t)
respektive E(f)) a lichou �c�ast (o(t) respektive O(f)):
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Pro souhrnn�y p�rehled o symetri��ch spektra n�am m�u�ze pomoci identick�a tabulka s tabulkou
2.2, kde bychom psali pouze s(t) m��sto ~s(t) a S(f) m��sto Sn. V gra�ck�e podob�e jsou symetrie
sch�ematicky zn�azorn�eny na obr�azku 3.6.

V�simn�eme si, �ze zp�usob, jak�ym jsme dode�novali Fourierovu transformaci pro n�ekter�e speci�aln��
sign�aly prob��ran�e v odstavci 3.5, zachov�av�a zde zmi�novan�e symetrie spektra, i kdy�z v n�ekter�ych
p�r��padech sign�al �ci jeho spektrum ch�apeme ve smyslu distribuc��. Tak nap�r��klad, �-funkce je
re�aln�a sud�a distribuce a jej�� spektrum je re�aln�a sud�a funkce. Vzorkovac�� funkce, tvo�r��c�� symet-
rick�y Fourier�uv p�ar, je re�aln�a a sud�a distribuce. Naopak, funkce signum je re�aln�a a lich�a a jej��
spektrum je, dle o�cek�av�an��, imagin�arn�� lich�a funkce frekvence. Rovn�e�z spektra trigonometrick�ych
funkc�� respektuj�� v�y�se uveden�e symetrie.

Z tabulky a obr�azku 3.6 si tak�e m�u�zeme v�simnout, �ze Fourierova transformace vykazuje jistou
symetrii v�u�ci z�am�en�e vz�ajemn�e komplement�arn��ch oblast�� (�casov�e a spektr�aln��). Tak nap�r��klad
re�aln�y sign�al se transformuje na hermitovsk�y a hermitovsk�y v �casov�e oblasti op�et na re�aln�y v
oblasti spektr�aln��. Imagin�arn�� lich�y sign�al m�a prot�ej�sek v re�aln�em lich�em sign�alu a naopak. Ve
v�y�ctu t�echto z�am�en bychom mohli pokra�covat. Zm��n�en�y jev je d�usledkem d�ule�zit�e vlastnosti
Fourierovy transformace, kter�e �r��k�ame reciprocita. Reciprocita se t�yk�a nejen symetri�� sign�alu a
jeho spektra, ale p�r��mo konkr�etn��ho tvaru sign�al�u v �casov�e a spektr�aln�� oblasti. Konkr�etn�e plat��

V�eta (O reciprocit�e Fourierovy transformace):

S(f) = F(s(t)) $ F(S(t)) = s(�f): (3.26)

Je-li sign�al s(t) nav��c sud�y, pak plat�� dokonce p�resn�a symetrie, tj. S(f) = F(s(t))$ s(f) =
F(S(t)). To jsme vid�eli ve cvi�cen�� 3.2.3 a 3.4.2 na p�r��kladu z�am�eny pravo�uheln��kov�e funkce a
funkce sinc a tak�e v odstavci 3.5 pro p�r��pad �-funkce a konstantn�� funkce. Tato vlastnost tak�e
d�av�a jasn�e opodstatn�en�� v�yrazu Fourier�uv p�ar, kdy vlastn�e nespeci�kujeme, kter�a funkce p�r��slu�s��
kter�e oblasti.

D�ukaz reciprocity je jednoduch�y, vych�az�� p�r��mo z de�nice p�r��m�e a inverzn�� Fourierovy trans-
formace.

D�ukaz:

Ve v�yrazu pro inverzn�� transformaci proved'me p�reozna�cen�� t ! �t. Nejedn�a se o substituci,
nebot' integrace se t�yk�a prom�enn�e f . Integra�cn�� meze se tedy nezm�en��. Pro v�et�s�� n�azornost pak
je�st�e p�reozna�c��me t! f . Celkem tedy dostaneme

s(t) =
1R

�1
S(f) exp(i2�ft)df ! s(�t) =

1R
�1

S(f) exp(�i2�ft)df !

s(�f) =
1R

�1
S(t) exp(�i2�ft)dt = F(S(t)); c.b.d
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Obr�azek 3.6: Symetrie Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu.

Cvi�cen�� 3.7.3:

Pomoc�� vlastnosti reciprocity Fourierovy transformace najd�ete spektrum funkce s(t) = 1
�t
.
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3.8 Vlastnosti Fourierovy transformace { operace v �casov�e

oblasti.

V tomto odstavci si vysv�etl��me, jak�ym zp�usobem se n�ekter�e standardn�� matematick�e oper-
ace proveden�e v �casov�e oblasti projev�� na odpov��daj��c��m spektru. C��lem je usnadn�en�� v�ypo�ctu
Fourierovy transformace pomoc�� jednoduch�ych operac�� ve spektr�aln�� oblasti nam��sto vy�c��slov�an��
de�ni�cn��ho integr�alu. V n�asleduj��c��m textu budeme sign�aly v �casov�e oblasti zna�cit s(t), pop�r��pad�e
f(t) a g(t), a jim odpov��daj��c�� spektra S(f), pop�r��pad�e F (f) a G(f). Sign�al, kter�y vznikne
po proveden�� p�r��slu�sn�e operace v �casov�e oblasti, necht' je h(t) a jemu odpov��daj��c�� spektrum
H(f). V�et�sina t�echto vlastnost�� Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu je analogick�a t�em,
prob��ran�ym v kapitole 2.8 v souvislosti s exponenci�aln�� Fourierovou �radou. Pro �sirok�y praktick�y
v�yznam zde p�rid�ame i n�ekter�e dal�s��.

Line�arn�� kombinace
Pro obecn�e komplexn�� konstanty � a � plat��

h(t) = �f(t) + �g(t) $ H(f) = �F (f) + �G(f): (3.27)

Tato vlastnost je trivi�aln��m d�usledkem linearity integr�alu v de�ni�cn��m vztahu pro Fourierovu
transformaci.

Poznamenejme tak�e, �ze n�asoben�� sign�alu re�alnou konstantou, kter�e se ve spektr�aln�� oblasti
projev�� n�asoben��m spektra tout�e�z konstantou, nem�a vliv na f�azov�e spektrum, nebot' zachov�av�a
pom�er re�aln�e a imagin�arn�� �c�asti komplexn��ho spektra.

P�r��klad:
Najd�ete spektrum funkce

h(t) =

�
exp(��t) sin(2�f0t+ �) t � 0
0 t < 0

;

kde � > 0 a f0; � jsou n�ejak�e re�aln�e konstanty. Pou�zijte v�ysledku cvi�cen�� 3.2.4: F(exp(��t)) =
(� + i2�f)�1.

Pomoc�� Eulerova vzorce (D.8.2) pro sin p�rep���seme s(t) do tvaru

h(t) =
1

2i
exp(�(�� i2�f0)t) exp(i�)� 1

2i
exp(�(� + i2�f0)t) exp(�i�):

Odtud ji�z snadno zjist��me, �ze S(f) se na z�aklad�e linearity mus�� rovnat

H(f) =
exp(i�)

2i

1

� + i2�(f � f0) �
exp(�i�)

2i

1

� + i2�(f + f0)
:

Komplexn�� sdru�zen��

h(t) = s(t) $ H(f) = S(�f): (3.28)
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Cvi�cen�� 3.8.1:
Proved'te d�ukaz tohoto tvrzen��. (S v�yhodou lze pou�z��t mnemotechnick�y diagram z p�redch�azej��c��
podkapitoly).

Speci�aln��m p�r��padem t�eto vlastnosti je n�am ji�z zn�am�a symetrie spektra re�aln�eho sign�alu S(f) =
S(�f). Pro re�aln�y sign�al toti�z plat�� s(t) = s(t), tud���z pro jeho spektrum m�ame S(f) = S(�f).
Provedeme-li na tuto rovnici operaci komplexn��ho sdru�zen��, dostaneme, �ze pro spektrum re�aln�eho

sign�alu je S(f) = S(�f) = S(�f).

Zm�ena m�e�r��tka

Uva�zujme re�alnou konstantu � 6= 0 pomoc�� n���z budeme m�enit m�e�r��tko na vodorovn�e ose v
�casov�e oblasti. Pro z�u�zen�� sign�alu pou�zijeme j�j > 1, pro jeho roz�s���ren�� naopak j�j < 1. Pak

h(t) = s(�t) $ H(f) =
1

j�jS
�
f

�

�
: (3.29)

Vid��me tedy, �ze roz�s���ren�� sign�alu v �casov�e oblasti m�a za n�asledek z�u�zen�� jeho spektra (a n�ar�ust
jeho amplitudy), zat��mco z�u�zen�� sign�alu vede k roz�s���ren�� spektra9 (a poklesu jeho amplitudy).

D�ukaz:

Nejprve uva�zujme � > 0. V integr�alu pro Fourierovu transformaci provedeme substituci u =
�� ) d� = du=�.

F(s(�t)) =
1Z

�1

s(��) exp(�i2�f�)d� = 1

�

1Z
�1

s(u) exp(�i2�fu=�)du = 1

�
S

�
f

�

�
:

Pro � < 0 je postup stejn�y s t��m rozd��lem, �ze p�ri substituci dojde k prohozen�� integra�cn��ch mez��
a tedy zm�en�e znam�enka p�red integr�alem. Souhrnn�e tedy dost�av�ame F(s(�t)) = 1

j�jS
�
f
�

�
, c.b.d.

P�r��klad:
Najd�ete spektrum funkce

h(t) = exp(��2t2);
kde � je re�aln�a konstanta. Pou�zijte v�ysledku cvi�cen�� 3.2.2: F(exp(��t2)) = exp(��f 2).

F(exp(��(�t)2))) = 1

�
exp(�� f

2

�2
);

kde jsme bez �ujmy obecnosti p�redpokl�adali � > 0, nebot' Gaussova funkce je sud�a. Volbou
� = �=

p
� dost�av�ame okam�zit�e hledan�y v�ysledek:

F(exp(��2t2)) =
p
�

�
exp

�
��f

2

�2
�

�
=

p
�

�
exp

�
��2 f

2

�2

�
:

9To, �ze z�u�zen�� sign�alu (at' u�z ho bylo dosa�zeno jak�ymkoliv zp�usobem) prov�az�� roz�s���ren�� spektra a naopak, je
obecnou vlastnost�� Fourierovy transformace. Zde z�u�zen��/roz�s���ren�� sign�alu v �casov�e oblasti dosahujeme speci�aln�e
zm�enou m�e�r��tka, jsou v�sak i jin�e zp�usoby (nap�r. p�ren�asoben�� sign�alem s u�z�s��m nosi�cem, konvoluc�� s jin�ym sign�alem,
apod.). P�ri kvanti�kaci tohoto jevu v�sak v�zdy z�ale�z�� na zvolen�e m���re pro �s���rku sign�alu/spektra.
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Obr�azek 3.7: Vliv zm�eny m�e�r��tka na Fourierovu transformaci.

Obr�azek 3.7 ilustruje zm�enu m�e�r��tka pro zn�am�y p�ar pravo�uheln��k-sinc. Chov�an�� spektra je
obdobn�e jako chov�an�� Fourierov�ych koe�cient�u na obr�azku 2.4b, kde tak�e doch�az�� ke zm�en�e �s���rky
pravo�uheln��hov�e funkce v�u�ci konstantn�� period�e �rady.

Cvi�cen�� 3.8.2:

Zm�ena m�e�r��tka p�ri � > 0 nezm�en�� tvar sign�alu u Heavisideovy funkce. Ov�e�rte �ze tato zm�ena
m�e�r��tka se ve spektru tak�e neprojev��.

Speci�aln��m p�r��padem zm�eny m�e�r��tka je i n�asleduj��c�� operace zrcadlen��, tedy zrcadlov�e p�revr�acen��
sign�alu bez horizont�aln�� kontrakce �ci dilatace. Odpov��d�a volb�e � = �1.

Zrcadlen��

h(t) = s(�t) $ H(f) = S (�f) : (3.30)

Speci�aln�e pro re�aln�y sign�al pak dostaneme F(s(�t)) = S(f).

Translace sign�alu

Necht' t0 je re�aln�a konstanta. Pak

h(t) = s(t� t0) $ H(f) = S (f) exp(�i2�ft0): (3.31)

D�ukaz:
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F(s(t� t0)) =
1Z

�1

s(� � t0) exp(�i2�f�)d�:

Provedeme substituci u = � � t0, �c��m�z dostaneme

F(s(t� t0)) = exp(�i2�ft0)
1Z

�1

s(u) exp(�i2�fu)du = S(f) exp(�i2�ft0); c:b:d:

Podobn�e jako u exponeci�aln�� Fourierovy �rady, i v p�r��pad�e Fourierovy transformace se translace
sign�alu v �casov�e oblasti projev�� modulac�� spektra. Plat�� to i pro speci�aln�� sign�aly, kter�e nej-
sou Fourierovsk�ymi sign�aly standardn��ho typu, ale p�resto zav�ad��me jejich Fourierovu transfor-
maci. Nap�r��klad spektrum posunut�e Heavisideovy funkce s(t) = u(t � t0) je S(f) = (1

2
�(f) �

i
2�f

) exp(�i2�ft0) = 1
2
�(f)� i

2�f
exp(�i2�ft0). Spektrum posunut�e �-funkce, kter�e jsme spo�c��tali

u�z v kapitole 3.5, tak�e odpov��d�a tomuto transla�cn��mu teor�emu.

Cvi�cen�� 3.8.3:
Najd�ete spektrum sin(�t) pomoc�� spektra cos(�t� 1

2
). Pou�zijte vzorec (3.23) a transla�cn�� teor�em.

Cvi�cen�� 3.8.4:
Najd�ete spektrum pravo�uheln��kov�e funkce ze cvi�cen�� 3.2.3 pomoc�� rozd��lu dvou posunut�ych Heav-
isideov�ych funkc��.

Pov�simn�eme si op�et, �ze modulace ve spektru m�en�� pouze f�azi a nem�a �z�adn�y vliv na amplitu-
dov�e spektrum, tj. moduly modulovan�eho a p�uvodn��ho spektra jsou si rovny (jS(f) exp(�i2�ft0)j =
jS(f)j). Amplitudov�e spektrum tedy nenese informaci o volb�e po�c�atku v �casov�e oblasti. Naopak
f�azov�e spektrum siln�e z�avis�� na eventu�aln��m �casov�em posunu t0. V praxi proto b�yv�a �casto
v�yhodn�e volit po�c�atek na �casov�e ose tak, aby bylo f�azov�e spektrum co nejjednodu�s�s��. Situaci
ilustruje obr�azek 3.8 na p�r��kladu Gaussovy funkce. Polo�z��me-li po�c�atek do st�redu Gaussovy
funkce, dostaneme sud�y re�aln�y sign�al, jeho�z spektrum je t�e�z sud�e a hlavn�e re�aln�e, tud���z m�a
nulov�e f�azov�e spektrum. Posuneme-li sign�al o t0, p�restane b�yt sud�y a jeho spektrum se stane
komplexn�� hermitovskou funkc��. P�ritom amplitudov�e spektrum z�ustane stejn�e a f�azov�e spektrum
bude line�arn�� lichou funkc�� frekvence. Konkr�etn�e p�ri posunu o t0 > 0 p�ujde o klesaj��c�� funkci
�(f) = �2�f jt0j a p�ri posunu o t0 < 0 o rostouc�� funkci �(f) = 2�f jt0j, p�ri�cem�z tato funkce
z�ust�av�a v intervalu (��; �i, nebot' se jedn�a o hlavn�� hodnotu argumentu S(f). Vid��me tedy, �ze
sklon line�arn��ch �usek�u f�azov�eho spektra bude t��m v�et�s��, �c��m v�et�s�� bude posun jt0j.

P�r��klad:
Najd�ete amplitudov�e spektrum superpozice dvou vz�ajemn�e posunut�ych toto�zn�ych sign�al�u

h(t) = s(t) + s(t� t0):

Z vlastnost�� linearity a posunut�� m�ame pro Fourierovu transformaci superpozice

F(h(t)) = H(f) = S(f)(1 + exp(�i2�ft0)):
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Obr�azek 3.8: Posunut�a Gaussova funkce a jej�� spektrum reprezentovan�e re�alnou a imagin�arn�� �c�ast��
a d�ale modulem a f�az��. Jednotliv�e �r�adky t�eto

"
gra�ck�e tabulky\ odpov��daj�� r�uzn�ym posun�um.

Vyj�ad�r��me exponenci�aln�� funkci pomoc�� vztahu (D.8.1), �c��m�z z��sk�ame re�alnou a imagin�arn�� �c�ast.
Amplitudov�e spektrum je tud���z

jH(f)j = jS(f)j[(1 + cos(2�ft0))
2 + sin2(2�ft0)]

1=2 = jS(f)j[2(1 + cos(2�ft0))]
1=2;

kde jsme vyu�zili vztah (D.8). Odtud ji�z snadnou �upravou s pomoc�� vzorce (D.8.5) pro kosinus
dostaneme

jH(f)j = 2jS(f)j
r
1 + cos(2�ft0)

2
= 2jS(f)jj cos(�ft0)j:

Amplitudov�e spektrum m�a tedy siln�e oscila�cn�� charakter, viz obr�azek 3.9, kde minima odpov��daj��
nulov�ym hodnot�am funkce j cos(�ft0)j. Oscilace jsou t��m rychlej�s��, �c��m v�et�s�� je vz�ajemn�y posun
superponovan�ych sign�al�u jt0j. Ob�alka amplitudov�eho spektra superpozice m�a dvojn�asobnou am-
plitudu oproti amplitudov�emu spektru p�uvodn��ch samostatn�ych sign�al�u.

Modulace sign�alu

Komplement�arn�� operac�� k translaci je modulace sign�alu v �casov�e oblasti. Jeliko�z ji�z zn�ame
reciprocitu Fourierovy transformace, nep�rekvap�� n�as, �ze modulace v �casov�e oblasti je prov�azena
translac�� spektra. Necht' f0 je re�aln�a konstanta. Pak

h(t) = s(t) exp(i2�f0t) $ H(f) = S(f � f0):
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Obr�azek 3.9: Spektrum sign�alu (naho�re) a superpozice dvou vz�ajemn�e posunut�ych sign�al�u (dole).

D�ukaz:

F(s(t) exp(i2�f0t)) =
1R

�1
s(�) exp(i2�f0�) exp(�i2�f�)d� =

1R
�1

s(�) exp(�i2�(f � f0)�)d�
= S(f � f0); c:b:d:

Plat�� tedy s(t) exp(i2�f0t) = F�1(S(f�f0)) a tak�e s(t) exp(�i2�f0t) = F�1(S(f+f0)). Pomoc��
sou�ctu a rozd��lu t�echto v�yraz�u, s vyu�zit��m Eulerov�ych vzorc�u (D.8.2), snadno z��sk�ame tzv.
modula�cn�� teor�emy:

h(t) = s(t) cos(2�f0t) $ H(f) =
1

2
(S(f � f0) + S(f + f0)) (3.32)

a

h(t) = s(t) sin(2�f0t) $ H(f) =
1

2i
(S(f � f0)� S(f + f0)): (3.33)

P�ren�asob��me-li tedy Fourierovsk�y sign�al v �casov�e oblasti kosinem, p�uvodn�� spektrum se
"
rozd-

voj��\, p�ri�cem�z tyto dv�e identick�e �c�asti se s polovi�cn�� amplitudou odsunou symetricky vzhledem
k f = 0, jak je to zn�azorn�eno na obr�azku 3.10 (uprost�red). P�ren�asob��me-li naopak sinem, budou
vz�ajemn�e posunut�e �c�asti spektra m��t v�u�ci sob�e opa�cn�e znam�enko. Faktor 1=i nav��c p�redstavuje
n�asoben�� �i, tak�ze ve v�ysledku �c�ast spektra odsouvaj��c�� se vlevo bude m��t imagin�arn�� �c�ast rov-
nou polovin�e p�uvodn�� re�aln�e �casti spektra, av�sak s opa�cn�ym znam�enkem, a re�aln�a bude rovna
polovin�e p�uvodn�� imagin�arn�� �c�asti. U spektra posunuj��c��ho se vlevo, to bude p�resn�e naopak.
Obr�azek 3.10 (dole), ilustruje tuto situaci pro zjednodu�sen�y p�r��pad re�aln�e sud�e funkce, jej���z
spektrum je rovn�e�z re�aln�e a sud�e. V�simn�eme si na tomto obr�azku, �ze p�ren�asoben�� sinem vytv�a�r��
ze sud�eho re�aln�eho sign�alu lich�y re�aln�y sign�al a proto je jeho spektrum imagin�arn�� lichou funkc��
frekvence, zat��mco p�ren�asoben�� kosinem zachov�av�a sud�y charakter p�uvodn��ho re�aln�eho sign�alu,
tud���z jeho spektrum je op�et re�aln�e a sud�e.

Cvi�cen�� 3.8.5:
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Obr�azek 3.10: Ilustrace modula�cn��ch teor�em�u (�c�arkovan�a �c�ara ozna�cuje imagin�arn�� funkci).

Spo�ct�ete Fourierovu transformaci funkce s(t) = exp(��2t2) cos(2�f0t) s vyu�zit��m modula�cn��ho

teor�emu pro kosinus a v�ysledku F(exp(��2t2)) =
p
�
�
exp

�
��2 f2

�2

�
.

Cvi�cen�� 3.8.6:

Spo�ct�ete Fourierovu transformaci funkce s(t) = �d(t) cos(2�f0t), kde �d(t) =

�
1 jtj � d=2
0 jtj > d=2

je pravo�uheln��kov�a funkce d�elky d. Vyu�zijte modula�cn��ho teor�emu pro kosinus, v�ysledku cvi�cen��
3.2.3 a zm�eny m�e�r��tka.

V�simn�eme si tak�e, �ze spektrum sign�alu z p�r��kladu ilustruj��c��ho operaci line�arn�� kombinace
na za�c�atku t�eto podkapitoly, p�resn�e odpov��d�a modula�cn��mu teor�emu pro sinus.

Kone�cn�a diference

Kone�cn�a diference v bod�e p�redstavuje rozd��l funk�cn��ch hodnot sign�alu v okol�� centrovan�em
k tomuto bodu. Je z�avisl�a na velikosti tohoto intervalu. Ozna�c��me-li velikost tohoto okol�� a, pak
kone�cn�a diference je �as(t) = s(t+ a

2
)� s(t� a

2
). V�yznam kone�cn�e diference spo�c��v�a zejm�ena v

numerick�em modelov�an�� derivace: d
dt
s(t) = lim

a!0

�as(t)
a

. Vzhledem k Fourierov�e transformaci plat��

h(t) = �as(t) = s(t+
a

2
)� s(t� a

2
) $ H(f) = 2i sin(�fa)S(f):

Jedn�a se vlastn�e o speci�aln�� p�r��pad superpozice dvou vzajemn�e posunut�ych sign�al�u, kter�e jsou
posunuty zrcadlov�e v�u�ci bodu t a jeden z nich m�a nav��c opa�cn�e znamenko. Situaci ilustruje
obr�azek 3.11.
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D�ukaz:
Z linearity a posunut�� sign�alu okam�zit�e m�ame

H(f) = S(f) exp(i2�fa=2)� S(f) exp(�i2�fa=2) = S(f)(exp(i�fa)� exp(�i�fa)):
Pomoc�� Eulerova vzorce pro sinus (D.8.2) pak m�ame

H(f) = 2iS(f) sin(�fa); c:b:d:

U kone�cn�e diference se tak�e projevuje reciprocita Fourierovy transformace { je to vlastn�e
komplement�arn�� operace k modulaci sinem.

Cvi�cen�� 3.8.7:
Odvod'te spektrum kone�cn�e diference z modula�cn��ho teor�emu pro sinus a z vlastnosti reciprocity
Fourierovy transformace.

Operaci kone�cn�a diference m�u�zeme pou�z��t opakovan�e. Nap�r��klad druh�a kone�cn�a diference je
kone�cn�a diference aplikovan�a na kone�cnou diferenci: �2

as(t) = �a[�as(t)] = �as(t+
1
2
a)��as(t�

1
2
a) = s(t + a) � 2s(t) + s(t � a). Druh�a kone�cn�a diference se pou�z��v�a k numerick�e aproximaci

druh�e derivace, d2

dt2
s(t) = lim

a!0

�2
as(t)
a2

. Ka�zd�e proveden�� operace kone�cn�a diference znamen�a ve

spektru p�ren�asoben�� faktorem 2i sin(�fa), je tedy F(�2
as(t)) = �4 sin2(�fa)S(f) a podobn�e.

Obr�azek 3.11: Ilustrace spektra kone�cn�e diference (�c�arkovan�a �c�ara ozna�cuje imagin�arn�� funkci).

Derivace

P�redpokl�adejme, �ze Fourierova transformace d
dt
s(t) existuje, tj., �ze nap�r. d

dt
s(t) je absolutn�e

integrovateln�a funkce. Pak

h(t) =
d

dt
s(t) $ H(f) = i2�fS(f):
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Tato vlastnost tedy rozhodn�e nezaru�cuje existenci spektra derivace. Je ji t�reba ch�apat tak, �ze
pokud spektrum derivace existuje, je rovno p�uvodn��mu spektru n�asoben�emu faktorem i2�f .
Operac�� derivace se pak ve spektru posiluj�� vy�s�s�� frekvence.

D�ukaz:
Z de�ni�cn��ho integr�alu Fourierovy transformace dostaneme metodou per partes

F
�
d

dt
s(t)

�
=

1Z
�1

ds(�)

dt
exp(�i2�f�)d� = [exp(�i2�f�)s(�)]1�1+i2�f

1Z
�1

s(�) exp(�i2�f�)d�:

Vzhledem k tomu, �ze s(t) je absolutn�e integrovateln�a (jedna z de�ni�cn��ch podm��nek Fourierovsk�eho
sign�alu standardn��ho typu), mus�� b�yt limt!�1 s(t) = 0, v d�usledku �ceho�z je v�yraz v hranat�ych
z�avork�ach roven 0. Pro spektrum derivace tedy m�ame

F
�
d

dt
s(t)

�
= i2�f

1Z
�1

s(�) exp(�i2�f�)d� = i2�fS(f); c:b:d:

Cvi�cen�� 3.8.8:

Ov�e�rte, �ze ve spektru plat�� o�cek�avan�y vztah mezi kone�cnou diferenc�� a derivac��, h(t) = d
dt
s(t) =

lim
a!0

�as(t)
a
$ H(f) = i2�fS(f) = lim

a!0

2i sin(�fa)S(f)
a

.

Derivaci m�u�zeme prov�ad�et opakovan�e a vytv�a�ret derivace vy�s�s��ch �r�ad�u. Ka�zd�a derivace v
�casov�e oblasti m�a za n�asledek n�asoben�� spektra faktorem i2�f . Souhrnn�e m�u�zeme tedy ps�at

h(t) = F
�
dn

dtn
s(t)

�
$ H(f) = (i2�f)nS(f): (3.34)

Cvi�cen�� 3.8.9:

Pomoc�� spektra n-t�e derivace a reciprocity Fourierovy transformace najd�ete spektrum sign�alu
h(t) = tns(t) (za p�redpokladu, �ze toto spektrum existuje).

Konvoluce

Konvoluce spojit�ych sign�al�u je de�nov�ana v dodatku D.16, kde je t�e�z gra�cky zn�azorn�ena
na obr�azku D.5 a kde jsou vysv�etleny jej�� z�akladn�� vlastnosti. Operace konvoluce zauj��m�a ve
spektr�aln��ch metod�ach v�yznamn�e postaven��. Uplat�nuje se nap�r��klad v teorii line�arn��ch �casov�e
invariantn��ch syst�em�u. Ta se v praxi pou�z��v�a p�ri modelov�an�� �u�cink�u line�arn��ch �ltr�u. V souvislosti
s Fourierovou transformac�� plat�� pro konvoluci tzv. konvolu�cn�� teor�em

h(t) = f(t) � g(t) =
1Z

�1

f(�)g(t� �)d� $ H(f) = F (f)G(f): (3.35)



100 KAPITOLA 3. FOURIEROVA TRANSFORMACE SPOJIT�EHO SIGN�ALU

D�ukaz:

F(f(t) � g(t)) =
1R

�1
f
1R

�1
f(u)g(� � u)dug exp(�i2�f�)d�

=
1R

�1
f(u)f

1R
�1

g(� � u) exp(�i2�f�)d�gdu

=
1R

�1
f(u) exp(�i2�fu)G(f)du = F (f)G(f); c.b.d

Tohoto vztahu se v praxi �casto vyu�z��v�a k v�yhodn�emu v�ypo�ctu konvoluce f � g pomoc��
Fourierovy transformace a operace n�asoben��: nejprve se najdou spektra funkc�� f a g, tato spektra
se vyn�asob�� ve spektr�aln�� oblasti a inverzn�� Fourierova transformace tohoto sou�cinu pak d�av�a
hledanou konvoluci. V�yhodou tohoto postupu je, �ze numerick�y v�ypo�cet Fourierovy transformace
je velmi rychl�y v porovn�an�� s v�ypo�ctem konvoluce, vyu�z��v�a-li se algoritmus tzv. rychl�e Fourierovy
transformace (viz kapitola 5).

Cvi�cen�� 3.8.10:
S vyu�zit��m v�ysledku cvi�cen�� 3.2.4 najd�ete inverzn�� Fourierovu transformaci spektra S(f) =

1
(�+i2�f)2

.

Pomoc�� Fourierovy transformace derivace (pokud existuje) a konvoluce m�u�zeme snadno
dok�azat vzorec (D.16.2) o derivaci konvoluce. Plat��

F
�
d

dt
(f(t) � g(t))

�
= i2�fF (f)G(f) =

8<
:

(i2�fF (f))G(f) = F
�
df(t)
dt
� g(t)

�
F (f)(i2�fG(f)) = F

�
f(t) � dg(t)

dt

� ;

nebot' je jedno, ke kter�emu z �cinitel�u ve spektr�aln�� oblasti p�ri�rad��me multiplikativn�� faktor i2�f .
P�ri derivov�an�� konvoluce f � g v �casov�e oblasti tedy nez�ale�z�� na tom, zda nejprve derivujeme f a
tuto derivovanou funkci pak konvolujeme s g, �ci naopak s f konvolujeme derivovanou g, �ci zda
derivujeme a�z celou konvoluci.

Na z�av�er poznamenejme, �ze spektrum posunut�eho sign�alu bychom okam�zit�e dostali jako
speci�aln�� p�r��pad konvolu�cn��ho teor�emu. N�asoben�� spektra faktorem exp(�i2�ft0) odpov��d�a v
�casov�e oblasti konvoluce s �(t� t0), tedy sign�al posunut�y o t0 (viz dodatek D.17).

N�asoben��

Z hlediska Fourierovy transformace je prot�ej�skem ke konvoluci operace n�asoben��. Plat��

h(t) = f(t)g(t) $ H(f) = F (f) �G(f) =
1Z

�1

F (�)G(f � �)d�: (3.36)

D�ukaz je nejjednodu�s�s�� prov�est pro inverzn�� Fourierovu transformaci, tj. dokazovat, �ze f:g =
F�1(F � G). V tom p�r��pad�e je d�ukaz zcela analogick�y d�ukazu proveden�emu v�y�se pro konvoluci
s t��m rozd��lem, �ze v exponentu bude opa�cn�e znam�enko.
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Cvi�cen�� 3.8.11:
Najd�ete spektrum sou�cinu g1(t)g2(t) na z�aklad�e reciprocity Fourierovy transformace pomoc��
znalosti spektra konvoluce.

Cvi�cen�� 3.8.12:

Najd�ete konvoluci sinc�(t) � sinc�(t) a pomoc�� n�� spo�ct�ete integr�al
1R

�1
sinc2�(t)dt.

Budeme-li v �casov�e oblasti speci�aln�e n�asobit faktorem exp(�i2�tf0), dostaneme ve spektru
konvoluci s �(f � f0), tj. translaci spektra.

Replikace

V odstavci 3.5 jsme odvodili spektrum vzorkovac�� funkce; jedn�a se op�et o vzorkovac�� funkci
(frekvence). V��me, �ze konvoluce sign�alu s(t) se vzorkovac�� funkc�� �T (t) v �casov�e oblasti zp�usob��
periodizaci (replikaci) t�eto funkce a d�a vzniknout T -periodick�e funkci ~s(t). Nyn�� n�as zaj��m�a, jak
se operace replikace projev�� ve spektr�aln�� oblasti. Odpov�ed' je jednoduch�a: diskretizac�� spektra.
Jak v��me, konvoluce dvou sign�al�u v �casov�e oblasti odpov��d�a sou�cinu jejich spekter ve spektr�aln��
oblasti. Spektrum S(f) = F(s(t)) budeme tedy n�asobit vzorkovac�� funkc�� 1

T
� 1
T
(f). P�ri tomto

n�asoben�� se uplatn�� vzorkovac�� vlastnost vzorkovac�� funkce { dojde tedy k odebr�an�� diskr�etn��ch
vzork�u p�uvodn��ho spektra (n�asoben�eho faktorem 1

T
) s krokem �f = 1

T
.

h(t) = ~s(t) = s(t) �
1X

n=�1
�(t� nT ) $ H(f) =

1

T
S(f)

1X
n=�1

�(f � n

T
):

Tato situace pro n�as nen�� nijak nov�a, ji�z jsme se s n�� setkali v odstavci 3.3 p�ri zkoum�an��
vztahu Fourierovy �rady a Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu (viz t�e�z obr�azek 3.2). Zde
se pouze pro matematick�y popis dan�eho jevu pou�z��v�a formalismus vzorkovac�� funkce.

Diskretizace

Jeliko�z v r�amci Fourierovy transformace je prot�ej�skem ke konvoluci n�asoben��, dost�av�ame pro
vzorkovac�� funkci, �ze prot�ej�skem k replikaci je diskretizace. Provedeme-li diskretizaci v �casov�e
oblasti s krokem �t, tj. p�ren�asob��me-li sign�al s(t) vzorkovac�� funkc�� ��t(t), projev�� se to ve
spektr�aln�� oblasti konvoluc�� spektra S(f) = F(s(t)) se vzorkovac�� funkc�� 1

�t
� 1
�t
(f), tj. replikac��

p�uvodn��ho spektra s periodou 1=�t:

h(t) = s(t)
1X

n=�1
�(t� n�t) $ H(f) = ~H(f) = S(f) � 1

�t

1X
n=�1

�(f � n

�t
):

Vid��me tedy, �ze p�ri Fourierov�e transformaci je diskretizace v jedn�e oblasti (�casov�e nebo
spektr�aln��) nerozlu�cn�e spojena s replikac�� v komplement�arn�� oblasti a naopak.

Klouzav�y pr�um�er

Metoda klouzav�ych pr�um�er�u se pou�z��v�a k vyhlazov�an�� funk�cn��ch hodnot za �u�celem odhalen��
p�r��padn�ych trend�u sign�alu �ci jin�ych

"
n��zkofrekven�cn��ch jev�u\. Z matematick�eho hlediska se

jedn�a o jednoduchou konvoluci s pravo�uheln��kov�ym oknem, normalizovanou �s���rkou tohoto okna.
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Jak je vysv�etleno n�azorn�e na obr�azku D.5, p�ri konvoluci se jedna z konvoluovan�ych funkc�� (v
na�sem p�r��pad�e pravo�uheln��k o z�akladn�e a) posouv�a a p�ren�asobuje druhou funkci. Integr�alem
z tohoto n�asobku a vyd�elen��m �s��rkou pravo�uheln��kov�eho okna z��sk�ame pr�um�er funkce v m��st�e
odpov��daj��c��m st�redu posunut�eho okna. Posouv�an�� pravo�uheln��kov�eho okna p�ri konvoluci dalo
vzniknout n�azvu

"
klouzav�y pr�um�er\. Operace v �casov�e oblasti tedy p�redstavuje integr�al

h(t) =
1

a
�(

t

a
) � s(t) = 1

a

t+a=2Z
t�a=2

s(�)d�

Konvoluci s pravo�uheln��kov�ym oknem odpov��d�a ve spektru n�asoben�� funkc�� sinc. M�ame tedy

h(t) =
1

a
�(

t

a
) � s(t) = 1

a

t+a=2Z
t�a=2

s(�)d� $ H(f) = sinc(af)S(f):

Konvoluce m�a v�zdy za n�asledek vyhlazen��, tj. v�ysledn�y sign�al je hlad�s��10 ne�z p�uvodn�� kon-
voluovan�e sign�aly. Konvoluce v�zdy tak�e roz�si�ruje { d�elka jej��ho nosi�ce je sou�ctem d�elek nosi�c�u
konvoluovan�ych funkc��.

Obr�azek 3.12: Zhlazov�an�� pomoc�� klouzav�eho pr�um�eru aplikovan�eho na pravo�uheln��k o �s���rce 1,
shodn�e s �s���rkou pr�um�erovac��ho okna. P�uvodn�� sign�al a jeho spektrum p�red pr�um�erov�an��m (a)
jsou porovn�any s v�ysledkem po jednoduch�em (b) a dvojn�asobn�em (c) pr�um�erov�an��.

Operaci klouzav�eho pr�um�eru m�u�zeme prov�ad�et opakovan�e. Ka�zd�a dal�s�� aplikace v �casov�e
oblasti m�a za n�asledek dal�s�� n�asoben�� spektra funkc�� sinc(af). Obr�azek 3.12 ukazuje vliv t�eto

10Hladkost se posuzuje po�ctem spojit�ych derivac��, jak t�e�z uvid��me v odstavci 3.10.
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operace na jednoduch�em p�r��kladu, kdy pr�um�erovan�ym sign�alem je speci�aln�e pravo�uheln��kov�a
funkce o �s���rce 1, co�z je z�arove�n tak�e �s���rka pr�um�erovac��ho okna. V �c�asti a) je p�uvodn�� funkce a
jej�� spektrum, v �c�asti b) vid��me jednou zpr�um�erovan�y sign�al a jeho spektrum a v �c�asti c) op�etovn�e
zpr�um�erovan�y sign�al s jeho spektrem. Zhlazov�an�� a roz�si�rov�an�� v �casov�e oblasti je jasn�e patrn�e,
ve spektr�aln�� oblasti naopak pozorujeme efektivn��11 zu�zov�an�� spektra.

Integr�al

Zde m�ame na mysli
"
pr�ub�e�zn�y\ integr�al, tak aby integrov�an��m vznikl op�et sign�al z�avisej��c��

obecn�e na t. Plat��

h(t) =

tZ
�1

s(�)d� $ H(f) =
1

i2�f
S(f) +

1

2
�(f)S(0); f 6= 0 (3.37)

Pro f = 0 p���seme

H(0) =

1Z
�1

dt

tZ
�1

s(�)d� =

1Z
�1

h(t)dt:

D�ukaz:
D�ukaz je jednoduch�y uv�edom��me-li si, �ze dan�y integr�al p�redstavuje vlastn�e konvoluci s Heav-
isideovou funkc�� u(t), nebot'

tZ
�1

s(�)d� =

1Z
�1

s(�)u(t� �)d� = s(t) � u(t):

Fourierovu transformaci pak u�z snadno z��sk�ame jako sou�cin spekter

F
�

tR
�1

s(�)d�

�
= F(s(t))F(u(t)) = S(f)

�
1

i2�f
+
1

2
�(f)

�

=
1

i2�f
S(f) +

1

2
�(f)S(0);

kde jsme pou�zili zn�amou vlastnost �-funkce (D.17.4).

Cvi�cen�� 3.8.13:
Doka�zte bez pou�zit�� zobecn�en�ych funkc�� (p�r��mo z de�nice Fourierovy transformace), �ze pro sign�aly
s(t) jejich�z integr�al na (�1;1) je roven nule12 je spektrum rovno S(f)=i2�f .

Zde je na m��st�e p�ripojit varovnou pozn�amku. �Cten�a�r by mohl uva�zovat tak, �ze je-li integr�al
inverzn�� operac�� k derivaci a spektrum derivace je d�ano nasoben��m p�uvodn��ho spektra faktorem

11Zde je t�reba zd�uraznit slovo
"
efektivn��\. Kvantitativn�� ur�cen�� �s���rky spektra z�avis�� na zvolen�e m���re, viz odstavec

3.9. Pro n�ekter�e de�nice �s���rky ke zu�zov�an�� spektra nemus�� doj��t (nap�r��klad pro ekvivalentn�� �s���rku zavedenou v
3.9.).

12V n�asleduj��c�� podkapitole uvid��me, �ze tento integr�al je roven S(0).
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i2�f , mus�� b�yt spektrum integr�alu rovno p�uvodn��mu spektru d�elen�emu t��mto faktorem. Chceme-
li pou�z��t spektrum derivace k odvozen�� Fourierovy transformace integr�alu (d�elen��m spektra fak-
torem i2�f), mus��me b�yt velmi obez�retn�� a m��t na pam�eti, �ze derivov�an��m se ztr�ac�� informace
o eventu�aln�� integra�cn�� konstant�e. V d�usledku toho m�u�ze ve spektru integr�alu odvozen�em ze
spektra derivace chyb�et p�r��padn�y �clen obsahuj��c�� �-funkci (kter�y se v (3.37) skute�cn�e vyskytuje).
Uka�zme to na p�r��kladu v�ypo�ctu spektra Heavisideovy funkce, pomoc�� spektra jej�� derivace, tj.
�-funkce (viz (D.17.6)).

P�r��klad:
Najd�ete spektrum Heavisideovy funkce u(t) pomoc�� spektra �(t) = d

dt
u(t), F(�(t)) = 1.

Je-li �(t) = d
dt
u(t), pak mus�� platit, �ze F(�(t)) = 1 = i2�fF(u(t)). Odtud ov�sem neplyne, �ze

F(u(t)) = 1=i2�f !:

1 = i2�fF(u(t)) 6=) F(u(t)) = 1

i2�f
:

Skute�cn�e, F(u(t)) 6= 1=i2�f , nebot' Hevisideova funkce nen�� lich�a a nem�u�ze tedy m��t ryze ima-
gin�arn�� lich�e spektrum. Nav��c, z odstavce 3.5 v��me, �ze F(u(t)) = 1=i2�f + �(f)=2. Spr�avn�a
implikace je

1 = i2�fF(u(t)) =) F(u(t)) = 1

i2�f
+ a�(f);

kde a 6= 0 je libovoln�a konstanta. Vyn�asob��me-li tuto rovnici faktorem i2�f , dostaneme spr�avnou
rovnost

1 + i2�fa�(f) = 1 = i2�fF(u(t)) = F( d
dt
u(t)) = F(�(t));

d��ky (D.17.4).

Korelace

Korelace dvou spojit�ych sign�al�u je zavedena v appendixu D.18. Spektrum korelace snadno
odvod��me s vyu�zit��m vztahu korelace a konvoluce (D.18.2), f(t) ? g(t) = f(�t) � g(t). Pomoc��
(3.35), (3.28) a (3.30) okam�zit�e dost�av�ame tzv. korela�cn�� teor�emy:

h(t) = f(t) ? g(t) =
1R

�1
f(�)g(� + t)d� $ H(f) = F (f)G(f);

h(t) = g(t) ? f(t) =
1R

�1
g(�)f(� + t)d� $ H(f) = F (f)G(f):

(3.38)

Pro re�aln�e sign�aly m�u�zeme d��ky (3.24) nav��c speci�aln�e ps�at

h(t) = f(t) ? g(t) = $ H(f) = F (f)G(f) = F (�f)G(f);
h(t) = g(t) ? f(t) = $ H(f) = F (f)G(f) = F (f)G(�f):

Spektrum korelace se n�ekdy naz�yv�a vz�ajemn�e spektrum. Je obecn�e komplexn��, jeho re�aln�a �c�ast
je tzv. kospektrum a imagin�arn�� �c�asti se �r��k�a kvadraturn�� spektrum.

Z korela�cn��ho teor�emu plyne t�e�z tzv. Parseval�uv teor�em. Pozor, tato terminologie je pon�ekud
zav�adej��c��, nebot' se nejedn�a o p�r��mou analogii k Parsevalov�e rovnosti, kterou zn�ame z teorie
Fourierov�ych �rad.
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V�eta (Parseval�uv teor�em):

Je-li S1(f) Fourierov�ym spektrem sign�alu s1(t) a S2(f) Fourierov�ym spektrem sign�alu s2(t),
plat��

1Z
�1

s1(t)s2(t)dt =

1Z
�1

S1(f)S2(f)df: (3.39)

D�ukaz:
P�ri d�ukazu vyu�zijeme toho, �ze n�asoben�� v �casov�e oblasti odpov��d�a konvoluci v oblasti spektr�aln��
(viz (3.36)).

1R
�1

s1(t)s2(t)dt = F(s1(t)s2(t))
�����
f=0

= S1(f) � S2(�f)
�����
f=0

=
1R

�1
S1(�)S2(�� f)d�

�����
f=0

=
1R

�1
S1(�)S2(�)d�; c:b:d:

Obr�azek (3.13) ilustruje gra�cky Parseval�uv teor�em pro dva re�aln�e sign�aly. Podle teor�emu se
mus�� velikost �sed�ych ploch v lev�e a prav�e �casti obr�azku rovnat (v �c�asti b vpravo se mus�� uva�zovat
sou�cet velikosti �sed�ych ploch).

Obr�azek 3.13: Ilustrace Parsevalova teor�emu: a) pro dv�e re�aln�e sud�e funkce, b) pro dv�e re�aln�e
funkce, kter�e v�sak nejsou sud�e. Teor�em zaru�cuje rovnost �sed�ych ploch v lev�e a prav�e �c�asti obr�azku
(podle Bracwella, 1978).

Autokorelace
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Jak je vysv�etleno v dodatku D.18, autokorelace p�redstavuje korelaci dvou identick�ych funkc��,
tedy p�r��pad korelace f ? g, kdy f = g = s:

s(t) ? s(t) =

1Z
�1

s(�)s(� + t)d� = s(�t) � s(t):

Pomoc�� spektra konvoluce anebo v�y�se uveden�eho spektra korelace okam�zit�e dostaneme tzv. au-
tokorela�cn�� teor�em:

h(t) = s(t) ? s(t) $ H(f) = S(f)S(f) = jS(f)j2:

Plat�� tedy, �ze spektrum autokorelace je kvadr�atem amplitudov�eho spektra p�uvodn�� funkce.
Toto spektrum se naz�yv�a v�ykonov�e spektrum. Jsou v n�em oproti amplitudov�emu spektru
zv�yrazn�ena frekven�cn�� maxima. M�u�zeme z n�ej tedy sn�aze ur�cit tzv. p�revl�adaj��c�� frekvenci. Na
druh�e stran�e, podobn�e jako amplitudov�e spektrum, v�ykonov�e spektrum neobsahuje informaci o
eventu�aln��m posunu sign�alu v �casov�e oblasti, tedy o poloze po�c�atku �casov�e osy.

Pro speci�aln�� p�r��pad re�aln�e funkce s(t) je autokorelace sudou funkc�� �casu. M�u�zeme tedy pro
v�ypo�cet jej��ho spektra pou�z��t kosinovou Fourierovu transformaci. Nav��c m�u�zeme v tomto p�r��pad�e
speci�aln�e ps�at H(f) = S(�f)S(f).

Spektrum autokorelace (autokorela�cn��, nebo t�e�z Wiener-Chin�cin�uv, teor�em) ilustruje obr�azek
3.14 pro speci�aln�� p�r��pad pravo�uheln��kov�e funkce �(t) v �casov�e oblasti. Jej�� autokorelace je
troj�uheln��kov�a funkce �(t) (jedn�a se vlastn�e o autokonvoluci, nebot' pravo�uheln��kov�a funkce je
sud�a). Spektrem pravo�uhlen��kov�e funkce v lev�em horn��m rohu obr�azku je re�aln�a sud�a funkce
sinc. Spektrem autokorelace pak je jsinc�j2 = sinc2�

Obr�azek 3.14: Ilustrace autokorela�cn��ho teor�emu na Fourierov�e p�aru pravo�uheln��k-sinc.

Autokorela�cn�� teor�em lze vyu�z��t k element�arn��mu d�ukazu velmi d�ule�zit�eho Rayleighova
teor�emu.
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V�eta (Rayleigh�uv teor�em):

Je-li S(f) Fourierov�ym spektrem sign�alu s(t), plat��

1Z
�1

js(t)j2dt =
1Z

�1

jS(f)j2df: (3.40)

D�ukaz:
Teor�em dostaneme okam�zit�e jako�zto speci�aln�� p�r��pad Parsevalova teor�emu (3.39) p�ri rovnosti
s1(t) = s2(t). Je rovn�e�z snadn�e ho dok�azat p�r��mo:

s(t) ? s(t) =

1Z
�1

s(�)s(t+ �)d� = F�1(jS(f)j2) =
1Z

�1

jS(f)j2 exp(i2�ft)df:

Tato obecn�a rovnice mus�� platit pro v�sechna t, tedy i pro t = 0. Pro tento speci�aln�� p�r��pad
okam�zit�e dost�av�ame

1Z
�1

js(t)j2dt =
1Z

�1

jS(f)j2df; c:b:d:

Poznamenejme, �ze terminologie je v souvislosti s t��mto teor�emem op�et velmi nejednozna�cn�a.
Rovnici (3.40) se n�ekdy t�e�z �r��k�a Parseval�uv teor�em. Tento n�azev poukazuje na analogii s Parse-
valovou rovnost�� zn�amou z teorie Fourierov�ych �rad (viz odstavec 2.4). Rayleigh�uv teor�em n�azorn�e
ilustruje obr�azek 3.15.

Obr�azek 3.15: Ilustrace Rayleighova teor�emu na Fourierov�e p�aru prvo�uheln��k-sinc. Podle teor�emu
se �sed�e plochy mus�� rovnat (pokra�cov�an�� funkce sinc k �1 nen�� zn�azorn�eno).
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3.9 Integr�aln�� vlastnosti Fourierovy transformace.

V tomto odstavci budeme na sign�al s(t) v �casov�e oblasti aplikovat r�uzn�e integr�aln�� operace.
Jeliko�z v�sak vesm�es p�ujde o ur�cit�e integr�aly v mez��ch od �1 do 1, nebude v�ysledkem takov�e
operace n�ejak�a dal�s�� funkce �casu t, n�ybr�z jist�a konstantn�� hodnota (v p�r��pad�e, �ze dan�y integr�al
v�ubec existuje). Nem�a tedy smysl se pt�at, co odpov��d�a dan�e operaci ve spektr�aln�� oblasti (z odd��lu
3.5 ostatn�e v��me, �ze konstant�e odpov��d�a �-funkce). Zde n�as bude zaj��mat, zda lze hodnotu dan�eho
integr�alu v �casov�e oblasti vy�c��slit pomoc�� spektr�aln��ch hodnot S(f) = F(s(t)). Na jeden takov�y
p�r��pad jsme ji�z narazili v minul�e podkapitole v souvislosti s odvozen��m spektra pr�ub�e�zn�eho
integr�alu. Plat�� toti�z, �ze ur�cit�y integr�al od �1 do1 ze sign�alu s(t) je roven hodnot�e jeho spektra
na nulov�e frekvenci. Krom�e tohoto p�r��padu zde uved'me ve stru�cn�em p�rehledu n�ekolik dal�s��ch
d�ule�zit�ych integr�al�u, u nich�z b�yv�a �casto jejich vy�c��slen�� pomoc�� spektr�aln��ch hodnot v�yhodn�ej�s��
ne�z jejich p�r��m�y v�ypo�cet. Z d�uvod�u symetrie uvedeme i analogick�e integr�aly ve frekven�cn�� oblasti.

Ur�cit�y integr�al

1Z
�1

s(t)dt = S(0): (3.41)

D�ukaz plyne okam�zit�e z de�ni�cn��ho integr�alu pro spektrum S(f), dosad��me-li f = 0. Analogicky,
z de�nice inverzn�� transformace p�ri t = 0 bychom dok�azali i recipro�cn�� vztah

1Z
�1

S(f)df = s(0):

Cvi�cen�� 3.9.1:

Pomoc�� v�ysledku cvi�cen�� 3.2.4 spo�ct�ete integr�al
1R
0

exp(��t)dt.
Uved'me tuto integr�aln�� vlastnost do souvislosti s n�ekter�ymi poznatky z p�redchoz��ch podkapi-

tol. Tak nap�r��klad operac�� kone�cn�a diference vznikne sign�al, jeho�z plocha pod k�rivkou je nulov�a,
nebot' p�ri t�eto operaci od�c��t�ame verik�aln�e p�revr�acen�y sign�al a tud���z p�r��sp�evky nad a pod osou t se
vyru�s��. Spektrum kone�cn�e diference by tedy m�elo b�yt rovno nule na nulov�e frekvenci. A skute�cn�e:
spektrum kone�cn�e diference z��sk�ame z p�uvodn��ho spektra p�ren�asoben��m funkc�� sinus, kter�a je na
nulov�e frekvenci nulov�a. Dal�s��m p�r��kladem je Fourierovsk�a re�aln�a lich�a funkce s(t), jej���z spek-
trum je imagin�arn�� lichou funkc�� frekvence rovnou nule pro f = 0 (S(f) = iB(f); B(0) = 0, viz
odstavec 3.6). To odpov��d�a tomu, �ze integr�al z lich�e (integrovateln�e) funkce je roven nule.

Moment prvn��ho �r�adu

Momentem prvn��ho �r�adu, n�ekdy t�e�z zvan�ym prvn��m momentem, rozum��me integr�al
R1
�1 ts(t)dt.

Je z�rejm�e, �ze ne pro v�sechny integrovateln�e funkce s(t) prvn�� moment existuje (z�ale�z�� na tom,
zda funkce s(t) ub�yv�a k �1 rychleji ne�z 1=jtj). Pokud v�sak existuje, plat��

1Z
�1

ts(t)dt =
i

2�
S 0(0);
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kde S 0 p�redstavuje derivaci funkce S podle frekvence f . D�ukaz je stejn�e jednoduch�y jako v
p�redch�azej��c��m p�r��pad�e, pouze p�ri n�em pou�zijeme vzorec pro prvn�� derivaci spektra (viz cvi�cen��
3.8.9) p�ri volb�e f = 0.

Cvi�cen�� 3.9.2:

Pomoc�� v�ysledku cvi�cen�� 3.2.4 spo�ct�ete integr�al
1R
0

t exp(��t)dt.
M�u�zeme tedy zjednodu�sen�e �r��ct, �ze velikost prvn��ho momentu je d�ana sklonem spektra v

okol�� nulov�e frekvence.

Pro prvn�� moment spektra dostaneme recipro�cn�� vztah

1Z
�1

fS(f)df = � i

2�
s0(0):

Vzorec op�et nezaru�cuje existenci dan�eho integr�alu.

Moment druh�eho �r�adu (setrva�cnosti)

Momentem druh�eho �r�adu, n�ekdy t�e�z zvan�ym druh�ymmomentem nebo t�e�z momentem setrva�cnosti,
rozum��me integr�al

R1
�1 t2s(t)dt. Pokud tento integr�al existuje (tj. s(t) ub�yv�a rychleji ne�z t�2),

pak plat��
1Z

�1

t2s(t)dt = � 1

4�2
S 00(0);

kde S 00 je druh�a derivace spektra podle frekvence. Je tedy velikost momentu setrva�cnosti d�ana
k�rivost�� spektra v okol�� nulov�e frekvence. Vzorec je d�usledkem vzorce pro druhou derivaci spektra
(cvi�cen�� 3.8.9) p�ri f = 0.

Cvi�cen�� 3.9.3:

Najd�ete druh�y moment funkce s(t) =

�
0 t < 0
exp(��t); � > 0; t � 0

. Vyu�zijte v�ysledku cvi�cen��

3.2.4.

Recipro�cn�e, pro spektr�aln�� oblast dostaneme

1Z
�1

f 2S(f)df =
1

4�2
s00(0):

Druhou derivac�� s00 se zde rozum�� derivace podle �casu.
Nekone�cn�y druh�y moment jak v �casov�e tak spektr�aln�� oblasti odpov��d�a nekone�cn�e k�rivosti v

bod�e 0 v komplement�arn�� oblasti, tj. signalizuje existenci hrotu p�r��slu�sn�e funkce v nule.

Momenty vy�s�s��ch �r�ad�u
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Analogicky, pro momenty vy�s�s��ch �r�ad�u, pokud existuj��, m�ame

1Z
�1

tns(t)dt =
in

(2�)n
S(n)(0); (3.42)

1Z
�1

fnS(f)df = � in

(2�)n
s(n)(0);

kde horn�� index (n) zna�c�� n-tou derivaci podle p�r��slu�sn�e prom�enn�e.

P�r��klad:
P�redpokl�adejme funkci s(t), jej���z v�sechny momenty jsou kone�cn�e. Odvod'te vzorec pro jej�� Fourierovu
transformaci pomoc�� Taylorova rozvoje a vztahu (3.42).

Pro Taylor�uv rozvoj spektra (viz dodatek D.13) m�u�zeme ps�at

S(f) =
1P
k=0

1
k!
S(k)(0)fk =

1P
k=0

1
k!
(�i2�)kfk

1R
�1

tks(t)dt

=
1R

�1

� 1P
k=0

1
k!
(�i2�tf)k

�
s(t)dt =

1R
�1

exp(�i2�ft)s(t)dt;

co�z je de�ni�cn�� vzorec pro Fourierovu transformaci. Posledn�� rovnost vyu�z��v�a sou�ctu �rady (D.13.2)
pro h = �i2�tf . Poznamenejme, �ze uveden�y p�r��klad samoz�rejm�e nep�redstavuje striktn�� odvozen��
vzorce pro Fouri�erovu transformaci (3.7), nebot' platnost (3.42), nezbytn�a pro toto

"
odvozen��\,

je pr�av�e d�usledkem platnosti (3.7).

T�e�zi�st�e (centroid)

T�e�zi�st�em funkce se v�et�sinou rozum�� integr�aln�� v�yraz
R1
�1 ts(t)dt=

R1
�1 s(t)dt. Zav�ad�� se pro n�ej

speci�aln�� ozna�cen�� hti. Pokud je s(t) nez�aporn�a funkce p�redstavuj��c�� nap�r��klad n�ejakou m�e�renou
fyzik�aln�� veli�cinu, pak hti m�u�ze p�redstavovat sou�radnici

"
nejv�et�s�� koncentrace\ t�eto veli�ciny s(t).

Fyzik�aln��m pohledem: je-li nap�r. s(t) hustota pod�el n�ejak�e ty�ce (t by v tom p�r��pad�e byla d�elkov�a
sou�radnice), je hti poloha t�e�zi�st�e t�eto ty�ce.

Z v�y�se uveden�ych integr�aln��ch vlastnost�� (prvn�� moment a ur�cit�y integr�al) okam�zit�e dostaneme

hti =

1R
�1

ts(t)dt

1R
�1

s(t)dt

=
i

2�

S 0(0)
S(0)

:

Cvi�cen�� 3.9.4:

Najd�ete t�e�zi�st�e funkce s(t) =

�
0 t < 0
exp(��t); � > 0; t � 0

. Vyu�zijte v�ysledk�u cvi�cen�� 3.9.1 a

3.9.2.
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T�e�zi�st�e m�u�zeme hledat i ve spektr�aln�� oblasti. Tam dostaneme

hfi =

1R
�1

fS(f)df

1R
�1

S(f)df

=
�i
2�

s0(0)
s(0)

:

Je z�rejm�e, �ze tato de�nice t�e�zi�st�e funkce se hod�� hlavn�e pro nez�aporn�e funkce. De�nici nelze
pou�z��t pro sign�aly, kter�e maj�� ur�cit�y integr�al ve jmenovateli roven nule (tj. pro jejich�z spektrum
je S(0) = 0). Podobn�e t�e�zi�st�e ve spektr�aln�� oblasti nelze podle t�eto de�nice ur�covat v p�r��pad�e
sign�al�u, kter�e jsou nulov�e v po�c�atku.

Pro funkce, kter�e nab�yvaj�� z�aporn�ych hodnot se proto pou�z��v�a alternativn�� de�nice pomoc��
kvadr�at�u modul�u

hti =

1R
�1

tjs(t)j2dt
1R

�1
js(t)j2dt

;

hfi =

1R
�1

f jS(f)j2df
1R

�1
jS(f)j2df

Hned dodejme, �ze pro re�aln�y sign�al s(t) (co�z je velmi �cast�y p�r��pad v praktick�ych aplikac��ch) je
t�e�zi�st�e spektra podle de�nice s kvadr�atem v�zdy rovno 0. Spektrum je toti�z hermitovskou funkc��
frekvence a jeho modul je sud�y.

S obdobnou ambiguitou de�nic, kdy se m��sto sign�alu uva�zuje kvadr�at jeho modulu, se setk�ame
i v dal�s��ch �c�astech t�eto podkapitoly (nap�r. u pojm�u variance a disperze apod.). P�ri pr�aci s
literaturou je t�reba v�zdy ov�e�rit, jakou de�nici t�e�zi�st�e m�a ten kter�y autor na mysli. Poloha t�e�zi�st�e
na sou�radn�e ose vyjde toti�z v obou p�r��padech obecn�e r�uzn�a. Stejn�a by byla pouze v p�r��pad�e, �ze
by sign�al byl zrcadlov�e symetrick�y v�u�ci poloze sv�eho t�e�zi�st�e.

P�r��klad:

Najd�ete t�e�zi�st�e funkc�� s(t) =

�
0 t < 0
exp(��t); � > 0; t � 0

a s(t) = exp(��jtj); � > 0 (viz

cvi�cen�� 3.2.4 a 3.2.5) a porovnejte hodnoty podle obou de�nic.

T�e�zi�st�e jednostrann�e exponenci�aln�� funkce podle prvn�� de�nice jsme po�c��tali v minul�em cvi�cen��:
hti = 1

�
. Kvadr�at t�eto exponenci�aln�� funkce je

j exp(��t)j2 = (exp(��t))2 = exp(�2�t) = exp(��t); � = 2�:

Je tedy poloha t�e�zi�st�e podle druh�e de�nice hti = 1
2�

Naproti tomu oboustrann�a exponenci�ala m�a t�e�zi�st�e v obou p�r��padech v nule (�citatel je v
obou p�r��padech nulov�y nebot' se integruje lich�a funkce).

I hodnotu t�e�zi�st�e podle druh�e de�nice m�u�zeme alternativn�e vyj�ad�rit pomoc�� spektr�aln��ch
hodnot. Mus��me v�sak uva�zovat nikoliv spektrum samotn�eho sign�alu, ale spektrum kvadr�atu
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jeho modulu F(js(t)j2) (Pozor: to se nerovn�a amplitudov�emu spektru jS(f)j2).

hti =

1R
�1

tjs(t)j2dt
1R

�1
js(t)j2dt

=
i

2�

d
df
F(js(t)j2)

�����
f=0

F(js(t)j2)
�����
f=0

:

Tedy nap�r. pro oboustrannou exponenci�alu m�ame

hti =
i

2�

d

df

2�

�2 + 4�f 2

�����
f=0

2�

�2 + 4�f 2

�����
f=0

=
i

2�

�2�
(�2 + 4�f 2)2

8�f

�����
f=0

2�

�2 + 4�f 2

�����
f=0

= 0:

Analogicky pro t�e�zi�st�e kvadr�atu, kde bychom pouze � nahradili 2�.
Ve spektr�aln�� oblasti se tak�e m�u�zeme vyhnout v�ypo�ctu t�e�zi�st�e p�r��mo vy�c��slov�an��m integr�al�u

v druh�e de�nici. I zde m�u�zeme alternativn�e vyu�z��t hodnoty inverzn�� transformace v�ykonov�eho
spektra a jej�� derivace v nule. Inverzn�� transformac�� v�ykonov�eho spektra je autokorela�cn�� funkce.
Plat�� tedy

hfi =

1R
�1

f jS(f)j2df
1R

�1
jS(f)j2df

=
�i
2�

(s ? s)0(0)
(s ? s)(0)

:

Srovn�ame-li form�aln�e t�e�zi�st�e v �casov�e a spektr�aln�� oblasti v obou de�nic��ch, vid��me, �ze
narozd��l od prvn�� de�nice si ve druh�e de�nici integrovan�e hodnoty v obou oblastech vz�ajemn�e
neodpov��daj�� z hlediska Fourierovy transformace (kvadr�at modulu v �casov�e oblasti a v�ykonov�e
spektrum netvo�r�� Fourier�uv p�ar). Naproti tomu, v p�r��pad�e druh�e de�nice je v�yraz ve jmenovateli
zlomku identick�y v �casov�e i spektr�aln�� oblasti v d�usledku Rayleighova teor�emu.

�Ctverec polom�eru setrva�cnosti (st�redn�� kvadratick�a odchylka)

N�azev st�redn�� kvadratick�a odchylka se pou�z��v�a zejm�ena v oblasti zpracov�an�� dat. P�r��slu�sn�a
hodnota se zna�c�� ht2i a je de�nov�ana vztahem ht2i R1�1 s(t)dt =

R1
�1 t2s(t)dt. Tuto hodnotu lze

vyj�ad�rit pomoc�� spektra sign�alu s(t) a druh�e derivace tohoto spektra na nulov�e frekvenci, nebot'

se jedn�a o pod��l druh�eho momentu a ur�cit�eho integr�alu:



t2
�
=

1R
�1

t2s(t)dt

1R
�1

s(t)dt

= � 1

4�2
S 00(0)
S(0)

:
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Cvi�cen�� 3.9.5:

Najd�ete st�redn�� kvadratickou odchylku funkce s(t) =

�
0 t < 0
exp(��t); � > 0; t � 0

. Vyu�zijte

v�ysledk�u cvi�cen�� 3.9.1 a 3.9.3.

P�r��klad:
Najd�ete st�redn�� kvadratickou odchylku konvoluce dvou sign�al�u x � y .

V �citateli dostaneme

1R
�1

t2(x(t) � y(t))dt = � 1

4�2
(X(f)Y (f))00

�����
f=0

= � 1

4�2
(X 00(f)Y (f) + 2X 0(f)Y 0(f) +X(f)Y 00(f))

�����
f=0

;

zat��mco ve jmenovateli bude

1Z
�1

(x(t) � y(t))dt = X(f)Y (f)

�����
f=0

:

Celkem tedy m�ame



t2
�
x�y = �

1

4�2

�
X 00(f)
X(f)

+
Y 00(f)
Y (f)

+ 2
X 0(f)Y 0(f)
X(f)Y (f)

������
f=0

=


t2
�
x
+


t2
�
y
+ 2 htix htiy :

Je-li t�e�zi�st�e aspo�n jedn�e z funkc�� v po�c�atku, pak je dokonce st�redn�� kvadratick�a odchylka kon-
voluce rovna sou�ctu st�redn��ch kvadratick�ych odchylek konvoluovan�ych funkc��: ht2ix�y = ht2ix +
ht2iy.

St�redn�� kvadratick�a odchylka se n�ekdy pou�z��v�a jako m��ra �s���rky sign�alu. Hod�� se zejm�ena pro
funkce centrovan�e k po�c�atku a takov�e, kter�e nemaj�� plochu pod k�rivkou rovnou nule. Sign�al s
v�et�s�� hodnotou st�redn�� kvadratick�e odchylky ch�apeme v tomto smyslu jako

"
�sir�s��\.

Analogicky m�u�zeme zav�est tak�e st�redn�� kvadratickou odchylku spektra



f 2
�
=

1R
�1

f 2S(f)df

1R
�1

S(f)df

=
1

4�2
s00(0)
s(0)

:

Jako m��ra �s���rky spektra je nevhodn�a pro sign�aly necentrovan�e k po�c�atku (neb na volb�e po�c�atku
z�avis�� jej�� hodnota) a pro sign�aly nulov�e v po�c�atku je nede�novan�a.

Variance
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Variance se standardn�e zna�c�� �2 a p�redstavuje st�redn�� kvadratickou odchylku vzta�zenou k
centroidu

�2s(t) =


(t� hti)2� =

1R
�1

(t� hti)2s(t)dt
1R

�1
s(t)dt

=


t2
�� 2 hti hti+ hti2 = 
t2�� hti2 :

Z v�y�se uveden�ych vzorc�u snadno odvod��me, �ze varianci lze vyj�ad�rit pomoc�� spektra jako

�2s(t) = �
1

4�2
S 00(0)
S(0)

+
1

4�2

�
S 0(0)
S(0)

�2

:

Zaj��mav�e je op�et zm��nit vztah ke konvoluci. Jeliko�z t�e�zi�st�e konvoluce je sou�ctem t�e�zi�st' obou
konvoluovan�ych funkc��13, je variance konvoluce rovna sou�ctu varianc�� dan�ych dvou funkc��.

I variance n�ekdy slou�z�� jako m��ra �s���rky sign�alu, op�et v�sak selh�av�a pro sign�aly, pro kter�e je
S(0) = 0. �Rada sign�al�u m�a tak�e nekone�cnou varianci, zat��mco jin�e m��ry �s���rky jsou kone�cn�e.
Rozhodn�e tedy nelze tuto m��ru �s���rky doporu�cit univerz�aln�e.

Obdobn�e bychom mohli zav�est varianci spektra �2S(f) a pou�z��vat ji jako m��ru �s���rky spektra.

Cvi�cen�� 3.9.6:

Ur�cete varianci funkce s(t) =

�
0 t < 0
exp(��t); � > 0; t � 0

. Vyu�zijte v�ysledk�u cvi�cen�� 3.9.4 a

3.9.5.

Dal�s�� pou�z��vanou m��rou �s���rky je odmocnina z variance, �, n�ekdy t�e�z naz�yvan�a sm�erodatn�a
odchylka nebo standardn�� odchylka. Jak varianci, tak sm�erodatnou odchylku m�u�zeme zav�est i
ve spektr�aln�� oblasti.

Ekvivalentn�� �s���rka

Dal�s�� m��rou �s���rky sign�alu, op�et vhodnou pro nez�aporn�e sign�aly centrovan�e k po�c�atku a takov�e,
kter�e nemaj�� S(0) = 0 je tzv. ekvivalentn�� �s���rka. Jedn�a se o integr�aln�� v�yraz

Ws =

1R
�1

s(t)dt

s(0)
:

Hodnota Ws p�redstavuje �s���rku obd�eln��ka, kter�y m�a plochu stejnou jako je plocha vymezen�a
sign�alem s(t) a v�y�sku rovnou hodnot�e s(0), viz n�azorn�y obr�azek 3.16.

Analogicky, ekvivalemtn�� �s���rka sign�alu ve spektr�aln�� oblasti je d�ana v�yrazem

WS =

1R
�1

S(f)df

S(0)
:

13Jak snadno odvod��me v analogii k p�redch�azej��c��mu p�r��kladu, kde pouze v �citateli bude vystupovat v�yraz pro
prvn�� derivaci spektra konvoluce nam��sto derivace druh�e.
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Obr�azek 3.16: Ilustrace v�yznamu ekvivalentn�� �s���rky { �sed�e plochy jsou si rovny.

Jak vid��me z de�ni�cn��ch vztah�u, v �casov�e oblasti nelze tuto m��ru �s���rky pou�z��t pro sign�aly, jejich�z
hodnota je v po�c�atku rovna nule a ve spektr�aln�� oblasti pro spektra, pro kter�a je S(0) = 0,
�cemu�z odpov��d�a nulov�y ur�cit�y integr�al od �1 do 1 v �casov�e oblasti.

Pro ekvivalentn�� �s���rku sign�alu v �casov�e a spektr�aln�� oblasti plat�� d�ule�zit�y vztah, naz�yvan�y
princip neur�citosti.

Ws =
S(0)

s(0)
=

S(0)
1R

�1
S(f)df

=
1

WS
) WsWS = 1:

Je-li sou�cin ekvivalentn��ch �s���rek sign�alu a jeho spektra konstantn��, znamen�a to, �ze nem�u�zeme
nikdy doc��lit libovoln�e �uzk�eho spektra a z�arove�n �uzk�eho sign�alu v �casov�e oblasti. Jak�ekoliv z�u�zen��
sign�alu je vykoupeno roz�s���ren��m jeho spektra a naopak. P�ritom je jedno, jak�ym zp�usobem se
roz�s���ren��/z�u�zen�� sign�alu �ci naopak jeho spektra dos�ahne (zm�enou m�e�r��tka, o�r��znut��m, �ltrac��,
konvoluc�� apod.). Princip neur�citosti m�a svoje nep�r��jemn�e d�usledky pro numerick�e vy�c��slov�an��
sign�alu z jeho spektra nebo naopak spektra ze sign�alu v �case, nebot' numerick�e �usil�� u�set�ren�e
z�u�zen��m sign�alu v jedn�e oblasti je kompenzov�ano zv�y�sen�ymi numerick�ymi n�aklady v oblasti
komplement�arn��.

P�resto�ze koncept ekvivalentn�� �s���rky je pom�ern�e n�azorn�y, neodr�a�z�� �casto tato m��ra �s���rky na�se
intuitivn�� o�cek�av�an��, nebot' nen�� p�r��li�s citliv�a na rychlost ub�yv�an�� sign�alu �ci spektra. Nap�r��klad
�rada sign�al�u, se kter�ymi jsme se ji�z v t�echto skriptech setkali, m�a p�rekvapiv�e stejnou ekvivalentn��
�s���rku. Pro p�r��klad pou�zijme obr�azky 3.15 a 3.14 (slou�z��c�� p�uvodn�e k jin�emu �u�celu). Tak nap�r. z
obr�azku 3.15 je z�rejm�e, �ze ekvivalentn�� �s���rky sinc�(f) a jsinc�(f)j2 mus�� b�yt stejn�e a nav��c rovn�e
�s���rce pravo�uheln��kov�e funkce v lev�e �c�asti obr�azku (je to d�usledek Rayleighova teor�emu a principu
neur�citosti). Obr�azek 3.14 ukazuje rovnost ekvivalentn��ch �s���rek sinc�(f) a jsinc�(f)j2 dokonce bez
evokace Rayleighova teor�emu { pouze z rovnosti �s���rky pravo�uheln��kov�e a troj�uheln��kov�e funkce
(stejn�a plocha a stejn�a hodnota v nule) a principu neur�citosti. Slou�cen��m informace obsa�zen�e
v obou obr�azc��ch tedy m�u�zeme konstatovat, �ze v�sechny �cty�ri funkce na obr. 3.14 maj�� stejnou
ekvivalentn�� �s���rku.

Jak ji�z bylo �re�ceno, ekvivalentn�� �s���rka m�a �radu nev�yhod. Jednou z hlavn��ch je to, �ze z�avis��
na volb�e po�c�atku, kter�a je v�sak ve v�et�sin�e aplikac�� v z�asad�e libovoln�a anebo je ur�cena n�ejak�ymi
vn�ej�s��mi okolnostmi. Sign�al, kter�y je nap�r��klad posunut v�u�ci po�c�atku tak, �ze v po�c�atku m�a malou
hodnotu, zat��mco jinde nab�yv�a v�yrazn�e vy�s�s��ch hodnot, bude m��t relativn�e velkou ekvivalentn��
�s���rku. Sign�al s maxim�aln�� hodnotou v po�c�atku bude m��t naopak relativn�e nejmen�s�� ekvivalentn��
�s���rku. P�ri vz�ajemn�em srovn�av�an�� r�uzn�ych sign�al�u z hlediska �s���rky je toto t�reba m��t na pam�eti.
Nev�yhodu citlivosti na volbu po�c�atku odstra�nuje alternativn�� mo�znost pro zaveden�� ekvivalentn��
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�s���rky, a sice tzv. autokorela�cn�� �s���rka, co�z je ekvivalentn�� �s���rka autokorelace

Ws?s =

1R
�1

s(t) ? s(t)dt

[s(t) ? s(t)]t=0
:

D��ky (3.41) m�u�zeme autokorela�cn�� �s���rku ps�at alternativn�e jako

Ws?s =

R1
�1 s(�)d�

R1
�1 s(�)d�R1

�1 s(�)s(�)d�
:

Ve jmenovateli je tedy hodnota autokorelace v bod�e 0, kter�a je v�zdy maxim�aln�� bez ohledu
na eventu�aln�� posun samotn�e autokorelovan�e funkce v�u�ci �casov�emu po�c�atku (viz dodatek D.18).
Pro n�ekter�e sign�aly, nap�r. pro pravo�uheln��kovou funkci, jej���z autokorelac�� je tro�uhlen��kov�a funkce
se stejnou plochou pod k�rivkou a stejnou hodnotou v nule, je autokorela�cn�� �s���rka rovna ekvi-
valentn�� �s���rce. Pro v�et�sinu sign�al�u je v�sak autokorela�cn�� �s���rka v�et�s�� ne�z �s���rka ekvivalentn�� a
nem�a tak n�azorn�y

"
geometrick�y\ v�yznam vztahuj��c�� se k dan�emu sign�alu. Pro �u�cely relativn��ho

porovn�av�an�� �s���rky r�uzn�ych sign�al�u je v�sak vyhovuj��c��.
Jak v��me z odstavce 3.8, spektrem autokorelace je v�ykonov�e spektrum. Ve spektr�aln�� oblasti

je tedy autokorela�cn�� �s���rka d�ana v�yrazem

WjSj2 =

1R
�1
jS(f)j2df

jS(0)j2 :

Stejn�e jako ekvivalentn�� �s���rka, ani tato �s���rka spektra nen�� de�nov�ana pro sign�aly, pro jejich�z
spektrum je S(0) = 0. Pro ostatn�� sign�aly plat�� princip neur�citosti ve tvaru

Ws?sWjSj2 =

1R
�1

(s ? s)(t)dt

(s ? s)(0)

1R
�1
jS(f)j2df

jS(0)j2 =
jS(0)j2

1R
�1
jS(f)j2df

1R
�1
jS(f)j2df

jS(0)j2 = 1:

Disperze

Dal�s�� mo�znost�� jak oce�novat �s���rku sign�alu je tzv. �casov�a disperze �t v �casov�e oblasti a
frekven�cn�� disperze �f ve spektr�aln�� oblasti. Jsou de�nov�any pomoc�� vztah�u

(�t)2 =

1R
�1

(t� hti)2js(t)j2dt
1R

�1
js(t)j2dt

a

(�f)2 =

1R
�1

(f � hfi)2jS(f)j2df
1R

�1
jS(f)j2df

:
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Op�et poznamenejme, �ze pro re�aln�e sign�aly s(t) se vzorec pro frekven�cn�� disperzi zjednodu�s��,
nebot' t�e�zi�st�e hfi je rovno nule.

Z de�ni�cn��ch vztah�u vid��me, �ze kvadr�at disperze je vlastn�e roven varianci kvadr�atu modulu
sign�alu, pop�r��pad�e spektra, tedy samotn�a disperze p�redstavuje sm�erodatnou odchylku kvadr�atu
modulu, �t = �js(t)j2 ;�f = �jS(f)j2 .

Pro �casovou a frekven�cn�� disperzi plat��, �ze jejich sou�cin nem�u�ze klesnout pod jistou konstantn��
hodnotu:

V�eta (Princip neur�citosti pro �casovou a frekven�cn�� disperzi):

Jestli�ze �t je �casov�a disperze funkce s(t) 6= 0 takov�e, �ze lim
jtj!1

pjtjs(t) = 0, a �f frekven�cn��

disperze jej��ho spektra S(f), pak pro jejich sou�cin plat��

�t�f � 1

4�
: (3.43)

Rovnost plat�� pouze pro Gaussovu funkci s(t) = C exp(��(t� t0)2); � > 0; C 6= 0.
Frekven�cn�� disperzi m�u�zeme de�novat t�e�z pro �uhlovou frekvenci, �! = 2��f . Princip

neur�citosti pak zap���seme jako �t�! � 1=2.

D�ukaz:

Podle p�redpokladu v�ety je s(t) nenulov�a funkce a proto nem�u�ze b�yt ani �casov�a ani frekven�cn�� dis-
perze rovna nule. Pokud by alespo�n jedna z disperz�� byla rovna1, nerovnost (3.43) je samoz�rejm�e
spln�ena. P�ri d�ukazu se tedy zam�e�r��me na sign�aly s kone�cn�ymi disperzemi. Z de�ni�cn��ch vztah�u
vid��me, �ze jak �casov�a, tak frekven�cn�� disperze jsou invariantn�� v�u�ci posunut�� sign�alu (posunut��
spektra), tj. nez�avisl�e na volb�e po�c�atku na �casov�e resp. frekven�cn�� ose. Bez �ujmy obecnosti
m�u�zeme tedy pro zjednodu�sen�� d�ukazu p�redpokl�adat, �ze jak hti tak hfi jsou rovny nule14.

Budeme uva�zovat sou�cin

(�t)2(�f)2 =

1R
�1

t2js(t)j2dt
1R

�1
js(t)j2dt

�

1R
�1

f 2jS(f)j2df
1R

�1
jS(f)j2df

: (3.44)

Z Rayleighova teor�emu plyne, �ze v�yrazy ve jmenovatel��ch obou zlomk�u jsou si rovny

1Z
�1

jS(f)j2df =

1Z
�1

js(t)j2dt =
1Z

�1

s(t)s(t)dt:

Z odstavce 3.8 v��me, �ze spektrum derivace je F(s0(t)) = i2�fS(f); pro kvadr�at modulu tedy
m�ame

jF(s0(t))j2 = i2�fS(f) � (�i)2�fS(f) = 4�2f 2jS(f)j2:
14P�r��padn�a zm�ena po�c�atku na sou�radn�e ose zde neovlivn�� disperzi sign�alu/spektra, m�ela by v�sak vliv nap�r. na

jeho symetrii, jeho ekvivalentn�� �s���rku apod.
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Rayleigh�uv teor�em pro derivaci n�am tedy umo�z�nuje p�repsat �citatel druh�eho zlomku v (3.44)

1Z
�1

f 2jS(f)j2df =
1

4�2

1Z
�1

js0(t)j2dt

Sou�cin kvadr�at�u disperz�� (3.44) je tedy

(�t)2(�f)2 =

1R
�1

(t(s(t))(ts(t))dt
1R

�1
s0(t)s0(t)dt

4�2
� 1R
�1

s(t)s(t)dt

�2 :

V d�usledku Schwarzovy nerovnosti ve tvaru (D.12.3) dostaneme

(�t)2(�f)2 �

� 1R
�1

(ts(t)s0(t) + ts(t)s0(t))dt
�2

16�2
� 1R
�1

s(t)s(t)dt

�2

=

� 1R
�1

t
d

dt
(s(t)s(t))dt

�2

16�2
� 1R
�1

s(t)s(t)dt

�2 :

Integr�al v �citateli vyj�ad�r��me metodou per partes

1Z
�1

t
d

dt
(s(t)s(t))dt = [ts(t)s(t)]1�1 �

1Z
�1

s(t)s(t)dt = �
1Z

�1

s(t)s(t)dt;

Posledn�� rovnost je d�usledkem toho, �ze �clen v hranat�ych z�avork�ach mus�� b�yt roven nule podle
p�redpokladu dokazovan�e v�ety.

Celkem tedy dost�av�ame

(�t)2(�f)2 �

� 1R
�1

s(t)s(t)dt

�2

16�2
� 1R
�1

s(t)s(t)dt

�2 =
1

16�2
) �t�f � 1

4�
; c:b:d:

Princip neur�citosti se net�yk�a pouze disperze nebo ekvivalentn�� (�ci autokorela�cn��) �s���rky. Ob-
dobn�e nerovnosti (resp. rovnosti) svazuj��c�� sou�cin �s���rky sign�alu a spektra s n�ejakou konstantou,
kter�a bud' je tomuto sou�cinu p�r��mo rovna nebo jej omezuje zdola, plat�� pro v�sechny m��ry �s���rky
sign�alu/spektra diskutovan�e v tomto odstavci, jako�z i v�sechny dal�s��, zde neuv�ad�en�e. Princip
neur�citosti je obecnou vlastnost�� Fourierovy transformace a jednotliv�e konkr�etn�� formulace to-
hoto principu se li�s�� pouze form�aln�e { velikost�� zm��n�en�e konstanty.

Jak ji�z bylo �re�ceno, existuje velmi mnoho r�uzn�ych zp�usob�u jak kvanti�kovat �s���rku sign�alu
(nebo spektra). Maj�� sv�e v�yhody i nev�yhody, v�et�sinou jsou vhodn�e jen pro ur�cit�y typ sign�al�u
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a pro jin�e sign�aly nejsou pou�ziteln�e. Univerz�aln�� m��ra �s���rky vhodn�a pro v�sechny typy sign�al�u
neexistuje. V�zdy je t�reba zv�a�zit tak�e konkr�etn�� �u�cel, pro kter�y chceme �s���rku kvanti�kovat. V
n�ekter�ych aplikac��ch posta�c�� mnohem hrub�s�� a robustn�ej�s�� odhad �s���rky ne�z ty, zaveden�e v tomto
odstavci. Velmi roz�s���ren�ym zp�usobem je nap�r��klad m�e�rit �s���rku spektra v polovin�e v�y�sky maxima.
P�r��slu�sn�a �s���rka Df je tedy vzd�alenost dvou frekvenc�� v okol�� p�revl�adaj��c�� frekvence, ve kter�ych
amplituda dosahuje poloviny maxim�aln�� hodnoty, viz obr�azek 3.17a. Tuto �s���rku je mo�zn�e od�c��tat
i na v�ykonov�em spektru (kter�e zv�yraz�nuje frekven�cn�� maxima). N�ekdy na amplitudov�em spektru
ode�c��t�ame v jin�e v�y�sce ne�z je polovina maxima, nap�r. ve v�y�sce Smax(f)=

p
2 � 0:7Smax(f), co�z

pr�av�e odpov��d�a polovin�e v�y�sky v�ykonov�eho spektra. V ka�zd�em p�r��pad�e tento zp�usob m�e�ren�� �s���rky
nen�� vhodn�y pro sign�aly s v��ce maximy, zejm�ena pokud vedlej�s�� maxima nedosahuj�� poloviny
maxima hlavn��ho (obr�azek 3.17b).

Obr�azek 3.17: Ilustrace �s���rky m�e�ren�e v polovin�e maxim�aln�� hodnoty. Typ sign�alu vhodn�y (a) a
nevhodn�y (b) pro m�e�ren�� �s���rky t��mto zp�usobem.

3.10 Vlastnosti Fourierovy transformace { ub�yv�an�� spek-

tra.

Uved'me tento odstavec zn�am�ym Riemann-Lebesgueov�ym lemmatem. M�u�zeme jej formulovat
nap�r��klad takto:

V�eta (Riemann-Lebesgueovo lemma):

Jestli�ze je funkce f(t) 2 L1(a; b), pak pro re�aln�e � plat��

lim
j�j!1

bZ
a

f(t) exp(i�t)dt = 0:

D�ukaz tohoto zn�am�eho lemmatu je mo�zno naj��t v mnoha u�cebnic��ch matematick�e anal�yzy
nebo nap�r��klad v knize Kadlec & Kufner (1969). Pro n�as je d�ule�zit�e, �ze lemma plat�� i pro
neomezen�e intervaly, tedy i pro funkce f(t) 2 L1(�1;1).
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Ozna�c��me-li s(t) = f(t) a � = �2�f , plyne z Riemann-Lebesgueova lemmatu, �ze Fourierovo
spektrum S(f) ub�yv�a pro frekvence bl���z��c�� se �115:

lim
jf j!1

S(f) = lim
jf j!1

1Z
�1

s(t) exp(�i2�ft)dt = 0: (3.45)

Lemma v�sak ne�r��k�a nic o tom, jak rychle spektrum s rostouc�� frekvenc�� ub�yv�a. Pr�av�e tato
ot�azka je v�sak kl���cov�a v praktick�ych aplikac��ch, kde pot�rebujeme spektrum vy�c��slovat numericky.
P�ri numerick�em v�ypo�ctu nelze uva�zovat interval (�1;1), ale v�zdy se mus��me omezit na n�ejak�y
kone�cn�y interval. Ub�yv�a-li spektrum s rostouc�� frekvenc�� rychleji, je v�et�s�� �sance, �ze se t��mto

"
o�r��znut��m\ dopust��me men�s�� chyby.
Rychlost ub�yv�an�� spektra �uzce souvis�� s hladkost�� sign�alu v �casov�e oblasti. Zjednodu�sen�e

�re�ceno, �c��m je sign�al hlad�s��, t��m rychleji jeho spektrum ub�yv�a. P�ritom hladkost funkce se posuzuje
po�ctem jej��ch spojit�ych derivac�� | funkci maj��c�� spojit�ych n prvn��ch derivac�� nazveme hladkou
�r�adu n. Nespojitost v samotn�e funkci (nap�r. u pravo�uheln��kov�e funkce) se ch�ape jako nespojitost
0-t�e derivace; takovou funkci budeme pro �u�cely dal�s��ho v�ykladu ozna�covat jako hladkou �r�adu -1.

O ub�yv�an�� spektra plat�� d�ule�zit�a v�eta:

V�eta (O asymptotick�em chov�an�� Fourierova spektra):

Jestli�ze je sign�al s(t) 2 L1(�1;1), spojitou funkc�� v�cetn�e sv�ych n� 1 derivac�� (n � 1) a
jeho n-t�a derivace s(n)(t) 2 L1(�1;1), pak S(f) = F(s(t)) ub�yv�a p�ri jf j ! 1 alespo�n
jako jf j�(n+1), tj.

lim
jf j!1

jf jnS(f) = 0:

D�ukaz:

Je-li s(n)(t) 2 L1(�1;1), pak existuje jej�� Fourierovo spektrum a podle Riemann-Lebesgueova
lemmatu je limita tohoto spektra p�ri jf j ! 1 rovna 0. Spektrum n-t�e derivace je podle (3.34)

F(s(n)(t)) = (i2�f)nS(f):

Limita tohoto v�yrazu p�ri jf j ! 1 tedy mus�� b�yt 0. V d�usledku toho i

lim
jf j!1

jf jnS(f) = 0; c:b:d:

Poznamenejme, �ze v d�ukazu jsme pot�rebovali absolutn�� integrovatelnost n-t�e derivace pouze kv�uli
existenci jej��ho spektra. Pokud zobecn��me na�se �uvahy i na sign�aly, kter�e nejsou Fourierovsk�e
standardn��ho typu, m�u�zeme podm��nku absolutn�� integrovatelnosti prost�e nahradit podm��nkou

15V praxi v�et�sinou pracujeme se sign�aly prim�arn�e zadan�ymi na kone�cn�em intervalu a roz�s���ren�ymi na cel�y
de�ni�cn�� obor dopln�en��m nulami. Takov�e sign�aly v�et�sinou pat�r�� i do t�r��dy L2(�1;1) a ub�yv�an�� spektra v
tom p�r��pad�e plyne i z Rayleighova teor�emu, podobn�e jako jsme ub�yv�an�� koe�cient�u Fourierovy �rady odvodili
z Parsevalovy rovnosti. Ostatn�e pro sign�aly pat�r��c�� do obou t�r��d (L1 a L2) je ub�yv�an�� Fourierova (spojit�eho)
spektra tak�e d�ano vztahem (3.11) a ub�yv�an��m Fourierov�ych koe�cient�u.
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existence spektra. Takovou podm��nku pak budou spl�novat i speci�aln�� sign�aly prob��ran�e v odstavci
3.5.

Z v�y�se uveden�eho je z�rejm�e, �ze nap�r��klad pravo�uheln��kov�a funkce, kter�a je dle na�s�� termi-
nologie hladk�a �r�adu -1, m�a Fourierovo spektrum (funkce sinc) ub�yvaj��c�� alespo�n jako jf j�1.
Spektrum troj�uheln��kov�e funkce (kvadr�at funkce sinc), kter�a je hladk�a �r�adu 0 (prvn�� derivace je
nespojit�a), ub�yv�a jako jf j�2, apod. Pro snadn�ej�s�� zapamatov�an�� p�reformulujme v�y�se uvedenou
v�etu do jednoduch�eho pravidla: obsahuje-li k-t�a derivace sign�alu �-funkci (tj. (k� 1)-n�� derivace
je nespojit�a a (k� 2)-h�a derivace obsahuje hrot), pak spektrum tohoto sign�alu ub�yv�a jako jf j�k
p�ri jf j ! 1. Toto pravidlo m�u�zeme pou�z��t rovn�e�z na speci�aln�� sign�aly, jejich�z Fourierovu trans-
formaci jsme zavedli v odstavci 3.5. Pro ilustraci tohoto pravidla m�u�ze dob�re poslou�zit obr�azek
3.18.

Obr�azek 3.18: Asymptotick�e chov�an�� Fourierova spektra n�ekter�ych sign�al�u (podle Bracwella,
1978): �-funkce (naho�re), pravo�uheln��kov�e funkce (uprost�red) a troj�uheln��kov�e funkce (dole).

Uveden�emu pravidlu vyhovuje i Gaussova funkce (exp(��t2)), jej��m�z spektrem je op�et Gaussova
funkce (exp(��f 2)). Gaussova funkce je spojit�a v�cetn�e v�sech sv�ych derivac��. Ve spektr�aln�� oblasti
Gaussova funkce ub�yv�a rychleji ne�z libovoln�a inverzn�� mocnina frekvence.

Jak zn�amo, operace konvoluce s(t) s n�ejakou jinou funkc�� (r�uznou od �-funkce) vede k vyh-
lazen�� p�uvodn��ho sign�alu. Speci�aln��m p�r��kladem byla operace

"
klouzav�y pr�um�er\ diskutovan�a v

odstavci 3.8. Vysv�etlen�� je jednoduch�ym d�usledkem zde prob��ran�e vlastnosti Fourierovy trans-
formace. P�redpokl�adejme konvoluci funkce f1, hladk�e �r�adu k�2, s funkc�� f2, hladk�e �r�adu m�2.
Spektrum F1(f) = F(f1(t)) ub�yv�a jako jf j�k, zat��mco spektrum F2(f) = F(f2(t)) ub�yv�a jako
jf j�m. Spektrum konvoluce F1F2 = F(f1(t) � f2(t)) pak ub�yv�a jako jf j�(k+m). To znamen�a, �ze
konvoluce v �casov�e oblasti je hladk�a �r�adu (k+m)� 2, je tedy hlad�s�� ne�z p�uvodn�� funkce f1 a f2.

Rychlost ub�yv�an�� spektra se nejl�epe posuzuje v tzv. log-log reprezentaci. Jedn�a se o gra�ck�e
zn�azorn�en�� amplitudov�eho spektra, kdy na vodorovn�e ose vyn�a�s��me log(f) m��sto f a na svisl�e
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ose log(jS(f)j) m��sto jS(f)j. V t�eto reprezentaci je pak ub�yv�an�� spektra d�ano sklonem (sm�ernic��)
p�r��mky ohrani�cuj��c�� spektrum shora. Ub�yv�a-li toti�z spektrum s rostouc�� frekvenc�� jako f�n, je

d log(jS(f)j)
d log(f)

= �n:

V souvislosti s logaritmick�ymi osami se n�ekdy pou�z��v�a tradi�cn�� terminologie, kter�a m�a p�uvod
ve sd�elovac�� technice. Tak nap�r��klad frekven�cn�� rozsah se ur�cuje v okt�av�ach a dek�ad�ach. Rozsah
jedn�e okt�avy odpov��d�a n�ar�ustu frekvence na dvojn�asobek, f ! 2f , tedy nap�r. z 2 na 4 Hz,
nebo z 10 na 20 Hz. Jedna dek�ada pak odpov��d�a n�ar�ustu frekvence na desetin�asobek, f ! 10f .
Frekven�cn�� rozsah 1 { 100 Hz tedy p�redstavuje rozsah 2 dek�ad. Rozsah 1 { 1000 Hz odpov��d�a
3 dek�ad�am nebo t�e�z p�ribli�zn�e 10 okt�av�am (210 = 1024). Rozsah na vertik�aln�� ose ur�cujeme
v decibelech (dB) de�novan�ych jako 10 log10(jS(f)j2=jS(f)j2ref ) = 20 log10(jS(f)j=jS(f)jref ),
kde jS(f)jref p�redstavuje referen�cn�� hodnotu amplitudov�eho spektra v�u�ci n���z n�ar�ust ampli-
tudy pom�e�rujeme. N�ar�ustu amplitudy v�ykonov�eho spektra na dvojn�asobek, jS(f)j2 ! 4jS(f)j2,
odpov��daj�� p�ribli�zn�e 3 dB, nebot' log10(2) � 0:3. N�ar�ust z hodnoty 0.001 na 1.024, tj. 210-kr�at,
p�redstavuje p�ribli�zn�e 30 dB, apod. Sp�ad spektra pravo�uheln��kov�e funkce je tedy (v log-log spek-
tru sm�ernice -1) 3 dB na okt�avu. Naproti tomu sp�ad spektra troj�uheln��kov�e funkce (v log-log
spektru sm�ernice -2) odpov��d�a 6 dB na okt�avu nebo t�e�z 20 dB na dek�adu (viz obr�azek 3.19).

Obr�azek 3.19: Ub�yv�an�� amplitudov�eho spektra pravo�uheln��kov�e funkce jF(�(f))j = jsinc�(f)j
(�cern�e) a spektra troj�uheln��kov�e funkce jF(�(f))j = jsinc�(f)j2 (�sed�e) v log-log reprezentaci.

Z�av�erem tohoto odstavce poznamenejme, �ze z d�uvod�u reciprocity Fourierovy transformace
(vlastnost (3.26)) m�u�zeme naopak z rychlosti ub�yv�an�� sign�alu v �casov�e oblasti p�ri jtj ! 1
usoudit na hladkost jej��ho spektra.

3.11 �Casov�e a frekven�cn�e omezen�e sin�aly

Term��n �casov�e �ci frekven�cn�e omezen�y sign�al jsme ji�z v tomto kurzu n�ekolikr�at pou�zili, p�ri�cem�z
jsme se spol�ehali na intuitivn�� pochopen�� v�yznamu t�echto pojm�u. Tyto sin�aly se vyskytuj�� v
�rad�e praktick�ych aplikac��. Je to d�ano jist�ymi limity za�r��zen��, kter�ymi sign�al generujeme, m�e�r��me,
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p�r��padn�e zpracov�av�ame { m�e�r��me nap�r��klad pouze v ur�cit�em omezen�em �casov�em intervalu, reg-
istra�cn�� za�r��zen�� m�a omezen�y frekven�cn�� rozsah apod. �Casov�e (frekven�cn�e) omezen�e sign�aly maj��
zaj��mav�e vlastnosti a spl�nuj�� r�uzn�e d�ule�zit�e teor�emy, z nich�z n�ekter�e budou zm��n�eny v tomto
odstavci. Z nich nejd�ule�zit�ej�s�� (z hlediska praktick�ych aplikac��) je teor�em Paley-Wiener�uv. Pro
�u�cely n�asleduj��c��ho v�ykladu zade�nujme nejprve p�resn�e, co budeme rozum�et �casov�e (frekven�cn�e)
omezen�ym sign�alem.

De�nice:

�Casov�e omezen�ym sign�alem nazveme sign�al s(t) 2 L2(�1;1), t 2 R (prom�enn�a v �casov�e
oblasti), pro kter�y existuje � <1 takov�e, �ze

s(t) = 0 pro jtj > �:

Frekven�cn�e omezen�ym sign�alem nazveme sign�al s(t) 2 L2(�1;1), t 2 R, pro kter�y
existuje � <1 takov�e, �ze

S(f) = F(s(t)) = 0 pro jf j > �:

P�ripome�nme, �ze podm��nka s(t) 2 L2(�1;1) znamen�a
1Z

�1

js(t)j2dt <1:

Integr�aln��mu v�yrazu ve v�y�se uveden�e rovnici se n�ekdy �r��k�a energie sign�alu { sign�aly z L2(�1;1)
maj�� tedy na mno�zin�e R kone�cnou energii. Z Rayleighova teor�emu okam�zit�e dostaneme, �ze i jejich
spektra maj�� kone�cnou energii (ve spektr�aln�� oblasti):

1Z
�1

js(t)j2dt =
1Z

�1

jS(f)j2df <1:

V de�nici frekven�cn�e omezen�eho sign�alu bychom tedy mohli nam��sto podm��nky s(t) 2 L2(�1;1)
alternativn�e po�zadovat S(f) 2 L2(�1;1).

N�asleduj��c�� v�yklad se bude t�ykat frekven�cn�e omezen�ych sign�al�u. Ze symetrie (reciprocity)
Fourierovy transformace je z�rejm�e, �ze d�ale uv�ad�en�a tvrzen�� maj�� sv�e

"
prot�ej�sky\ pro �casov�e

omezen�e sign�aly.
V p�r��pad�e frekven�cn�e omezen�eho sign�alu se zjednodu�suje v�yraz pro inverzn�� Fourierovu trans-

formaci { sign�al z L2(�1;1) integruje se v kone�cn�ych mez��ch

s(t) =

�Z
��

S(f) exp(i2�ft)df:

V d�usledku toho dost�av�ame, �ze spektrum frekven�cn�e omezen�eho sign�alu mus�� b�yt absolutn�e
integrovateln�e (tj. S(f) 2 L1(�1;1))

�Z
��

jS(f)jdf <1:
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D�ukaz plyne okam�zit�e ze Schwarzovy nerovnosti (dodatek D.12, rovnice (D.12.2)):

������
�Z

��

jS(f)jdf
������
2

� 2�

�Z
��

jS(f)j2df = 2�E;

kde E jsme ozna�cili kone�cnou energii sign�alu (spektra).
Frekven�cn�e omezen�y sign�al pat�r�� do t�r��dy tzv. funkc�� exponenci�aln��ho typu. �R��k�ame, �ze funkce

f(z) komplexn�� (ve speci�aln��m p�r��pad�e re�aln�e) prom�enn�e z je funkc�� exponenci�aln��ho typu A,
existuj��-li dv�e kladn�e konstanty C a A takov�e, �ze

jf(z)j � C exp(Ajzj):

Konkr�etn�e, pro frekven�cn�e omezen�y sign�al plat�� v�eta

V�eta (O exponenci�aln��m typu frekven�cn�e omezen�eho sign�alu):

Frekven�cn�e omezen�y sign�al s(t) s hrani�cn�� frekvenc�� � a kone�cnou energi�� E spl�nuje
podm��nku

js(t)j �
p
2�E exp(2��jtj):

D�ukaz:

Jeliko�z nenulov�ych hodnot spektrum dosahuje pouze pro jf j � �, m�u�zeme pro exponenci�aln��
faktor v integrandu inverzn�� Fourierovy transformace ps�at

j exp(i2�ft)j � exp(2��jtj)

a proto js(t)j m�u�zeme shora odhadnout jako

js(t)j �
�Z

��

jS(f) exp(�i2�ft)jdf � exp(2��jtj)
�Z

��

jS(f)jdf �
p
2�E exp(2��jtj); c:b:d:

D�a se tak�e snadno dok�azat (viz nap�r. Papoulis, A: Signal Analysis, McGraw-Hill, 1984), �ze
frekven�cn�e omezen�y sign�al je celistvou funkc��, tj. funkc�� holomorfn�� v ka�zd�em bod�e cel�e komplexn��
roviny p�ri roz�s���ren�� prom�enn�e t do komplexn��ho oboru. Term��n holomorfn�� znamen�a, �ze funkce
je komplexn�e diferencovateln�a v ka�zd�em bod�e sv�eho de�ni�cn��ho oboru. Funkce, kter�a je jej��m
z�u�zen��m na re�alnou osu je pak nekone�cn�ekr�at diferencovateln�a v re�aln�em oboru a lze ji rozvinout
do Taylorova rozvoje (dodatek D.13). 16

Dosavadn�� v�yklad lze shrnout do jednoduch�eho tvrzen��: Je-li sign�al s kone�cnou energi�� frekven�cn�e
omezen�y, pak je celistvou funkc�� exponenci�aln��ho typu (p�resn�eji �re�ceno jej��m z�u�zen��m na re�alnou
osu). N�asleduj��c�� v�eta zahrnuje i opa�cnou implikaci:

16Holomorfn�� funkce se n�ekdy naz�yvaj�� t�e�z analytick�e. Zde v�sak d�ame p�rednost pojmu holomorfn��, abychom
p�rede�sli z�am�en�e s term��nem

"
analytick�y sign�al\, viz odstavec 3.13.
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V�eta (Paley-Wiener�uv teor�em):

Sign�al s(t) 2 L2(�1;1) (tj. sign�al s kone�cnou energi��) je frekven�cn�e omezen�y, tj. jeho
Fourierova transformace existuje a plat��, �ze S(f) = F(s(t)) = 0 pro jf j > � pr�av�e
tehdy, kdy�z s(t) je z�u�zen��m celistv�e funkce exponenci�aln��ho typu 2�� na re�alnou osu.

D�ukaz netrivi�aln�� �c�asti tohoto tvrzen�� (tj., �ze ka�zd�e z�u�zen�� celistv�e funkce exponenci�aln��ho typu
p�redstavuje frekven�cn�e omezen�y sign�al s kone�cnou energi��) lze op�et naj��t nap�r��klad v knize Pa-
poulis, A: Signal Analysis, McGraw-Hill, 1984. Jak u�z bylo �re�ceno, analogick�a ekvivalence plat��
i pro komplement�arn�� oblast, tj. spektrum s kone�cnou energi�� je spektrem �casov�e omezen�eho
sign�alu (nulov�eho mimo interval (��; �)) pr�av�e tehdy, kdy�z je z�u�zen��m celistv�e funkce expo-
nenci�aln��ho typu 2�� na re�alnou osu.

Paley-Wiener�uv teor�em m�a z�asadn�� d�usledky pro praktick�e aplikace zejm�ena pokud jde o
p�r��padn�y v�yskyt tzv. efektu alias (p�rekr�yv�an��) p�ri periodizaci sign�alu. Znamen�a toti�z, �ze plat��
ekvivalence mezi kone�cn�ym nosi�cem v jedn�e oblasti a celistvost�� sign�alu exponenci�aln��ho typu v
komplement�arn�� oblasti. To mimo jin�e znamen�a, �ze �z�adn�y sign�al nem�u�ze b�yt z�arove�n �casov�e i
frekven�cn�e omezen�y. O celistv�ych funkc��ch je toti�z zn�amo, �ze jsou-li nulov�e na n�ejak�em intervalu,
mus�� b�yt nulov�e v�sude. Ka�zd�y �casov�e omezen�y sign�al m�a tedy v�zdy spektrum s neomezen�ym
nosi�cem a ka�zd�e frekven�cn�e omezen�e spektrum je spektrem sign�alu s neomezen�ym nosi�cem v
�casov�e oblasti (viz nap�r. Fourier�uv p�ar sinc�(f) = F(�(t))). Jedn�a se o jakousi dal�s�� formu
principu neur�citosti ve spektr�aln�� anal�yze.

3.12 Hilbertova transformace a spektrum kauz�aln��ch funkc��

Ve spektr�aln�� anal�yze n�as �casto zaj��m�a vztah mezi re�alnou a imagin�arn�� �c�ast�� spektra. Pro tzv.
kauz�aln�� sign�aly (viz d�ale) je tento vztah d�an Hilbertovou transformac��, a proto j�� v�enujeme tento
odstavec. Hilbertova transformace tak�e umo�z�nuje de�novat tzv. analytick�e sign�aly (vis odstavec
3.13). Tyto sign�aly, krom�e �rady dal�s��ch u�zite�cn�ych vlastnost��, mohou b�yt vyu�zity pro efektivn��
vy�c��slen�� Fouri�erovy transformace.

Hilbertova transformace je transformace p�rev�ad�ej��c�� sign�al v �casov�e oblasti na jin�y sign�al v
�casov�e oblasti (transformac�� tedy nep�rech�az��me do oblasti spektr�aln��), p�ri�cem�z se tato transfor-
mace zav�ad�� pouze pro re�aln�e sign�aly. Jej�� de�nici a z�akladn�� vlastnosti najde �cten�a�r v dodatku
D.19. V kompaktn�� form�e m�u�zeme Hilbertovu transformaci de�novat p�redpisem (viz (D.19.1)):

H(s(t)) = 1

�t
� s(t);

zat��mco inverzn�� Hilbertova transformace je d�ana jako (viz (D.19.3)):

H�1(s(t)) = � 1

�t
� s(t):

Odtud ji�z snadno vypl�yv�a, �ze provedeme-li Hilbertovu transformaci sign�alu s(t), h(t) =
H(s(t)), bude Fourierovo spektrum Hilbertovy transformace souviset se spektrem S(f) = F(s(t))
n�asleduj��c��m zp�usobem:
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V�eta (O Fourierov�e transformaci Hilbertovy transformace):

Je-li S(f) = F(s(t)) Fourierov�ym spektrem sign�alu s(t), pak

H(f) = FfH(s(t))g = �i sgn(f)S(f)

je Fourierov�ym spektrem jeho Hilbertovy transformace.

D�ukaz:

V�etu dok�a�zeme jednodu�se pomoc�� spektra konvoluce

F(h(t)) = F
�
1

�t
� s(t)

�
= F

�
1

�t

�
F(s(t)) = �i sgn(f)S(f); c:b:d:

Posledn�� rovnost je d�usledkem (3.19) a reciprocity Fourierovy transformace, tedy:

F(sgn(t)) = �i
�f
) F�1(sgn(f)) = i

�t
:

Poznamenejme, �ze pro Fourierovu transformaci de�novanou s opa�cn�ym znam�enkem v ex-
ponentu bychom museli tvrzen�� v�ety modi�kovat na H(f) = i sgn(f)S(f). V ka�zd�em p�r��pad�e
je v�sak z�rejm�e, �ze sign�al a jeho Hilbertova transformace maj�� stejn�e amplitudov�e spektrum,
nebot' multiplikativn�� faktor i sgn(f) m�a za n�asledek pouze zm�enu f�aze o ��=2 (pro kladn�e
frekvence o �=2, pro z�aporn�e o ��=2). Dovedeme-li tuto �uvahu je�st�e d�ale, zjist��me, �ze sign�al a
jeho Hilbertova transformace maj�� stejnou autokorelaci, nebot' jsou-li si rovna amplitudov�a spek-
tra, jsou si rovna i spektra v�ykonov�a. Snadno tak�e nahl�edneme, �ze Hilbertova transformace sud�e
re�aln�e funkce je re�aln�a lich�a funkce a naopak. Spektrum re�aln�e sud�e funkce �casu je toti�z re�aln�a
sud�a funkce frekvence a jej��m p�ren�asoben��m faktorem i sgn(f) se z n�� stane imagin�arn�� lich�a
funkce frekvence, co�z v �casov�e oblasti odpov��d�a pr�av�e re�aln�e lich�e funkci. Tyto z�av�ery odvozen�e
ze spektra Hilbertovy transformace dob�re ilustruje obr�azek 3.20 na p�r��kladu Hilbertova p�aru
H(sin(�t)) = cos(�t) (viz dodatek D.19). Poznamenejme, �ze mezi funkcemi sinus a kosinus je
f�azov�y posun pr�av�e �=2; obr�azek tak m�u�ze z�arove�n slou�zit jako ilustrace transla�cn��ho teor�emu
(3.31).

P�ren�asoben�� Fourierova spektra n�ejak�eho sign�alu faktorem i sgn(f) nep�redstavuje z num-
erick�eho hlediska p�r��li�s n�aro�cnou operaci. Nab��z�� se tedy mo�znost po�c��tat Hilbertovu transfor-
maci dan�eho sign�alu v�ypo�ctem jeho spektra, p�ren�asoben��m zm��n�en�ym faktorem a p�rechodem do
�casov�e oblasti inverzn�� Fourierovou transformac��. Pro mnoh�e sign�aly m�u�ze b�yt tato cesta efek-
tivn�ej�s�� ne�z p�r��m�y numerick�y v�ypo�cet integr�alu de�nuj��c��ho Hilbertovu transformaci v �casov�e
oblasti (je-li do v�ypo�ctu zapojen algoritmus rychl�e Fourierovy transformace, viz kapitola 5).
V n�asleduj��c��m odstavci 3.13 si v�sak uk�a�zeme je�st�e efektivn�ej�s�� zp�usob numerick�eho v�ypo�ctu
Hilbertovy transformace s vyu�zit��m tzv. analytick�eho sign�alu.

V�y�se uveden�a v�eta n�am tak�e umo�zn�� snadno dok�azat n�ekter�e vlastnosti Hilbertovy transfor-
mace uveden�e v dodatku D.19. Tak nap�r��klad rovnost energi�� sign�alu a jeho Hilbertova obrazu je

jednoduch�ym d�usledkem Rayleighova teor�emu pro re�aln�e funkce
1R

�1
(s(t))2 dt =

1R
�1

S(f)S(f) df .
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Obr�azek 3.20: Hilbertova transformace H(sin(�t)) = cos(�t) v �casov�e a spektr�aln�� oblasti.

Pro kvadr�at Hilbertovy transformace h(t) = H(s(t)) dostaneme na z�aklad�e stejn�eho teor�emu
1R

�1
(h(t))2 dt =

1R
�1

i sgn(f)S(f)(�i sgn(f))S(f) df =
1R

�1
S(f)S(f) df

+
1R

�1
(s(t))2 dt =

1R
�1

(h(t))2 dt:

Rovn�e�z ortogonalitu sign�alu a jeho Hilbertovy transformace na (�1;1) lze snadno dok�azat
ze znalosti spektra H(f) = FfH(s(t))g = F(h(t)). Uva�zme konvoluci s(t) � h(�t). Jako�zto
re�alnou funkci ji m�u�zeme vyj�ad�rit inverzn�� Fourierovou transformac�� pomoc�� (3.25)

1Z
�1

s(�)h(� � t)d� = 2<
8<
:

1Z
0

S(f)[i sgn(�f)S(�f)] exp(i2�ft)df
9=
; ;

kde jsme pou�zili (3.30). Tato rovnost mus�� platit i pro t = 0, tud���z

1Z
�1

s(�)h(�)d� = �2<
8<
:

1Z
0

iS(f)S(f)df

9=
; ;

p�ri�cem�z jsme vyu�zili (3.24). Jeliko�z v�sak S(f)S(f) = jS(f)j2 a re�aln�a �c�ast ryze imagin�arn�� funkce
je nulov�a, z �ceho�z u�z okam�zit�e plyne

1Z
�1

s(�)h(�) d� = 0:

Provedeme-li Hilbertovu transformaci opakovan�e, tj. vytvo�r��me-li g(t) = H(h(t)) = HfH(s(t))g,
d�av�a (3.12) okam�zit�e, �ze g(t) = �s(t), nebot' ve spektr�aln�� oblasti znamen�a opakovan�a Hilbertova
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Obr�azek 3.21: Hilbertova transformace pravo�uheln��kov�e funkce v �casov�e (vlevo) a
spektr�aln�� (vpravo) oblasti. Pravo�uheln��kov�a funkce a jej�� Fourierovo spektrum (naho�re),
pravo�uheln��kov�a funkce po aplikaci Hilbertovy transformace a odpov��daj��c�� spektrum (up-
rost�red), pravo�uheln��kov�a funkce po dvoj�� aplikaci Hilbertovy transformace a odpov��daj��c�� spek-
trum (dole).

transformace dvoj�� n�asoben�� faktorem i sgn(f), tedy zm�enu znam�enka. Na p�r��kladu pravo�uheln��kov�e
funkce ukazuje tuto vlastnost obr�azek 3.21. P�resn�y p�uvodn�� sign�al bychom dostali �cty�rn�asobnou
aplikac�� Hilbertovy transformace.

Jeliko�z Hilbertovu transformaci zav�ad��me pro re�aln�e funkce, m�u�zeme p�ri vyj�ad�ren�� Hilbertova
p�aru vyu�z��t alternativn�� vyj�ad�ren�� inverzn�� Fourierovy transformace (3.25). Je tedy

h(t) = H(s(t)) = 2<
�1R

0

F(h(t)) exp(i2�ft) df
�
= �2<

�1R
0

i sgn(f)S(f) exp(i2�ft) df

�

= �2<
�
i
1R
0

S(f) exp(i2�ft) df

�
= 2=

�1R
0

S(f) exp(i2�ft) df

�
:

Obdobn�e bychom postupovali i pro inverzn�� Hilbertovu transformaci. Pro Hilbert�uv p�ar m�u�zeme
tedy souhrnn�e ps�at alternativn�� vyj�ad�ren��

s(t) = � 2<
�1R

0

S(f) exp(i2�ft) df

�
;

h(t) = 2=
�1R

0

S(f) exp(i2�ft) df

�
:

(3.46)

V�yklad o Hilbertov�e transformaci n�am pom�u�ze pochopit dal�s�� d�ule�zitou vlastnost Fourierovy
transformace | speci�aln�� symetrii spektra re�aln�ych kauz�aln��ch funkc��. Kauz�aln�� funkc�� rozum��me
funkci, kter�a nab�yv�a nenulov�ych hodnot pouze pro t � 0, p�r��padn�e t � t0 (zm�ena po�c�atku �casov�e
osy nen�� pro n�asleduj��c�� v�yklad podstatn�a). Takov�e funkce se �casto vyskytuj�� v praktick�ych ap-
likac��ch. Odpov��daj��

"
fyzik�aln��mu\ principu, kdy n�asledek nep�redb��h�a p�r���cinu. Jindy je kauza-

lita d�ana pouze okolnostmi m�e�ren�� sign�alu, kter�y je pak n�asledn�e podroben spektr�aln�� anal�yze
(m�e�ren�� za�c��n�a a�z v ur�cit�em okam�ziku, p�red t��mto okam�zikem dopl�nujeme sign�al nulami).
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Pro spektrum kauz�aln�� funkce plat�� v�eta:

V�eta (O Fourierov�e transformaci re�aln�e kauz�aln�� funkce):

P�redpokl�adejme re�aln�y sign�al s(t) a jeho Fourierovo spektrum S(f) = F(s(t)). Sign�al s(t)
je kauz�aln�� pr�av�e tehdy, kdy�z re�aln�a a imagin�arn�� �c�ast jeho spektra tvo�r�� Hilbert�uv p�ar,
p�resn�eji

s(t) = 0; t < 0, =fS(f)g = �H(<fS(f)g): (3.47)

D�ukaz:

V�eta m�a tvar ekvivalence, mus��me ji tedy dok�azat ob�ema sm�ery. Nejprve dok�a�zeme, �ze je-
li =fS(f)g = �H(<fS(f)g) = � 1

�f
� <fS(f)g, je inverzn�� Fourierova transformace s(t) =

F�1(S(f)) kauz�aln�� funkc�� �casu. Nap���seme s(t) ve tvaru inverzn�� Fourierovy transformace17 a
vyu�zijeme p�redpokl�adan�y vztah mezi re�alnou a imagin�arn�� �c�ast�� spektra

s(t) =
1R

�1
S(f) exp(i2�ft)df =

1R
�1

(<fS(f)g+ i=fS(f)g) exp(i2�ft)df

=
1R

�1

�
<fS(f)g � i

�f
� <fS(f)g

�
exp(i2�ft)df

=
1R

�1

�
<fS(f)g �

�
�(f)� i

�f

��
exp(i2�ft)df:

V�yraz v hranat�ych z�avork�ach p�redstavuje spektrum dvojn�asobku Heavisideovy funkce u(t),
�(f)� i=�f = F(2u(t)), viz (3.20). Konvoluce ve spektr�aln�� oblasti odpov��d�a n�asoben�� v oblasti
�casov�e, tud���z

s(t) = 2F�1(<fS(f)g)u(t);
tedy sign�al s(t) je d��ky n�asoben�� Heavisideovou funkc�� nutn�e kauz�aln��, c.b.d. Nyn�� je t�reba
dok�azat obr�acenou implikaci: je-li re�aln�y sign�al kauz�aln��, jeho spektrum m�a v�y�se uvedenou
symetrii. Jak v��me, ka�zd�y sign�al m�u�zeme rozlo�zit na sudou a lichou �c�ast, s(t) = e(t) + o(t),
kde e(t) = 1

2
(s(t) + s(�t)) a o(t) = 1

2
(s(t)� s(�t)). Jeliko�z my p�redpokl�ad�ame kauz�aln�� sign�al,

mus�� se sud�a a lich�a �c�ast navz�ajem ode�c��st pro t < 0, p�ri�cem�z ani e(t) ani o(t) nejsou pro z�aporn�e
�casy nulov�e. Mus�� tedy platit

o(t) = sgn(t)e(t);

a m�ame tedy

s(t) = (1 + sgn(t))e(t):

Fourierova transformace takov�eho sign�alu je tedy

S(f) =

�
�(f)� i

�f

�
� F(e(t)) = F(e(t))� i

�f
� F(e(t)):

17Mohli bychom pou�z��t n�ekter�y z alternativn��ch tvar�u z tabulky 3.3, nebot' sign�al s(t) je re�aln�y, nen�� to v�sak
nutn�e.
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Funkce e(t) je re�aln�a a sud�a, jej�� spektrum je tedy tak�e re�aln�e (a sud�e) a p�redstavuje tedy re�alnou
�c�ast spektra S(f), <fS(f)g. Jeho imagin�arn�� �c�ast je pak

=fS(f)g = � 1

�f
� <fS(f)g = � 1

�

1Z
�1

<fS(�)g
f � � d�; c:b:d:

Nap���seme-li spektrum jako S(f) = A(f)=2� iB(f)=2, viz odstavec 3.4, plat��

B(f) = H(A(f)); A(f) = H�1(B(f)): (3.48)

Tyto vztahy se naz�yvaj�� Kramers-Kronigovy relace18. Jsou to d�ule�zit�e podm��nky kauzality v
�casov�e oblasti a uplat�nuj�� se p�ri zkoum�an�� �rady fyzik�aln��ch proces�u.

Cvi�cen�� 3.12.1:
Ov�e�rte, �ze Heavisideova funkce vyhovuje Kramers-Kronigov�ym podm��nk�am kauzality.

Ne v�zdy lze platnost Kramers-Kronigov�ych vztah�u prov�est tak jednoduch�ym zp�usobem jako
v p�redchoz��m cvi�cen��. N�asleduj��c�� p�r��klad ukazuje dal�s��, standardn��, metodu v�ypo�ctu pomoc��
konturn��ch integr�al�u v komplexn�� rovin�e.

P�r��klad:
Ov�e�rte platnost Kramers-Kronigov�ych podm��nek kauzality pro funkci ze cvi�cen�� 3.2.4, tj.

"
pravos-

trann�e\ exponenci�aly s(t) =

�
0 t < 0
exp(��t); � > 0; t � 0

.

Ze cvi�cen�� 3.2.4 v��me, �ze spektrum dan�e funkce je

S(f) =
1

� + i2�f
:

Jeho re�aln�a a imagin�arn�� �c�ast jsou tedy

<fS(f)g = A(f)

2
=

�

�2 + 4�2f 2
; =fS(f)g = �B(f)

2
= � 2�f

�2 + 4�2f 2
:

Je tedy t�reba ov�e�rit, �ze

2�f

�2 + 4�2f 2
=

1

�

1Z
�1

�

(�2 + 4�2�2)(f � �)d�: (3.49)

K v�ypo�ctu tohoto integr�alu pou�zijeme reziduovou v�etu, viz dodatek D.14. Re�alnou prom�ennou
� roz�s���r��me na prom�ennou komplexn��: � = �1 + i�2. Integrand m�a jednoduch�e p�oly v bodech
� = f a � = �i�=2�. Zvolme integra�cn�� cestu analogicky k obr�azku D.3, pouze s t��m rozd��lem,
�ze

"
obejdeme\ p�ol na re�aln�e ose. Zvolenou integra�cn�� cestu ukazuje obr�azek 3.22. Skl�ad�a se z

18Kdybychom je cht�eli p�reformulovat pro <fS(f)g a =fS(f)g, byla by role Hilbertovy transformace p�r��m�e a
inverzn�� prohozena, nebot' nap�r. =fS(f)g = �H(<fS(f)g) = H�1(<fS(f)g).
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p�ulkru�znice CR v horn�� polorovin�e o polom�eru R a st�redu [0; 0], p�ulkru�znice C� v horn�� polorovin�e
o polom�eru � a st�redu [f; 0] a line�arn��ch �usek�u pod�el re�aln�e osy od �R do f � � a od f + �
do R. Sjednocen��m t�echto �c�ast�� z��sk�ame uzav�renou k�rivku C, kterou orientujeme proti sm�eru
hodinov�ych ru�ci�cek. Integrand spl�nuje p�redpoklady reziduov�e v�ety a pro integr�al m�u�zeme tud���z
ps�at I

C

�

(�2 + 4�2�2)(f � �)d� = i2�Res�= i�
2�

�

(�2 + 4�2�2)(f � �) ; (3.50)

nebot' uvnit�r integra�cn�� cesty se nach�az�� jedin�y p�ol v bod�e � = i�=2�.

Obr�azek 3.22: Integra�cn�� cesta pro v�ypo�cet integr�alu v rovnici (3.50).

Reziduum v (3.50) spo�cteme snadno jako limitu

lim
�! i�

2�

(� � i�
2�
)

�

(�2 + 4�2�2)(f � �) = lim
�! i�

2�

�
i2�
(� + i2��)

(� + i2��)(�� i2��)(f � �)
=

�

i2�

1

(�� i2� i�
2�
)(f � i�

2�
)

=
1

2(i2�f + �)
:

Integr�al v (3.50) je tedy I
C

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d� =
i�

(i2�f + �)
: (3.51)

K�rivkov�y integr�al na lev�e stran�e rovnice rozep���seme jako sou�cet

R
CR

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d� +
R
C�

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d�

+
f��R
�R

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d� +
RR

f+�

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d� =
i�

2(i2�f + �)
:

(3.52)

Rovnice (3.52) z�ust�av�a v platnosti i pro R ! 1 a � ! 0. V tom p�r��pad�e prvn�� �clen v (3.52)
jde k nule a sou�cet t�ret��ho a �ctvrt�eho konverguje k integr�alu (3.49) ve smyslu Cauchyovy hlavn��
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hodnoty. Dost�av�ame tedy

1Z
�1

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d� =
i�

(i2�f + �)
�
Z
C�

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d�:

Zb�yv�a tedy ur�cit integr�al po k�rivce C�. Ten je roven polovin�e integr�alu po uzav�ren�e kru�znici o
plom�eru � a se st�redem v bod�e � = f . Ten je podle residuov�e v�ety roven

I
C�

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d� = �i2�Res�=f
�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)

(znam�enko minus na prav�e stran�e je d�usledkem obch�azen�� p�olu po sm�eru hodinov�ych ru�ci�cek).
Residuum v bod�e � = f spo�cteme snadno jako limitu

Res�=f
�

(�2 + 4�2f 2)(f � �) = lim
�!f

(� � f) �

(�2 + 4�2�2)(f � �) = �
�

�2 + 4�2f 2
:

Celkem tedy m�ame

1R
�1

�

(�2 + 4�2f 2)(f � �)d� =
i�

i2�f + �
� i��

�2 + 4�2f 2

= i�

�
1

i2�f + �
� �

(� + i2�f)(�� i2�f)

�
=

�(2�f)

�2 + 4�2f 2
; c:b:d:

Pov�simn�eme si je�st�e jedn�e zaj��mav�e vlastnosti spektra kauz�aln�� funkce z p�rede�sl�eho p�r��kladu.
Zat��mco imagin�arn�� �c�ast spektra ub�yv�a s rostouc�� frekvenc�� jako f�1, jeho re�aln�a �c�ast ub�yv�a
rychleji19, jako f�2. Takov�e asymtotick�e chov�an�� spektra m�u�zeme o�cek�avat i u jin�ych kauz�aln��ch
funkc��, kter�e maj�� nespojitost v nule, tj. limt!0+ s(t) 6= 0. Podrobn�ej�s�� diskuse tohoto jevu jde
v�sak ji�z nad r�amec na�seho kurzu.

3.13 Fourierova transformace analytick�ych sign�al�u

Analytick�y sign�al de�nujeme jako komplexn�� funkci jej���z imagin�arn�� �c�ast je rovna Hilbertov�e
transformaci �c�asti re�aln�e. P�redpokl�adejme re�aln�y sign�al s(t), pak odpov��daj��c�� analytick�y sign�al
je (viz (D.12))

s(A)(t) = s(t) + iH(s(t)):

Roz�s���ren�� re�aln�eho sign�alu s(t) v�y�se uveden�ym zp�usobem m�u�zeme ch�apat jako dal�s�� ze s�erie
standardn��ch matematick�ych operac��, jejich�z vliv na Fourierovo spektrum jsme zkoumali v odstavci
3.8. Spektrum analytick�eho sign�alu je v jednoduch�em vztahu ke spektru jeho re�aln�e �c�asti:

19Co�z nen�� v rozporu s pravidlem v kapitole 3.10, kter�e implikuje �ubytek alespo�n jako f�1.
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V�eta (O Fourierov�e transformaci analytick�eho sign�alu):

Je-li S(f) = F(s(t)) Fourierov�ym spektrem a s(A)(t) analytick�ym sign�alem odpov��daj��c��m
sign�alu s(t) 2 R, pak

s(A)(t) = s(t) + iH(s(t)) $ F(s(A)(t))g = (1 + sgn(f))S(f) =

8<
:

2S(f) f > 0
S(f) f = 0
0 f < 0

:

(3.53)

D�ukaz:

F(s(A)(t)) = F(s(t) + iH(s(t))) = F(s(t)) + iFfH(s(t))g = S(f) + i(�i sgn(f)S(f))
= (1 + sgn(f))S(f); c:b:d:

V�yraz za posledn��m rovn��tkem je roven sou�cinu spektra p�uvodn��ho sign�alu (re�aln�e �c�asti analyt-
ick�eho sign�alu) a dvojn�asobku Heavisideovy funkce u(f). M�u�zeme tedy ps�at

F(s(A)(t)) = 2u(f)S(f):

Fourierovo spektrum analytick�eho sign�alu je tedy nulov�e pro z�aporn�e frekvence. Op�et se zde pro-
jevuje reciprocita Fourierovy transformace, nebot' jak v��me z p�redchoz��ho odstavce, je-li naopak
spektrum analytick�ym sign�alem prom�enn�e f , je sign�al v �casov�e oblasti nulov�y pro z�aporn�e �casy
(kauz�aln��).

Gra�ckou ilustraci spektra analytick�eho sign�alu odpov��daj��c��ho tzv. G�aborovu sign�alu (viz
(D.19)) najde �cten�a�r na obr�azku 3.23. Poznamenejme, �ze konkr�etn�e spektrum G�aborova sign�alu
je re�aln�e a tud���z je re�aln�e i spektrum cel�eho analytick�eho sign�alu (obecn�e je spektrum analyt-
ick�eho sign�alu samoz�rejm�e komplexn��). Obr�azek m�u�ze z�arove�n slou�zit jako dal�s�� demonstrace
modula�cn��ch teor�em�u z odstavce 3.8.

Fakt, �ze spektrum analytick�eho sign�alu je na z�aporn�ych frekvenc��ch nulov�e, m�a nesm��rn�y
v�yznam z numerick�eho hlediska. Vlastnost (3.53), tak�e umo�z�nuje snadn�y numerick�y v�ypo�cet
analytick�eho sign�alu (a pota�zmo Hilbertovy transformace) ve spektr�aln�� oblasti, nebot' o�r��znut��
spektra (odstran�en�� zaporn�ych frekvenc��) a zdvojn�asoben�� spektr�aln��ch hodnot pro f > 0 je z
numerick�eho hlediska velmi jednoduch�a operace. Vysv�etleme si tuto ideu pro p�r��pad v�ypo�ctu
Hilbertovy transformace H(s(t)). Postup m�a n�asleduj��c�� 3 z�akladn�� kroky:

� V�ypo�cet Fourierova spektra S(f) = F(s(t))

� O�r��znut�� a zdvojn�asoben�� spektr�aln��ch hodnot: F(s(t)) ! F(s(A)(t)) =
8<
:

2S(f) f > 0
S(f) f = 0
0 f < 0

� Inverzn�� Fourierova transformace, imagin�arn�� �c�ast: H(s(t)) = =fF�1[F(s(A)(t))]g:

Vlastnost (3.53) tak�e usnad�nuje d�ukazy n�ekter�ych vlastnost�� analytick�eho sign�alu, zm��n�en�ych
v dodatku D.12, ve spektr�aln�� oblasti.
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Obr�azek 3.23: G�abor�uv sign�al (�c�ast a, vlevo) a jeho Fourierovo spektrum (�c�ast a, vpravo) spolu
s odpov��daj��c��m analytick�ym sign�alem (�c�ast b, vlevo) a jeho Fourierov�ym spektrem (�c�ast b,
vpravo). Te�ckovan�e je vyzna�cena imagin�arn�� �c�ast analytick�eho sign�alu.

P�r��klad:
Najd�ete spektrum posunut�eho analytick�eho sign�alu F(s(A)(t� t0)), kde t0 je re�aln�a konstanta, a
pomoc�� n�eho doka�zte (D.20.5) pro a = 1, tj. �ze s(A)(t� t0) = �(A)(t� t0) � s(t), kde �(A)(t� t0) =
�(t� t0) + i 1

�(t�t0) .

�Re�sen�� je velmi snadn�e. Spektrum posunut�eho analytick�eho sign�alu mus�� b�yt rovno

F(s(A)(t� t0)) = F(s(A)(t)) exp(�2�ft0);

p�ri�cem�z exponenci�aln�� faktor p�redstavuje podle cvi�cen�� 3.5.1 a tabulky 3.2 spektrum posunut�e
�-funkce. V �casov�e oblasti odpov��d�a sou�cinu spekter konvoluce p�r��slu�sn�ych �casov�ych sign�al�u. Je
tedy

s(A)(t� t0) = s(A)(t) � �(t� t0) = s(t) � �(A)(t� t0):
kde posledn�� rovnost je d�usledkem vlastnosti (D.20.7).

V oblasti zpracov�an�� dat se analytick�e sign�aly vyu�z��vaj�� zejm�ena pro v�ypo�cet ob�alky sign�alu
v �casov�e oblasti a pro v�ypo�cet tzv. okam�zit�e frekvence. Reprezentujme analytick�y sign�al pomoc��
modulu a f�aze

s(A)(t) = js(A)(t)j exp(i (t));
kde

js(A)(t)j = [s(t)2 + (H(s(t)))2]1=2

a

 (t) = arg(s(A)(t)) = arctan

�H(s(t))
s(t)

�
:
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V p�r��pad�e f�aze se op�et jedn�a o hlavn�� hodnotu argumentu v intervalu (��; �), podobn�e jako u
f�azov�eho spektra. F�aze  (t) analytick�eho sign�alu se naz�yv�a f�azogram.

Modul analytick�eho sign�alu p�redstavuje ob�alku20 generuj��c��ho sign�alu. Je to z�arove�n i ob�alka
jeho Hilbertovy transformace, jak ukazuje obr�azek 3.24 na p�r��kladu G�aborova sign�alu.

Obr�azek 3.24: G�abor�uv sign�al (�cern�a pln�a �c�ara), jeho Hilbertova transformace (�cern�a te�ckovan�a
�c�ara) a jejich spole�cn�a ob�alka (�sed�a pln�a �c�ara), kter�a z�arove�n p�redstavuje modul analytick�eho
sign�alu.

V�eta (O ob�alce sign�alu):

P�redpokl�adejme re�aln�y sign�al s(t) generuj��c�� analytick�y sign�al s(A)(t) = s(t)+iH(s(t)), kde
H(s(t)) je Hilbertova transformace sign�alu s(t). Pak modul analytick�eho sign�alu js(A)(t)j =
[s(t)2+(H(s(t)))2]1=2 p�redstavuje ob�alku jak sign�alu s(t), tak jeho Hilbertovy transformace
H(s(t)).

D�ukaz:

Uva�zujme funkci

f(�; t) = <fexp(i�)s(A)(t)g = s(t) cos(�)�H(s(t)) sin(�); (3.54)

kde � je re�aln�y parametr. Speci�aln�e, pro � = 0, f(0; t) = s(t) a pro � = ��=2, f(��=2; t) =
H(s(t)). Rovnici (3.54) m�u�zeme t�e�z p�repsat jako

f(�; t) = <fjs(A)(t)j exp(i(� +  (t)))g = js(A)(t)j cos(� +  (t)): (3.55)

Najdeme-li ob�alku f(�; t), najdeme t��m z�arove�n i ob�alku jak s(t), tak H(s(t)). Pro m�en��c��
se �, reprezentuje (3.55) jednoparametrick�y syst�em k�rivek, viz dodatek (D.21), jeho�z ob�alku

20Pojem ob�alka je vysv�etlen v dodatku D.21.
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najdeme standardn��m zp�usobem: najdeme takov�e �, aby @f(�; t)=@� = 0 a to pak dosad��me do
(3.55). M�ame tedy

@f(�; t)

@�
= �js(A)(t)j sin(� +  (t)) = 0 ) � = � (t):

Ob�alka je tedy d�ana rovnic��

fE(t) = f(�; t)

�����
�=� (t)

= js(A)(t)j; c:b:d:

Krom�e ob�alky se p�ri zpracov�an�� re�aln�ych dat �casto vyu�z��v�a i f�azogram analytick�eho sign�alu.
Slou�z�� k ur�cen�� tzv. okam�zit�e frekvence (nebo t�e�z lok�aln�� frekvence). Tato problematika spad�a
nikoliv do spektr�aln�� anal�yzy (kde se v principu ur�cuje frekven�cn�� obsah sign�alu jako celku |
Fourierovo spektrum), ale do tzv. �casov�e-frekven�cn�� anal�yzy, kter�a nen�� p�redm�etem tohoto kurzu,
a proto se o okam�zit�e frekvenci zm��n��me pouze stru�cn�e.

Proto�ze frekven�cn�� zastoupen�� u konkr�etn��ho sign�alu s(t) se obecn�e s �casem m�en��, je d�ule�zit�e
v mnoha aplikac��ch zn�at, jak�a frekvence odpov��d�a dan�emu okam�ziku na �casov�e ose. Objasn�eme si
zde nejjednodu�s�s�� metodu ur�cov�an�� takov�e okam�zit�e frekvence21. Vyu�z��v�a se aproximace sign�alu
nejvhodn�ej�s��m harmonick�ym sign�alem v dan�em bod�e, jak je uk�az�ano na obr�azku 3.25.

Obr�azek 3.25: Aproximace s(t) v bod�e t0 harmonick�ym sign�alem s frekvenc�� fI , kter�y je re�alnou
�c�ast�� p�r��slu�sn�eho analytick�eho sign�alu.

P�redpokl�adejme, �ze v okol�� t0 je sign�al s(t) lok�aln�e harmonick�y, tj. p�r��slu�sn�y analytick�y sign�al
lze aproximovat jako

s(A)(t) � C exp(i2�fI(t0)t): (3.56)

Z�arove�n v�sak m�ame

s(A)(t) = js(A)(t)j exp(i (t)):
21Nen�� to zdaleka metoda jedin�a, v �casov�e-frekven�cn�� anal�yze se pou�z��v�a �rada alternativn��ch metod

odpov��daj��c��m r�uzn�ym de�nic��m okam�zit�e frekvence.
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V okol�� bodu t0 m�u�zeme analytick�y sign�al aproximovat Taylorov�ym rozvojem (dodatek D.13).
Pro pomalu se m�en��c�� ob�alku dostaneme

s(A)(t) � js(A)(t0)j exp
 
i (t0) + i

d (t)

dt

�����
t=t0

(t� t0) + : : :

!
� ~C exp

 
i
d (t)

dt

�����
t=t0

t

!
: (3.57)

Porovn�an��m obou aproximac�� okam�zit�e dostaneme hledan�y vztah pro okam�zitou frekvenci

fI � 1

2�

d (t)

dt

�����
t=t0

: (3.58)

Okam�zit�a frekvence je tedy d�ana �casovou derivac�� f�azogramu. Probl�em nastane, je-li f�azogram
v n�ejak�em bod�e nespojit�y. Krom�e skute�cn�ych nespojitost��

"
fyzik�aln��ho\ p�uvodu m�u�ze f�azogram

obsahovat i �radu form�aln��ch skok�u o �2� (z d�uvod�u de�nice hlavn�� hodnoty argumentu; tyto
skoky lze odstanit nap�r��klad form�aln��m p�reveden��m f�azogramu na v�alcovou plochu).

Obr�azek 3.26 poskytuje uk�azku re�aln�ych dat a �casov�eho pr�ub�ehu okam�zit�e frekvence.

Obr�azek 3.26: Re�aln�y sign�al (naho�re) a odpov��daj��c�� pr�ub�eh okam�zit�e frekvence (dole).

Krom�e zpracov�an�� dat maj�� analytick�e sign�aly velk�y v�yznam i v teoretick�e oblasti, nap�r.
p�ri modelov�an�� vlnov�ych proces�u. �Re�sen�� p�r��slu�sn�e pohybov�e rovnice se p�redpokl�ad�a ve tvaru
analytick�eho sign�alu a p�ri v�ypo�ctech se �siroce vyu�z��v�a v�yhodn�ych vlastnost�� tohoto sign�alu. K
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re�aln�e �c�asti (kter�a nese vlastn�� fyzik�aln�� v�yznam �re�sen�� dan�eho probl�emu) se p�rech�az�� a�z v sam�em
z�av�eru v�ypo�ctu 22.

3.14 Dvoudimenzion�aln�� Fourierova transformace spojit�eho

sign�alu

V praxi �casto pracujeme s v��cedimenzion�aln��mi sign�aly, tj. sign�aly zavisej��c��mi na v��ce prom�enn�ych.
Roz�si�rme tedy Fourierovu transformaci spojit�eho sign�alu na v��cedimenzion�aln�� p�r��pad. Nej�sir�s��
aplikace m�a dvoudimenzion�aln�� Fourierova anal�yza. Uplat�nuje se zejm�ena p�ri zpracov�an�� obrazu
(nap�r. fotogra���).

V analogii k dvojn�asobn�e Fourierov�e �rad�e prob��ran�e v odstavci 2.11, de�nujme dvoudimen-
zion�aln�� (2-D) Fourier�uv p�ar.

De�nice: (2-D Fourierova transformace spojit�eho sign�alu pro oby�cejnou frekvenci)

Fourierovou transformac�� (spektrem) spojit�eho sign�alu s(t1; t2) nazveme funkci S(f1; f2)

S(f1; f2) = Ffs(t1; t2)g =
1Z

�1

1Z
�1

s(t1; t2) expf�i2�(f1t1 + f2t2)g dt1dt2: (3.59)

Inverzn�� Fourierovou transformac�� odpov��daj��c�� spektru S(f1; f2) je

s(t1; t2) = F�1fS(f1; f2)g =
1Z

�1

1Z
�1

S(f1; f2) expfi2�(f1t1 + f2t2)g df1df2: (3.60)

Tyto vzorce bychom snadno odvodili, kdybychom sign�al s(t1; t2) podrobili nejprve jednodi-
menzion�aln�� Fourierov�e transformaci, nap�r. pro prom�ennou t1, a na v�ysledek znovu aplikovali
jednodimenzion�aln�� transformaci pro prom�ennou t2. Analogicky, inverzn�� 2-D transformaci by-
chom dostali dvoj�� po sob�e n�asleduj��c�� jednodimenzion�aln�� inverzn�� transformac��.

Poznamenejme, �ze p�resto�ze z d�uvod�u konzistence zna�cen�� s p�redch�azej��c��mi odstavci pou�z��v�ame
prom�enn�e t1; t2 v oblasti vzor�u transformace ("

�casov�e\), sotva budou ob�e prom�enn�e m��t v�yznam
�casu. V problematice zpracov�an�� seismick�ych dat se m�u�zeme setkat s kombinac�� �cas-hloubka,
v�et�sinou se ale jedn�a o dv�e prostorov�e sou�radnice. Proto budeme v souvislosti s dvoudimen-
zion�aln�� Fourierovou transformac�� u�z��vat term��n prostorov�a oblast (nam��sto �casov�a). Ve spektr�aln��
oblasti pak maj�� odpov��daj��c�� prom�enn�e v�yznam tzv. prostorov�e frekvence23.

I ve dvoudimenzion�aln��m p�r��pad�e se �casto m��sto oby�cejn�e frekvence pou�z��v�a frekvence �uhlov�a.
Vzorec pro p�r��mou transformaci z�ust�av�a stejn�y jako (3.59), pouze m��sto f1; f2 p���seme tradi�cn�e

22Tento postup v�sak nelze aplikovat, pokud �re�sen�� vstupuje do n�ejak�ych neline�arn��ch v�yraz�u.
23N�ekdy se u�z��v�a term��n vlnov�e �c��slo.
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!1; !2 a v exponentu nen�� faktor 2�. Vzorec pro inverzn�� transformaci je

s(t1; t2) = F�1fS(!1; !2)g = 1

4�2

1Z
�1

1Z
�1

S(!1; !2) expfi(!1t1 + !2t2)g d!1d!2: (3.61)

Aby v�y�se uveden�e form�aln�� vzorce de�nuj��c�� 2-D Fourierovu p�r��mou a inverzn�� transformaci
popisovaly vz�ajemn�e jednozna�cn�e p�ri�razen�� mezi sign�alem a jeho spektrem je t�reba po�zadovat
spln�en�� ur�cit�ych podm��nek. U�z jenom existence p�r��slu�sn�ych n�asobn�ych integr�al�u je obecn�e podm��n�ena
absolutn�� integrovatelnost�� sign�alu respektive spektra, tj. pro sign�al v prostorov�e oblasti po�zadujeme,
aby

1Z
�1

1Z
�1

js(t1; t2)jdt1dt2 <1;

co�z zkr�acen�e zap���seme s(t1; t2) 2 L1(R
2). Obdobn�e pro spektrum.

Podobn�e jako v odstavci 3.2, kde k tomu, aby existovala inverzn�� Fourierova transformace
posta�covalo spln�en�� Dirichletov�ych podm��nek, i v 2-D p�r��pad�e plat�� (3.60) a (3.61), spl�nuje-li
sign�al s(t1; t2) Dirichletovy podm��nky (�ci n�ekterou jejich slab�s�� variantu) pro ka�zdou prom�ennou.
Jedn�a se o podm��nky posta�cuj��c��, ze kter�ych existuj�� v�yjimky (tj. i n�ekter�e speci�aln�� sign�aly, kter�e
tyto podm��nky nespl�nuj��, mohou vystupovat ve Fourierov�ych p�arech).

Jak sign�al, tak spektrum jsou obecn�e komplexn��. V analogii k jednodimenzion�aln��mu p�r��padu
komplexn�� spektrum nej�cast�eji reprezentujeme modulem (amplitudov�ym spektrem, jS(f1; f2)j) a
hlavn�� hodnotou argumentu (f�azov�ym spektrem, �(f1; f2)). Jako uk�azka zde slou�z�� obr�azek 3.27.
P�resto�ze tento obr�azek je ve skute�cnosti digit�aln�� a byl zpracov�an metodou diskr�etn�� Fourierovy
transformace (viz kapitola 5), zde slou�z�� pro �u�cely v�ykladu modelem Fourierovy transformace
spojit�eho sign�alu. P�ri dostate�cn�e jemn�em rozli�sen�� obr�azku (odpov��daj��c��m dostate�cn�e hust�emu
vzorkov�an�� spojit�eho sign�alu) p�redpokl�ad�ame, �ze m�u�zeme spojit�y sign�al diskr�etn��m dob�re aprox-
imovat. Detailn�e je souvislost diskr�etn�� Fourierovy transformace a transformace spojit�eho sign�alu
diskutov�ana pr�av�e v kapitole 5. Obr�azek mimo jin�e ukazuje ub�yv�an�� amplitudov�eho spektra s
rostouc�� frekvenc��, tj. sm�erem od st�redu obr�azku (spektrum samoz�rejm�e pokra�cuje do �1 v
obou spektr�aln��ch sou�radnic��ch; obr�azek ukazuje jen v�y�rez).

Obr�azek 3.27: Fotogra�e geparda (a) modelem 2-D spojit�eho sign�alu. Odpov��daj��c�� amplitudov�e
spektrum ukazuje �c�ast b a f�azov�e spektrum �c�ast c (podle Gonzales & Woods, 2002). Ob�e spektra
pokra�cuj�� do �1, obr�azek ukazuje pouze v�y�rez okolo centr�aln��ho bodu [0,0].
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Pro re�aln�e sign�aly plat��, �ze S(�f1;�f2) = S(f1; f2). V takov�em p�r��pad�e m�a (3.60) n�azornou

"
geometrickou\ interpretaci. Podobn�e jako jsme v odstavci 2.11 ch�apali dvojn�asobnou expo-
nenci�aln�� Fourierovu �radu jako superpozici spo�cetn�e mnoha funkc�� typu

"
vlnit�y plech\, i zde

se jedn�a o superpozici (tentokr�at integr�aln��) funkc�� cos(2�(f1t1 + f2t2) + �(f1; f2)). Odpov��daj��
v�zdy sou�ctu dvou protilehl�ych (v�u�ci bodu [f1 = 0; f2 = 0] zrcadlov�e symetrick�ych) harmonick�ych
slo�zek. P�r��mky konstantn�� f�aze sv��raj�� s osou t1 �uhel arctan(f2=f1). Perioda kosinu je 1=f1 ve
sm�eru osy t1 a 1=f2 ve sm�eru osy t2; kolmo na p�r��mky konstantn�� f�aze je perioda (

p
f 21 + f 22 )

�1.
Obr�azek 3.28 ukazuje 2 p�r��klady takov�ych funkc�� (pro dv�e r�uzn�e dvojice f1; f2). Ve spodn�� �c�asti
obr�azku vid��me v rovin�e (f1; f2) dvojici bod�u, jejich�z poloha vyzna�cuje, kter�e 2 harmonick�e
slo�zky v sou�ctu tvo�r�� dan�y 2-D kosinus. V integr�aln�� superpozici je pak tento kosinus v�a�zen fak-
torem 2jS(f1; f2)j, jeho�z polovinu m�u�zeme ode�c��st z amplitudov�eho spektra v dan�em bod�e (tj.
pro danou dvojici f1; f2). F�azov�e spektrum v dan�em bod�e pak ud�av�a f�azov�y posun tohoto 2-D
kosinu.

Obr�azek 3.28: Dv�e konkr�etn�� realizace funkc�� typu
"
vlnit�y plech\, kter�e se skl�adaj�� v integr�aln��

superpozici p�ri inverzn�� 2-D Fourierov�e transformaci. Bli�z�s�� vysv�etlen�� viz text.

Pro 2-D Fourierovu transformaci plat�� d�ule�zit�a vlastnost, kter�e �r��k�ame separabilita.
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V�eta (O separabilit�e 2-D Fourierovy transformace):

Je-li s(t1; t2) n�asobn�ym sign�alem, tj. s(t1; t2) = s1(t1)s2(t2), pak pro jeho Fourierovu trans-
formaci plat��

S(f1; f2) = F(s(t1; t2)) = F(s1(t1))F(s2(t2)):

D�ukaz je trivi�aln��, plyne okam�zit�e z konstrukce 2-D Fourierovy transformace postupnou dvoj��
aplikac�� transformace jednodimenzion�aln��, jak je pops�ano v �uvodu tohoto odstavce.

Vlastnosti 2-D Fourierovy transformace jsou analogick�e jako v p�r��pad�e sign�al�u jedn�e prom�enn�e.
Zmi�nme nap�r��klad reciprocitu

S(f1; f1) = F(s(t1; t2)) , s(�f1;�f2) = F(S(t1; t2)):
D�ale uved'me v kr�atk�em p�rehledu alespo�n nejd�ule�zit�ej�s�� operace v prostorov�e oblasti a jejich

d�usledky v oblasti spektr�aln��. A�z na jednu v�yjimku (rotace) jsou to v�sechno z�rejm�a zobecn�en��
vlastnost��, kter�e zn�ame pro sign�aly jedn�e prom�enn�e. Pou�zit�e zna�cen�� je analogick�e, jako v odstavci
3.8, tedy velk�ym p��smenem se zna�c�� sign�al ve spektr�aln��, zat��mco mal�ym v �casov�e oblasti. Operac��
vznik�a nov�y Fourier�uv p�ar H(f1; f2) = F(h(t1; t2)).

Translace

h(t1; t2) = s(t1 � a; t2 � b) $ H(f1; f2) = S(f1; f2) exp(�2�i (af1 + bf2)):

Translaci je samoz�rejm�e mo�zn�e prov�est i jen v jedn�e prom�enn�e, p�r��slu�sn�a modi�kace vzorce je
z�rejm�a.

Modulace

h(t1; t2) = s(t1; t2) exp(2�i (at1 + bt2)) $ H(f1; f2) = S(f1 � a; f2 � b):
Speci�aln�e m�u�zeme modulovat kosinem nebo sinem i pouze v jedn�e prom�enn�e. Pak bychom v
analogii k modula�cn��m teor�em�um v odstavci 3.8 dostali

h(t1; t2) = s(t1; t2) cos(2�at1) $ H(f1; f2) =
1
2
S(f1 + a; f2) +

1
2
S(f1 � a; f2)

h(t1; t2) = s(t1; t2) sin(2�at1) $ H(f1; f2) =
1
2i
S(f1 + a; f2)� 1

2i
S(f1 � a; f2)

a obdobn�e pro druhou prom�ennou.

Rotace
Uva�zme rotaci o �uhel 
 (ve sm�eru hodinov�ych ru�ci�cek) v prostorov�e oblasti. Rotac�� p�rejde sloup-
cov�y vektor t = (t1; t2)

T , kde T v horn��m indexu zna�c�� transpozici, na vektor t0 = (t1 cos(
) +
t2 sin(
);�t1 sin(
) + t2 cos(
))

T = Rt, kde matice rotace je

R =

�
cos(
) sin(
)
� sin(
) cos(
)

�
:

T��m vznikne nov�y sign�al h(t1; t2). Plat��

h(t1; t2) = s(t01; t
0
2) $ H(f1; f2) = S(f1 cos(
)+f2 sin(
);�f1 sin(
)+f2 cos(
)) = S(f 01; f

0
2):
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Tato vlastnost nem�a analogii v jednodimenzion�aln��m p�r��pad�e, proto se u n�� zastavme podrobn�eji.
Stru�cn�e se d�a shrnout takto: nato�c��me-li (p�r��slu�snou transformac�� sou�radnic) sign�al v prostorov�e
oblasti o n�ejak�y �uhel 
, odpov��daj��c�� spektrum bude v rovin�e (f1; f2) oproti p�uvodn��mu spek-
tru nato�ceno o stejn�y �uhel ve stejn�em sm�eru. D�ukaz je jednoduch�y, vyu�z��v�a neomezenosti
integra�cn��ho oboru. Pou�zijeme-li ve spektr�aln�� oblasti �r�adkov�y vektor f = (f1; f2), m�u�zeme
Fourierovu transformaci p�red rotac�� zapsat v kompaktn��m tvaru

S(f) =

1Z
�1

1Z
�1

s(t) exp(�i2�f � t)dt1dt2;

kde f � t = f1t1+ f2t2 znamen�a skal�arn�� sou�cin v R2. Spektrum rotovan�eho sign�alu pak mus�� b�yt

H(f) =

1Z
�1

1Z
�1

s(R � t) exp(�i2�f � t)dt1dt2 =
1Z

�1

1Z
�1

s(t0) exp(�i2�f �R�1 � t0)dt01dt02;

kde k integra�cn��m prom�enn�ym t01; t
0
2 jsme mohli p�rej��t d��ky tomu, �ze integrujeme p�res celou

rovinu a m�u�zeme tedy integrovat v libovoln�ych dvou navz�ajem kolm�ych sm�erech. Ozna�c��me-li
f 0 = f �R�1 dost�av�ame

H(f) =

1Z
�1

1Z
�1

s(t0) exp(�i2�f 0 � t0)dt01dt02 = S(f 0) = S(f �R�1); c:b:d:;

kde p�redposledn�� rovnost plyne ze srovn�an�� se vzorcem pro spektrum nerotovan�eho sign�alu.

Projekce do jedn�e sou�radn�e osy
V porovn�an�� s ostatn��mi operacemi se projekce li�s�� zejm�ena t��m, �ze z 2D sign�alu vznik�a sign�al
jedn�e prom�enn�e a t�e�z odpov��daj��c�� spektrum je jednodimenzion�aln��. P�resto m�a dobr�y smysl se
pt�at, v jak�em vztahu je toto spektrum k p�uvodn��mu 2D spektru. Operac�� projekce do sou�radn�e
osy budeme rozum�et integraci p�res jednu prom�ennou v �casov�e oblasti. Ve spektr�aln�� oblasti pak
dostaneme �rez p�uvodn��ho 2D spektra ve sm�eru kolm�em na odpov��daj��c�� frekvenci, tj. nap�r. pro
projekci do sou�radn�e osy t1

h(t1) =

1Z
�1

s(t1; t2)dt2 $ H(f1) = S(f1; f2)

�����
f2=0

:

D�ukaz je jednoduch�y

H(f1; f2) =
1R

�1
f
1R

�1
s(t1; t2)dt2g exp(�i2�t1f1)dt1

=
1R

�1

1R
�1

s(t1; t2) exp(�i2�t1f1)f exp(�i2�t2f2)jf2=0gdt2dt1
= S(f1; 0) c:b:d:

�Cten�a�ri jist�e neuniklo, �ze tato vlastnost je jist�ym roz�s���ren��m integr�aln��ho vzorce (3.41) na p�r��pad
funkce dvou prom�enn�ych.
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V kombinaci s rotac�� (nato�cen��m sou�radn�ych os) snadno zjist��me, �ze m�u�zeme uva�zovat pro-
jekci do obecn�eho sm�eru a t�e mus�� ve spektru odpov��dat �rez v tomto obecn�em sm�eru24.

Zm�ena m�e�r��tka

h(t1; t2) = s(�t1; �t2) $ H(f1; f2) =
1

j��jS
�
f1
�
;
f2
�

�
:

Zrcadlen��

h(t1; t2) = s(�t1; t2) $ H(f1; f2) = S(�f1; f2)
h(t1; t2) = s(t1;�t2) $ H(f1; f2) = S(f1;�f2)
h(t1; t2) = s(�t1;�t2) $ H(f1; f2) = S(�f1;�f2):

Derivace

h(t1; t2) =
@s(t1; t2)

@t1
$ H(f1; f2) = 2�if1S(f1; f2)

h(t1; t2) =
@s(t1; t2)

@t2
$ H(f1; f2) = 2�if2S(f1; f2)

h(t1; t2) =
@2s(t1; t2)

@t1@t2
$ H(f1; f2) = �4�2f1f2S(f1; f2);

Obecn�e

h(t1; t2) =

�
@

@t1

�n�
@

@t2

�m
s(t1; t2) $ H(f1; f2) = (2�if1)

n(2�if2)
mS(f1; f2):

Konvoluce

h(t1; t2) =

1Z
�1

1Z
�1

s1(�1; �2)s2(t1 � �1; t2 � �2)d�1d�2 $ H(f1; f2) = S1(f1; f2)S2(f1; f2)

Korelace a autokorelace

h(t1; t2) =
1R

�1

1R
�1

s1(�1; �2)s2(t1 + �1; t2 + �2)d�1d�2 $ H(f1; f2) = S1(f1; f2)S2(f1; f2)

h(t1; t2) =
1R

�1

1R
�1

s1(�1; �2)s1(t1 + �1; t2 + �2)d�1d�2 $ H(f1; f2) = jS1(f1; f2)j2

Spektrem autokorelace je tedy op�et kvadr�at amplitudov�eho spektra, tj. v�ykonov�e spektrum.
V p�r��pad�e 2-D Fourierovy transformace rovn�e�z plat�� Rayleigh�uv i Parseval�uv teor�em, p�r��slu�sn�e

vzorce jsou p�r��mo�car�ym zobecn�en��m vzorc�u (3.39) a (3.40) pro dv�e prom�enn�e.
Z integr�aln��ch vlastnost�� uved'me:

24Projekce do obecn�eho sm�eru m�a bl��zko ke konceptu tzv. Radonovy transformace �siroce vyu�z��van�e nap�r��klad
v medic��n�e p�ri rekonstrukci obrazu pomoc�� CT tomogra�e. Podrobn�ej�s�� informace o Radonov�e transformaci m�u�ze
�cten�a�r naj��t nap�r. v knize Gonzales a Woods, 2008.
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Ur�cit�y integr�al

1Z
�1

1Z
�1

s(t1; t2)dt1dt2 = S(0; 0):

T�e�zi�st�e

ht1i = �1
2�iS(0; 0)

@S(f1; f2)

@f1

�����
f1=0;f2=0

ht2i = �1
2�iS(0; 0)

@S(f1; f2)

@f2

�����
f1=0;f2=0

;

kde ht1i a ht2i p�redstavuj�� sou�radnice bodu t�e�zi�st�e v rovin�e (t1; t2).

Prvn�� momenty

1R
�1

1R
�1

t1s(t1; t2)dt1dt2 =
�1
2�i

@S(f1; f2)

@f1

�����
f1=0;f2=0

1R
�1

1R
�1

t2s(t1; t2)dt1dt2 =
�1
2�i

@S(f1; f2)

@f2

�����
f1=0;f2=0

:

D��ky linearit�e integr�alu m�u�zeme v�y�se uveden�e vzorce zobecnit zaveden��m libovoln�eho �uhlu rotace

 v rovin�e (t1; t2)

1R
�1

1R
�1

(t1 cos(
) + t2 sin(
))s(t1; t2)dt1dt2 =
�1
2�i

2
4 cos(
)

@S(f1; f2)

@f1

�����
f1=0;f2=0

+ sin(
)
@S(f1; f2)

@f2

�����
f1=0;f2=0

3
5 :

Druh�e momenty

1R
�1

1R
�1

t21s(t1; t2)dt1dt2 =
�1
4�2

@2S(f1; f2)

@f 21

�����
f1=0;f2=0

1R
�1

1R
�1

t22s(t1; t2)dt1dt2 =
�1
4�2

@2S(f1; f2)

@f 22

�����
f1=0;f2=0

1R
�1

1R
�1

t1t2s(t1; t2)dt1dt2 =
�1
4�2

@2S(f1; f2)

@f1@f2

�����
f1=0;f2=0

a z linearity tak�e

1Z
�1

1Z
�1

(t21 + t22)s(t1; t2)dt1dt2 =
�1
4�2

�
@2S(f1; f2)

@f 21
+
@2S(f1; f2)

@f 22

������
f1=0;f2=0

:
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Ekvivalentn�� �s���rka

Ws =

1R
�1

1R
�1

s(t1; t2)dt1dt2

s(0; 0)
=

S(0; 0)
1R

�1

1R
�1

S(f1; f2)df1df2

=
1

WS
;

Z rovnice t�e�z plyne platnost principu neur�citosti: WsWS = 1.

V�y�se uveden�e integr�aln�� v�yrazy lze snadno p�repsat i pro spektrum. D�ukazy jsou jednoduch�e,
plynou p�r��mo z de�nice 2-D Fourierovy transformace.

V�enujme nyn�� pozornost p�r��padn�ym symetri��m spektra v rovin�e f1; f2. U�z jsme zm��nili,
�ze spektrum re�aln�eho sign�alu pro z�aporn�e frekvence je jen komplexn�e sdru�zen�e ke spektru v
kladn�ych frekvenc��ch. V jednodimenzion�aln��m p�r��pad�e jsme v odstavci 3.4 dok�azali, �ze pro re�aln�y
sign�al v �casov�e oblasti, je re�aln�a �cast spektra sudou funkc�� frekvence (stejn�e jako amplitudov�e
a v�ykonov�e spektrum), zat��mco imagin�arn�� �c�ast spektra je lichou funkc�� frekvence (stejn�e jako
f�azov�e spektrum). Pro 2-D re�aln�y sign�al v prostorov�e oblasti je ot�azka symetrii pon�ekud slo�zit�ej�s��
a sp���se ne�z o sud�ych a lich�ych funkc��ch bude l�epe mluvit o symetrick�ych a antisymetrick�ych
funkc��ch.

Rozepi�sme spektrum re�aln�eho 2-D sign�alu na �c�asti A(f1; f2) a B(f1; f2) (s analogick�ym
zna�cen��m jako v odstavci 3.4) S(f1; f2) = A(f1; f2)=2 � iB(f1; f2)=2, kde funkce A a B jsou
pro re�aln�y sign�al re�aln�e a jsou d�any vzorci

A(f1; f2) = 2
1R

�1

1R
�1

s(t1; t2)[cos(2�f1t1) cos(2�f2t2)� sin(2�f1t1) sin(2�f2t2)]dt1dt2

B(f1; f2) = 2
1R

�1

1R
�1

s(t1; t2)[cos(2�f1t1) sin(2�f2t2) + sin(2�f1t1) cos(2�f2t2)]dt1dt2:

Pro re�alnou �c�ast spektra plat��, �ze je symetrick�a v n�asleduj��c��m smyslu

A(f1; 0) = A(�f1; 0)
A(0; f2) = A(0;�f2)
A(f1; f2) = A(�f1;�f2)
A(�f1; f2) = A(f1;�f2):

Stejn�e symetrie bychom dostali i pro amplitudov�e spektrum (viz obr�azek 3.27b) a v�ykonov�e
spektrum, kter�e je kvadr�atem amplitudov�eho. Analogicky, imagin�arn�� �c�ast je antisymetrick�a v
n�asleduj��c��m smyslu

B(f1; 0) = �B(�f1; 0)
B(0; f2) = �B(0;�f2)
B(f1; f2) = �B(�f1;�f2)
B(�f1; f2) = �B(f1;�f2):

Podobn�e vzorce bychom mohli napsat i pro f�azi. Pro snadn�ej�s�� zapamatov�an�� m�u�ze poslou�zit
schema sm�er�u symetrie na obr�azku 3.29.

Navzdory pon�ekud komplikovan�ej�s��mu z�apisu jsou tyto symetrie z�rejm�ymi analogiemi symetri��
v 1-D p�r��pad�e a i jejich d�ukazy jsou zcela analogick�e. Dvoudimenzion�aln�� Fourierova transformace
v�sak m�u�ze vykazovat je�st�e jednu velmi d�ule�zitou symetrii, kter�a z principi�aln��ch d�uvod�u v 1-D
p�r��pad�e nem�u�ze m��t obdobu. Jedn�a se o radi�aln�� symetrii spektra v rovin�e (f1; f2) odpov��daj��c��ho
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Obr�azek 3.29: Mo�zn�e sm�ery symetri�� (antisymetri��) spektra v rovin�e (f1; f2).

radi�aln�e symetrick�emu sign�alu v prostorov�e oblasti. Radi�aln�� symetri�� zde rozum��me symetrii v�u�ci
nato�cen��, kdy funk�cn�� hodnota z�avis�� pouze na vzd�alenosti od po�c�atku coby st�redu rotace (�casto
naz�yvan�e radius), a nikoliv na �uhlu nato�cen��. V tomto smyslu bychom tak�e mohli hovo�rit o
rota�cn�� symetrii.

V�eta (O radi�aln�� symetrii v 2-D Fourierov�e transformaci):

Je-li s(t1; t2) = s(r), kde r =
p
t21 + t22 radi�aln�e symetrick�y sign�al v prostorov�e oblasti, pak

jeho spektrum S(f1; f2) = S(q), kde q =
p
f 21 + f 22 je radi�aln�e symetrick�ym sign�alem ve

spektr�aln�� oblasti.

Tato v�eta nen�� p�rekvapen��m uv�edom��me-li si, �ze radi�aln�e symetrick�y sign�al m�u�zeme z��skat
rotac�� o libovoln�y �uhel proch�azej��c�� interval h0; 2�) , p�ri�cem�z stejn�a rotace bude prob��hat ve
spektr�aln�� rovin�e. Zde v�sak provedeme podrobn�y d�ukaz abychom z��skali explicitn�� vztah mezi
spektrem radi�aln�e symetrick�eho sign�alu a t��mto sign�alem.

D�ukaz:
Uva�zme transformaci sou�radnic t1; t2 ! r; �

t1 = r cos(�); t2 = r sin(�); r 2 (0;1); � 2 (0; 2�):

D��ky radi�aln�� symetrii z�avis�� sign�al v t�echto nov�ych sou�radnic��ch pouze na r. Proved'me analog-
ickou transformaci sou�radnic i ve spektr�aln�� oblasti, f1; f2 ! q;�

f1 = q cos(�); f2 = q sin(�); q 2 (0;1); � 2 (0; 2�):

P�repi�sme vzorec pro 2-D Fourierovo spektrum v t�echto sou�radnic��ch

S(f1; f2) =
1R

�1

1R
�1

s(t1; t2) expf�i2�(f1t1 + f2t2)g dt1dt2

=
1R
0

s(r)

�
2�R
0

exp(�i2�qr cos(� ��))d�

�
rdr

=
1R
0

s(r)

�
2�R
0

exp(�i2�qr cos(�))d�
�
rdr;

kde p�ri substituci � = ��� jsme mohli ponechat p�uvodn�� meze d��ky 2�-periodicit�e integrandu.
V�yraz v hranat�ych z�avork�ach je roven 2�-n�asobku Besselovy funkce prvn��ho druhu J0(2�qr) (viz
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dodatek D.15, rovnice (D.15.3)). M�ame tedy

S(f1; f2) = 2�

1Z
0

s(r)J0(2�qr)rdr = S(q); c:b:d: (3.62)

Pro radi�aln�e symetrick�e sign�aly tedy vlastn�e 2-D Fourierova transformace p�rech�az�� na trans-
formaci jednodimenzion�aln��. Tato transformace m�a speci�aln�� n�azev {Hankelova transformace
(nult�eho �r�adu). Poznamenejme, �ze pro inverzn�� Fourierovu transformaci bychom analogick�ym
odvozen��m dosp�eli ke zcela shodn�emu vyj�ad�ren�� s(r) pomoc�� S(q), tedy Hankelova transformace
je symetrick�a (vzorce pro p�r��mou a inverzn�� transformaci jsou toto�zn�e). Vlastnosti Hankelovy
transformace v podstat�e kop��ruj�� vlastnosti 2-D Fourierovy transformace. V p�r��pad�e operac�� je
t�reba vylou�cit ty, kter�e by naru�sily radi�aln�� symetrii (posunut��, modulace)

P�r��klad:
Najd�ete 2D spektrum sign�alu

s(t1; t2) =

�
1 v kruhu t21 + t22 � a2

0 jinde
:

Sign�al je radi�aln�e symetrick�y a jeho 2D spektrum je podle (3.62)

S(q) = 2�

1Z
0

s(r)J0(2�qr)rdr = 2�

aZ
0

J0(2�qr)rdr =
1

q

aZ
0

2�qrJ0(2�qr)dr:

Zaved'me substituci y = 2�qr. Pak

S(q) =
1

2�q2

2�qaZ
0

yJ0(y)dy:

Podle rovnice (D.15.6) z dodatku D.15 pro Besselovy funkce prvn��ho druhu plat��

d

dy
(yJ1(y)) = yJ0(y):

Pro spektrum tedy dost�av�ame

S(q) =
1

2�q2
[yJ1(y)]

2�qa
0 =

a

q
J1(2�qa);

nebot' J1(0) = 0.

Obr�azek 3.30 srovn�av�a 2-D Fourierovu transformaci radi�aln�e symetrick�eho a nesymetrick�eho
sign�alu. Oba sign�aly maj�� stejn�y �rez v rovin�ach t1 = 0 a t2 = 0, odpov��daj��c�� 1-D �rezy spektra
se v�sak li�s��.

Obr�azek n�azorn�e ilustruje, �ze obecn�e

F(s(t1; 0)) 6= S(f1; 0); F(s(0; t2)) 6= S(0; f2);
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Obr�azek 3.30: Srovn�an�� dvoudimenzion�aln�� Fourierovy transformace sign�alu bez radi�aln�� symetrie
(vlevo) a sign�alu s radi�aln�� symetri�� (vpravo). Shora dol�u: sign�al v rovin�e (t1; t2) (�sed�a barva
odpov��d�a hodnot�e 1 a b��l�a hodnot�e 0), �rez sign�alu pro t2 = 0, �rez spektra pro f2 = 0, spektrum
v rovin�e (f1; f2). Poznamenejme, �ze v obou p�r��padech je spektrum re�aln�e.

tj. �rez 2-D spektra nap�r. v rovin�e f2 = 0 obecn�e neodpov��d�a spektru jednodimenzion�aln��ho
sign�alu, kter�y by vznikl �rezem s(t1; t2) v rovin�e t2 = 0. Sign�al na obr�azku 3.30 vlevo, u kter�eho
�rez spektra v rovin�e f2 = 0 p�redstavuje spektrum odpov��daj��c��ho jednodimenzion�aln��ho sign�alu,
pat�r�� do kategorie n�asobn�ych sign�al�u a uplat�nuje se u n�ej vlastnost separability (viz rovnice
(4.9)).
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3.15 Z�aklady line�arn�� �ltrace

Filtrem budeme rozum�et line�arn�� �casov�e invariantn�� syst�em, do n�eho�z vstupuje komplexn�� sign�al
fi(t) (input) a vystupuje obecn�e jin�y komplexn�� sign�al fo(t) (output), viz schema na obr�azku
3.31.

Obr�azek 3.31: Sign�al fi(t) vstupuje do line�arn��ho �ltru. V�ystupem (v�ysledkem �ltrace) je sign�al
fo(t). Sign�aly jsou obecn�e komplexn��, speci�aln�e m�u�ze b�yt jeden z nich nebo oba re�aln�e.

Takov�y syst�em budeme reprezentovat oper�atorem L:

L(fi(t)) = fo(t):

Tento z�apis interpretujeme tak, �ze oper�ator L p�usob�� n�ejak�ym konkr�etn��m zp�usobem na sign�al fi
prom�enn�e t (nikoliv jen na jednu funk�cn�� hodnotu pro jedno dan�e t) a v�ysledkem tohoto p�usoben��
je nov�y sign�al prom�enn�e t, fo(t). Z tohoto pohledu by tedy bylo spr�avn�ej�s�� u�z��vat zna�cen�� L(fi)(t),
av�sak vzhledem k tomu, �ze zna�cen�� ve v�y�se uveden�e rovnici se �siroce pou�z��v�a, budeme jej u�z��vat i
v tomto kurzu. M�u�ze p�redstavovat nap�r��klad n�ejak�y fyzik�aln�� proces, popsan�y p�r��slu�snou line�arn��
diferenci�aln�� rovnic��, nebo vliv m�e�r��c��ho p�r��stroje apod. Oper�ator L de�nujeme tak, �ze mus�� b�yt
line�arn��

L(a1fi1(t) + a2fi2(t)) = a1L(fi1(t)) + a2L(fi2(t)) = a1fo1(t) + a2fo2(t);

kde a1; a2 jsou n�ejak�e re�aln�e nebo komplexn�� konstanty, a �casov�e invariantn��

L(fi(t+ h)) = fo(t+ h);

kde h p�redstavuje libovoln�y re�aln�y �casov�y posun. �Casov�a invariance znamen�a, �ze �casov�y odstup
dvou ud�alost�� na vstupu je stejn�y jako �casov�y odstup t�echto dvou ud�alost�� na v�ystupu { nic se
ne�r��k�a o p�r��padn�em �casov�em posunu mezi vstupem a v�ystupem. �Casov�a invariance je podm��n�ena
t��m, �ze vlastnosti syst�emu (�ltru), v�cetn�e jeho parametr�u a charakteristik prob��ran�ych v n�asleduj��c��m
textu, se s �casem nem�en��.

Z
"
fyzik�aln��ch\ d�uvod�u v�et�sinou klademe na �ltr je�st�e dal�s�� p�rirozen�y po�zadavek: stabilitu.

Je-li vstup omezen�y, mus�� b�yt omezen�y i v�ystup

jfi(t)j � A 8t) 9B > 0; jfo(t)j � B 8t:

Filtr je jednozna�cn�e ur�cen, je-li zn�am vztah mezi fo a fi. Tento vztah v�et�sinou kvanti�kujeme
pomoc�� tzv. charakteristik �ltru, co�z jsou odezvy �ltru na n�ekter�e speci�aln�� vstupy (harmonick�y
sign�al, �-funkce, Heavisideova funkce apod.). Tyto charakteristiky pochopiteln�e nejsou nez�avisl�e
{ zn�ame-li jednu z nich, ostatn�� z n�� m�u�zeme dopo�c��tat.

Prvn�� charakteristikou �ltru, kterou zde probereme, je tzv. impulzn�� odezva i(t), tj. fo(t)
pro fi(t) = �(t). Jak n�am znalost i(t) pom�u�ze naj��t v�ystup fo(t) odpov��daj��c�� obecn�emu vstupu
fi(t)?
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V�eta (O impulzn�� odezv�e line�arn��ho �ltru):

Je-li i(t) = L(�(t)) impulzn�� odezvou line�arn��ho �casov�e invariantn��ho �ltru, pak pro obecn�y
v�ystup fo(t) = L(fi(t)) plat��

fo(t) =

1Z
�1

fi(�)i(t� �)d� = fi(t) � i(t):

Obecn�y v�ystup je tedy jednozna�cn�e ur�cen konvoluc�� obecn�eho vstupu a impulzn�� odezvy.

D�ukaz:

D��ky vlastnostem �-funkce (viz dodatek D.17), m�u�zeme ka�zd�y obecn�y vstup napsat pomoc��
konvoluce s �-funkc��

fi(t) =

1Z
�1

fi(�)�(t� �)d�:

Z linearity syst�emu pak plyne, �ze obecn�y v�ystup mus�� b�yt d�an jako

fo(t) = L(fi(t)) = L

0
@ 1Z
�1

fi(�)�(t� �)d�
1
A =

1Z
�1

fi(�)L(�(t� �))d�:

Je-li i(t) = L(�(t)), mus�� b�yt d��ky �casov�e invarianci i(t � �) = L(�(t � �)) pro ka�zd�e � . M�ame
tedy

fo(t) = L(fi(t)) =

1Z
�1

fi(�)i(t� �)d� = fi(t) � i(t); c:b:d

Poznamenejme, �ze na Hilbertovu transformaci de�novanou v dodatku D.19 a diskutovanou v
odstavci 3.12 se z tohoto hlediska m�u�zeme d��vat jako na speci�aln�� �ltr s impulzn�� odezvou 1=�t.

Dal�s�� velmi �casto pou�z��vanou charakteristikou �ltru je tzv. p�renosov�a funkce. Tato funkce
�uzce souvis�� s odezvou �ltru na harmonick�y sign�al.

V�eta (O odezv�e na harmonick�y sign�al):

P�redpokl�adejme obecn�e komplexn�� harmonick�y sign�al s �uhlovou frekvenc�� !0, exp(i!0t).
Pro odezvu na tento sign�al plat��

fo(t) = L(exp(i!0t)) = k exp(i!0t);

kde konstanta k = fo(0).
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Funkce exp(i!0t) p�redstavuje tedy vlastn�� funkci �ltru a konstanta k je pak odpov��daj��c�� vlastn��
�c��slo (obecn�e komplexn��)25.

D�ukaz:

D��ky �casov�e invarianci mus�� platit

L(exp(i!0(t+ h))) = fo(t+ h);

kde h je libovoln�y �casov�y posun. Z�arove�n v�sak z linearity m�ame

L(exp(i!0(t+ h))) = L(exp(i!0h) exp(i!0t)) = exp(i!0h)L(exp(i!0t)) = exp(i!0h)fo(t):

Tud���z
fo(t+ h) = exp(i!0h)fo(t):

Tato rovnost mus�� platit pro ka�zd�e t, tedy i pro t = 0:

fo(h) = fo(0) exp(i!0h):

V t�eto rovnici h je libovoln�e re�aln�e �c��slo maj��c�� rozm�er �casu { m�u�zeme jej tedy ch�apat jako
prom�ennou a pro v�et�s�� n�azornost bez �ujmy obecnosti p�rezna�cit h ! t; fo(t) = fo(0) exp(i!0t),
c.b.d.

Konstanta k je konstantou (vzhledem k �casu) p�ri �xovan�em !0. Pro jinou frekvenci harmon-
ick�eho sign�alu by obecn�e vy�sla tato konstanta jin�a. Ch�apeme-li frekvenci jako prom�ennou, k
je funkc�� t�eto frekvence, k(!). Funkci k(!) budeme zna�cit T (!) a naz�yvat p�renosovou funkc��26

�ltru. V�ystup �ltru pro obecn�y harmonick�y vstup je tedy mo�zn�e ps�at jako funkci �casu i frekvence

L(exp(i!t)) = T (!) exp(i!t): (3.63)

Vyj�ad�r��me-li p�renosovou funkci T (!) pomoc�� modulu a f�aze, T (!) = jT (!)j exp(i�(!)), pak
jT (!)j se naz�yv�a zisk �ltru a �(!) je tzv. f�azov�e zpo�zd�en�� �ltru.

P�r��klad:
Najd�ete v�ystup fo(t) �ltru (line�arn��ho �casov�e invariantn��ho syst�emu), kter�y je odezvou na vs-
tupuj��c�� fi(t) = C cos(!t+ �).

Kosinus je re�alnou �c�ast�� exponenci�aln�� funkce, m�u�zeme proto ps�at

L(cos(!t)) = <fT (!) exp(i!t)g = jT (!)j cos(!t+ �(!)):

D��ky linearit�e a �casov�e invarianci �ltru pak m�u�zeme ps�at

L(C cos(!t+ �)) = CjT (!)j cos(!t+ � + �(!)):

Vid��me tedy, �ze z �ltru vystupuje op�et kosinus, av�sak s obecn�e modi�kovanou amplitudou
(CjT (!)j) a f�azov�ym posunem v�u�ci vstupn��mu sign�alu o �(!), viz schematick�y obr�azek 3.32.
D�ule�zit�ym poznatkem je, �ze �ltr nem�en�� frekvenci (periodu) kosinu. Obdobn�e z�av�ery bychom
dostali i pro sinus.

25Je konstantn�� pouze v prom�enn�e t, obecn�e z�avis�� na hodnot�e parametru !0.
26Anglicky

"
transfer function\.
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Obr�azek 3.32: Sign�al fi(t) = C cos(!t) vstupuje do line�arn��ho �ltru. V�ystupem (v�ysledkem
�ltrace) je sign�al fo(t) = CjT (!)j cos(!t+ �(!)), kde T (!) je p�renosov�a funkce �ltru a �(!) jeho
f�azov�e zpo�zd�en��. Frekvence (perioda) vstupuj��c��ho a vystupuj��c��ho harmonick�eho sign�alu jsou
stejn�e.

Speci�aln��m vstupem fi(t), pro kter�y m�u�zeme okam�zit�e ur�cit v�ystup fo(t) pomoc�� vztahu
(3.63), je konstantn�� funkce:

fi(t) = C exp(i!t)

�����
!=0

) fo(t) = C T (!) exp(i!t)

�����
!=0

= CT (0):

V�ystupem �ltru, kter�y je odezvou na vstupuj��c�� konstantn�� funkci, je tedy op�et konstantn�� funkce,
L(C) = CT (0).

Abychom v�sak mohli o p�renosov�e funkci mluvit jako o charakteristice �ltru, mus��me pomoc��
n�� b�yt schopni spo�c��tat v�ystup fo(t) pro obecn�y vstup fi(t).

V�eta (O p�renosov�e funkci):

P�redpokl�adejme �ltr (line�arn�� �casov�e invariantn�� syst�em) s p�renosovou funkc�� T (!), do
kter�eho vstupuje obecn�y vstup fi(t), pro n�ej�z existuje Fourierova transformace. Pro odezvu
na obecn�y vstup fi(t) plat��

fo(t) = F�1(T (!)F(fi(t))) = F�1(T (!)Fi(!)): (3.64)

D�ukaz:

Ka�zd�y takov�y obecn�y vstup m�u�zeme zapsat pomoc�� inverzn�� Fourierovy transformace (v
p�r��pad�e �uhlov�e frekvence pou�zijeme vztah (3.4)) jeho spektra Fi(!). D��ky linearit�e �ltru pak
obecn�y v�ystup je

fo(t) = L

0
@ 1

2�

1Z
�1

Fi(!) exp(i!t)d!

1
A =

1

2�

1Z
�1

Fi(!)L(exp(i!t))d! =
1

2�

1Z
�1

Fi(!)T (!) exp(i!t)d!:

Spektrum v�ystupn��ho sign�alu je tedy

Fo(!) = F(fo(t)) = T (!)Fi(!); c:b:d: (3.65)

Podle tvaru p�renosov�e funkce (p�resn�eji �re�ceno jej��ho modulu) m�u�zeme rozli�sit, zda �ltr je
n��zkofrekven�cn�� (tj. p�redstavuje tzv. n��zkofrekven�cn�� propust') nebo vysokofrekven�cn�� (vysokofrekven�cn��
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propust'). V prvn��m p�r��pad�e �ltr propou�st�� n��zk�e frekvence27 a vysok�e potla�cuje28 a ve druh�em
p�r��pad�e je tomu naopak. Oba p�r��pady ilustruje obr�azek 3.33, kter�y p�redstavuje v�zdy jednu
konkr�etn�� realizaci dan�eho typu �ltru (v detailn��m tvaru p�renosov�e funkce se jednotliv�e konkr�etn��
vysokofrekven�cn�� a n��zkofrekven�cn�� propusti li�s��). N�ekter�e uk�azky tohoto typu �ltrace dat posky-
tuje obr�azek 3.34. Dob�re je zde vid�et, jak n��zkofrekven�cn�� propust' zp�usobuje odstran�en��m vysok�ych
frekvenc�� vyhlazen�� dat. �Casto se pou�z��vaj�� tak�e p�asmov�e �ltry, kter�e propou�st�ej�� nebo naopak
potla�cuj�� pouze frekvence v ur�cit�em rozsahu.

Obr�azek 3.33: Zisk �ltru jT (f)j, kter�y funguje jako n��zkofrekven�cn�� (a) nebo vysokofrekven�cn��
(b) propust'.

Z (3.65) a (3.15) je z�rejm�e, �ze p�renosov�a funkce mus�� b�yt Fourierovou transformac�� impulzn��
odezvy.

V�eta (O vztahu p�renosov�e funkce a impulzn�� odezvy):

P�redpokl�adejme �ltr (line�arn�� �casov�e invariantn�� syst�em) s p�renosovou funkc�� T (!) a im-
pulzn�� odezvou i(t). Pak p�renosov�a funkce a impulzn�� odezva jsou ve vztahu Fourierovy
transformace

T (!) = F(i(t)); i(t) = F�1(T (!)): (3.66)

D�ukaz:

D��ky jednozna�cnosti Fourierovy transformace sta�c�� dok�azat pouze jednu z rovnost�� (3.66). D�ukaz
druh�e rovnosti je p�r��mo�ca�rej�s�� a jednodu�s�s��, a proto jej ponech�ame do cvi�cen��. Zde se zam�e�r��me
na d�ukaz prvn�� rovnosti, kter�y stoj�� na rovnici (3.63). Necht' do �ltru vstupuje fi(t) = exp(i!0t).
Odpov��daj��c�� Fourierovo spektrum vstupu je podle cvi�cen�� 3.5.1 Fi(!) = F(fi(t)) = 2��(!�!0).

27Co lze je�st�e pova�zovat za n��zkou frekvenci je samoz�rejm�e relativn��, z�avis�� na konkr�etn�� aplikaci.
28Proto se takov�y �ltr n�ekdy alternativn�e naz�yv�a vysokofrekven�cn�� z�adr�z.
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Obr�azek 3.34: Uk�azky vysokofrekven�cn�� a n��zkofrekven�cn�� �ltrace: a, d p�uvodn�� data, b, e data
po aplikaci n��zkofrekven�cn�� propusti, c, f data po aplikaci vysokofrekven�cn�� propusti. (Obr�azky
d { f jsou digit�aln��, zde jsou v�sak pro �u�cely v�ykladu modelem transformace spojit�eho sign�alu.)
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Pro spektrum v�ystupu pak mus�� platit

F(fo(t)) = F(fi(t) � i(t)) = 2��(! � !0)F(i(t)) = 2��(! � !0)I(!) = 2��(! � !0)I(!0):
V�ystupn�� sign�al v �casov�e oblasti je pak inverzn�� transformac�� tohoto v�yrazu

fo(t) = L(exp(i!0t)) =
1

2�

1Z
�1

Fo(!) exp(i!t)d! = I(!0)

1Z
�1

�(!�!0) exp(i!t)d! = I(!0) exp(i!0t)

pro libovoln�e !0. Porovn�an��m s (3.63) dost�av�ame

I(!) = F(i(t)) = T (!); c:b:d:

Chceme-li tedy ur�cit v�ystup z �ltru odpov��daj��c�� obecn�emu vstupu, m�ame na v�yb�er minim�aln�e
dv�e mo�znosti. Zn�ame-li impulzn�� odezvu, m�u�zeme v �casov�e oblasti prov�est konvoluci vstupu s
touto impulzn�� odezvou. Alternativn�e m�u�zeme �ltraci prov�est ve spektr�aln�� oblasti: najdeme
Fourierovo spektrum vstupu, p�ren�asob��me jej p�renosovou funkc�� (spektrem impulzn�� odezvy)
a inverzn�� Fourierovou transformac�� z��sk�ame po�zadovan�y v�ystup. Situaci schematicky ukazuje
obr�azek 3.35. Je-li k dispozici efektivn�� algoritmus pro v�ypo�cet Fourierovy transformace (viz
odstavec 5), je tento druh�y zp�usob v�et�sinou v�yhodn�ej�s��29 a proto se v praxi �casto pou�z��v�a. Jedn�a
se o d�ule�zitou praktickou aplikaci Fourierovy transformace.

Cvi�cen�� 3.15.1:

Doka�zte p�r��m�ym odvozen��m druhou rovnost v (3.66).

P�r��klad:
Jak�a mus�� b�yt p�renosov�a funkce �ltru, kter�y zachov�av�a tvar sign�alu (tj. v�ystup je oproti vstupu
pouze posunut�y v �case a p�ren�asoben�y konstantou)?

Podle zad�an�� mus�� tedy platit, �ze
fo(t) = Kfi(t� t0):

Spektrum v�ystupu je tedy podle (3.31) a samoz�rejm�e i pomoc�� (3.27)

Fo(!) = KFi(!) exp(�i!t0); Fi(!) = F(fi(t)):
P�renosov�a funkce je tedy

T (!) = K exp(�i!t0) = jT (!)j exp(i�(!)); jT (!)j = K; �(!) = �!t0:
Filtr mus�� tedy m��t konstantn�� zisk a line�arn�� f�azov�e zpo�zd�en��. N�ekdy se takov�ym �ltr�um �r��k�a
�ltry s line�arn�� f�az��.

D�ule�zitou skupinou jsou tzv. kauz�aln�� �ltry. Jsou de�nov�any n�asleduj��c�� podm��nkou

fi(t) = 0; t < 0 ) fo(t) = 0; t < 0: (3.67)

29Z�ale�z�� v�sak na velikosti nosi�ce impulzn�� odezvy a p�renosov�e funkce, p�r��padn�e na d�elce intervalu, na kter�em
lze tyto charakteristiky pova�zovat za efektivn�e nenulov�e.
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Obr�azek 3.35: Schema �ltrace v �casov�e a frekven�cn�� oblasti.

Takov�y �ltr tedy zachov�av�a kauzalitu { vstupuje-li kauz�aln�� vstup, vystupuje kauz�aln�� v�ystup.
Jak pozn�ame, �ze dan�y �ltr je kauz�aln��? M�ame v principu 2 mo�znosti. Impulzn�� odezva takov�eho
�ltru mus�� rovn�e�z b�yt kauz�aln�� funkc�� �casu, nebot' se jedn�a o dezvu na �-funkci, kter�a podm��nku
kauzality spl�nuje. Druhou mo�znost��, sp���se v�sak teoretickou, by bylo ov�e�rit, �ze p�renosov�a funkce
vyhovuje Kramers-Kronigov�ym relac��m. V praxi je pochopiteln�e v�et�sinou jednodu�s�s�� prvn�� postup.
V p�r��pad�e kauz�aln��ch �ltr�u se d��ky kauzalit�e impulzn�� odezvy zjednodu�suje vzorec pro v�ypo�cet
obecn�eho v�ystupu. Konkr�etn�e, vstupuje-li nekauz�aln�� vstup, je v�ystup d�an jako

fo(t) =

tZ
�1

fi(�)i(t� �)d�

Vstupuje-li kauz�aln�� sign�al, m�ame dokonce

fo(t) =

tZ
0

fi(�)i(t� �)d�:

Impulzn�� odezva a p�renosov�a funkce jsou mo�zn�a nejzn�am�ej�s��, nikoliv v�sak jedin�e charakteris-
tiky �ltru. �Casto se pou�z��v�a i odezva na Heavisideovu funkci h(t) = L(u(t)). D�uvod pro pou�zit��
t�eto charakteristiky je jej�� snadn�a m�e�ritelnost { je to nap�r. odezva na zapnut�� n�ejak�eho za�r��zen��.

Stejn�e jako impulzn�� odezva a p�renosov�a funkce nejsou nez�avisl�e (je mezi nimi vztah Fourierovy
transformace), i odezva na Heavisideovu funkci nen�� nez�avisl�a a je sv�az�ana s t�emito charakter-
istikami n�asleduj��c��mi vztahy:
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V�eta (O vztaz��ch mezi charakteristikami �ltru):

P�redpokl�adejme �ltr (line�arn�� �casov�e invariantn�� syst�em) s p�renosovou funkc�� T (!) a im-
pulzn�� odezvou i(t). Pak pro odezvu na Heavisideovu funkci plat��

h(t) =

tZ
�1

i(�)d�; lim
t!1

h(t) = T (0): (3.68)

Ve spektr�aln�� oblasti pak plat�� vztah

H(!) = F(h(t)) = 1

i!
T (!) + �T (0)�(!): (3.69)

Poznamenejme, �ze pro kauz�aln�� �ltr dokonce m�ame h(t) =
R t
0
i(�)d� .

D�ukaz:

Odezva h(t) mus�� b�yt konvoluc�� Heavisideovy funkce s impulzn�� odezvou

h(t) =

1Z
�1

i(�)u(t� �)d� =
tZ

�1

i(�)d�;

kde posledn�� rovnost je d�usledkem kauzality Heavisideovy funkce. V limit�e pro t ! 1 z toho
okam�zit�e plyne pomoc�� (3.41)

lim
t!1

h(t) =

1Z
�1

i(�)d� = T (0); c:b:d:

Spektr�aln�� vztah se pak dostane p�r��mo ze vzorce pro spektrum integr�alu (3.37).

D�usledkem t�eto v�ety je t�e�z u�zite�cn�y vztah i(t) = dh(t)
dt

. Zm�e�r��me-li odezvu na Heavisideovu
funkci (kter�a je v praxi sn�aze m�e�riteln�a), jej��m zderivov�an��m z��sk�ame impulzn�� odezvu. Provedeme-
li
"
derivov�an��\ ve spektr�aln�� oblasti, tj. n�asob��me-li spektrum H(!) faktorem i!, dostaneme

p�renosovou funkci: T (!) = i!H(!).

Zn�ame-li odezvu na Heavisideovu funkci, nen�� nutn�e p�rech�azet k impulzn�� odezv�e �ci p�renosov�e
funkci. Obecn�y v�ystup �ltru m�u�zeme ur�cit p�r��mo s pomoc�� odezvy h(t) a jej��ho spektra, pomoc��
n�asleduj��c�� v�ety
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V�eta (O odezv�e na Heavisideovu funkci):

P�redpokl�adejme �ltr (line�arn�� �casov�e invariantn�� syst�em) s p�renosovou funkc�� T (!) a
odezvou na Heavisideovu funkci h(t) = L(u(t)). Pak pro odezvu na obecn�y vstup, kter�y
m�a kone�cnou limitu pro t! �1, plat��

fo(t) =

�
lim
t!�1

fi(t)

�
T (0) +

1Z
�1

f 0i(�)h(t� �)d�; (3.70)

kde f 0i ozna�cuje derivaci. Ve spektr�aln�� oblasti pak plat�� vztah

Fo(!) = i!H(!)Fi(!); (3.71)

kde H(!) = F(h(t)), Fi(!) = F(fi(t)), a Fo(!) = F(fo(t)).

D�ukaz:
Ozna�cme K kone�cnou limitu fi v �1. Obecn�y vstup pak m�u�zeme ps�at jako

fi(t) = K +

tZ
�1

f 0i(�)d� = K +

1Z
�1

f 0i(�)u(t� �)d�:

Obecn�y v�ystup je pak

fo(t) = L(fi(t)) = KT (0) +

1Z
�1

f 0i(�)L(u(t� �))d� = KT (0) +

1Z
�1

f 0i(�)h(t� �)d�; c:b:d:

Spektr�aln�� vztah (3.71) je p�r��m�ym d�usledkem (3.69) a (3.65).
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V p�redch�azej��c��ch kapitol�ach jsme v �casov�e oblasti uva�zovali spojit�e sign�aly. V praxi ov�sem
v�et�sinou sign�al nezn�ame pro �casy z re�aln�eho oboru, ale sp���se v n�ejak�ych diskr�etn��ch bodech. Tak�e
pro �u�cely zpracov�an�� za pomoci v�ypo�cetn�� techniky je t�reba pracovat s diskr�etn��mi a nikoliv spo-
jit�ymi sign�aly. Proto je d�ule�zit�e i v oblasti teoretick�e p�rej��t ke spektr�aln�� anal�yze diskr�etn��ch
sign�al�u a dob�re vyjasnit vztahy mezi Fourierovsk�ymi transformacemi diskr�etn��ch sign�al�u a je-
jich spojit�ych prot�ej�sk�u, tj. spojit�ych sign�al�u, ze kter�ych sign�aly diskr�etn�� vznikly p�r��slu�sn�ym
vzorkov�an��m.

Za�cn�em�e s Fourierovou transformac�� diskr�etn��ho sign�alu. Tato transformace p�ri�razuje diskr�etn��mu
neperiodick�emu sign�alu v �casov�e oblasti spojit�y periodick�y sign�al ve spektr�aln�� oblasti. Op�et se
zde vlastn�e projevuje

"
dualita\ diskretizace a periodidozace diskutovan�a v p�redch�azej��c�� kapi-

tole. Tato transformace nem�a velk�y v�yznam pro praktick�e v�ypo�cty, nebot' spektrum je spojit�ym
sign�alem a v�ypo�cetn�� technika s takov�ymi sign�aly neum�� pracovat. M�a v�sak velk�y v�yznam teo-
retick�y jako jak�ysi logick�y p�redstupe�n Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu (nebo t�e�z diskr�etn��
Fourierovy transformace) prob��ran�e v n�asleduj��c�� kapitole. Velmi d�ule�zitou aplikac�� t�eto trans-
formace je tzv. vzorkovac�� teor�em, viz odstavec 4.5.

4.1 De�nice Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu.

Vyjasn�eme nejprve, co p�resn�e budeme rozum�et diskr�etn��m sign�alem. Podle de�nice v kapitole 1.2
je diskr�etn�� sign�al obecn�e komplexn�� funkce celo�c��seln�e prom�enn�e: s(n); n 2 Z. Pro �u�cely de�nice
Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu speci�kujme je�st�e d�ale, �ze n 2 Z tvo�r�� po sob�e jdouc��
posloupnost cel�ych �c��sel. Na obr�azku 4.1a je zn�azorn�en p�r��klad takov�eho sign�alu v porovn�an�� s
obr�azkem 4.1b, kter�y na�s�� speci�kaci neodpov��d�a. Vzd�alenost

"
vzork�u\1 na vodorovn�e ose je

tedy v�zdy 1.

Obr�azek 4.1: Speci�kace diskr�etn��ho sign�alu, a) p�r��klad diskr�etn��ho sign�alu pou�z��van�eho pro
Fourierovu transformaci, b) obecn�ej�s�� typ diskr�etn��ho sign�alu.

1Tento pojem zde nen�� zcela nam��st�e, nebot' se zat��m nejedn�a o diskretizaci p�uvodn�e spojit�eho sign�alu.
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De�nice: (Fourierova transformace diskr�etn��ho sign�alu pro �uhlovou frekvenci)

Fourierovou transformac�� (spektrem) diskr�etn��ho sign�alu s(n) nazveme funkci ~S(
)

~S(
) = F [s(n)] =
1X

n=�1
s(n) exp(�i
n): (4.1)

Inverzn�� Fourierovou transformac�� odpov��daj��c�� spektru ~S(
) je

s(n) = F�1[ ~S(
)] = 1

2�

�Z
��

~S(
) exp(i
n)d
: (4.2)

Porovn�ame-li vzorec pro p�r��mou transformaci diskr�etn��ho a spojit�eho sign�alu vid��me, �ze vzorec
(4.1) je z�rejmou diskr�etn�� analogi�� vzorce (3.5), kde pouze spojit�y sign�al s(t) je nahrazen diskr�etn��m
s(n) (tj. m��sto prom�enn�e t m�ame prom�ennou n) a t��m p�adem integr�al je p�rirozen�e nahrazen
sumou. Z�am�ern�e zde pou�z��v�ame jin�y symbol pro prom�ennou ve frekven�cn�� oblasti (ne�z tradi�cn��
!, kter�e jsme pou�z��vali dosud), abychom zd�uraznili rozd��l mezi �uhlovou frekvenc�� spojit�eho a
diskr�etn��ho sign�alu. To je d�ule�zit�e zejm�ena tehdy, zkoum�ame-li vztah Fouri�erovy transformace
obou typ�u sign�alu (viz odstavec 4.4). Jak uvid��me d�ale, ob�e frekvence maj�� tak�e jin�y fyzik�aln��
rozm�er.

Z numerick�eho hlediska se dokonce na vzorec (4.1) m�u�zeme d��vat jako na aproximaci vzorce
de�nuj��c��ho spektrum spojit�eho sign�alu (3.5), pokud p�r��slu�sn�y integr�al vyj�ad�r��me pomoc�� li-
chob�e�zn��kov�eho pravidla (obr�azek 4.2). Rozd�elme integra�cn�� obor na intervaly d�elky �t

S(!) =

1Z
�1

s(t) exp(�i!t)dt =
1X

n=�1

(n+1)�tZ
n�t

s(t) exp(�i!t)dt:

Aproximac�� lichob�e�zn��kov�ym pravidlem dostaneme

S(!) �
1X

n=�1

1

2
�t[s(n�t) exp(�i!n�t) + s((n+ 1)�t) exp(�i!(n+ 1)�t)]:

Jeliko�z se d��ky nekone�cn�ym mez��m vlastn�e jedn�a o sou�cet dvou identick�ych sum, m�u�zeme ps�at

S(!) � �t
1X

n=�1
s(n�t) exp(�i!n�t):

Pou�zijeme-li substituci

 = !�t; (4.3)

ozna�c��me-li ~S(
) = 1
�t
S (!�t) a ztoto�zn��me-li vzorky s(n�t) s hodnotami diskr�etn��ho sign�alu

s(n), dostaneme de�ni�cn�� vzorec Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu

~S(
) �
1X

n=�1
s(n) exp(�i
n)
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ve tvaru aproximace. Tud���z tvar vzorce (4.1) je p�rirozenou diskr�etn�� analogi�� vzorce (3.5) i
s ohledem na jeho numerick�y v�ypo�cet. Tuto �uvahu m�u�zeme dov�est je�st�e d�ale a uv�edomit si
souvislost p�resnosti v�ypo�ctu p�r��slu�sn�eho integr�alu lichob�e�zn��kov�ym pravidlem a vztahu spektra
diskr�etn��ho a spojit�eho sign�alu. Tento vztah je podrobn�e diskutov�an v odstavci 4.4 a je, jak ji�z
v��me, d�an periodizac�� spektra spojit�eho sign�alu s p�r��padn�ym efektem alias. M�u�zeme tedy �r��ci,
�ze chyba diskretizace p�ri uplatn�en�� numerick�eho v�ypo�ctu integr�alu Fourierovy transformace v
�casov�e oblasti je spjata s efektem alias v oblasti spektr�aln��.

Alternativn�e m�u�zeme spektrum diskr�etn��ho sign�alu vyj�ad�rit i pomoc�� �uhlov�e frekvence spo-
jit�eho sign�alu2 !. P�repo�cet mezi ob�ema frekvencemi je d�an vzore�ckem (4.3) a spektrum (4.1)
vyj�ad�ren�e pomoc�� ! je tedy

~S(!) = F [s(n)] =
1X

n=�1
s(n) exp(�i!�tn):

Ze vzore�cku (4.3) je tak�e z�rejm�e, �ze je-li jednotkou �uhlov�e frekvence spojit�eho sign�alu (!) radi�an
za sekundu, je jednotkou �uhlov�e frekvence diskr�etn��ho sign�alu (
) radi�an na vzorek, nebot' �casov�y
krok m�e�r��me v sekund�ach na vzorek.

Obr�azek 4.2: Aproximace integr�alu z funkce s(t) lichob�e�zn��kov�ym pravidlem p�ri diskretiza�cn��m
kroku �t. Sou�cet �sed�ych lichob�e�zn��k�u se p�ribli�zn�e rovn�a plo�se pod k�rivkou.

Jak�e jsou podm��nky existence Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu? Souhrnn�e lze
�r��ci, �ze �rada (4.1) mus�� m��t kone�cn�y sou�cet, p�resn�eji �re�ceno, posloupnost �c�aste�cn�ych sou�ct�u

~SN(
) =
NX

n=�N
s(n) exp(�i
n) (4.4)

mus�� v n�ejak�em smyslu p�ri N ! 1 konvergovat ke kone�cn�emu �c��slu ~S(
). Z teorie �rad je
zn�amo, �ze sou�cet na prav�e stran�e (4.1) existuje a d�av�a spojitou funkci ~S(
) (ve smyslu spojitosti
matematick�e funkce, nikoliv jen spojitosti sign�alu), pokud plat��

1X
n=�1

js(n)j <1:

V tomto p�r��pad�e se jedn�a o stejnom�ernou konvergenci �c�aste�cn�ych sou�ct�u (4.4). Existence sou�ctu
bez spojitosti dan�e funkce je zaji�st�ena ji�z p�ri slab�s�� podm��nce

1X
n=�1

js(n)j2 <1:

2V jak�e prom�enn�e danou funkci vyjad�rujeme je form�aln�� a je to v�ec�� dohody, mus��me v�sak v�zdy odpov��daj��c��m
zp�usobem upravit p�r��slu�sn�e funk�cn�� vztahy.
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�C�aste�cn�e sou�cty pak konverguj�� ve smyslu L2 normy:

lim
N!1

�Z
��

j ~S(
)� ~SN(
)j2d
 = 0:

Spektrum pak m�u�ze b�yt v n�ekter�ych bodech (na mno�zin�e m��ry nula) nespojit�e. V praxi v�et�sinou
pracujeme se sign�aly s omezen�ym nosi�cem, nap�r��klad takov�ymi jako na obr�azku 1.2, a pro n�e
jsou podm��nky existence Fourierovy transformace bez probl�em�u spln�eny.

D�ule�zit�ym rysem t�eto transformace je, �ze v sum�e na prav�e stran�e v (4.1) s�c��t�ame expo-
nenci�aly, kter�e jsou 2�-periodick�e v prom�enn�e 
. Tedy i jejich sou�cet, spektrum ~S(
) je 2�-
periodick�y spojit�y sign�al (co�z tak�e zna�c��me vlnkou nad symbolem S). Jedn�a se tedy o vz�ajemn�e
jednozna�cn�e p�ri�razen�� mezi diskr�etn��m neperiodick�ym sign�alem v �casov�e oblasti a spojit�ym pe-
riodick�ym sign�alem ve spektr�aln�� oblasti. Vz�ajemnou jednozna�cnost p�ri�razen�� ov�e�r��me snadno
s vyu�zit��m periodicity exponenci�al a jejich ortogonality na intervalu d�elky periody. Vyn�asobme
~S(
) faktorem exp(i
m) a integrujme od �� do �:

�Z
��

~S(
) exp(i
m)d
 =

�Z
��

1X
n=�1

s(n) exp(�i
n) exp(i
m)d
:

P�redpokl�adejme, �ze m�u�zeme prohodit po�rad�� sumace a integrace (nap�r. �rada konverguje ste-
jnom�ern�e), pak

�Z
��

~S(
) exp(i
m)d
 =
1X

n=�1
s(n)

�Z
��

exp(�i
(n�m))d
:

Spo�ct�em�e integr�al na prav�e stran�e, nejprve pro n = m

�Z
��

exp(�i
0)d
 = 2�:

Pro n�m = l 6= 0 m�ame

�Z
��

exp(�i
l)d
 =

�
exp(�i
l)
�il

��
��

= �exp(�i�l)
il

+
exp(i�l)

il
=

1

il
(cos(�l)�cos(�l)+2 sin(�l)) = 0;

kde p�redposledn�� rovnost je d�usledkem (D.8.1) a posledn�� rovnost plat�� nebot' sinus celo�c��seln�ych
n�asobk�u � je roven 0. Souhrnn�e tedy m�ame

�Z
��

exp(�i
(n�m))d
 = 2��nm;

kde �nm je tzv. Kroneckerovo � (�nm = 1 pro n = m a �nm = 0 pro n 6= m). Celkem tedy
dost�av�ame

�Z
��

~S(
) exp(i
m)d! =
1X

n=�1
s(n)2��nm = 2�s(m);
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odkud ji�z okam�zit�e plyne vzorec pro inverzn�� transformaci (4.2). Obr�acen�e, kdybychom do tohoto
vzorce dosadili za spektrum ~S(
) v�yraz (4.1), dostaneme po stejn�ych �uprav�ach

s(n) =
1X

m=�1
s(m)�nm = s(n);

�c��m�z je d�ukaz vz�ajemn�e jednozna�cnosti dokon�cen.
Podobn�e jako v p�r��pad�e Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu, i zde m�u�zeme Fourierovu

transformaci de�novat alternativn�e pro oby�cejnou frekvenci F nam��sto �uhlov�e 
, 
 = 2�F =
2�f�t, kde f je oby�cejn�a frekvence spojit�eho sign�alu.

De�nice: (Fourierova transformace diskr�etn��ho sign�alu pro oby�cejnou frekvenci)

Fourierovou transformac�� (spektrem) diskr�etn��ho sign�alu s(n) nazveme funkci ~S(F )

~S(F ) = F [s(n)] =
1X

n=�1
s(n) exp(�i2�Fn): (4.5)

Inverzn�� Fourierovou transformac�� odpov��daj��c�� spektru ~S(F ) je

s(n) = F�1[ ~S(F )] =
1=2Z

�1=2

~S(F ) exp(i2�Fn)dF: (4.6)

Poznamenejme tak�e, �ze v oby�cejn�e frekvenci F je perioda spektra rovna jedn�e3. V p�r��pad�e
spojit�ych sign�al�u jsme oby�cejnou frekvenci preferovali z d�uvod�u symetrie vzorc�u pro p�r��mou a
inverzn�� transformaci. Pro diskr�etn�� sign�aly v�sak m�ame vzorce pro p�r��mou a inverzn�� transformaci
zcela rozd��ln�e (jeden obsahuje sumaci, druh�y integr�al) i pro oby�cejnou frekvenci, a proto budeme
v t�eto kapitole z d�uvod�u jednodu�s�s��ho z�apisu pou�z��vat frekvenci �uhlovou. �Uhlov�a frekvence se
tak�e v souvislosti s t��mto typem transformace vyskytuje nej�cast�eji v literatu�re. Modi�kace vzorc�u
prob��ran�ych v n�asleduj��c��ch odstavc��ch pro oby�cejnou frekvenci je jednoduch�a.

Srovn�an��m (4.5) s (2.16) vid��me, �ze a�z na znam�enko v exponentu (kter�e je z�ale�zitost�� konvence,
jak v��me) p�redstavuje p�r��m�a Fourierova transformace diskr�etn��ho sign�alu vlastn�e Fourierovu
�radu spojit�eho sign�alu ~S(F ) s periodou 1 a inverzn�� Fourierova transformace diskr�etn��ho sign�alu
pak nen�� nic jin�eho, ne�z vzorec pro p�r��slu�sn�y Fourier�uv koe�cient. Na Fourierovu transformaci
diskr�etn��ho sign�alu se tedy m�u�zeme d��vat jako na Fourierovu �radu, u kter�e jsou v�sak �casov�a a
spektr�aln�� oblast prohozeny.

P�r��klad:
Najd�ete spektrum funkce

s(n) =

�
1 pro jnj � N
0 pro jnj > 0

3Spr�avn�e bychom pro ozna�cen�� spektra v oby�cejn�e a �uhlov�e frekvenci meli pou�z��t r�uzn�e symboly. Proto�ze v�sak
nebudeme ob�e reprezentace pou�z��vat z�arove�n a nebezpe�c�� z�am�eny tedy nehroz��, vysta�c��me s jedn��m symbolem,
nap�r. ~S.
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Jedn�a se o diskr�etn�� obdobu pravo�uheln��kov�e funkce. Jej�� spektrum je podle (4.1)

~S(
) =
NX

n=�N
exp(�i
n) = 1 + 2

NX
n=1

cos(n
);

kde jsme vyu�zili (D.8.1) a fakt, �ze kosinus je funkce sud�a, zat��mco sinus lich�a. S pomoc�� vzorce
(D.9.4) pak dost�av�ame

~S(
) = 1 +
sin((N + 1=2)
)

sin(
=2)
� 1 =

sin((N + 1=2)
)

sin(
=2)
:

Pro N = 2 je spektrum diskr�etn�� pravo�uheln��kov�e funkce zn�azorn�eno na obr�azku 4.3. Z v�ykladu
v p�redch�azej��c�� kapitole je �cten�a�ri z�rejm�e, �ze funkce na obr�azku 4.3 dole vznikne nas�c��t�an��m
periodick�ych opakov�an�� funkce sinc (Pozor: jde o nas�c��t�an��, proto se tato funkce nerovn�a funkci
sinc ani v intervalu (��; �)).

Obr�azek 4.3: Fourierova transformace diskr�etn�� pravo�uheln��kov�e funkce, nenulov�e v intervalu
h�N;Ni, pro N = 2.

Zobecn�en�� na dvoudimenzion�aln�� p�r��pad je jednoduch�e. De�nujme
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De�nice: (2-D Fourierova transformace diskr�etn��ho sign�alu pro �uhlovou frekvenci)

Fourierovou transformac�� (spektrem) diskr�etn��ho sign�alu s(n1; n2) nazveme funkci
~S(
1;
2)

~S(
1;
2) = F [s(n1; n2)] =
1X

n1=�1

1X
n2=�1

s(n1; n2) exp(�i
1n1 � i
2n2): (4.7)

Inverzn�� Fourierovou transformac�� odpov��daj��c�� spektru ~S(
1;
2) je

s(n1; n1) = F�1[ ~S(
1;
2)] =
1

4�2

�Z
��

�Z
��

~S(
1;
2) exp(i
1n1 + i
2n2)d
1d
2: (4.8)

P�r��klad:
Najd�ete spektrum ~S(
1;
2) funkce

s(n1; n2) =

�
1 pro �1 � n1 � 1;�1 � n2 � 1
0 jinde

Sign�al je schematicky zn�azorn�en na obr�azku 4.4.

Obr�azek 4.4: 2-D diskr�etn�� sign�al rovn�y jedn�e pouze pro �1 � n1 � 1;�1 � n2 � 1, jinde
nulov�y.

~S(
1;
2) =
1P

n1=�1

1P
n2=�1

exp(�i
1n1 � i
2n2)

= 1 + exp(�i
1) + exp(�i
2) + exp(i
1) + exp(i
2)
+ exp(�i
1 � i
2) + exp(�i
1 + i
2) + exp(i
1 � i
2) + exp(+i
1 + i
2)

= (1 + 2 cos(
1))(1 + 2 cos(
2)):

Srovn�an��m s p�redch�azej��c��m 1-D p�r��kladem pro N = 1 vid��me, �ze i pro 2-D diskr�etn�� sign�aly
se uplat�nuje vlastnost separability, kterou zn�ame z minul�e kapitoly.
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V�eta (O separabilit�e 2-D Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu):

Je-li s(n1; n2) n�asobn�ym sign�alem, tj. s(n1; n2) = s1(n1)s2(n2), pak pro jeho Fourierovu
transformaci plat��

~S(
1;
2) = F(s(n1; n2)) = F(s1(n1))F(s2(n2)): (4.9)

D�ukaz op�et plyne jednodu�se z konstrukce 2-D Fourierovy transformace postupnou dvoj�� aplikac��
transformace jednodimenzion�aln��.

Podobn�e jako u p�redch�azej��c��ch transformac��, i spektrum diskr�etn��ho sign�alu je obecn�e kom-
plexn��. Reprezentujeme ho nej�cast�eji amplitudov�ym j ~S(
)j a f�azov�ym ~�(
) spektrem, jejich�z
de�nice jsou stejn�e jako v p�r��pad�e spojit�ych sign�al�u.

4.2 Vlastnosti Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu.

Vlastnosti Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu jsou analogick�e vlastnostem transformace
sign�alu spojit�eho. Shr�nme je proto pouze ve stru�cn�em p�rehledu, viz tabulka 4.1.

Jejich d�ukazy lze snadno prov�est p�r��mo z de�nice dan�e transformace. Proved'me zde pro
uk�azku jen dva z nich: d�ukaz, �ze konvoluce dvou diskr�etn��ch sign�al�u se transformuje na sou�cin
jejich spekter a d�ukaz Parsevalova teor�emu. Konvoluce diskr�etn��ch (neperiodick�ych) sign�al�u f(n)
a g(n) je de�nov�ana vztahem

f(n) � g(n) =
1X

m=�1
f(m)g(n�m):

Z�apis f(n) � g(n) je t�reba spr�avn�e ch�apat jako n-t�y prvek diskr�etn�� posloupnosti f � g, tedy
(f � g)(n). P�r��klad takov�e konvoluce pro dva jednoduch�e diskr�etn�� sign�aly ukazuje obr�azek 4.5.
D�ukaz v�y�se uveden�eho tvrzen�� provedeme p�r��mo z de�nice Fourierovy transformace diskr�etn��ho
sign�alu.

D�ukaz (spektrum konvoluce):

F(f(n) � g(n)) =
1P

n=�1

� 1P
m=�1

f(m)g(n�m)

�
exp(�i
n)

=
1P

n=�1

1P
m=�1

f(m)g(n�m) exp(�i
(n�m) +m)

=
1P

n=�1
f(m) exp(�i
m)

1P
k=�1

g(k) exp(�i
k)
= ~F (
) ~G(
); c:b:d:

V d�ukazu jsme pou�zili substituci k = n�m, kter�a v�sak neovlivn�� nekone�cn�e suma�cn�� meze. Tak�e
jsme p�redpokl�adali mo�znost prohozen�� po�rad�� sumac��.

Cvi�cen�� 4.2.1:
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VLASTNOST DISKR�ETN�I SIGN�AL FOURIEROVO SPEKTRUM

lin. kombinace �f(n) + �g(n); �; � 2 C � ~F (
) + � ~G(
)

posunut�� s(n�m) ~S(
) exp (�im
)

modulace s(n) exp (in
0) ~S(
� 
0)

zrcadlen�� s(�n) ~S(�
)

komplexn�� sdru�zen�� s(n) ~S(�
)

derivace spektra �ins(n) @ ~S(
)

@


konvoluce
1P

m=�1
f(m)g(n�m) ~F (
) ~G(
)

n�asoben�� f(n)g(n)
1

2�

�R
��

~F (�) ~G(
� �)d�

korelace
1P

m=�1
f(n)g(n+m) ~F (
) ~G(
)

autokorelace
1P

m=�1
s(n)s(n+m) ~S(
) ~S(
) = j ~S(
)j2

Parseval�uv teor�em
1P

n=�1
f(n)g(n) =

1

2�

�R
��

~F (
) ~G(
)d


Rayleigh�uv teor�em
1P

n=�1
js(n)j2 = 1

2�

�R
��

j ~S(
)j2d


Tabulka 4.1: Nejd�ule�zit�ej�s�� vlastnosti Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu.
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Obr�azek 4.5: P�r��klad konvoluce dvou diskr�etn��ch sign�al�u (podle Rabiner & Gold, 1975).

Spo�ct�ete diskr�etn�� konvoluci hn = fn � gn, kde hn; gn 6= 0 pro 0 � n < 4 a nenulov�e prvky tvo�r��
�ctve�rice [1; 2; 3; 4] a [0; 1; 2; 3].

D�ukaz (Parseval�uv teor�em):

Pomoc�� spektra sou�cinu a spektra komplexn�e sdru�zen�eho sign�alu m�ame

F(f(n)g(n)) = 1

2�

�Z
��

~F (�) ~G(�
 + �)d�:

Z�arove�n v��me, �ze

F(f(n)g(n)) =
1P

n=�1
f(n)g(n) exp(�i
n) =)

1P
n=�1

f(n)g(n) = F(f(n)g(n))
�����

=0

=
1

2�

�R
��

~F (�) ~G(�)d� c:b:d:
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Podobn�e jako pro spojit�e sign�aly, m�u�zeme i zde pomoc�� vlastnosti modulace formulovat
u�zite�cn�e tzv. modula�cn�� teor�emy

h(n) = s(n) cos(
0t) $ ~H(f) = 1
2
( ~S(
� 
0) + ~S(
 + 
0))

h(n) = s(n) sin(
0t) $ ~H(f) = 1
2i
( ~S(
� 
0)� ~S(
 + 
0)):

(4.10)

Shr�nme je�st�e nejd�ule�zit�ej�s�� symetrie Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu. �Cten�a�re
jist�e nep�rekvap��, �ze jsou zcela analogick�e symetri��m, kter�e ji�z zn�ame z p�redch�azej��c��ch kapitol.

Rozepi�sme jak sign�al v �casov�e oblasti s(n), tak jeho spektrum S(
) na re�alnou a imagin�arn��
�c�ast

s(n) = <fs(n)g+ i=fs(n)g; S(
) = <fS(
)g+ i=fS(
)g:
D�ale pak de�nujme pro sign�al (spektrum) tzv. sudou �c�ast e(n) (E(
)) a lichou �c�ast o(n)
(O(
))b�e�zn�ym zp�usobem.

e(n) =
1

2
[s(n) + s(�n)]

o(n) =
1

2
[s(n)� s(�n)]

E(
) =
1

2
[S(
) + S(�
)]

O(
) =
1

2
[S(
)� S(�
)]:

Jak diskr�etn�� sign�al, tak spojit�e spektrum m�u�zeme tedy rozepsat pomoc�� sud�e a lich�e �c�asti

s(n) = e(n) + o(n); S(
) = E(
) +O(
);

kde, jak je z�rejm�e z de�nic, pro sud�e �c�asti plat��

e(n) = e(�n); E(
) = E(�
)
a pro lich�e

o(n) = �o(�n); O(
) = �O(�
):
Sudou i lichou �c�ast jak sign�alu tak spektra tak�e m�u�zeme rozlo�zit na re�alnou a imagin�arn�� �c�ast:
nap�r. e(n) = <fe(n)g+i=fe(n)g a podobn�e ostatn��. Z�akladn�� symetrie Fourierovy transformace
diskr�etn��ho sign�alu jsou pak shrnuty v tabulce 4.2.

Pro snadn�ej�s�� zapamatov�an�� n�ekter�ych z t�echto symetri�� se op�et m�u�ze hodit gra�ck�a pom�ucka:

D�ukazy symetri�� plynou okam�zit�e z linearity a spektra zrcadlen�� �ci komplexn�e sdru�zen�eho sign�alu.
Pro re�aln�y sign�al =fs(n)g = 0 a s(n) = s(n), z �ceho�z okam�zit�e plyne:

~S(�
) = ~S(
);

<f ~S(
)g = <f ~S(�
)g
=f ~S(
)g = �=f ~S(�
)g
j ~S(
)j = j ~S(�
)j
~�(
) = �~�(�
); ~�(0) = 0:
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Diskr�etn�� sign�al Fourierovo spektrum

s(n) S(
)

<fs(n)g 1
2 [S(
) + S(�
)]

i=fs(n)g 1
2 [S(
)� S(�
)]

1
2 [s(n) + s(�n)] <fS(
)g

1
2 [s(n) + s(�n)] i=fS(
)g

e(n) E(
)

o(n) O(
)

1
2 [e(n) + e(n)] 1

2 [E(
) + E(
)])

1
2 [o(n) + o(n)] 1

2 [O(
)�O(
)])

1
2 [e(n)� e(n)] 1

2 [E(
)� E(
)])

1
2 [o(n)� o(n)] 1

2 [O(
) +O(
)])

Tabulka 4.2: Nejd�ule�zit�ej�s�� symetrie Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu.
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Tak�e Fourierova transformace 2D diskr�etn��ch sign�al�u m�a analogick�e vlastnosti, jak�e jsme
prob��rali v minul�e kapitole. Tabulka 4.3 shrnuje v p�rehledn�e form�e nejd�ule�zit�ej�s�� z nich. Jedn�a se
o z�rejm�e zobecn�en�� vlastnost�� 1D transformace. �Cten�a�r si jist�e pov�simne, �ze 2D p�r��pad nab��z�� i
n�ekter�e dal�s�� vlastnosti, kter�e v 1D p�r��pad�e nelze z principi�aln��ch d�uvod�u uva�zovat (separabilita,
transpozice, zrcadlen��, projekce apod.). S analogiemi v�sech t�echto vlastnost�� jsme se ji�z setkali v
odstavci 3.14 pro p�r��pad spojit�ych sign�al�u.

Cvi�cen�� 4.2.2:
Doka�zte vlastnost projekce z tabulky 4.3.

Pro 2D DFT op�et plat�� zcela analogick�e symetrie jako v p�r��pad�e 2D Fourierovy transformace,
prob��ran�e v p�redch�azej��c�� kapitole. Hlavn�� sm�ery t�echto symetri�� ukazuje obr�azek 3.29.

4.3 Line�arn�� �ltrace diskr�etn��ch sign�al�u.

V odstavci 3.15 jsme se sezn�amili se z�aklady teorie line�arn��ch, �casov�e invariantn��ch syst�em�u
(�ltr�u). Syst�emy s analogick�ymi vlastnostmi (linearita, �casov�a invariance, pop�r��pad�e stabilita)
m�u�zeme zav�est i pro diskr�etn�� sign�aly.

Uva�zujme line�arn�� �ltr do n�eho�z vstupuje komplexn�� sign�al fi(n) a vystupuje obecn�e jin�y
komplexn�� sign�al fo(n), viz schema na obr�azku 4.6.

Obr�azek 4.6: Sign�al fi(n) vstupuje do line�arn��ho �ltru. V�ysledkem �ltrace je sign�al fo(n). Sign�aly
jsou obecn�e komplexn��, speci�aln�e m�u�ze b�yt jeden z nich nebo oba re�aln�e.

Takov�y syst�em budeme reprezentovat oper�atorem L:

L(fi(n)) = fo(n);

kde ozna�cen�� L(fi(n)) ch�apeme ve smyslu L(fi)(n), oper�ator tedy nep�usob�� jen na jeden konkr�etn��
(n-t�y) vzorek sign�alu fi.

Syst�em je kompletn�e pops�an n�ekterou ze sv�ych charakteristik. Tou m�u�ze b�y nap�r��klad im-
pulzn�� odezva h(n), tj. v�ystup �ltru pro vstupuj��c�� �-funkci. V diskr�etn�� reprezentaci rozum��me
�-funkc�� sign�al

�(n) =

�
1 pro n = 0
0 jinde

:

Zn�azorn�en�� diskr�etn�� �-funkce �cten�a�r nalezne nap�r. na obr�azku 4.15 vpravo. Je-li h(n) = L(�(n)),
pak obecn�y v�ystup fo(n) = L(fi(n)) je d�an diskr�etn�� konvoluc�� s impulzn�� odezvou

fo(n) =
1X

k=�1
fi(k)h(n� k):
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VLASTNOST 2D DISKR�ETN�I SIGN�AL 2D FOURIEROVO SPEKTRUM

separabilita s(n1; n2) = f(n1)g(n2) ~S(
1;
2) = ~F (
1) ~G(
2)

lin. kombinace �f(n1; n2) + �g(n1; n2); �; � 2 C � ~F (
1;
2) + � ~G(
1;
2)

posunut�� s(n1 �m1; n2 �m2) ~S(
1;
2) exp (�i
1m1 � 
2m2)

modulace s(n1; n2) exp (i�1n1 + �2n2) ~S(
1 � �1;
2 � �2)

transpozice s(n2; n1) ~S(
2;
1)

zrcadlen�� s(�n1; n2) ~S(�
1;
2)

s(n1;�n2) ~S(
1;�
2)

s(�n1;�n2) ~S(�
1;�
2)

komplexn�� sdru�zen�� s(n1; n2) ~S(�
1;�
2)

re�aln�y sign�al s(n1; n2) = s(n1; n2) ~S(
1;
2) = ~S(�
1;�
2)

derivace spektra �in1s(n1; n2) @ ~S(
1;
2)

@
1

�in2s(n1; n2) @ ~S(
1;
2)

@
2

�n1n2s(n1; n2) @2 ~S(
1;
2)

@
1@
2

konvoluce
1P

m1=�1

1P
m2=�1

f(m1;m2)g(n1�m1;n2�m2) ~F (
1;
2) ~G(
1;
2)

n�asoben�� f(n1; n2)g(n1; n2)
1

4�2

�R
��

�R
��
~F (�1; �2) ~G(
1��1;
2��2)d�1d�2

korelace
1P

m1=�1

1P
m2=�1

f(n1; n2)g(n1 +m1; n2 +m2) ~F (
1;
2) ~G(
1;
2)

autokorelace
1P

m1=�1

1P
m2=�1

s(n1; n2)s(n1 +m1; n2 +m2) ~S(
1;
2) ~S(
1;
2) = j ~S(
1;
2)j2

projekce p(n1) =
1P

n2=�1
s(n1; n2) ~P (
1) = ~S(
1; 0)

q(n2) =
1P

n1=�1
s(n1; n2) ~Q(
1) = ~S(0;
2)

Parseval�uv teor�em
1P

n1=�1

1P
n2=�1

f(n1; n2)g(n1; n2) =
1

4�2

�R
��

�R
��

~F (
1;
2) ~G(
1;
2)d
1d
2

Rayleigh�uv teor�em
1P

n1=�1

1P
n2=�1

js(n1; n2)j2 = 1

4�2

�R
��

�R
��

j ~S(
1;
2)j2d
1d
2

Tabulka 4.3: Nejd�ule�zit�ej�s�� vlastnosti 2D Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu.
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D�ukaz:

Ka�zd�y diskr�etn�� sign�al, tedy i vstup �ltru, m�u�zeme reprezentovat pomoc�� diskr�etn�� konvoluce s
�-funkc��:

fi(n) =
1X

k=�1
fi(k)�(n� k):

D��ky linearit�e a �casov�e invarianci �ltru pak okam�zit�e dost�av�ame

fo(n) = L(fi(n)) = L(
1X

k=�1
fi(k)�(n�k)) =

1X
k=�1

fi(k)L(�(n�k)) =
1X

k=�1
fi(k)h(n�k); c:b:d:

Chceme-li tedy ur�cit v�ystup z �ltru pro obecn�y vstup, postupujeme v n�asleduj��c��ch kroc��ch:

� provedeme zrcadlen�� impulzn�� odezvy h(k)! h(�k)
� impulzn�� odezvu posuneme o n vzork�u h(�k)! h(�(k � n)) = h(n� k)
� n�asob��me posloupnosti fi(k) a h(n� k) a se�cteme pro v�sechna k.
Vlastnosti impulzn�� odezvy ur�cuj�� vlastnosti �ltru. Tak nap�r��klad impulzn�� odezva kauz�aln��ho

�ltru (generuj��c��ho kauz�aln�� v�ystup pro libovoln�y kauz�aln�� vstup) mus�� b�yt tak�e kauz�aln��, tj. mus��
spl�novat h(n) = 0 pro n < 0. Stabilita �ltru (ohrani�cen�y v�ystup pro ohrani�cen�y vstup) je zase
d�ana absolutn�� sumovatelnost�� impulzn�� odezvy, tj. podm��nkou

P1
n=�1 jh(n)j <1.

Podle nosi�ce impulzn�� odezvy tak�e �casto d�el��me �ltry na tzv. FIR �ltry (zkratka z anglick�eho

"
�nite impulse response\), pro kter�e plat��, �ze existuj�� dv�e po sob�e jdouc�� p�rirozen�a �c��sla N1 � N2

takov�a, �ze h(n) = 0 pro n < N1 nebo n < N2, a tzv. IIR �ltry (in�nite impulse response), pro
kter�e zm��n�en�a podm��nka neplat��.

Fourierov�ym spektrem impulzn�� odezvy je v p�r��pad�e neperiodick�ych diskr�etn��ch sign�al�u spo-
jit�y sign�al 2�-periodick�y v prom�enn�e 
: ~T (
) = F(h(n)). V analogii s odstavcem 3.15 jej
budeme op�et naz�yvat frekven�cn�� odezvou nebo t�e�z p�renosovou funkc��. Frekven�cn�� odezva je jed-
nou z dal�s��ch �casto pou�z��van�ych charakteristik �ltru. Obecn�y v�ystup lze z��skat jako inverzn��
Fourierovu transformaci sou�cinu spektra vstupu s p�renosovou funkc��.

Uved'me jako p�r��klad �ltr, kter�y p�redstavuje tzv. ide�aln�� n��zkofrekven�cn�� propust'4. Jeho
frekven�cn�� odezva je na obr�azku 4.7a. Obr. 4.7b zn�azor�nuje �c�ast jeho impulzn�� odezvy { jedn�a
se o IIR �ltr, tedy impulzn�� odezva pokra�cuje do �1. Tyto charakteristiky jsou d�any vztahy

~T (
) =

�
1 pro j
j < 
c
0 pro 
c < j
j < �

; h(n) =
1

2�


cZ
�
c

exp(i
n)d
 =

c
�
sinc�

�

cn

�

�
(4.11)

D�a se uk�azat, �ze impulzn�� odezva h(n) v rovnici (4.11) nen�� absolutn�e sumovateln�a. P�resto
je �ltr stabiln��, tj. v�zdy produkuje omezen�y v�ystup.

Tento �ltr pat�r�� do kategorie IIR �ltr�u, nebot' nosi�c impulzn�� odezvy je neomezen�y. V prak-
tick�ych aplikac��ch v�sak �casto impulzn�� odezvu modi�kujeme o�r��znut��m, tj. pracujeme s kone�cn�ym
po�ctem vzork�u. Takov�a impulzn�� odezva pak je v�zdy absolutn�e sumovateln�a. O�r��znut��m tedy
obecn�e dojde ke stabilizaci �ltru (u �ltru, kter�y p�red o�r��znut��m stabiln�� nebyl). V p�r��pad�e

4N��zkofrekven�cn�� propust' by p�redstavoval i nap�r. �ltr s p�renosovou funkc�� na obr�azku ??, pokud by se tato
ve�sla do intervalu (��; �), nejednalo by se v�sak o ide�aln�� n��zkofrekven�cn�� propust'.
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Obr�azek 4.7: Frekven�cn�� odezva (p�renosov�a funkce) (a) a impulzn�� odezva (b) ide�aln��
n��zkofrekven�cn�� propusti pro hrani�cn�� frekvenci 
c = �=2.

takov�eho o�r��znut�� se v�sak u ide�aln�� n��zkofrekven�cn�� propusti setk�ame s jevem analogick�ym Gibb-
sovu jevu z odstavce 2.7: frekven�cn�� odezva bude vykazovat v okol�� bod�u !c a �!c "p�rekmit\
funk�cn�� hodnoty o cca 9%. Tato diference nen�� v principu odstraniteln�a p�ribr�an��m dal�s��ch vzork�u
impulzn�� odezvy. Obr�azek 4.8 ukazuje frekven�cn�� odezvu FIR verze �ltru z obr�azku 4.7, modi-
�kovan�eho ponech�an��m pouze 71 vzork�u (symetricky okolo nuly) impulzn�� odezvy.

Obr�azek 4.8: Frekven�cn�� odezva FIR verze ide�aln�� n��zkofrekven�cn�� propusti s hrani�cn�� frekvenc��

c = �=2 pro h(n) 6= 0 pouze pro n � 35.

Cvi�cen�� 4.3.1:
Najd�ete impulzn�� odezvu ide�aln�� vysokofrekven�cn�� propusti de�novan�e p�renosovou funkc��

~Hvf (
) =

�
0 pro j
j < � � 
c
1 pro � � 
c < j
j < �

:

Pou�zijte znalost n��zkofrekven�cn�� propusti (4.11) a vlastnost modulace (translace spektra).

4.4 Vztah Fourierovy transformace spojit�eho a diskr�etn��ho

sign�alu.

A�z dosud jsme o Fourierov�e transformaci diskr�etn��ho sign�alu hovo�rili jako o sv�ebytn�em matem-
atick�em objektu de�novan�em v odstavci 4.1, kter�y m�a vlastnosti diskutovan�e v odstavci 4.2, ani�z
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bychom zkoumali, jak�y je vztah p�r��slu�sn�eho diskr�etn��ho sign�alu k n�ejak�emu odpov��daj��c��mu spo-
jit�emu sign�alu. Pokud se na diskr�etn�� sign�al za�cneme d��vat jako na diskr�etn�� podobu spojit�eho
sign�alu (vzniklou vzorkov�an��m spojit�eho sign�alu), m�a smysl se pt�at, jak�y je vztah mezi spektrem
diskr�en��ho a spojit�eho sign�alu.

Vyjasn�eme nejprve, jak vznik�a diskr�etn�� sign�al vzorkov�an��m. Z minul�e kapitoly v��me, �ze
vznik�a p�ren�asoben��m vzorkovac�� funkc��, nicm�en�e z�ale�z�� na tom, jakou konkr�etn�� vzorkovac�� funkc��
n�asob��me (jak daleko od sebe jsou p�r��slu�sn�e �-funkce). Obr�azek 4.9 ukazuje dva r�uzn�e diskr�etn��
sign�aly vznikl�e z t�eho�z spojit�eho sign�alu r�uzn�ym vzorkov�an��m. Naopak, stejn�y diskr�etn�� sign�al
m�u�ze odpov��dat r�uzn�ym spojit�ym sign�al�um, jak ukazuje obr�azek 4.10 na p�r��kladu funkc�� sin(t)
a sin(�7t).

Obr�azek 4.9: Vznik diskr�etn��ho sign�alu vzorkov�an��m (diskretizac��) spojit�eho sign�alu. R�uzn�y
vzorkovac�� krok v �c�asti a) a b) vede k r�uzn�ym diskr�etn��m sign�al�um. V �c�asti a) je vzorkovac��
krok roven jedn�e.

Obr�azek 4.10: Vznik diskr�etn��ho sign�alu vzorkov�an��m (diskretizac��) spojit�eho sign�alu. Dva r�uzn�e
spojit�e sign�aly (rychleji osciluj��c�� funkce sin(�7t) a pomaleji osciluj��c�� funkce sin(t)) v �c�asti a)
d�avaj�� p�ri po�ctu 8 vzork�u na intervalu (0; 2�) stejn�y diskr�etn�� sign�al v �c�asti b).

Jeliko�z n�asoben�� v �casov�e oblasti odpov��d�a konvoluce v oblasti spektr�aln�� a spektrum vzorko-
vac�� funkce je op�et vzorkovac�� funkce, mus�� b�yt spektrum diskr�etn��ho sign�alu periodick�e, nebot'
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p�ri konvoluci p�uvodn��ho spektra (odpov��daj��c��ho spojit�emu sign�alu) se vzorkovac�� funkc�� se up-
latn�� jej�� replika�cn�� vlastnost. Vzorkovac�� krok zde hraje z�asadn�� roli: jak v �casov�e oblasti (s
jin�ym vzorkovac��m krokem vznikne jin�y diskr�etn�� sign�al, viz obr�azek 4.9 vlevo a vpravo dole),
tak ve spektr�aln�� oblasti (r�uzn�ym diskr�etn��m sign�al�um pak odpov��daj�� r�uzn�a spektra; perioda
spektra je p�revr�acenou hodnotou vzorkovac��ho kroku).

Uva�zme spojit�y sign�al s(t) a jemu odpov��daj��c�� Fourierovo spektrum5 S(!) = F(s(t))

S(!) =

1Z
�1

s(t) exp(�i!t)dt:

Pro inverzn�� Fourierovu transformaci m�ame

s(t) = F�1[S(!)] = 1

2�

1Z
�1

S(!) exp(i!t)d!:

Necht' ekvidistantn��m vzorkov�an��m s krokem �t vznikne ze spojit�eho sign�alu sign�al diskr�etn��
sn = s(n�t) (z�am�ern�e zde pou�z��v�ame alternativn�� ozna�cen�� diskr�etn��ho sign�alu sn nam��sto s(n),
abychom p�rede�sli mo�zn�e z�am�en�e se spojit�ym sign�alem | i p�res stejn�e funk�cn�� hodnoty se oba
sign�aly st�ale li�s�� svoj�� prom�ennou). Mus�� tedy platit

sn = s(n�t) =
1

2�

1Z
�1

S(!) exp(i!n�t)d!:

Substituc�� � = !�t p�rejde tento integr�al na tvar

sn =
1

2�

1Z
�1

1

�t
S

�
�

�t

�
exp(in�)d�:

Poznamenejme, �ze exponenci�aly v integrandu jsou periodick�e s periodou 2� { bude tedy v�yhodn�e
rozd�elit integra�cn�� obor na intervaly d�elky 2�: I(l) = h�� + 2�l; � + 2�l), kde l = 0;�1;�2; : : : .
Pak m�u�zeme ps�at

sn =
1

2�

1X
l=�1

�+2�lZ
��+2�l

1

�t
S

�
�

�t

�
exp(in�)d�:

V�yhodou tohoto postupu je, �ze nyn�� m�u�zeme substituc�� 
 = � � 2�l p�rev�est v�sechny integr�aly
v sum�e na stejn�e meze od �� do � a vyu�z��t periodicity exponenci�al exp(
 + 2�l) = exp(
).
Dostaneme

sn =
1

2�

1X
l=�1

�Z
��

1

�t
S

�

 + 2�l

�t

�
exp(in
)d
:

P�redpokl�adejme, �ze �rada konverguje stejnom�ern�e a lze tedy prohodit po�rad�� sumace a integrace
a ps�at

sn =
1

2�

�Z
��

1

�t

1X
l=�1

S

�

 + 2�l

�t

�
exp(in
)d
:

5Budeme uva�zovat �uhlovou frekvenci s ohledem na preferovanou de�nici Fourierovy transformace diskr�etn��ho
sign�alu.
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Tato rovnice u�z je ve tvaru inverzn�� Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu (4.2), za p�redpokladu,
�ze

~S(
) =
1

�t

1X
l=�1

S

�

 + 2�l

�t

�
: (4.12)

Vyj�ad�ren��m v �uhlov�e frekvenci spojit�eho sign�alu ! dost�av�ame (s vyu�zit��m (4.3))

~S(!) =
1

�t

1X
l=�1

S

�
! +

2�l

�t

�
: (4.13)

Rovnice (4.13) reprezentuje vztah mezi Fourierov�ym spektrem spojit�eho sign�alu a sign�alu, kter�y
vznikl jeho diskretizac�� s krokem �t (pro v�et�s�� p�rehlednost zde vyjad�rujeme ob�e spektra ve stejn�e
prom�enn�e). Tento v�ysledek shrnuje n�asleduj��c�� v�eta.

V�eta (O vztahu Fourierovy transformace spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu):

Je-li sn diskr�etn�� sign�al vznikl�y vzorkov�an��m spojit�eho sign�alu s(t) s krokem �t, pak jeho
Fourierova transformace ~S(!) = F(sn) je d�ana periodizac�� Fourierovy transformace S(!) =
F(s(t))

~S(!) =
1

�t

1X
l=�1

S

�
! +

2�l

�t

�
:

Poznamenejme pro �uplnost, �ze zcela obdobn�ym odvozen��m bychom dosp�eli i ke vztahu Fourierovy
transformace spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu vyj�ad�ren�emu v oby�cejn�e nam��sto �uhlov�e frekvenci

~S(F ) =
1

�t

1X
l=�1

S

�
F + l

�t

�
=

1

�t

1X
l=�1

S

�
f +

l

�t

�
; (4.14)

ve kter�em, narozd��l od (4.13), symboly S a ~S ozna�cuj�� spektra p�r��slu�sn�ych sign�al�u pro oby�cejnou
frekvenci. P�ri periodizaci spektra se m�u�zeme setkat s p�rekr�yv�an��m vz�ajemn�e posunut�ych spek-
ter spojit�eho sign�alu. Situaci ilustruj�� obr�azky 4.11 a 4.12. Na prvn��m z nich k p�rekr�yv�an�� p�ri
periodizaci doch�az��. Tento ne�z�adouc�� jev naz�yv�ame efekt alias. Zda k tomuto efektu dojde nebo
ne z�avis�� na tom, jestli je p�uvodn�� spojit�y sign�al frekven�cn�e omezen�y (tj. spektrum m�a omezen�y
nosi�c) a d�ale je-li d�elka intervalu, na kter�em je spektrum nenulov�e, men�s�� ne�z 2� (perioda ve
spektr�aln�� oblasti pro �uhlovou frekvenci) pop�r��pad�e 1 (perioda ve spektr�aln�� oblasti pro oby�cejnou
frekvenci).

Cvi�cen�� 4.4.1:

Doka�zte vztah (4.13) mezi spektrem spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu s pou�zit��m formalismu vzorko-
vac�� funkce.



4.5. VZORKOVAC�I TEOR�EM. 179

Obr�azek 4.11: Diskr�etn�� sign�al (vlevo dole) vznikl�y vzorkov�an��m spojit�eho sign�alu (vlevo naho�re),
spektrum diskr�etn��ho sign�alu (vpravo dole) a spektrum spojit�eho sign�alu (vpravo naho�re). Spek-
trum diskr�etn��ho sign�alu je periodizac�� spektra p�uvodn��ho spojit�eho sign�alu. P�ri periodizaci m�u�ze
doj��t k p�rekr�yv�an��.

Obr�azek 4.12: Diskr�etn�� sign�al (vlevo dole) vznikl�y vzorkov�an��m spojit�eho sign�alu (vlevo naho�re),
spektrum diskr�etn��ho sign�alu (vpravo dole) a spektrum spojit�eho sign�alu (vpravo naho�re). Spek-
trum diskr�etn��ho sign�alu je periodizac�� spektra p�uvodn��ho spojit�eho sign�alu. V tomto p�r��pad�e
nedoch�az�� p�ri periodizaci k p�rekr�yv�an��.

4.5 Vzorkovac�� teor�em.

M�ejme spojit�y sign�al s(t), kter�y navzorkujeme se vzorkovac��m krokem �t. Vznikne tak diskr�etn��
sign�al sn = s(n�t). Zaved'me tzv. �uhlovou Nyquistovu frekvenci6

!N =
�

�t
:

Tato frekvence je tedy jednozna�cn�e ur�cena vzorkovac��m krokem v �casov�e oblasti. Pro�c je tato
frekvence d�ule�zit�a? Dvojn�asobek Nyquistovy frekvence ur�cuje d�elku intervalu ve spektr�aln��
oblasti, na kter�em m�u�ze b�yt spektrum p�uvodn��ho spojit�eho sign�alu nenulov�e, ani�z by p�ri pe-
riodizaci doch�azelo k efektu alias. Jinak �re�ceno: je-li maxim�aln�� frekvence !max zastoupen�a

6V dal�s��m textu se ji�z pro jednoduchost z�apis�u omez��me pouze na �uhlov�e frekvence.
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ve spektru7 spojit�eho sign�alu men�s�� (pop�r��pad�e rovna) !N , nedojde p�ri periodizaci n�asledkem
vzorkov�an�� v �casov�e oblasti k p�rekr�yv�an��. Tento p�r��pad odpov��d�a obr�azku 4.12. Perioda spek-
tra diskr�etn��ho sign�alu je rovna 2�=�t v prom�enn�e !, co�z odpov��d�a period�e 2� v prom�enn�e

 = !�t. Jde tedy o to, aby spektrum spojit�eho sign�alu v prom�enn�e !, S(!) bylo nulov�e vn�e
intervalu h��=�t; �=�t) = h�!N ; !N).

Za t�eto podm��nky p�ri periodizaci nedoch�az�� k p�rekr�yv�an�� a v r�amci jedn�e periody plat�� mezi
spektrem spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu zjednodu�sen�y vztah

~S(!) =
1

�t
S (!) : (4.15)

�Cten�a�re jist�e nep�rekvap��, �ze se n�am zde vlastn�e uplat�nuje vlastnost zm�eny m�e�r��tka (3.29). V�zdyt'

tak�e podle na�s�� de�nice Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu vzorkovac�� krok obecn�e
d�elky �t v navzorkovan�e funkci s(n�t) p�rev�ad��me na krok 1 v samotn�em diskr�etn��m sign�alu
(viz obr�azek 4.9 vpravo).

Zopakujme je�st�e jednou podm��nky, za kter�ych plat�� vzorec (4.15)

� spektrum spojit�eho sign�alu je frekven�cn�e omezen�e (podm��nka nutn�a, nikoliv v�sak posta�cuj��c��)

� vzorkovac�� krok v �casov�e oblasti je dostate�cn�e mal�y, aby !max � !N , tj. krok mus�� vyhovo-
vat podm��nce �t � �=!max, kde !max = max(j!�minj; !+

max)

Pokud je spektrum frekven�cn�e omezen�e, m�u�zeme v principu v�zdy ur�cit hrani�cn�� vzorkovac��
krok (Nyquistovo vzorkov�an��) pro spln�en�� v�y�se uveden�ych podm��nek. Na druh�e stran�e, v prak-
tick�ych aplikac��ch neb�yv�a �casto mo�zn�e z nejr�uzn�ej�s��ch d�uvod�u dostate�cn�e mal�eho vzorkovac��ho
kroku dos�ahnout.

Jsou-li spln�eny v�y�se uveden�e p�redpoklady, lze spektrum spojit�eho sign�alu jednozna�cn�e rekon-
struovat ze spektra diskr�etn��ho sign�alu pomoc�� vzorce (4.15). Pak ov�sem je znalost spektra
diskr�etn��ho sign�alu (kter�y p�redstavuje spo�cetnou mno�zinu hodnot) rovnocenn�a znalosti spektra
spojit�eho sign�alu (kter�y je d�an nespo�cetnou mno�zinou hodnot).To ale znamen�a, �ze hodnoty spo-
jit�eho sign�alu le�z��c�� mezi vzorky diskr�etn��ho sign�alu ji�z nenesou �z�adnou dodate�cnou informaci
a spojit�y sign�al lze jednozna�cn�e rekonstruovat pomoc�� diskr�etn��ho sign�alu inverzn�� Fourierovou
transformac��.

V�y�se uveden�a �uvaha je z�akladem odvozen�� tzv. vzorkovac��ho teor�emu, co�z je vlastn�e in-
terpola�cn�� vzorec umo�z�nuj��c�� interpolovat mezi vzorky s(n�t). Vzorkovac�� teor�em se n�ekdy t�e�z
naz�yv�a Shannon�uv teor�em, p�r��padn�e Nyiquist-Shannon�uv, Shannon-Whittaker�uv, nebo WKS-
teor�em (zkratka jmen Whittaker, Kotelnikov, Shannon).

V�eta (Vzorkovac�� teor�em pro neperiodick�e sign�aly):

P�redpokl�adejme frekven�cn�e omezen�y spojit�y sign�al s(t), jeho�z Fourierovo spektrum S(!) je
nulov�e vn�e intervalu



!�min; !

+
max

�
. Je-li sn diskr�etn�� sign�al vznikl�y vzorkov�an��m spojit�eho

sign�alu s(t) s krokem �t, �t < �=!max, kde !max = max(j!�minj; !+
max), pak hodnoty

spojit�eho sign�alu s(t) lze rekonstruovat z hodnot diskr�etn��ho sign�alu sn pomoc�� vzorce

s(t) =
1X

n=�1
snsinc

� �
�t

(t� n�t)
�
: (4.16)

7To znamen�a, �ze za touto frekvenc�� je spektrum nulov�e.
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Poznamenejme, �ze za v�y�se uveden�ych p�redpoklad�u je tato interpolace zcela p�resn�a, nejedn�a se
o aproximaci hodnot (jako tomu b�yv�a u n�ekter�ych jin�ych typ�u interpolac��).

D�ukaz:
Za v�y�se uveden�ych podm��nek plat��, �ze spektrum spojit�eho sign�alu m�u�zeme vyj�ad�rit v intervalu
h��=�t; �=�t) jako

S(!) = �t ~S(!); (4.17)

kde ~S je spektrum diskr�etn��ho sign�alu. V�yraz (4.17) dosad��me do vzorce pro inverzn�� Fourierovu
transformaci spojit�eho sign�alu:

s(t) =
1

2�

1R
�1

S(!) exp(i!t)d! =
1

2�

�=�tR
��=�t

S(!) exp(i!t)d!

=
1

2�

�=�tR
��=�t

�t ~S(!) exp(i!t)d!:

Za ~S dosad��me ze vzorce (4.1) pro Fourierovu transformaci diskr�etn��ho sign�alu

s(t) =
�t

2�

�=�tZ
��=�t

1X
n=�1

sn exp(�in�t!) exp(i!t)d! =
�t

2�

1X
n=�1

sn

�=�tZ
��=�t

exp(i!(t� n�t))d!:

Po v�ypo�ctu integr�alu v posledn�� rovnici (s rozkladem exponenci�aly podle vzorce (D.8.1) a
uv�a�zen��m sudosti funkce kosinus) dostaneme

s(t) =
1X

n=�1
sn
sin
�
�
�t
(t� n�t)�

�
�t
(t� n�t) =

1X
n=�1

snsinc
� �
�t

(t� n�t)
�
; c:b:d

Vzorec (4.16) p�redstavuje konvoluci diskr�etn��ho sign�alu sn se spojit�ym sign�alem sinc. D�uvod
je z�rejm�y: p�ri

"
ztoto�zn�en��\ spektra diskr�etn��ho sign�alu se spektrem spojit�eho sign�alu se omezu-

jeme na z�akladn�� interval d�elky jedn�e periody, tj. de facto spektrum diskr�etn��ho sign�alu p�ren�asobujeme
pravo�uheln��kovou funkc��.

Na obr�azku 4.13 vid��me n�azorn�e, jak se spojit�y sign�al dost�av�a podle vzorce (4.16) nas�c��t�av�an��m
posunut�e funkce sinc. Obr�azek 4.14 demonstruje pr�av�e odvozen�y vzorkovac�� teor�em pro hrani�cn��
Nyquistovo vzorkov�an��.

I p�ri pou�zit�� Nyquistova vzorkov�an�� st�ale m�u�zeme p�resn�e zrekonstruovat p�uvodn�� spojit�y
sign�al s v�yjimkou eventueln�� harmonick�e slo�zky o frekvenci !N . Jak v��me z odstavce 3.5, nap�r.
spektrum sinu obsahuje dv�e �-funkce s navz�ajem opa�cn�ym znam�enkem, kter�e se p�ri periodizaci
s periodou 2!N pr�av�e ode�ctou. To tak�e odpov��d�a tomu, �ze sin(!N t) by byl p�ri vzorkov�an�� �t =
�=!N navzorkov�an p�resn�e ve sv�ych nulov�ych hodnot�ach a t��m p�adem p�r��tomnost takov�e sinov�e
slo�zky ve spojit�em sign�alu nelze p�ri dan�em vzorkov�an�� zjistit. To je tak�e d�uvod, pro�c ve v�y�se
uveden�e v�et�e uv�ad��me krok �t < �=!max (a nikoli �). Pokud se na vzorkovac�� teor�em d��v�ame
jako na metodu interpolace, je

"
p�r��pustn�y\ vzorkovac�� krok za spln�en�� v�y�se uveden�ych podm��nek

v�et�sinou mnohem v�et�s��, ne�z vy�zaduj�� jin�e metody interpolace.
V jist�em smyslu extr�emn�� p�r��klad hrani�cn��ho Nyquistova vzorkov�an�� umo�z�nuje funkce sinc�(t)

na obr�azku 4.15. I p�ri pou�zit�� kroku �t = 1 m�u�zeme sinc zp�etn�e rekonstruovat, nebot' jeho
spektrem je pravo�uheln��k d�elky 2� (v �uhlov�ych frekvenc��ch; pro oby�cejnou frekvenci by byla
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Obr�azek 4.13: Gra�ck�a ilustrace vzoce (4.16).

Obr�azek 4.14: Ilustrace vzorkovac��ho teor�emu. Sign�al v �casov�e oblasti je navzorkov�an s krokem
�t = �=!N , kter�y je maxim�aln�� mo�zn�y s ohledem na eliminaci efektu alias ve spektr�aln�� oblasti. Z
diskr�etn��ho sign�alu je pak na z�aklad�e vzorkovac��ho teor�emu zp�et rekonstruov�an p�uvodn�� spojit�y
sign�al. Rekonstrukce je zcela p�resn�a.

d�elka rovna jedn�e). P�ri periodizaci s periodou 2� tedy k p�rekr�yv�an�� nedoch�az��. Poznamenejme,
�ze periodizac�� vznikne konstantn�� funkce, kter�a je spektrem �(t). Omezen��m na jednu

"
periodu\

d�elky 2� ve spektru pak dostaneme v �casov�e oblasti konvoluci �-funkce s funkc�� sinc, jej��m�z
v�ysledkem je rekonstruovan�a funkce sinc.

Jak ji�z bylo �re�ceno, jsou-li spln�eny p�redpoklady v�ety o vzorkovac��m teor�emu (fekven�cn��
omezenost a dostate�cn�e hust�e vzorkov�an�� v �casov�e oblasti), je interpolace pomoc�� vzorce (4.16)
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Obr�azek 4.15: Hrani�cn�� Nyiquistovo vzorkov�an�� funkce sinc�(t).

zcela p�resn�a. V praxi se v�sak s takovou situac�� setk�ame z�r��dka a proto pou�z��v�ame vzorkovac��
teor�em i pro sign�aly, kter�e bud' nejsou frekven�cn�e omezen�e nebo jsou-li, pak maxim�aln�� frekvence
ve spektru zastoupen�a prevy�suje frekvenci Nyquistovu (tj. vzorkov�an�� nen�� dostate�cn�e hust�e).
Pokud jejich spektrum ub�yv�a

"
rychle\ a spektr�aln�� hodnoty pro vysok�e frekvence jsou relativn�e

mal�e, pak efekt alias ve spektr�aln�� oblasti sice existuje, ale jeho vliv se projev�� relativn�e m�en�e
a �casto vede pouze ke sn���zen�� p�resnosti t�eto metody interpolace | tedy interpolant ji�z nen��
zcela p�resnou rekonstrukc�� p�uvodn��ho spojit�eho sign�alu, nicm�en�e v hrub�ych rysech ho vystihuje.
N�ekdy se tohoto postupu vyu�z��v�a z�am�ern�e k vyhlazen�� p�uvodn��ho sign�alu, nebot' efekt alias
potla�c�� vysokofrekven�cn�� rysy tohoto sign�alu, viz ilustrace na obr�azku 4.16. Poznamenejme, �ze
u�z samotn�y obr�azek o�r��znut�eho spektra na obr�azku 4.16 vpravo dole jasn�e signalizuje, �ze k efektu
alias ve spektr�aln�� oblasti s velkou pravd�epodobnost�� doch�az��, nebot' spektr�aln�� hodnoty nejdou k
nule na kraj��ch intervalu periody. Abychom m�eli jistotu, �ze se nejedn�a o speci�aln�� p�r��pad spektra
frekven�cn�e omezen�eho, kter�e nespojit�e p�rech�az�� z nenulov�e hodnoty na nulu pr�av�e na hranici
intervalu periody (a odpov��d�a hrani�cn��mu Nyiquistovu vzorkov�an��), sta�cilo by zmen�sit alespo�n
o n�eco vzorkovac�� krok v �casov�e oblasti. V p�r��pad�e, �ze k efektu alias nedoch�azelo, spektrum by
z�ustalo beze zm�eny, jen zv�et�sen�� periody by vedlo k tomu, �ze na kraj��ch intervalu periody by
se ji�z objevila nula. V opa�cn�em p�r��pad�e by zm�ena kroku vedla ke zm�en�e spektra a to nejen v
krajn��ch bodech, ale i uvnit�r intervalu periody.

Obr�azek 4.16: Vyhlazen�� funkce podvzorkov�an��m a pou�zit��m vzorkovac��ho teor�emu (podle
Bracwella, 1978). V lev�e �c�asti jsou p�uvodn�� spojit�y sign�al, vzorkovan�y sign�al a vyhlazen�y spojit�y
sign�al v �casov�e oblasti, vpravo pak odpov��daj��c�� amplitudov�a spektra.
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Obr�azek 4.16 ukazuje, �ze podvzorkov�an�� sign�alu m�u�ze v�est k aproximaci8 p�uvodn��ho sign�alu
p�ri rekonstrukci pomoc�� vzorkovac��ho teor�emu. Nejv�et�s�� chybu aproximace v tomto p�r��pad�e
obdr�z��me v okol�� ostr�eho maxima sign�alu s(t), kter�e nen�� v aproximovan�em (vyhlazen�em) sign�alu
�(t) p�r��tomno. P�resnost aproximace by se v�sak v�yrazn�e nezlep�sila ani v p�r��pad�e, �ze by jeden ze
vzork�u

"
padl\ do zm��n�en�eho maxima. Pak by sice toto maximum bylo spr�avn�e rekonstruov�ano,

ale p�resnost by byla v�yrazn�e ovlivn�ena d��ky oscilac��m integrandu v okol�� tohoto maxima. Prudk�a
zm�ena funk�cn�� hodnoty od jednoho vzorku ke druh�emu by toti�z vedla k jevu, kter�y je analogi��
Gibsova jevu v okol�� nespojitosti funkce (viz odstavec 2.7).

Obr�azek 4.17: Uk�azka interpolace hodochrony odra�zen�e vlny pro p�r��pad hladk�eho odr�a�zej��c��ho
rozhran�� (podle Broke�sov�a, 1996). �C�ast a) ukazuje paprskov�y diagram pro dan�y seismick�y pro�l,
�c�ast b) referen�cn�� hodochronu (plnou �carou), hodochronu interpolovanou line�arn�e (�c�arkovan�e s
dlouh�ymi �c�arkami) a pomoc�� vzorkovac��ho teor�emu (�c�arkovan�e s kr�atk�ymi �c�arkami) p�ri vzorko-
vac��m kroku 500m pod�el pro�lu. �C�ast c) ukazuje chybu t�echto dvou interpolac�� pro vzorkovac��
krok 500m, �c�ast d) pak tuto chybu p�ri kroku 250m.

Takov�e chov�an�� integrandu dob�re ilustruje srovn�an�� obr�azk�u 4.17 a 4.18. Na prvn��m z nich
jsou v �c�asti a zn�azorn�eny seismick�e paprsky odpov��daj��c�� odra�zen�e vln�e na seismick�em pro�lu.
Paprsky vych�azej�� z bodov�eho zdroje a ka�zd�y kon�c�� v jednom p�rij��ma�ci pro�lu. Hodnoty �cas�u
p�r��chodu vlny v tomto hust�em syst�emu p�rij��ma�c�u jsou na obr�azku 4.17b zn�azorn�eny pro lep�s��

8Aproximaci v lep�s��m p�r��pad�e | siln�y vliv efektu alias by mohl v�est k �upln�e deformaci p�uvodn��ho spojit�eho
sign�alu.
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orientaci spojitou plnou �carou jako�zto funkce polohy na pro�lu (tato k�rivka p�redstavuje tzv.
hodochronu). P�rij��ma�ce byly n�asledn�e decimov�any (ponech�an ka�zd�y des�at�y). �Casy p�r��chodu v
t�echto p�rij��ma�c��ch slou�z�� k interpolaci do ostatn��ch p�rij��ma�c�u dv�ema metodami: line�arn�� inter-
polac�� (�c�arkovan�a �c�ara s dlouh�ymi �c�arkami) a pomoc�� vzorkovac��ho teor�emu (�c�arkovan�a �c�ara s
kr�atk�ymi �c�arkami). V �c�asti c je zn�azorn�ena chyba t�echto interpolant�u vzhledem k referen�cn��mu
�re�sen��. �C�ast d ukazuje tuto chybu p�ri dvojn�asobn�e hust�em vzorkov�an�� (ponech�an ka�zd�y p�at�y
p�rij��ma�c). Vid��me, �ze p�ri jemn�ej�s��m vzorkov�an�� je chyba interpolace men�s��. V ka�zd�em p�r��pad�e je
v�sak Fourierovsk�a interpolace �r�adov�e p�resn�ej�s�� vzhledem k interpolaci line�arn��, kter�a m�a nejv�et�s��
chybu v m��stech nejv�et�s�� k�rivosti hodochrony. Poznamenejme, �ze podm��nkou pro �usp�e�sn�e pou�zit��
Fourierovsk�e interpolace hodochrony je relativn�e rychl�e ub�yv�an�� jej��ho spektra. Ub�yv�an�� spektra
z�avis�� na hladkosti sign�alu v �casov�e oblasti. Proto byla hodochrona mimo z�ajmov�y interval ex-
trapolov�ana tak, aby hladce nabyla nulov�ych hodnot. Extrapolace v�sak p�resto vnesla relativn�e
prud�s�� zm�eny funk�cn��ch hodnot za hranicemi z�ajmov�eho intervalu, co�z m�a za n�asledek n�ar�ust
chyby Fourierovsk�e interpolace na okraj��ch pro�lu.

Obr�azek 4.18: Uk�azka interpolace hodochrony odra�zen�e vlny pro p�r��pad odr�a�zej��c��ho rozhran��,
kter�e obsahuje skok v hloubce (podle Broke�sov�a, 1996). �C�ast a) ukazuje paprskov�y diagram pro
dan�y seismick�y pro�l, �c�ast b) referen�cn�� hodochronu (plnou �carou), hodochronu interpolovanou
line�arn�e (�c�arkovan�e s dlouh�ymi �c�arkami) a pomoc�� vzorkovac��ho teor�emu (�c�arkovan�e s kr�atk�ymi
�c�arkami) p�ri vzorkovac��m kroku 500m pod�el pro�lu. �C�ast c) ukazuje chybu t�echto dvou interpo-
lac�� pro vzorkovac�� krok 500m, �c�ast d) pak tuto chybu p�ri kroku 250m.
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Je�st�e markantn�eji ukazuje vliv prudk�e zm�eny funk�cn�� hodnoty od jednoho vzorku k druh�emu
obr�azek 4.18. Jedn�a se o stejn�y seismick�y pro�l a stejn�y numerick�y experiment, av�sak zde
obsahuje odr�a�zej��c�� rozhran��

"
schod\, co�z m�a za n�asledek nespojitost hodochrony. Pomi�nme

bezprost�redn�� okol�� nespojitosti hodochrony, kde pochopiteln�e mus�� b�yt chyba ka�zd�e interpolace
zna�cn�a. Vid��me v�sak, �ze v tomto p�r��pad�e je chyba Fourierovsk�e interpolace na obr�azku 4.18c v�et�s��
nebo alespo�n srovnateln�a s chybou line�arn�� interpolace na cel�em seismick�em pro�lu. Porovn�an��
s obr�azkem 4.17c ukazuje, �ze chyba Fourierovsk�e interpolace vzrostla v d�usledku nespojitosti ve
st�redu pro�lu minim�aln�e o jeden �r�ad a to i na okraj��ch tohoto pro�lu. Obr�azek 4.18d demon-
struje, �ze ani zmen�sen�� vzorkovac��ho kroku tuto skute�cnost p�r��li�s neovlivn�� a chyba Fourierovsk�e
interpolace v okol�� nespojitosti hodochrony (kter�e v dan�em p�r��kladu zahrnuje vlastn�e cel�y pro�l)
z�ust�av�a stejn�a. Jedn�a se o analogii Gibsova jevu, se kter�ym jsme se setkali v p�r��pad�e kone�cn�ych
Fourierov�ych �rad. Ani tam p�rid�an�� dal�s��ch �clen�u �rady nevedlo ke kvalitativn�� zm�en�e chov�an��
sou�ctu �rady v okol�� bodu nespojitosti.

Na z�av�er tohoto odstavce uved'me je�ste pro �uplnost formou v�ety vzorkovac�� teor�em pro 2D
p�r��pad.

V�eta (2D vzorkovac�� teor�em pro neperiodick�e sign�aly):

P�redpokl�adejme frekven�cn�e omezen�y spojit�y sign�al s(t1; t2), jeho�z Fourierovo spektrum
S(!1; !2) je nenulov�e na intervalu



!�1;min; !

+
1;max

� � 
!�2;min; !+
2;max

�
. Je-li sn1;n2 diskr�etn��

sign�al vznikl�y vzorkov�an��m spojit�eho sign�alu s(t1; t2) s krokem �t1 v prom�enn�e t1 a �t2
v prom�enn�e t2, �ti < �=!i;max, kde !i;max = max(j!�i;minj; !+

i;max), i = 1; 2, pak hodnoty
spojit�eho sign�alu s(t1; t2) lze rekonstruovat z hodnot diskr�etn��ho sign�alu sn1;n2 pomoc��
vzorce

s(t1; t2) =
1X

n1=�1

1X
n2=�1

sn1;n2sinc

�
�

�t1
(t1 � n1�t1)

�
sinc

�
�

�t2
(t2 � n2�t2)

�
: (4.18)

Praktick�e vyu�zit�� tohoto teor�emu nen�� v�sak tak roz�s���ren�e, jak by se �cten�a�r mohl domn��vat.
Nap�r��klad p�ri zpracov�an�� digit�aln��ch fotogra��� (zm�ena rozli�sen�� apod.) se v��ce uplat�nuj�� inter-
pola�cn�� metody zalo�zen�e na tzv. diskr�etn�� Fourierov�e transformaci (viz kapitola 5, zejm�ena
odstavec 5.7).



Kapitola 5

FOURIEROVA �RADA
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Fourierova �rada diskr�etn��ho sign�alu je posledn�� z �rady �cty�r Fourierovsk�ych transformac��
prob��ran�ych v tomto kurzu. M�a �uzk�y vztah jak k Fourierov�e �rad�e spojit�eho sign�alu, tak k
Fourierov�e transformaci diskr�etn��ho sign�alu a pota�zmo tak�e k Fourierov�e transformaci spojit�eho
sign�alu. V�sechny tyto souvislosti probereme v t�eto kapitole.

Fourierova �rada diskr�etn��ho sign�alu je transformace p�ri�razuj��c�� diskr�etn��mu sign�alu diskr�etn��
spektrum (mno�zinu Fourierov�ych koe�cient�u). Jak v��me z p�redch�azej��c��ch kapitol, diskretizace
sign�alu jde ruku v ruce s periodizac�� v komplement�arn�� oblasti. Proto�ze jak v �casov�e, tak ve
spektr�aln�� oblasti je sign�al diskr�etn��, mus�� b�yt v obou oblastech tak�e periodick�y. Jedn�a se tedy
o vz�ajemn�e jednozna�cn�e p�ri�razen�� dvou diskr�etn��ch periodick�ych sign�al�u.

Omezme se p�ri tomto p�ri�razen�� jen na jednu periodu jak v �casov�e, tak spektr�aln�� oblasti (co�z
m�u�zeme d��ky periodicit�e v�zdy ud�elat bez �ujmy obecnosti). Pokud je po�cet vzork�u na jednu pe-
riodu v �casov�e oblasti (�rekn�eme N) roven po�ctu vzork�u na jednu periodu ve spektr�aln�� oblasti,
dostaneme tak p�ri�razen�� mezi dv�ema N -ticemi diskr�etn��ch hodnot. Tomuto p�ri�razen�� �r��k�ame
diskr�etn�� Fourierova transformace (DFT). Rozd��l mezi Fourierovou �radou diskr�etn��ho sign�alu
a DFT je tedy pouze form�aln��, je to vlastn�e rozd��l v �uhlu pohledu na tent�y�z matematick�y objekt:
bud' sob�e p�ri�razujeme dv�e N -tice diskr�etn��ch hodnot, nebo dva N -periodick�e diskr�etn�� sign�aly
(tedy spo�cetn�e mno�ziny periodicky se opakuj��c��ch diskr�etn��ch hodnot). Tuto situaci schemat-
icky ilustruje obr�azek 5.1. Je to podobn�a situace s jakou jsme se setkali v kapitole 2 p�ri studiu
Fourierovy �rady spojit�eho sign�alu: sign�al jsme mohli ch�apat jako periodick�y (od sam�eho po�c�atku,
p�r��padn�e zperiodizovan�y a�z po se�cten�� p�r��slu�sn�e Fourierovy �rady), ~s(t), anebo jsme se mohli
omezit jen na interval jedn�e periody a uva�zovat sign�al s(t). V obou p�r��padech jsme dostali stejn�e
vzorce pro koe�cienty �rady, tedy i stejn�e vlastnosti z hlediska symetri�� spektra, operac�� v �casov�e
oblasti apod.

Obr�azek 5.1: Dvoj�� �uhel pohledu na Fourierovu �radu diskr�etn��ho sign�alu: p�ri�razen�� dvou N -
periodick�ych diskr�etn��ch sign�al�u nebo dvou N -tic diskr�etn��ch hodnot (DFT).

Diskr�etn�� Fourierova transformace m�a nesm��rn�y v�yznam zejm�ena z numerick�eho hlediska.
Umo�z�nuje, za ur�cit�ych podm��nek, numerick�y v�ypo�cet Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu,
jako�z i Fourierovy �rady spojit�eho sign�alu a Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu. Je to
d�ano t��m, �ze pou�zit�� v�ypo�cetn�� techniky je jednodu�s�s�� pro diskr�etn�� reprezentaci sign�alu jak
v �casov�e, tak spektr�aln�� oblasti (po�c��ta�c v minulosti dokonce ani neum�el pracovat s

"
anal-

ogov�ymi\, tj. spojit�ymi sign�aly). Diskr�etn�� charakter sign�alu b�yv�a tak�e d�usledkem metody
z��sk�av�an�� m�e�ren�ych dat { ode�cet hodnot v ur�cit�ych okam�zic��ch apod. Podm��nky, za kter�ych
je mo�zn�e DFT pou�z��t k v�ypo�ctu ostatn��ch transformac�� jsou d�any pr�av�e zde diskutovan�ymi
vztahy mezi t�emito transformacemi.

K zaveden�� Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu (resp. DFT) m�u�zeme v principu dosp�et dv�ema
cestami na z�aklad�e znalosti p�redch�azej��c��ch Fourierovsk�ych transformac�� prob��ran�ych v tomto
kurzu. Vyjd�eme z Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu. Diskretizac�� spektra (a t��m p�adem
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periodizac�� sign�alu v �casov�e oblasti) dostaneme Fourierovu �radu spojit�eho sign�alu. Pokud d�ale
diskretizujeme periodick�y sign�al v �casov�e oblasti, dojde k periodizaci Fourierov�ych koe�cient�u v
oblasti spektr�aln��. Dostaneme t��m p�ri�razen��, kter�e ji�z p�redstavuje Fourierovu �radu diskr�etn��ho
sign�alu. Je-li po�cet vzork�u na periodu v �casov�e i spektr�aln�� oblasti stejn�y1, nap�r. N , a omez��me-li
se na jednu periodu v obou oblastech, konkr�etn�e na vzorky 0 a�z N � 1, p�rejdeme k DFT. Tento
postup zachycuje gra�cky obr�azek 5.2. Obr�azek je pouze schematick�y, nezobrazuje p�resn�e vztahy
jednotliv�ych transformac�� | nap�r multiplikativn�� faktor 1=T ve vztahu Fourierovy transformace
a Fourierov�ych koe�cient�u (viz odstavec 3.3) je pominut. Podobn�e nen�� zn�azorn�en multiplikativn��
faktor 1=N ve vztahu mezi Fourierovou �radou spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu (odstavec 5.5).
Poznamenejme, �ze p�ri periodizaci v �casov�e oblasti (diskretizaci spektra) m�u�ze p�r��padn�e doj��t
k efektu alias v d�usledku �ceho�z diskr�etn�� sign�al v �casov�e oblasti nebude odpov��dat diskr�etn��
reprezentaci p�uvodn��ho spojit�eho sign�alu.

Obr�azek 5.2: Gra�ck�e zn�azorn�en�� odvozen�� Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu a DFT z
Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu postupnou diskretizac�� spektra a n�asledn�e sign�alu
v �casov�e oblasti. Shora dol�u: Fourierova transformace spojit�eho sign�alu, Fourierova �rada spo-
jit�eho sign�alu, Fourierova �rada diskr�etn��ho sign�alu, DFT. V�yraz n(modN) p�redstavuje hodnotu
n�mN , kde m je takov�e, aby n�mN bylo v intervalu (0; N � 1).

Alternativn�e m�u�zeme k Fourierov�e �rad�e diskr�etn��ho sign�alu (a DFT) dosp�et tak, �ze bychom
ve Fourierov�e p�aru

"
spojit�y sign�al { spojit�e spektrum\ (S(f) = F(s(t))) nejprve diskretizovali

sign�al v �casov�e oblasti (jak v��me z p�redch�azej��c�� kapitoly, dostali bychom Fourierovu transformaci
diskr�etn��ho sign�alu) a n�asledn�e pak periodick�e spektrum, �c��m�z by z�arove�n do�slo k periodizaci
diskr�etn��ho sign�alu v �casov�e oblasti. Tento druh�y zp�usob zn�azor�nuje schematicky obr�azek 5.3.
Op�et by mohlo p�ri prvn�� diskretizaci (v �casov�e oblasti) doj��t k efektu alias ve spektru.

Vzhledem k t�esn�e souvislosti Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu a DFT, budeme nad�ale v
t�eto kapitole hovo�rit ji�z jen o DFT, kter�a m�a bezprost�redn�� praktick�e aplikace. Rozd��l je, jak ji�z
v��me, v��ce-m�en�e form�aln�� a projev�� se ve speci�ck�em z�apisu n�ekter�ych vzorc�u. Nejprve budeme
diskutovat vlastnosti t�eto transformace jako�zto sv�ebytn�eho matematick�eho objektu se zam�e�ren��m
na r�uzn�e matematick�e operace aplikovan�e na diskr�etn�� sign�al, N -tici vzork�u, ani�z bychom se

1Jin�ym typem Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu, kter�a nem�a stejn�y po�cet vzork�u na periodu v obou
oblastech, se v tomto kurzu zab�yvat nebudeme.
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Obr�azek 5.3: Gra�ck�e zn�azorn�en�� odvozen�� Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu a DFT z
Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu postupnou diskretizac�� sign�alu v �casov�e oblasti a
n�asledn�e spektra. Shora dol�u: Fourierova transformace spojit�eho sign�alu, Fourierova transfor-
mace diskr�etn��ho sign�alu, Fourierova �rada diskr�etn��ho sign�alu, DFT. V�yraz n(modN) p�redstavuje
hodnotu n�mN , kde m je takov�e, aby n�mN bylo v intervalu (0; N � 1).

zab�yvali
"
p�uvodem\ takov�ych N -tic. Potom se soust�red��me na souvislost t�eto transformace s

ostatn��mi Fourierovsk�ymi transformacemi, tj. budeme studovat p�r��pady, kdy N -tice z�u�castn�en�e
v transformaci vze�sly z p�uvodn�e spojit�ych sign�al�u.

5.1 De�nice diskr�etn�� Fourierovy transformace (DFT).

De�nice: (Diskr�etn�� Fourierova transformace)

Diskr�etn�� Fourierovou transformac�� sign�alu sn = s(n); n = 0; 1; : : : ; N�1 nazveme diskr�etn��
sign�al Sl = S(l); l = 0; 1; : : : ; N � 1

Sl = DFT [sn]l = 1

N

N�1X
n=0

sn exp

�
�i2�nl

N

�
: (5.1)

Inverzn�� diskr�etn�� Fourierovou transformac�� odpov��daj��c�� spektru Sl; l = 0; 1; : : : ; N � 1 je
diskr�etn�� sign�al sn; n = 0; 1; : : : ; N � 1

sn = DFT �1[Sl]n =
N�1X
l=0

Sl exp

�
i2�

nl

N

�
: (5.2)

DFT (a t�e�z Fourierova �rada diskr�etn��ho sign�alu) je p�rirozenou diskr�etn�� analogi�� Fourierovy �rady
spojit�eho sign�alu. Ke vzorci pro p�r��mou transformaci bychom dosp�eli snadno nahrazen��m spo-
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jit�eho sign�alu diskr�etn��m (a tud���z integr�alu sumou v mez��ch d�elky periody N) ve vzorci pro
koe�cient Fourierovy exponenci�aln�� �rady (2.17). Podobn�e jako v p�rede�sl�e kapitole, i zde bychom
ke vzorci pro p�r��mou transformaci mohli tak�e dosp�et vyj�ad�ren��m integr�alu v (2.17) numericky po-
moc�� lichob�e�zn��kov�eho pravidla. Vzorec pro inverzn�� DFT je zase aproximac�� vzorce pro inverzn��
Fourierovu transformaci diskr�etn��ho sign�alu, vyj�ad�r��me-li lichob�e�zn��kov�ym pravidlem integr�al v
(4.2). Je z�rejm�e, �ze chyba kvadratury p�r��slu�sn�eho integr�alu (v dan�em p�r��pad�e lichob�e�zn��kov�ym
pravidlem) v jedn�e oblasti je sv�az�ana s efektem alias v komplement�arn�� oblasti.

V�y�se uveden�a de�nice m�a �radu alternativn��ch variant: n�ekte�r�� auto�ri �rad�� multiplikativn��
faktor 1=N k inverzn�� nam��sto p�r��m�e transformaci2, p�r��padn�e uva�zuj�� symetricky faktor 1=

p
N

u obou vzorc�u. N�ekdy tak�e b�yv�a prohozeno znam�enko u exponentu, tj. u p�r��m�e transformace +
a u inverzn�� �. Na tyto mo�zn�e odli�snosti mus�� d�at �cten�a�r velk�y pozor p�ri p�rej��m�an�� v�ysledk�u,
p�r��padn�e v�ypo�cetn��ch program�u na realizaci transformace, od jin�ych autor�u3.

�Casto se t�e�z pou�z��v�a speci�aln�� notace pou�z��vaj��c�� veli�ciny wN = exp(�i2�=N). V�yraz wN
p�redstavuje primitivn�� ko�ren N -t�e odmocniny z jedn�e. DFT a inverzn�� DFT pak zap���seme jako

Sl =
1

N

N�1X
n=0

snw
nl
N ; sn =

N�1X
l=0

Slw
�nl
N :

Uspo�r�ad�ame-li N -tice sn a Sl do sloupcov�ych vektor�u s a S, m�u�zeme DFT zapsat v maticov�e
form�e

S =
1

N
Ws; s =WS; Wnk = wnkN ;

kde pruhem ozna�cujeme komplexn�� sdru�zen��. Matice W se n�ekdy naz�yv�a matice DFT nebo t�e�z
Vandermondova matice. Z jej�� konstrukce je z�rejm�e, �ze je symetrick�a WT = W, tj. Wkn =
exp(�i2�kn=N) = exp(�i2�nk=N) = Wnk, a plat�� pro ni NW =W�1. Jednou z v�yhod alterna-
tivn�� symetrick�e de�nice DFT, uva�zuj��c�� faktor 1=

p
N u obou vzorc�u je, �ze d�av�a unit�arn�� matici

DFT.
Sloupce matice W jsou tvo�reny vektory

wfNgk = (1; wkN ; w
2k
N ; : : : ; w

(N�1)k
N )T

=
�
1; exp

��i2�k
N

�
; exp

��2i2�k
N

�
; : : : ; exp

��(N � 1)i2�k
N

��T
;

kde k = 0; 1; : : : ; N � 1. T�emto vektor�um �r��k�ame b�aze DFT. Jsou vytvo�reny vzorkov�an��m funkc��
exp(�i2�kt); k = 0; 1; : : : ; N � 1 v bodech t = n=N; n = 0; 1; : : : ; N � 1. Na obr�azku 5.4 jsou
zn�azorn�eny pro p�r��pad N = 8. Jedn�a se o komplexn�� veli�ciny, a proto obr�azek ukazuje zvl�a�st'

re�alnou (vlevo) a imagin�arn�� (vpravo) �c�ast. Ka�zd�y �r�adek v obr�azku odpov��d�a jednomu z osmi
sloupcov�ych vektor�u. Vzhledem k symetrii matice W se stejn�e hodnoty nach�azej�� i v jej��ch
�r�adc��ch.

VektorywfNgk tvo�r�� ortogon�aln�� b�azi prostoru CN (N -tic komplexn��ch �c��sel). Jsou ortogon�aln��
ve skal�arn��m sou�cinu

(wfNgk;wfNgm) =
N�1X
n=0

exp

�
�i2�kn

N

�
exp

�
i
2�mn

N

�
=

N�1X
n=0

exp

�
i
2�n(m� k)

N

�
= N�km:

Poznamenejme, �ze r�uzn�e znam�enko v exponentu v prvn�� rovnosti je d�usledkem toho, �ze p�ri
sk�arn��m n�asoben�� v komplexn��m oboru je jeden z n�asoben�ych vektor�u komplexn�e sdru�zen�y.

2Tak je tomu nap�r. i v programu Matlab.
3V �siroce roz�s���ren�e knize Numerick�ych recept�u (Press a kol., 1997) obsahuj��c��ch �radu subroutin je v de�nici

DFT pou�zito jak opa�cn�e znam�enko v exponentu, tak faktor 1=N je �razen k inverzn�� transformaci.
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Obr�azek 5.4: Re�aln�a (vlevo, plnou �carou) a imagin�ar�� (vpravo, �c�arkovan�e) �c�ast DFT b�aze pro
N = 8.

Posledn�� rovnost je odvozena v dodatku D.22 s vyu�zit��m �c�aste�cn�eho sou�ctu geometrick�e �rady.
Rovnice plat��, n�asob��me-li skal�arn�e vektor wfNgk s libovoln�ym vektorem b�aze, tedy i s wfNg0,
jeho�z prvky jsou identicky rovn�e jedn�e. To znamen�a, �ze sou�cet prvk�u tvo�r��c��ch b�azov�y vektor
p�ri k 6= 0 mus�� b�yt roven nule | srovnej sou�cty prvk�u v jednotliv�ych �r�adc��ch (krom�e k = 0) na
obr�azku 5.4.

Sou�cin dvou cel�ych �c��sel v exponenci�al�ach, kter�e tvo�r�� prvky matice W, je op�et cel�e �c��slo.
M�u�zeme tedy ps�at Wkn = exp(�i2�kn=N) = exp(�i2�m=N);m 2 Z odkud je ji�z z�rejm�a N -
periodicta t�echto veli�cin:

exp(�i2�m=N) = exp(�i2�(m+ jN)=N) = exp(�i2�m=N) exp(�i2�jN=N); 8j 2 Z:

Prvky matice DFT a tud���z i b�azov�e vektory DFT jsou tedy N -periodick�e diskr�etn�� sign�aly
(konkr�etn�e jejich re�aln�e �c�asti diskr�etn�� kosiny a imagin�arn�� diskr�etn�� siny).

Vid��me tedy p�r��mo z de�nice, �ze sign�al Sl; l = 0; 1; : : : ; N � 1 lze N -periodicky roz�s���rit p�ri
zachov�an�� de�ni�cn��ho vzorce (5.1) na cel�y de�ni�cn�� obor Z ( ~S(l) = Sn+jN = Sn;8j 2 Z),
ani�z bychom evokovali mo�znou souvislost s periodick�ym opakov�an��m koe�cient�u Fourierovy �rady
p�uvodn�e spojit�eho sign�alu, nazna�cenou v �uvodn��m odstavci t�eto kapitoly (obr�azek 5.2). Obdobn�e
je z de�nice z�rejm�a N -periodicita sign�alu dan�eho inverzn�� DFT, ~s(n) = sl+jN = sl;8j 2 Z.
To umo�z�nuje tak�e dal�s�� mo�znosti alternativn��ch de�nic DFT, spo�c��vaj��c�� v r�uzn�ych mez��ch
uva�zovan�ych sum p�ri zachov�an�� d�elky intervalu N . D�r��ve byly nap�r. �casto preferov�any de�nice
uva�zuj��c��

PN
1 nam��sto

PN�1
0 . Bylo to d�ano hlavn�e t��m, �ze n�ekter�e programovac�� jazyky pou�z��van�e

v minulosti neumo�z�novaly nulov�y index pole. V dne�sn�� dob�e ne�cin�� programovac��m jazyk�um
probl�em ani z�aporn�y index pole a proto se �casto m�u�zeme setkat se sumami

P(N=2)�1
�N=2 pro N

sud�e4, a
P(N�1)=2

�(N�1)=2 pro N lich�e.

4Jak uvid��me pozd�eji, p�ri numerick�e realizaci DFT b�yv�a N nejen sud�e, ale dokonce rovno mocnin�e dvou.
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Zastavme se je�st�e u vzorce pro inverzn�� DFT. Jak ji�z bylo �re�ceno, m�u�zeme ho formulo-
vat na z�aklad�e analogie se vzorcem pro inverzn�� Fourierovu transformaci diskr�etn��ho sign�alu
(p�r��padn�e odvodit pomoc�� aproximace lichob�e�zn��kov�ym pravidlem) a n�asledn�e odvodit, �ze se
jedn�a o vz�ajemn�e jednozna�cn�e p�ri�razen��, anebo ho m�u�zeme odvodit p�r��mo ze vzorce pro p�r��mou
DFT. Postupujeme tak, �ze (5.1) vyn�asob��me faktorem exp(i2�lm=N) a uv�a�z��me sumu p�res l od
0 do N � 1:

N�1P
l=0

Sl exp

�
i2�

lm

N

�
=

1

N

N�1P
l=0

N�1P
n=0

sn exp

�
�i2� ln

N

�
exp

�
i2�

lm

N

�

=
1

N

N�1P
n=0

sn
N�1P
l=0

exp

�
�i2� l(n�m)

N

�

=
1

N

N�1P
n=0

snN�nm = sm; c:b:d:;

kde jsem op�et vyu�zili (D.22.2) z dodatku D.22. Analogicky bychom dok�azali vz�ajemnou jed-
nozna�cnost DFT a inverzn�� DFT dosazen��m (5.1) za Sl do vzorce (5.2).

De�nice na za�c�atku tohoto odstavce, stejn�e jako diskuse v �uvodu kapitoly, nazna�cuje mnoho
souvislost�� a analogi�� DFT a ostatn��ch Fourierovsk�ych transformac�� prob��ran�ych v tomto kurzu.
Existuj�� v�sak tak�e podstatn�e rozd��ly. Jeden rozd��l spo�c��v�a v tom, �ze p�ri DFT se nem�en�� typ
sign�alu ani prom�enn�a | v

"
�casov�e\ oblasti pracujeme s diskr�etn��m sign�alem prom�enn�e n a

d�elky N a stejn�e tak v oblasti
"
spektr�aln��\. Oba sign�aly jsou si naprosto rovnocenn�e a na prvn��

pohled nerozli�siteln�e. Dal�s�� rozd��l, podstatn�ej�s�� z teoretick�eho i praktick�eho hlediska, je d�an
kone�cnost�� obou sum v de�nici DFT. Sou�cet kone�cn�eho po�ctu �clen�u v t�echto sum�ach existuje
v�zdy a je kone�cn�y�footnotePro omezen�e hodnoty vzork�u (< �1). Nepot�rebujeme tedy �z�adn�e
speci�aln�� podm��nky existence dan�e transformace spo�c��vaj��c�� v omezen�� t�r��dy sign�al�u, se kter�ymi
pracujeme. U ostatn��ch transformac�� jsme takov�e podm��nky v�zdy formulovali | sign�aly musely
b�yt nap�r��klad integrovateln�e s kvadr�atem, nebo absolutn�e integrovateln�e �ci absolutn�e s�citateln�e.
K zaji�st�en�� existence inverzn��ch transformac�� jsme dokonce pot�rebovali podm��nky je�st�e siln�ej�s��,
nap�r. Dirichletovy. To v�se u DFT odpad�a | koe�cienty lze spo�c��st v�zdy pomoc�� kone�cn�eho po�ctu
operac�� s�c��t�an��.

P�r��klad:
Spo�ct�ete DFT [5; 3� 2i;�7; 3 + 2i].

Obecn�y p�redpis pro v�ypo�cet koe�cient�u DFT d�av�a pro tento p�r��klad

Sl = 1
4

3P
n=0

sn exp(�i2�ln=4)
= 1

4
[5 + (3� 2i) exp(�i2�l=4)� 7 exp(�i2�2l=4) + (3� 2i) exp(�i2�3l=4)] :

Dosazenn��m za l postupn�e l = 0; 1; 2; 3 pak dostaneme jednotliv�e koe�cienty:

S0 = 1
4
[5 + (3� 2i)� 7 + (3 + 2i)] = 1

S1 = 1
4
[5 + (3� 2i) exp(�i2�=4)� 7 exp(�i2�2=4) + (3� 2i) exp(�i2�3=4)]

= 1
4
[5� i(3� 2i) + 7 + i(3 + 2i)] = 2

S2 = 1
4
[5 + (3� 2i) exp(�i2�2=4)� 7 exp(�i2�4=4) + (3� 2i) exp(�i2�6=4)]

= 1
4
[5� (3� 2i)� 7� (3 + 2i)] = �2

S3 = 1
4
[5 + (3� 2i) exp(�i2�3=4)� 7 exp(�i2�6=4) + (3� 2i) exp(�i2�9=4)]

= 1
4
[5 + i(3� 2i) + 7� i(3 + 2i)] = 4:
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Souhrnn�e tedy m�ame DFT [5; 3� 2i;�7; 3 + 2i] = [1; 2;�2; 4].

Cvi�cen�� 5.1.1:
Najd�ete diskr�etn�� Fourierovu transformaci �ctve�ric [1,0,0,0] a [1,1,1,1].

Ob�e N -tice z�u�castn�en�e v DFT (a inverzn�� DFT) jsou obecn�e komplexn��. Nazveme-li DFT [sn]
DFT-spektrem sign�alu sn, pak toto spektrum je obecn�e komplexn�� i v p�r��pad�e re�aln�eho sign�alu
sn. Reprezentujeme ho bud' re�alnou a imagin�arn�� �c�ast�� anebo modulem jSnj (amplitudov�ym
DFT-spektrem) a hlavn�� hodnotou argumentu �n (f�azov�ym DFT-spektrem).

jSnj =
p
(<fSng)2 + (=fSng)2; �n � argSn 2 (��; �i ;

kde hlavn�� hodnota argumentu se ur�cuje stejn�ym zp�usobem jako u Fourierov�ych koe�cient�u
spojit�eho sign�alu, tj. podle tabulky 2.1.

Obr�azek 5.5 ukazuje dva p�r��klady DFT p�etivzorkov�e pravo�uheln��kov�e funkce pro dv�e hodnoty
po�ctu vzork�u na periodu (5 a 10 bod�u). N�azorn�ej�s�� p�redstavu o DFT pravo�uheln��kov�e funkce
d�av�a obr�azek 5.6, ukazuj��c�� DFT pravo�uheln��kov�e funkce stejn�e d�elky, ale pro N = 64.

Obr�azek 5.5: Diskr�etn�� Fourierova transformace pravo�uheln��kov�e funkce d�elky n = 5 pro N = 5
(vlevo) a N = 10 (vpravo). Sign�al sn p�red transformac�� (a,e), N -periodick�e opakov�an�� ~s(n) (b,f),
amplitudov�e spektrum DFT jSnj (c,g { pro n�azornost je �c�arkovan�e zn�azorn�ena pomocn�a k�rivka
Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu normaliovan�a faktorem 1=N), f�azov�e spektrum DFT
�n (d,h).

5.2 Vlastnosti DFT | symetrie

Symetri�� DFT budeme rozum�et rysy, kter�e lze popsat pomoc�� sud�ych a lich�ych funkc��. V z�apisu
p�r��slu�sn�ych vlastnost�� p�ujde tedy o zrcadlen�� vzhledem k prom�enn�e n. V p�r��pad�e Fourierovy �rady
diskr�etn��ho sign�alu, je zrcalen�� ~s(n) ! ~s(�n) p�rirozenou operac��, kter�a nepot�rebuje zvl�a�stn��
vysv�etlov�an�� ani speci�aln�� z�apis. V souvislosti s DFT se v�sak jedn�a o tzv. cyklick�e zrcadlen��,
kter�e zapisujeme pomoc�� v�yrazu (�n)modN , kde modN �cteme jako modulo N . Operace modN
d�av�a nejen celo�c��seln�y zbytek po d�elen�� N , ale z�arove�n zajist��, �ze index bude le�zet v intervalu
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Obr�azek 5.6: Diskr�etn�� Fourierova transformace pravo�uheln��kov�e funkce d�elky n = 5 pro N = 64.
Shora dol�u: sign�al sn p�red transformac��, amplitudov�e spektrum DFT jSnj, f�azov�e spektrum DFT
�n.

h0; N � 1i. Libovoln�e cel�e �c��slo n lze jednozna�cn�e vyj�ad�rit jako n = k + mN , kde m 2 Z a
k = 0; 1; : : : ; N � 1. Takov�e k pak de�nujeme jako

k � nmodN:

Tak�ze nap�r.
(�1)mod6 = 5 : : : (m = 1);
3mod5 = 3; : : : (m = 0);
33mod16 = 1 : : : (m = 2);

a podobn�e.

Cyklick�e zrcadlen��

Jedn�a se o operaci, kter�a vytvo�r�� ze sign�alu sn; n = 0; 1; : : : ; N �1 sign�al hn = s(�n)modN ; n =
0; 1; : : : ; N � 1. P�r��klad cyklick�eho zrcadlen�� pro jeden konkr�etn�� sign�al o d�elce 5 vzork�u je v
tabulce 5.1 a gra�cky zn�azorn�en na obr�azku 5.7.

Cyklick�e zrcadlen�� m�u�zeme tedy slovy popsat jako operaci, p�ri kter�e ponech�ame vzorek s0,
zat��mco pro k od 1 do N � 1 vzorky sk zam�en��me se vzorky sN�k. Z obr�azku 5.7 je z�rejm�e,
�ze je to ekvivalentn�� postupu, p�ri kter�em bychom sign�al sn nejprve periodicky roz�s���rili na ~s(n),
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n 0 1 2 3 4
(�n)mod5 0 4 3 2 1

sn 5 4 3 2 1
s(�n)mod5 5 1 2 3 4

Tabulka 5.1: Cyklick�e zrcadlen�� p�etice [5,4,3,2,1].

Obr�azek 5.7: Operace zrcadlen�� N -periodick�eho sign�alu a sekvence d�elky N , se kterou pracuje
DFT: a) N -periodick�y sign�alu ~s(n), b) jeho zrcalov�y obraz, c) sign�al sn; n 2 (0; N � 1) a d) jeho
zrcadlov�y obraz v cyklick�em zrcadlen�� d).

tento b�e�zn�ym zp�usobem zrcadlov�e p�revr�atili a n�asledn�e se omezili op�et na vzorky s indexem 0
a�z N � 1.

Uva�zme DFT p�ar Sl = DFT [sn]; l; n = 0; 1; : : : ; N � 1. Jak se operace cyklick�e zrcadlen��,
aplikovan�a na sign�al sn, projev�� ve spektr�aln�� oblasti? Projev�� se rovn�e�z cyklick�ym zrcadlen��m:

s(�n)modN
DFT ! S(�l)modN : (5.3)

D�ukaz:
Roz�si�rme nejprve N -periodicky s(�n)modN na cel�y de�ni�cn�� obor, tj. p�rejd�eme k ~s(�n). P�r��mo z
de�ni�cn��ho vzorce dostaneme koe�cienty Fourierovy �rady tohoto diskr�etn��ho sign�alu

DFT [~s(�n)] = 1

N

N�1X
n=0

~s(�n) exp
�
�i2� ln

N

�
:

Pou�zijeme-li substituci k = �n, m�u�zeme ps�at

DFT [~s(�n)] = 1

N

N�1X
k=0

~s(k) exp

�
i2�

lk

N

�
=

1

N

N�1X
k=0

~s(k) exp

�
�i2� (�l)k

N

�
= ~S�l:

Omez��me-li se v obou oblastech pouze na z�akladn�� interval (0; N � 1), dostaneme

DFT [s(�n)modN ] = S(�l)modN ; c:b:d:
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Komplexn�� sdru�zen��

Uva�zme op�et DFT p�ar Sl = DFT [sn]; l; n = 0; 1; : : : ; N�1. Uva�zujeme-li komplexn�e sdru�zen�y
sign�al nam��sto sn, plat��

sn
DFT ! S(�l)modN : (5.4)

D�ukaz:

DFT [sn] =
1

N

N�1P
n=0

sn exp

�
�i2� ln

N

�
=

1

N

N�1P
n=0

sn exp

�
i2�

ln

N

�

=
1

N

N�1P
n=0

sn exp

�
i2�

ln

N

�
=

1

N

N�1P
n=0

sn exp

�
�i2� (�l)n

N

�

= S(�l)modN ; c:b:d:

Spojen��m kompexn��ho sdru�zen�� a cyklick�eho zrcadlen�� m�u�zeme tak�e snadno zjistit, �cemu
odpov��d�a komplexn�e sdru�zen�e spektrum:

s(�n)modN
DFT ! Sl: (5.5)

DFT re�aln�eho sign�alu

Pro re�aln�y sign�al plat�� sn = sn. Z rovnice (5.4) a z toho, �ze DFT je vz�ajemn�e jednozna�cn�e
p�ri�razen�� pak okam�zit�e dostaneme

sn = sn , Sl = S(�l)modN :

Plat�� tedy d�ule�zit�a v�eta:

V�eta (O DFT re�aln�eho sign�alu):

Jestli�ze je sign�al sn; n = 0; 1; : : : ; N � 1 re�aln�y, pak pro jeho DFT spektrum plat��

Sl = S(�l)modN : (5.6)

Nav��c re�aln�a �c�ast jeho DFT spektra a amplitudov�e DFT spektrum jsou funkce cyklicky
sud�e, zat��mco imagin�arn�� �cast jeho DFT spektra a f�azov�e DFT spektrum jsou funkce cyk-
licky lich�e

<fSlg = <fS(�l)modNg
=fSlg = �=fS(�l)modNg
jSlj = jS(�l)modN j
�l = ��(�l)modN

(5.7)

a koe�cient S0 je re�aln�y, tj. �0 = 0. Pro sud�e N je nav��c re�aln�y i vzorek SN=2, tj. �N=2 = 0.

Slovn�e shrnuto: DFT spektrum re�aln�eho sign�alu je sign�al cyklicky hermitovsk�y. Vztahy
(5.7) jsou trivi�aln��m d�usledkem (5.6). Re�alnost S0 je d�ana t��m, �ze podle de�nice je S0 aritmet-
ick�ym pr�um�erem vzork�u sn, kter�e jsou dle p�redpokladu re�aln�e. Re�alnost SN=2 je d�usledkem toho,
�ze pro sud�e N je (�N=2)modN = N=2 a tud���z d��ky (5.6) je SN=2 = SN=2.
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Symetrie DFT re�aln�eho sign�alu jsou ilustrov�any na obr�azku 5.8. Na obr�azku je dob�re patrn�a
i symetrie kolem N=2 (pro N sud�e).

Obr�azek 5.8: Ilustrace symetri�� DFT spektra re�aln�eho sign�alu: a) re�aln�y sign�al sn, re�aln�a (b) a
imagin�arn�� (c) �c�ast jeho DFT spektra Sn = DFT [sn], d) amplitudov�e DFT spektrum jSnj, d)
f�azov�e DFT spektrum �n. Pro lep�s�� n�azornost jsou �sedou barvou zakresleny odpov��daj��c�� hodnoty
pro N -periodick�y sign�al ~sn.

Kdybychom ka�zd�y vzorek re�aln�eho sign�alu n�asobili imagin�arn�� jednotkou, dostali bychom
ryze imagin�arn�� sign�al. �Cten�a�r snadno nahl�edne, �ze jeho spektrum by se stalo cyklicky antiher-
mitovsk�e, tj. m�elo by naopak lichou re�alnou a sudou imaginarn�� �c�ast.

DFT cyklicky sud�eho a lich�eho sign�alu

Ka�zd�y obecn�y sign�al sn; n = 0; 1; : : : ; N � 1 m�u�zeme rozepsat na cyklicky sudou a lichou
�c�ast:

sn = en + on;

kde

en =
1

2
[sn + s(�n)modN ]; (5.8)

on =
1

2
[sn � s(�n)modN ]: (5.9)

Naopak libovoln�y cyklicky sud�y sign�al (lich�y) m�u�zeme doplnit libovoln�ym cyklicky lich�ym (sud�ym)
sign�alem a interpretovat jej jako sudou (lichou) �c�ast sign�alu, kter�y je roven jejich sou�ctu. M�u�zeme
tedy ka�zd�y sud�y5 sign�al vyj�ad�rit ve tvaru (5.8) a lich�y ve tvaru (5.9).

Z konstrukce (5.8) a (5.9) je jasn�e, jak�e mus�� b�yt DFT spektrum takov�ych sign�al�u. Je-li
Sl; l = 0; 1; : : : ; N � 1 DFT spektrem sign�alu sn; n = 0; 1; : : : ; N � 1, pak s vyu�zit��m vlastnosti

5Ozna�cen��
"
cyklicky\ ji�z pro zkr�acen�� vynech�av�ame.
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(5.3) a linearity sumace v de�nici DFT m�u�zeme ps�at

en =
1

2
[sn + s(�n)modN ]

DFT ! 1

2
[Sl + S(�l)modN ] = El; l = 0; 1; : : : ; N � 1; (5.10)

on =
1

2
[sn � s(�n)modN ]

DFT ! 1

2
[Sl � S(�l)modN ] = Ol; l = 0; 1; : : : ; N � 1: (5.11)

Je tedy DFT spektrem sud�eho sign�alu op�et sud�y sign�al a lich�eho lich�y. Pokud je sud�y sign�al
sn nav��c re�aln�y, je jeho DFT spektrum re�aln�e a sud�e (nebot' obecn�e lich�a imagin�arn�� �c�ast her-
mitovsk�eho spektra mus�� b�yt nulov�a, m�a-li b�yt spektrum sud�e). Podobn�e, je-li lich�y sign�al sn
nav��c re�aln�y, je jeho DFT spektrum ryze imagin�arn�� a lich�e. Obdobn�e symetrie bychom nalezli
i pokud by sud�y/lich�y sign�al sn byl nav��c ryze imagin�arn��. Pro snadn�ej�s�� zapamatov�an�� dob�re
poslou�z�� gra�ck�a pom�ucka (analogick�a t�e, kterou jsme pou�z��vali i u ostatn��ch Fourierovsk�ych
transformac��):

Ze sch�ematu jasn�e vid��me, krom�e symetri��, o kter�ych ji�z byla �re�c, �ze nap�r. DFT spektrum ryze
imagin�arn��ho sign�alu je antihermitovsk�e.

Nejd�ule�zit�ej�s�� ze symetri�� diskutovan�ych v tomto odstavci shrnuje tabulka 5.2. Kdybychom
jednotliv�e jej�� �r�adky popsali slovy, dostali bychom tabulku 2.2. Jak v��me, zcela analogick�e syme-
trie plat�� i pro Fourierovu transformaci. V p�redch�azej��c��ch kapitol�ach jsme tyto symetrie odvozo-
vali pomoc�� kosinov�e a sinov�e transformace. Stejn�y postup bychom mohli aplikovat i pro DFT,
ale z d�uvod�u omezen�eho rozsahu tohoto kurzu zde sinovou a kosinovou DFT nezav�ad��me. Poz-
namenejme, �ze i pro jin�e Fourierovsk�e transformace by zm��n�en�e symetrie bylo mo�zn�e odvodit
analogick�ym postupem, jak�y jsme pou�zili v tomto odstavci.

Z tabulky i z �r�adkov�eho sch�ematu je t�e�z dob�re vid�et, �ze ka�zd�e DFT spektrum Sl, lze rozd�elit
na hermitovskou �c�ast SHl a antihermitovskou �c�ast SAl , kter�e p�redstavuj�� DFT re�aln�e a imagin�arn��
�c�asti sign�alu sn

SHl = DFT [<fsng] = 1

2
[Sl + S(�l)modN ]; (5.12)

SAl = DFT [=fsng] = 1

2
[Sl � S(�l)modN ]: (5.13)

Studium takov�ych symetri�� m�a velk�y v�yznam nejen z teoretick�eho, ale i z v�ypo�cetn��ho
hlediska. M�u�zeme jich nap�r��klad vyu�z��t p�ri v�ypo�ctu DFT re�aln�ych sign�al�u. B�e�zn�e programy
pro v�ypo�cet DFT jsou navr�zeny pro komplexn�� sign�aly a v p�r��pad�e re�aln�ych sign�al�u bychom
museli na m��sto imagin�arn�� �c�asti dosadit nuly. M�u�zeme ale s v�yhodou vyu�z��t symetri�� DFT
a m��stou dvou v�ypo�ct�u DFT pro dva re�aln�e sign�aly xn a yn po�c��tat DFT pouze jednou pro
komplexn�� sign�al cn = xn+iyn. Jeho spektrum pak snadno rozlo�z��me na hermitovskou a antiher-
mitovskou �c�ast, Cl = CH

l +CA
l , podle vzorc�u (5.12) a (5.13), �c��m�z dostaneme CH

l = DFT [xn] a
CA
l = DFT [yn] s polovi�cn��mi numerick�ymi n�aklady.
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sn; n = 1; 2; : : : ; N � 1 Sl; l = 1; 2; : : : ; N � 1

<fsng = 1
2 [sn + sn]

1
2 [Sl + S(�l)modN ]

i=fsng = 1
2 i[sn � sn]

1
2 [Sl � S(�l)modN ]

en = 1
2 [sn + s(�n)modN ] El =

1
2 [Sl + S(�l)modN ]

on = 1
2 [sn � s(�n)modN ] Ol =

1
2 [Sl � S(�l)modN ]

1
2 [en + en]

1
2 [El + El]

1
2 [on + on]

1
2 [Ol �Ol]

1
2 [en � en]

1
2 [El � El]

1
2 [on � on]

1
2 [Ol +Ol]

Tabulka 5.2: N�ekter�e symetrie sign�alu p�ri DFT.

V�sechny dosud uva�zovan�e symetrie nez�avis�� na konkr�etn�� de�nici DFT | je jedno, zda fak-
tor 1=N je u p�r��m�e nebo inverzn�� transformace, a je tak�e jedno, jak�e znam�enko uva�zujeme v
exponentu.

Na z�av�er tohoto odstavce zmi�nme je�st�e symetrii ve smyslu reciprocity (duality) DFT. Jedn�a
se o analogii vlastnosti (3.26), se kterou jsme se setkali v 3.7. Tato symetrie v matematick�em
z�apisu ji�z z�avis�� na konkr�etn�� de�nici DFT.

Reciprocita

Dvojn�asobnou aplikac�� DFT dostaneme p�uvodn�� sign�al cyklicky zrcadlen�y a normalizovan�y
faktorem 1=N :

Sn = DFT [sn] , 1

N
s(�n)modN = DFT [Sn] (5.14)

D�ukaz:
Nejprve si uv�edom��me, �ze (�n)modN = �n+mN , kde m je vhodn�e cel�e �c��slo, kter�e zaru�c��, �ze
hodnota (�n)modN le�z�� v intervalu h0; N � 1i. Pak d��ky N -periodicit�e DFT b�aze plat��

exp

�
�i2� ln

N

�
= exp

�
i2�

l(�n)modN
N

�
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a m�u�zeme tud���z ps�at

DFT [Sn] =
1

N

N�1P
l=0

Sl exp

�
�i2� ln

N

�
=

1

N

N�1P
l=0

Sl exp

�
i2�

l(�n)modN
N

�

=
1

N
DFT �1[Sl]

�����
l=(�n)modN

=
1

N
s(�n)modN c:b:d:

Alternativn�e m�u�zeme reciprocitu zapsat tak�e jako

Sn = DFT [sn] , sn = DFT
�
NS(�n)modN

�
:

Reciprocitu DFT ilustruje obr�azek 5.9 na p�r��kladu p�etibodov�e pravo�uheln��kov�e funkce p�ri
N = 16. Dvojn�asobnou aplikac�� DFT dostaneme stejnou pravo�uheln��kovou funkci, av�sak s
�sestn�actkr�at men�s�� amplitudou a nav��c cyklicky zrcadlenou.

Obr�azek 5.9: Ilustrace reciprocity DFT: a) re�aln�a a imagin�arn�� �c�ast sign�alu sn, b) re�aln�a a
imagin�arn�� �c�ast sign�alu Sn = DFT [sn], c) re�aln�a a imagin�arn�� �c�ast sign�alu sn = Sn, d) re�aln�a a
imagin�arn�� �c�ast DFT spektra sign�alu sn = Sn, tj. DFT [Sn] = DFT [DFT (sn)].

5.3 Vlastnosti DFT | operace se sign�alem

�Rada operac�� prob��ran�ych v tomto odstavci m�a svou jasnou analogii v operac��ch prov�ad�en�ych at'

u�z s diskr�etn��m �ci spojit�ym sign�alem v p�redch�azej��c��ch kapitol�ach. I jejich projevy ve spektr�aln��
oblasti jsou analogick�e, pouze form�aln�� z�apis m�u�ze b�yt v n�ekter�ych p�r��padech odli�sn�y6 (v indexu
je t�reba pou�z��t modulo N apod.). S n�ekter�ymi operacemi, typick�ymi pro pr�aci s DFT, jsme
se dosud nesetkali - nap�r. roz�si�rov�an�� po�ctu vzork�u dopln�en��m nulami r�uzn�ym zp�usobem. Jin�e
operace naopak nelze z principi�aln��ch d�uvod�u na diskr�etn�� sign�aly aplikovat (nap�r. derivace).
U v�et�siny zde zmi�novan�ych operac�� (krom�e line�arn�� kombinace, posunut�� a modulace) z�avis��
p�r��slu�sn�e vzorce na p�rijat�e de�nici DFT. Proto se �cten�a�r m�u�ze u jin�ych autor�u setkat s form�aln��mi
rozd��ly t�ykaj��c��mi se nap�r��klad faktoru 1=N .

Sign�al vznikl�y p�r��slu�snou operac�� ze sign�alu sn (p�r��padn�e fn a gn) budeme ve shod�e s
p�redch�azej��c��mi kapitolami zna�cit hn a budeme zkoumat vztah jeho DFT spektra Hl k DFT
spektru Sl (p�r��padn�e Fl a Gl). Podle konvence pou�z��van�e v t�eto kapitole musej�� indexy l a n
v�zdy nab�yvat hodnot 0; 1; 2 : : : ; N � 1.

6Kdybychom nam��sto DFT uva�zovali Fourierovu �radu diskr�etn��ho sign�alu, byla by analogie je�st�e z�reteln�ej�s��.
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Line�arn�� kombinace

hn = �fn + �gn
DFT ! Hl = �Fl + �Gl;

pro libovoln�e komplexn�� konstanty � a �.
D�ukaz je trivi�aln��, plyne z linearity sumace v de�ni�cn��m vztahu DFT.

Suma vzork�u

Jedn�a se o diskr�etn�� analogii integr�alu ze sign�alu. Pro sou�cet v�sech vzork�u v N -tici sn plat��

N�1X
n=0

sn = NS0:

D�ukaz plyne okam�zit�e z (5.1) po dosazen�� l = 0. Podobn�e pokud pos�c��t�ame v�sechny vzorky ve
spektru, dostaneme

N�1X
l=0

Sl = s0:

D�ukaz op�et plyne okam�zit�e z (5.2) po dosazen�� n = 0.

Cyklick�e posunut��

Cyklick�e posunut�� sign�alu se od norm�aln��ho posunut�� li�s�� t��m, �ze bere v �uvahu kone�cnou
d�elku sign�alu v rozsahu 0 a�z N�1. Nejl�epe se cyklick�e posunut�� sn d�a vysv�etlit pomoc�� posunut��
periodicky prodlou�zen�eho sign�alu ~sn nebo pomoc�� p�redstavy o rozvinut�� sign�alu sn na v�alcovou
plochu. Obr�azek 5.10 ukazuje p�r��klad cyklick�eho posunut�� sign�alu [0,1,2,3,4,5,6,7] o dva vzorky
doprava.

Matematicky zap���seme cyklick�e posunut�� jako s(n�m)modN . Pro DFT plat��

s(n�m)modN
DFT ! Sl exp

�
�i2�ml

N

�
: (5.15)

Vyu�zijeme-li pro zkr�acen�� zna�cen�� z odstavce 5.1, wN = exp(�i2�=N), m�u�zeme ps�at

DFT [s(n�m)modN ] = Slw
ml
N :

N�asoben�� faktorem wmlN se naz�yv�a modulac��. Cyklick�e posunut�� sign�alu je tedy doprov�azeno
modulac�� jeho DFT spektra.

D�ukaz:

DFT [s(n�m)modN ] =
N�1X
n=0

s(n�m)modN exp

�
�i2�nl

N

�
:

Uv�edom��me-li si, �ze (n �m)modN = (n �m) + jN; j 2 Z a zavedeme-li substituci k = (n �
m)modN , pak m�u�zeme s uv�a�zen��m N -periodicity s�c��tanc�u v sum�e ps�at

DFT [s(n�m)modN ] =
N�1P
k=0

sk exp
�
�i2� (m+k)l

N

�
= exp

��i2�ml
N

�N�1P
k=0

sk exp
��i2� kl

N

�
= Sl exp

��i2�ml
N

�
; c:b:d:
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Obr�azek 5.10: Ilustrace cyklick�eho posunut�� sign�alu sn pro N = 8. P�uvodn�� sign�al kone�cn�e
d�elky a tent�y�z sign�al cyklicky posunut�y o dva vzorky doprava (naho�re), periodick�e prodlou�zen��
p�uvodn��ho sign�alu a jeho posunut�� o dva vzorky doprava (uprost�red), cyklick�e posunut�� sign�alu
kone�cn�e d�elky na v�alcov�e plo�se (dole).

Dodejme, �ze podobn�e jako u ostatn��ch Fourierovsk�ych transformac�� p�rin�a�s�� modulace spektra
dodate�cn�y line�arn�� p�r��r�ustek do f�azov�eho spektra, nijak v�sak neovliv�nuje spektrum amplitudov�e.
Kladn�y posun sign�alu (posun doprava) zp�usobuje line�arn�� pokles f�aze, zat��mco z�aporn�y posun
(doleva) line�arn�� n�ar�ust. Tento dodate�cn�y line�arn�� pokles respektive n�ar�ust b�yv�a �casto maskov�an
skoky o 2� z d�uvod�u zachov�an�� f�azov�eho spektra v rozsahu (��; �i.

Modulace

Z d�uvod�u reciprocity DFT je jasn�e, �ze modulace sign�alu sn; n = 0; 1; : : : ; N � 1 se mus��
projevit cyklick�ym posunut��m jeho DFT spektra, tj.

sn exp
�
i2�

mn

N

�
DFT ! S(l�m)modN (5.16)

Zkr�acen�e tedy m�u�zeme ps�at
DFT [snw�mnN ] = S(l�m)modN :

D�ukaz by se provedl pro inverzn�� DFT posunut�eho spektra naprosto analogick�ym zp�usobem jako
p�ri d�ukazu spektra cyklicky posunut�eho sign�alu.

Cyklick�a konvoluce

V analogii ke konvoluci spojit�ych periodick�ych sign�al�u (2.33) v odstavci 2.8 de�nujme tzv.
periodickou diskr�etn�� konvoluci neboli konvoluci diskr�etn��ch periodick�ych sign�al�u ~f(n) a ~g(n)
jako diskr�etn�� periodick�y sign�al ~h(n)

~h(n) = ~f(n) � ~g(n) = 1

N

N�1X
m=0

~f(m)~g(n�m);
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kde v�yraz za prvn��m rovn��tkem je t�reba ch�apat jako sign�al ( ~f � ~g)(n). Odtud je ji�z jen kr�u�cek k
de�nici tzv. cyklick�e konvoluce, kter�a se pou�z��v�a v souvislosti s DFT. Budeme ji zna�cit speci�aln��m
symbolem �. Cyklickou konvoluc�� dvou sign�al�u fn; n = 0; 1; : : : ; N � 1 a gn; n = 0; 1; : : : ; N � 1
rozum��me sign�al hn; n = 0; 1; : : : ; N � 1 dan�y vzorcem

hn = fn � gn = 1

N

N�1X
m=0

fmg(n�m)modN : (5.17)

(Op�et by zde bylo p�resn�ej�s�� zna�cen�� (f � g)n.) P�ri v�ypo�ctu cyklick�e konvoluce se tedy jeden z
konvoluovan�ych sign�al�u mus�� cyklicky zrcadlit. Oba sign�aly vz�ajemn�e vyn�asob��me a se�cten��m
z��sk�ame h0. V dal�s��m kroku cyklicky zrcadlen�y sign�al posuneme cyklicky o 1 vzorek doprava
a op�et vyn�asob��me s druh�ym sign�alem a se�cteme, �c��m�z spo�cteme h1. Postup opakujeme a�z do
v�ypo�ctu hN�1, p�ri kter�em je zrcadlen�y sign�al posunut o N � 1 vzork�u doprava.

P�r��klad:
Pomoc�� de�ni�cn��ho vztahu najd�ete cyklickou konvoluci h = f � g kde f = [1; 2; 3; 4] a g =
[0; 1; 2; 3].

h0 :
fm = [1; 2; 3; 4]

g(0�m)mod4 = [0; 3; 2; 1]
) h0 =

1

4
(0 + 6 + 6 + 4) =

16

4

h1 :
fm = [1; 2; 3; 4]

g(1�m)mod4 = [1; 0; 3; 2]
) h1 =

1

4
(1 + 0 + 9 + 8) =

18

4

h2 :
fm = [1; 2; 3; 4]

g(2�m)mod4 = [2; 1; 0; 3]
) h2 =

1

4
(2 + 2 + 0 + 12) =

16

4

h3 :
fm = [1; 2; 3; 4]

g(3�m)mod4 = [3; 2; 1; 0]
) h3 =

1

4
(3 + 4 + 3 + 0) =

10

4
:

Cyklickou konvoluci m�u�zeme tak�e zapsat v kompaktn��m maticov�em tvaru

h =
1

N
F̂g;

kde �r�adky N �N matice F̂ tvo�r�� cyklicky zrcadlen�y �r�adkov�y vektor fT a ka�zd�y n�asleduj��c�� �r�adek
je oproti p�redchoz��mu cyklicky posunut o jeden vzorek doprava

F̂ =

0
BBB@

f0 f(N�1)modN f(N�2)modN � � � f1
f1 f0 f(N�1)modN � � � f2

...
f(N�1)modN f(N�2)modN f(N�3)modN � � � f0

1
CCCA : (5.18)

Cyklick�a konvoluce je komutativn��, fn� gn = gn� fn. V maticov�em zapisu m�u�zeme alterna-
tivn�e ps�at h = 1

N
Ĝf , kde matice Ĝ je tvo�rena analogick�ym zp�usobem k (5.18) pomoc�� vektoru

g.
N�ekte�r�� auto�ri de�nuj�� cyklickou konvoluci bez faktoru 1=N . Souvis�� to s jejich de�nic�� DFT,

kter�a se pr�av�e t��mto faktorem li�s�� od de�nice pou�z��van�e v tomto kurzu. Jde o to, aby DFT
spektrum konvoluce bylo skute�cn�e rovno sou�cinu DFT spekter konvoluovan�ych sign�al�u, jak tvrd��
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tzv. konvolu�cn�� teor�em

fn � gn = 1

N

N�1X
m=0

fmg(n�m)modN
DFT ! FlGl (5.19)

D�ukaz:

DFT [fn � gn] = 1

N2

N�1X
n=0

N�1X
m=0

fmg(n�m)modN exp

�
�i2� ln

N

�
:

V exponentu k n p�ri�cteme a ode�cteme m, abychom mohli p�rej��t k sou�cinu dvou sum

DFT [fn � gn] = 1

N2

N�1X
m=0

fm exp

�
�i2� lm

N

�N�1X
n=0

g(n�m)modN exp

�
�i2� l(n�m)

N

�
:

V druh�e sum�e provedeme substituci k = (n�m)modN . D��ky N -periodicit�e exponenci�al stejn�e
jako vzork�u v cyklick�em posunut�� m�u�zeme i po substituci zachovat p�uvodn�� meze a ps�at

DFT [fn � gn] = 1

N2

N�1X
m=0

fm exp

�
�i2� lm

N

�N�1X
k=0

gk exp

�
�i2� lk

N

�
= FlGl; c:b:d:

Tato vlastnost DFT, tj. �ze p�rev�ad�� konvoluci diskr�etn��ch sign�al�u na sou�cin jejich diskr�etn��ch
spekter, nach�az�� �sirok�e uplatn�en�� v problematice line�arn�� �ltrace. O line�arn�� �ltraci diskr�etn��ch
sign�al�u jsme se ji�z zmi�novali v odstavci 4.3. V p�r��pad�e DFT je jedin�y (zato v�sak podstatn�y)
rozd��l v tom, �ze nejen impulzn�� odezva, ale i p�renosov�a funkce je diskr�etn��. Nav��c jsou ob�e tyto
charakteristiky N -periodick�e, co�z umo�z�nuje zjednodu�sen�� v�ypo�ct�u z d�uvodu omezen�� na kone�cn�y
po�cet (N) vzork�u.

Konvolu�cn�� teor�em nab��z�� dal�s�� alternativu v�ypo�ctu cyklick�e konvoluce: p�rechodem do spektr�aln��
oblasti, vyn�asoben��m DFT spekter a inverzn�� DFT. Tento zp�usob v�ypo�ctu m�u�ze b�yt velmi efek-
tivn��, zejm�ena po�c��t�ame-li konvoluci mnohavzorkov�ych sign�al�u numericky za pou�zit�� metody
rychl�e Fourierovy transformace (viz odstavec 5.4).

Cvi�cen�� 5.3.1:
Najd�ete cyklickou konvoluci h = f � g kde f = [1; 2; 3; 4] a g = [0; 1; 2; 3] (tj. stejn�ych sign�al�u
jako v p�redch�azej��c��m p�r��kladu) pomoc�� �cty�rbodov�e DFT.

V kapitole 4 jsme se setkali s jinou de�nic�� konvoluce dvou diskr�etn��ch sign�al�u. Pro rozli�sen�� s
cyklickou konvoluc�� prob��ranou zde ji naz�yvejme konvoluc�� line�arn��. Vyjasn�eme vztah mezi ob�ema
konvolucemi. Obr�azek 5.11 ukazuje n�azorn�y p�r��klad srovn�an�� pro konvoluci dvou kauz�aln��ch
pravo�uheln��kov�ych sign�al�u, o d�elce 5 a 10 vzork�u. Pro v�ypo�cet cyklick�e konvoluce bylo pou�zito
N=12.

Obr�azek jasn�e demonstruje vztah obou typ�u konvoluce. Je z�rejm�e, �ze cyklick�a a line�arn��
konvoluce se obecn�e li�s��, nebot' cyklick�a konvoluce m�u�ze b�yt zat���zena efektem alias. Za jak�ych
podm��nek mohou cyklick�a a line�arn�� konvoluce v�est ke stejn�emu v�ysledku v intervalu h0; N � 1i?
Tyto podm��nky jsou dv�e a slovn�e je lze popsat takto: 1) oba konvoluovan�e sign�aly mus�� m��t
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kone�cnou d�elku, tj. mus�� m��t kone�cn�y po�cet nenulov�ych vzork�u, �rekn�eme N1 a N2. Jejich line�arn��
konvoluce pak m�a tak�e kone�cnou d�elku, N1 + N2 � 1. 2) Po�cet bod�u N pro v�ypo�cet cyklick�e
konvoluce (a z�arove�n t�e�z jej�� perioda) nesm�� b�yt men�s�� ne�z N1 +N2 � 1. V p�r��kladu na obr�azku
5.11 by se tedy ob�e konvoluce v z�akladn��m intervalu rovnaly, pokud by pro v�ypo�cet cyklick�e
konvoluce bylo pou�zito alespo�n N = 14 vzork�u. P�ri po�ctu N = 12, pou�zit�em v obr�azku, je d�elka
periody cyklick�e konvoluce men�s�� ne�z d�elka N -periodicky se opakuj��c�� line�arn�� konvoluce. D��ky
tomu vznik�a efekt alias, p�ri kter�em hC0 = 1

12
(hL0 + hL12) a h

C
1 = 1

12
(hL1 + hL13). Tento p�r��klad tak�e

ukazuje, jak�ym zp�usobem m�u�zeme po�c��tat cyklickou konvoluci sign�al�u kone�cn�e d�elky, zn�ame-li
jejich konvoluci line�arn��.

Cvi�cen�� 5.3.2:

Najd�ete cyklickou konvoluci h = f � g, kde f = [1; 2; 3; 4] a g = [0; 1; 2; 3] (tj. stejn�ych sign�al�u
jako v p�redch�azej��c��m cvi�cen��) pomoc�� jejich line�arn�� konvoluce s vyu�zit��m cvi�cen�� 4.2.1.

Naopak, pokud bychom znali pouze cyklickou konvoluci dvou sign�al�u, jejich line�arn�� konvoluci
nelze rekonstruovat (bez znalosti p�uvodn��ch sign�al�u). Nicm�en�e vztah cyklick�e a line�arn�� konvoluce
nab��z�� v�yhodnou mo�znost v�ypo�ctu line�arn�� konvoluce sign�al�u kone�cn�e d�elky z jejich konvoluce
cyklick�e (s p�r��padn�ym vyu�zit��m DFT, tj. p�rechodem do spektr�aln�� oblasti) za p�redpokladu, �ze
N je dostate�cn�e velk�e, aby se do tohoto po�ctu vzork�u line�arn�� konvoluce

"
ve�sla\ a nedo�slo tak k

efektu alias. K tomu je t�reba zahrnout do konvoluovan�ych sign�al�u vhodn�y po�cet nulov�ych vzork�u,

Obr�azek 5.11: Srovn�an�� cyklick�e (hCn ) a line�arn�� (h
L
n) konvoluce dvou pravo�uheln��kov�ych sign�al�u.

�C�ast a) nazna�cuje zp�usob v�ypo�ctu obou typ�u konvoluce pro 4 vz�ajemn�a posunut�� sign�alu jak
cyklick�a (naho�re), tak line�arn�� (dole). Ve sch�ematech ozna�cuj�� pln�e krou�zky body s hodnotou
sign�alu 1 a pr�azdn�e krou�zky ozna�cuj�� nulov�e body (u line�arn�� konvoluce nejsou nulov�e body
vyzna�ceny, oba sign�aly pokra�cuj�� nulami od �1 do +1. �C�ast b ukazuje v�ysledek line�arn��
konvoluce | sign�al se �ctrn�acti nenulov�ymi vzorky. V �c�asti c vid��me v�ysledek cyklick�e konvoluce
| periodick�y sign�al s periodou N = 12.
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aby jejich celkov�a d�elka byla N . Op�et plat��, �ze tento zp�usob v�ypo�ctu line�arn�� konvoluce pomoc��
cyklick�e s vyu�zit��m rychl�e Fourierovy transfromace je p�ri v�et�s��m po�ctu vzork�u efektivn�ej�s�� ne�z
v�ypo�cet line�arn�� konvoluce p�r��mo z de�nice.

Cvi�cen�� 5.3.3:
Najd�ete line�arn�� konvoluci h = f �g kde f = [1; 2; 3; 4] a g = [0; 1; 2; 3] (tj. stejn�ych sign�al�u jako
v p�redch�azej��c��m cvi�cen�� a tak�e ve cvi�cen�� 4.2.1) pomoc�� cyklick�e konvoluce.

Prost�y sou�cin

Komplement�arn�� operac�� k cyklick�e konvoluci je (a�z na faktor 1=N) sou�cin, nebot' d��ky re-
ciprocit�e DFT mus�� platit

fngn
DFT !

N�1X
m=0

FmG(l�m)modN : (5.20)

I bez znalosti reciprocity by bylo jednoduch�e (5.20) dok�azat. Mohli bychom nap�r��klad postupovat
zcela analogicky jako p�ri d�ukazu (5.19), av�sak s pou�zit��m inverzn�� DFT.

Operace n�asoben�� se mimo jin�e pou�z��v�a p�ri �uprav�e sign�alu p�ren�asoben��m vhodn�ym
"
oknem\,

tedy diskr�etn��m sign�alem, kter�y je v�et�sinou na �c�asti intervalu h0; N � 1i nulov�y. Po p�ren�asoben��
i p�uvodn�� sign�al nabyde na �c�asti intervalu h0; N � 1i nulov�ych hodnot, dojde tedy fakticky k
jeho o�r��znut�� p�ri zachov�an�� celkov�eho po�ctu vzork�u.

Cyklick�a korelace

Cyklickou korelaci dvou sign�al�u fn; n = 0; 1; : : : ; N � 1 a gn; n = 0; 1; : : : ; N � 1 budeme
zna�cit fn 
 gn. De�nujeme ji jako sign�al hn; n = 0; 1; : : : ; N � 1 dan�y vzorcem

hn = fn 
 gn = 1

N

N�1X
m=0

fmg(n+m)modN : (5.21)

Z de�nice je z�rejm�e, �ze navzdory tradi�cn��mu ozna�cen�� fn 
 gn by bylo l�epe pou�z��vat (f 
 g)n.
Provedeme-li substituci m = (�k)modN = �k + jN; j 2 Z, m�u�zeme korelaci p�repsat do

tvaru

fn 
 gn = 1

N

N�1X
m=0

f (�k)modNg(n�k)modN ;

co�z je vlastn�e cyklick�a konvoluce sign�alu g s cyklicky zrcadlen�ym a komplexn�e sdru�zen�ym
sign�alem f . Odtud ji�z snadno odvod��me, s vyu�zit��m (5.5), tzv. korela�cn�� teor�em o DFT cyk-
lick�e korelace

fn 
 gn = 1

N

N�1X
m=0

fmg(n+m)modN
DFT ! FlGl: (5.22)

Speci�aln�e pro re�aln�e sign�aly m�u�zeme vyu�z��t (5.6) a DFT spektrum jejich cyklick�e korelace
ps�at jako

DFT [fn 
 gn] = FlGl = F(�l)modNGl: (5.23)

Je z�rejm�e, �ze na rozd��l od cyklick�e konvoluce nen�� cyklick�a korelace komutativn��.
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Cvi�cen�� 5.3.4:
Najd�ete cyklickou korelaci h = f 
 g, kde f = [1; 2; 3; 4] a g = [0; 1; 2; 3] 1) pomoc�� cyklick�e
konvoluce, 2) s vyu�zit��m DFT.

Cyklick�a autokorelace

Cyklickou autokorelac�� rozum��me cyklickou korelaci dvou identick�ych sign�al�u, tj.

hn = sn 
 sn = 1

N

N�1X
m=0

sms(n+m)modN : (5.24)

Pro jej�� DFT plat�� (Wiener-Chin�cin�uv teor�em)

sn 
 sn = 1

N

N�1X
m=0

sms(n+m)modN
DFT ! SlSl = jSlj2: (5.25)

DFT spektrum autokorelace naz�yv�ame v�ykonov�e DFT spektrum, nebot' se jedn�a se o kvadr�at
amplitudov�eho spektra. V�ykonov�e (stejn�e jako amplitudov�e) spektrum nen�� citliv�e na posunut��
sign�alu (p�red proveden��m autokorelace).

Speci�aln�e pro re�aln�e sign�aly m�u�zeme s vyu�z��t��m (5.6) ps�at

DFT [sn 
 sn] = SlSl = jSlj2 = S(�l)modNSl: (5.26)

Skal�arn�� sou�cin (Parseval�uv teor�em)

N -tice vzork�u p�redstavuje vlastn�e N -dimenzion�aln�� komplexn�� vektor. Skal�arn��m sou�cinem
tohoto vektoru s jin�ym vektorem dostaneme hodnotu, kter�a je rovna skal�arn��mu sou�cinu jejich
DFT spekter n�asoben�emu faktorem N. Uva�zme sign�aly f a g, se slo�zkami fn; n = 0; 1; : : : ; N � 1
a gn; n = 0; 1; : : : ; N � 1, jejich�z spektra F a G maj�� slo�zky Fl; l = 0; 1; : : : ; N � 1 a Gl; l =
0; 1; : : : ; N � 1. Pro skal�arn�� sou�cin m�u�zeme ps�at

(f ;g) =
N�1X
n=0

fngn = N
N�1X
l=0

FlGl = N(F;G): (5.27)

Tento vzorec se v�et�sinou uv�ad�� jako�zto Parseval�uv teor�em pro DFT. N�azev je v�sak pon�ekud
zav�ad�ej��c��, nebot' s Parsevalovou rovnost�� zn�amou z teorie Fourierov�ych �rad souvis�� jen ve
speci�aln��m p�r��pad�e rovnosti n�asoben�ych vektor�u.

D�ukaz:
D�ukaz lze prov�est snadno s vyu�zit��m znalosti cyklick�e korelace a jej��ho DFT spektra. Plat��

(f ;g) =
N�1X
n=0

fngn = N gl 
 fl
�����
l=0

= N DFT �1[FkGk]

�����
l=0

= N
N�1X
k=0

FkGk = N(F;G); c:b:d:

Suma kvadr�at�u modul�u (Rayleigh�uv teor�em)



5.3. VLASTNOSTI DFT | OPERACE SE SIGN�ALEM 209

Se�cteme-li kvadr�aty modul�u v�sech N vzork�u sign�alu sn, dostaneme sou�cet kvadr�at�u modul�u
v�sech N vzork�u DFT spektra Sl n�asoben�y faktorem N

N�1X
n=0

jsnj2 = N
N�1X
l=0

jSlj2: (5.28)

Jedn�a se o analogii Rayleighova teor�emu (3.40) z odstavce 3.8. D�ukaz je analogick�y jako v p�r��pad�e
Parsevalova teor�emu, jeho�z je Rayleigh�uv teor�em speci�aln��m p�r��padem, nebot'

PN�1
n=0 jsnj2 =

(s; s):

N�asleduj��c�� operace maj�� spole�cn�e to, �ze speci�ck�ym zp�usobem p�rid�avaj�� nov�e vzorky do
p�uvodn��ho sign�alu a zv�et�suj�� tak celkov�y po�cet vzork�u z N na N 0.

Rozta�zen�� sign�alu

Jedn�a se o jistou analogii zm�eny m�e�r��tka, zde v�sak sign�al p�rid�an��m jist�eho po�ctu nul mezi
jednotliv�e vzorky p�uvodn��ho sign�alu m�u�zeme pouze roz�s���rit, nikoliv z�u�zit.

De�nujme rozta�zen�� sign�alu pomoc�� faktoru L, kde L je p�rirozen�e �c��slo, jako operaci, p�ri kter�e
se sign�al sn o N vzorc��ch roz�s���r�� na sign�al hm o LN vzorc��ch p�rid�an��m L� 1 nul mezi ka�zd�e dva
sousedn�� vzorky sign�alu sn:

hm =

�
sm=L pro m = 0; L; 2L; : : : ; (N � 1)L
0 pro m 6= 0; L; 2L; : : : ; (N � 1)L

: (5.29)

Nap�r��klad N -tici [1; 2; 3; 4] roz�s���r��me faktorem 3 na 3N -tici [1; 0; 0; 2; 0; 0; 3; 0; 0; 4; 0; 0]. Tento
p�r��klad je zn�azorn�en na obr�azku 5.12a, b vlevo.

DFT spektrum rozta�zen�eho sign�alu p�redstavuje LN -tici, jejich�z prvn��ch N vzork�u tvo�r�� N -
tice DFT spektra p�uvodn��ho sign�alu a ostatn�� vzorky jsou (L�1)-n�asobn�ym opakov�an��m tohoto
p�uvodn��ho spektra (viz obr�azek 5.12b vpravo). Operace rozta�zen�� tedy d�av�a vzniknout DFT
p�aru Hl = DFT [hm], kde hm je d�ano vzorcem (5.29) a Hl lze zapsat jako

Hl =

8>>><
>>>:

Sl; pro l = 0; 1; : : : ; N � 1
Sl�N ; pro l = N;N + 1; : : : ; 2N � 1
...
Sl�(L�1)N ; pro l = (L� 1)N; (L� 1)N + 1; : : : ; LN � 1

: (5.30)

S vyu�zit��m formalismu modulo m�u�zeme tuto vlastnost spektra stru�cn�e zapsat jako

Hl = SlmodN :

D�ukaz:
D�ukaz plyne p�r��mo z de�nice DFT.

Hk =
LN�1X
m=0

hm exp

�
�i2� mk

LN

�
:

Jeliko�z p�ridan�e vzorky jsou nuly, jejich vliv v sum�e se nijak neprojev��. M�u�zeme tedy p�rej��t k
sum�e p�res p�uvodn�� vzorky, kter�e maj�� v sign�alu hm celo�c��seln�e indexy n = m=L.

Hk =
N�1X
n=0

hn exp

�
�i2�nLk

LN

�
=

N�1X
n=0

sn exp

�
�i2�nk

N

�
= SkmodN c:b:d:
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Dopln�en�� nulami

S operac�� dopln�en�� nulami jsme se ji�z setkali v souvislosti s v�ypo�ctem line�arn�� konvoluce
pomoc�� cyklick�e konvoluce s vyu�zit��m DFT (FFT, Fast Fourier Transform). Tato operace se
vyu�z��v�a nej�cast�eji ze dvou d�uvod�u: kv�uli dopln�en�� na n�ejak�y po�zadovan�y po�cet vzork�u (nap�r. na
nejbli�z�s�� mocninu dvou pro pou�zit�� v algoritmu rychl�e Fourierovy transformace { viz odstavec
5.4) nebo kv�uli interpolaci (zv�y�sen��

"
rozli�sovac�� schopnosti\) v komplement�arn�� oblasti. Zde n�as

bude zaj��mat hlavn�e tento druh�y zp�usob, p�ri kter�em nedopl�nujeme jak�ykoliv po�cet nul, ale N -
tice p�uvodn��ch vzork�u se dopln�� na LN -tici p�rid�an��m pr�av�e (L � 1)N nul, kde L je p�rirozen�e
�c��slo.

V p�r��pad�e sign�alu, kter�y je vstupem DFT (sign�al v �casov�e oblasti), se nuly dopl�nuj�� nej�cast�eji
na jeho konec, tj. za vzorek s indexem N � 1. Tento zp�usob je vhodn�y nap�r��klad tehdy, je-li
p�uvodn�� N -tice diskretizac�� n�ejak�eho kauz�aln��ho sign�alu, tj. N -tice neobsahuje nenulov�e vzorky
odpov��daj��c�� z�aporn�ym �cas�um. Tak nap�r��klad pro L = 2 vznikne ze �ctve�rice [1,2,3,4] touto
operac�� sign�al o osmi vzorc��ch [1,2,3,4,0,0,0,0]. P�redpokl�adejme obecnou N -tici sn a LN -tici hm
vzniklou z n�� dopln�en��m (L� 1)N nul. Pro jej�� DFT spektrum m�ame

Hl =
1

LN

LN�1X
m=0

hm exp

�
�i2� ml

LN

�
=

1

LN

N�1X
m=0

sm exp

�
�i2� ml

LN

�
;

nebot' obecn�e nenulov�ych m�u�ze b�yt pouze prvn��ch N vzork�u (n�ekter�e z nich mohou tak�e b�yt

Obr�azek 5.12: Rozta�zen�� sign�alu (vlevo) a jeho vliv na DFT spektrum (vpravo, naho�re re�aln�a
�c�ast, dole imagin�arn�� �c�ast): a) sign�al p�red rozta�zen��m, b) sign�al po rozta�zen��.
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nulov�e). Plat��

Hl =
1

L
Sl=L; l = 0; L; 2L; : : : ; LN � L; (5.31)

tedy ka�zd�y L-t�y vzorek nov�eho spektra odpov��d�a (a�z na faktor 1=L) jednomu vzorku p�uvodn��ho
spektra p�ri zachov�an�� jejich po�rad��.

Pro ilustraci t�eto operace m�u�ze poslou�zit s�erie obr�azk�u 5.5 { 5.6. Vid��me z nich i to, �ze hodnoty
ostatn��ch spektr�aln��ch koe�cient�u (krom�e v�y�se uveden�ych) jsou vlastn�e interpolac�� spo�ctenou na
z�aklad�e spojit�eho (periodick�eho) spektra diskr�etn��ho (neperiodick�eho) sign�alu. O vyu�zit�� DFT
pro interpolaci pojedn�av�a odstavec 5.7.

Pro sign�aly, kter�e p�redstavuj�� diskretizaci nekauz�aln��ch sign�al�u, pop�r��pad�e pro sign�aly ve
spektr�aln�� oblasti (spektra v N -tici od 0 do N�1 obecn�e obsahuj�� vzorky odpov��daj��c�� z�aporn�ym
frekvenc��m { nap�r. spektrum re�aln�eho sign�alu v lev�em okol�� vzorku N � 1 obsahuje komplexn�e
sdru�zen�e vzorky z prav�eho okol�� bodu nula), je t�reba nuly dopl�novat jin�ym zp�usobem: za vzorek
(N � 1)=2 pro N lich�e a za vzorek (N=2) � 1 pro N sud�e. Tomuto zp�usobu budeme �r��kat
centr�aln�� dopln�en�� nulami. Z v�y�se uveden�e �ctve�rice bychom tedy touto operac�� z��skali sign�al
[1,2,0,0,0,0,3,4]. I p�ri centr�aln��m dopln�en�� nulami plat�� pro spektrum (5.31), tj. vzorky nov�eho
spektra s indexy l = 0; L; 2L; : : : ; LN � L odpov��daj�� spektru p�uvodn�� N -tice. D��ky periodicit�e
DFT spektra m�u�zeme toti�z ve shora uveden�em odvozen�� bez �ujmy obecnosti uva�zovat meze od
�N=2 do (N=2)�1 pro sud�e, p�r��padn�e od �(N�1)=2 do (N�1)=2 pro lich�e (co�z je p�rirozen�ej�s��
p�ri centr�aln��m dopln�en�� nul) a p�ritom dosp�et k t�emu�z v�ysledku. Ostatn�� vzorky nov�eho spektra
v�sak vyjdou jinak, nebot' p�ri centr�aln��m dopln�en�� nul de facto

"
interpolujeme\7 spektrum jin�eho

sign�alu ne�z p�ri pouh�em p�ripojen�� nul. Dvoj�� zp�usob dopln�en�� nul a jeho d�usledky ve spektr�aln��
oblasti ilustruje obr�azek 5.13.

5.4 Algoritmus rychl�e Fourierovy transformace (FFT)

Jak je z�rejm�e z de�nice DFT a jak jsme ostatn�e vid�eli i na p�r��kladu v�ypo�ctu DFT v odstavci 5.1,
k vy�c��slen�� N koe�cient�u DFT klasick�ym postupem je t�reba N � N operac�� n�asoben��. Numer-
ickou n�aro�cnost standardn��ho v�ypo�ctu DFT tedy m�u�zeme odhadnout jako � N2 (p�ri zanedb�an��
numerick�ych n�aklad�u na vytvo�ren�� mocnin v matici DFT). Algoritmus rychl�e Fourierovy trans-
formace (FFT, z anglick�eho Fast Fourier Transform) je algoritmus umo�z�nuj��c�� sn���zit numerickou
n�aro�cnost v�ypo�ctu DFT na � 2N log2N . Algoritmus byl objeven v �sedes�at�ych letech 20. stolet�� a
jeho autory jsou J. W. Cooley a J. W. Tukey. Byl ve sv�e dob�e revoluc�� ve v�ypo�ctu Fourierovsk�ych
transformac��.

Abychom z��skali p�redstavu, jak velk�e urychlen�� v�ypo�ctu algoritmus p�redstavuje, uva�zme
nap�r��klad, �ze m�ame milion vzork�u8, tedy N = 106. N�aklady na klasick�y v�ypo�cet by tedy byly
� 1012, zat��mco n�aklady �um�ern�e 2N log2N pouze � 107, co�z je rozd��l 5 �r�ad�u! P�redstavme si
hypotetick�y po�c��ta�c, kter�y by 107 operac�� n�asoben�� provedl za 10 vte�rin. Klasick�y v�ypo�cet DFT
by na takov�em po�c��ta�ci trval v��ce ne�z 11 dn��. I kdy�z jsou dne�sn�� po�c��ta�ce daleko rychlej�s�� ne�z n�a�s
hypotetick�y po�c��ta�c a v budoucnu jejich v�ykon st�ale poroste, nic to nem�en�� na relativn��m pom�eru
numerick�ych n�arok�u na oba zp�usoby v�ypo�ctu. V�ykonn�ej�s�� v�ypo�cetn�� technika pouze umo�z�nuje
uva�zovat st�ale v�et�s�� po�cet vzork�u p�ri zachov�an��

"
rozumn�eho\ v�ypo�cetn��ho �casu.

7O interpolaci bychom spr�avn�e m�eli mluvit pouze v p�r��pad�e, �ze sign�aly v DFT ch�apeme jako diskr�etn�� reprezen-
tace spojit�ych sign�al�u. V tomto odstavci v�sak zat��m p�r��slu�sn�e N -tice a LN -tice t��mto zp�usobem neinterpretujeme.

8V z�ajmu jednoduchosti a n�azornosti t�eto �uvahy zde neuva�zujeme, �ze po�cet vzork�u mus�� b�yt roven mocnin�e
dvou, viz d�ale. P�ri relativn��m srovn�an�� numerick�e n�aro�cnosti FFT a klasick�eho v�ypo�ctu DFT tato skute�cnost
nehraje z�asadn�� roli.
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V praxi je b�e�zn�ej�s�� pracovat s po�cty vzork�u v �r�adu tis��c�u a�z desetitis��c�u. Pro takov�e objemy
dat si m�u�zeme ud�elat p�redstavu o srovn�an�� numerick�e n�aro�cnosti klasick�eho v�ypo�ctu DFT a
algoritmu FFT z grafu na obr�azku 5.14.

Enormn�� zrychlen�� v�ypo�ctu, kter�e algoritmus umo�z�nuje, je podm��n�eno form�aln��m omezen��m
na po�cet vzork�u v DFT | N mus�� b�yt mocninou 2, jak uvid��me d�ale9. V praxi to nep�redstavuje
v�a�zn�y probl�em, nej�cast�eji se skute�cn�y po�cet vzork�u, vze�sl�ych nap�r��klad z n�ejak�eho m�e�ren��, prost�e
dopln�� nulami, aby se dos�ahlo po�ctu rovn�eho nejbli�z�s�� vy�s�s�� mocnin�e dvou. P�ri velk�em po�ctu
vzork�u to v�sak m�u�ze kl�ast v�et�s�� pam�et'ov�e n�aroky.

Z�akladn�� idea FFT spo�c��v�a v tom, �ze se s�c��taj�� zvl�a�st' vzorky se sud�ym a zvl�a�st' s lich�ym
indexem. P�redpokl�adejme DFT pro N vzork�u, kde N = 2L, a rozd�elme ji na dv�e sumy (pro

9Existuj�� i dal�s�� alternativn�� algoritmy FFT, pracuj��c�� s jin�ym po�ctem vzork�u, nap�r. mocninou 3 a podobn�e.
Algoritmus zalo�zen�y na mocnin�ach dvou je v�sak nejroz�s���ren�ej�s��, a proto pod pojmem FFT m�ame v tomto kurzu
na mysli pr�av�e tento p�r��stup.

Obr�azek 5.13: Dopln�en�� nulami sign�alu z obr�azku 5.12a: a) p�rid�an��m nul za posledn�� vzorek
sign�alu, b) centr�aln��m dopln�en��m nulami. Ve spektru (vpravo) se objevuj�� nov�e vzorky
(zn�azorn�eny �sedou barvou); vzorky s indexy l = 0; 2; 4; 6 odpov��daj�� podle (5.31) spektr�aln��m
vzork�um z obr�azku 5.12a.
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Obr�azek 5.14: Odhad numerick�ych n�arok�u (m�e�ren�ych po�ctem komplexn��ch n�asoben��) FFT v
porovn�an�� s klasick�ym v�ypo�ctem DFT v z�avislosti na po�ctu vzork�u.
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N=2

1
A =

1

N

�
SEl + wlNS

O
l

�
;

kde vzorky SEl a SOl ; l = 0; 1; : : : ; N�1 jsou po�c��t�any pomoc�� DFT pro N=2 sud�ych a N=2 lich�ych
vzork�u (tj. vzork�u se sud�ym a lich�ym indexem). Vzorky SEl a SOl jsou periodick�e s periodou N=2,
tj.

SEl+N=2 = SEl ; SOl+N=2 = SOl

a plat��

w
l+N=2
N = wlNw

N=2
N = wlN exp(�i�) = �wlN : (5.32)

D��ky tomu m�u�zeme pro Sl = DFT [sn]; n = 0; 1; : : : ; N � 1 ps�at

Sk =
1

N

�
SEk + wkNS

O
k

�
; Sk+N=2 =

�
SEk � wkNSOk

�
k = 0; 1; : : : ;

N

2
� 1; (5.33)
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kde SEk = DFT [s2m] a SOk = DFT [s2m+1], p�rim = 0; 1; : : : ; N
2
�1. Obr�azek 5.15 ukazuje n�azorn�e

schema v�ypo�ctu pro p�r��klad N = 8.
Abychom si l�epe uv�edomili podstatu algoritmu, uved'me konkr�etn�� p�r��klad.

P�r��klad:
Najd�ete DFT N-tice [2,3,4,5,6,7,8,9] pomoc�� metody FFT zn�azorn�en�e schematicky na obr�azku
5.15.

Dekompozici na sud�e a lich�e vzorky provedeme pomoc�� nahrazen�� nulou sud�ych resp. lich�ych
vzork�u n�asleduj��c��m zp�usobem

[2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9] = [2; 0; 4; 0; 6; 0; 8; 0] + [0; 3; 0; 5; 0; 7; 0; 9]:

Prvn�� N -tice na prav�e stran�e vlastn�e p�redstavuje rozta�zen�� sign�alu [2,4,6,8], zat��mco druh�a
rozta�zen�� sign�alu [3,5,7,9] s cyklick�ym posunem o jeden vzorek doprava. Necht' jeDFT [2; 4; 6; 8] =
[A;B;C;D] a DFT [3; 5; 7; 9] = [E;F;G;H]. Pak (pomoc�� (5.30) a (5.15))

DFT [2; 0; 4; 0; 6; 0; 8; 0] = [A;B;C;D;A;B;C;D]
DFT [3; 0; 5; 0; 7; 0; 9; 0] = [E;F;G;H;E; F;G;H]
DFT [0; 3; 0; 5; 0; 7; 0; 9] = [E;w1

8F;w
2
8G;w

3
8H;w

4
8E;w

5
8F;w

6
8G;w

7
8H]

[E;w1
8F;w

2
8G;w

3
8H;�E;�w1

8F;�w2
8G;�w3

8H];

kde jsme spektrum posunut�eho sign�alu n�asobili modula�cn��mi faktory, co�z vlastn�e p�redstavuje
rotaci v komplexn�� rovin�e, viz n�azorn�y obr�azek D.14. Z�am�ern�e jsme zde nepo�c��tali DFT p�r��slu�sn�ych
N -tic, ale ponechali jsme spektra v symbolick�em ozna�cen�� jednotliv�ych vzork�u p��smeny, aby byla
l�epe patrn�a manipulace s t�emito vzorky. V�ysledn�e DFT spektrum pak z��sk�ame se�cten��m a lze
ho zapsat jako

DFT [2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9] = [A+E;B+w1
8F;C+w

2
8G;D+w3

8H;A�E;B�w1
8F;C�w2

8G;D�w3
8H]:

V�simn�eme si �uspory numerick�ych n�aklad�u, kter�e jsme t��mto postupem dos�ahli, nap�r. pro
po�cet komplexn��ch n�asoben��. Nam��sto 82 = 64 n�asoben�� v klasick�em v�ypo�ctu, jsme pot�rebovali
2� 42 n�asoben�� pro 1 �ctve�rici sud�ych a 1 �ctve�rici lich�ych vzork�u plus t�ri n�asoben�� faktory w1

8; w
2
8

a w3
8, celkem tedy 35 komplexn��ch n�asoben��. Ji�z to p�redstavuje zna�cnou �usporu (cca 45 %), av�sak

Obr�azek 5.15: Rozd�elen�� DFT pro N = 8 na dva v�ypo�cty DFT pro N = 4 pomoc�� dekompozice
na vzorky se sud�ym a lich�ym indexem.
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t��m mo�znosti FFT nekon�c��. Cel�y postup m�u�zeme opakovat pro ka�zdou ze dvou �ctve�ric sud�ych
a lich�ych vzork�u, tj. rozlo�z��me je na dv�e dvojice sud�ych a lich�ych vzork�u, jak ukazuje obr�azek
5.16. V�simn�eme si, �ze v tomto kroku jsme po�cet komplexn��ch n�asoben�� zredukovali ji�z jen na
4� 22 + 8 = 24.

Obr�azek 5.16: Rozd�elen�� DFT pro N = 4 na dva v�ypo�cty DFT pro N = 2 pomoc�� dekompozice
na vzorky se sud�ym a lich�ym indexem a jejich za�clen�en�� do schematu na obr�azku 5.15.

Dosp�ejeme-li v algoritmu FFT k d��l�c��m N -tic��m pro N = 2, je n�asledn�y v�ypo�cet ji�z velmi
jednoduch�y. D��ky (5.32), m�ame

2S0 = (s0 + s1); 2S1 = s0 � s1:
Tento v�ypo�cet je schematicky zn�azorn�en na obr�azku 5.17. Tomuto diagramu se pro jeho charak-
teristick�y tvar �r��ka

"
mot�ylov�y\ diagram. Tvo�r�� vlastn�e stavebn�� k�amen FFT | i obr�azky 5.15 a

5.16 obsahuj�� v sob�e toto z�akladn�� schema a n�ekdy se proto t�e�z naz�yvaj�� mot�ylov�e diagramy10.

Obr�azek 5.17: Schema v�ypo�ctu DFT pro N = 2.

Nahrad��me-li DFT pro N = 2 v obr�azku 5.16 dostaneme schema na obr�azku 5.18. Vid��me
z n�ej, �ze po�cet komplexn��ch n�asoben�� se zredukoval na 12. Mezi nimi je ov�sem zapo�c��t�ano i 7
n�asoben�� faktorem w0

8 = 1, kter�a bychom nemuseli uva�zovat, av�sak subroutiny pro v�ypo�cet FFT
mus�� uva�zovat obecn�y modula�cn�� faktor v d��l�c��ch mot�ylov�ych diagramech, a proto i n�asoben��
jedni�ckou realizuj�� jako n�asoben�� komplexn��m �c��slem 1 + 0i.

ProN = 2L vzork�u mus��me tedy log2N -kr�at p�rerovn�avat vzorky vstupuj��c�� do DFT za �u�celem
odd�elen�� sud�ych a lich�ych. Ka�zd�e t�eto f�azi v�ypo�ctu FFT odpov��d�a N=2 z�akladn��ch schemat
z obr�azku 5.17 a ka�zd�e z nich p�redstavuje jedno komplexn�� n�asoben�� a 2 komplexn�� s�c��t�an��.
Celkov�e numerick�e n�aroky FFT lze tedy shrnout jako (N=2) log2N komplexn��ch n�asoben�� a

10Jedn�a se o speci�ckou terminologii pou�z��vanou pouze v souvislosti s FFT.
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Obr�azek 5.18: Implementace v�ypo�ctu DFT pro N = 2 do schematu na obr�azku 5.16 | z�akladn��
schema pro FFT p�ri N = 8 vzork�u.

L N = 2L
DFT FFT

PKN PKS PKN PKS �uspora PKN �uspora PKS
1 2 4 2 1 2 75% 0%
2 4 16 12 4 8 75% 30%
3 8 64 56 12 24 81% 57%
4 16 256 240 32 64 87% 73%
5 32 1024 992 80 160 92% 84%
6 64 4096 4032 192 384 95% 90%
7 128 16384 16256 448 896 97% 94%
8 256 65536 65280 1024 2048 98% 97%
9 512 262144 261632 2304 4608 99% 98%
10 1024 1048576 1047552 5120 10240 99% 99%

Tabulka 5.3: Srovn�an�� numerick�ych n�arok�u FFT a klasick�eho v�ypo�ctu DFT pro po�cty vzork�u do
N = 210 (PKN = po�cet komplexn��ch n�asoben��, PKS = po�cet komplexn��ch s�c��t�an��).

N log2N komplexn��ch s�c��t�an��. Detailn�� srovn�an�� numerick�ych n�arok�u FFT a klasick�eho v�ypo�ctu
DFT poskytuje tabulka 5.3 pro prvn��ch 10 mocnin dvou. Pro v�et�s�� po�cty vzork�u ji�z je �uspora
v numerick�ych n�aroc��ch p�ri pou�zit�� FFT vet�s�� ne�z 99%! Z tabulky vid��me, �ze dokonce u�z i p�ri
N � 125 je �uspora v�ypo�cetn��ho �casu nad 90%.

P�ripome�nme, �ze v�ysledkem postupu FFT popsan�eho v�y�se jeN -n�asobek DFT spektra. V�ysledn�e
FFT spektrum tedy je�st�e mus��me d�elit faktorem N (po�ctem vzork�u), abychom dostali spr�avnou
amplitudu DFT spektra. Pro inverzn�� DFT lze pou�z��t p�resn�e tent�y�z zp�usob v�ypo�ctu pouze s
rozd��ln�ym znam�enkem v exponentu modula�cn��ch faktor�u. V�ysledek se pak ji�z po�ctem vzork�u
ned�el��.

Existuje mnoho program�u pro v�ypo�cet FFT. Velmi �casto se pou�z��v�a subroutina FOUR1 z
knihy Numerick�ych recept�u Press a kol. (1997), obsahuj��c�� datab�aze subroutin v r�uzn�ych pro-
gramovac��ch jazyc��ch. Vzorov�e str�anky z t�eto knihy lze nal�ezt i na internetu. P�ri pohledu na tuto
subroutinu umo�z�nuj��c�� tak enormn�� zrychlen�� v�ypo�ctu �cten�a�re mo�zn�a p�rekvap��, jak je kr�atk�a |
nap�r. v jazyce Fortran90 obsahuje pouh�ych 46 v�ykonn�ych �r�adk�u. P�ri p�reb��r�an�� program�u od
jin�ych autor�u je t�reba pe�cliv�e zkoumat, jakou de�nici DFT ten kter�y autor pou�z��v�a. Jak v��me,
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rozd��ly se mohou t�ykat n�asoben�� faktorem 1=N a p�r��padn�e znam�enka v exponenci�al�ach.

5.5 Vztah DFT k ostatn��m Fourierovsk�ym transformac��m

Dosud jsme DFT ch�apali jako sv�ebytnou transformaci de�novanou v odstavci 5.1 ani�z bychom
zkoumali

"
p�uvod\ N -tic sn a Sl, tj. jejich vztah ke spojit�ym (p�r��padn�e diskr�etn��m) prot�ej�sk�um

v ostatn��ch Fourierovsk�ych transformac��ch. Vrat'me se nyn�� k �uvah�am v �uvodu t�eto kapitoly,
kdy jsme p�redpokl�adali, �ze sign�al sn vznikne vzorkov�an��m spojit�eho sign�alu s(t), p�r��padn�e jeho
periodizovan�e verze ~s(t), s krokem �t. Obdobn�e DFT spektrum Sl m�u�zeme pova�zovat za sign�al
vznikl�y vzorkov�an��m ze spektra S(f) = F(s(t)), p�r��padn�e ze spojit�eho periodick�eho spektra
~S(f), s krokem �f (pop�r��pad�e �!, pokud bychom pracovali s �uhlov�ymi frekvencemi). Jak v��me,
se vzorkov�an��m v jedn�e oblasti je v�zdy spojena periodizace v oblasti komplement�arn��. Perioda
opakov�an�� je nep�r��mo �um�ern�a vzorkovac��mu kroku. Proto�ze v DFT uva�zujeme spole�cnou periodu
N v obou oblastech a perioda N�t spojit�eho sign�alu v �casov�e oblasti je rovna 1=�f stejn�e jako
perioda N�f v oblasti spektr�aln�� je rovna 1=�t, je z�rejm�e, �ze vzorkovac�� kroky nejsou nez�avisl�e
a mus�� pro n�e platit vztah

N =
1

�t�f
: (5.34)

Vyjasn�eme nyn�� podrobn�eji vztah DFT k exponenci�aln�� Fourierov�e �rad�e spojit�eho sign�alu
prob��ran�e v kapitole 2. Pro v�et�s�� n�azornost a tak�e v z�ajmu nekon
iktn��ho zna�cen�� nahrad��me
DFT Fourierovou �radou diskr�etn��ho sign�alu. Budeme tedy uva�zovat periodick�e roz�s���ren�� sign�al�u
v DFT na cel�y obor Z, tj. sign�aly ~sn; n = 0;�1; : : : ;�1 a ~Sl; l = 0;�1; : : : ;�1, kter�e jsou v
z�akladn��m intervalu (0; N � 1) rovny vzoru a obrazu DFT.

Uva�zujme spojit�y T -periodick�y sign�al ~s(t) rozvinut�y v exponenci�aln�� Fourierovu �radu

~s(t) =
1X

k=�1
Sk exp

�
i2�kt

T

�
; (5.35)

kde koe�cient je d�an vztahem

Sk =
1

T

T
2Z

�T
2

~s(t) exp

�
� i2�kt

T

�
dt:

Diskretizujme ~s(t) s krokem �t tak, abychom dostali N vzork�u na periodu T . Vzorkovac�� krok
je tedy �t = T=N a ze sign�alu ~s(t) tak vybereme vzorky

~sn = ~s

�
n
T

N

�
:

I pro tyto diskr�etn�� hodnoty mus�� platit rozvoj 5.35, tj.

~sn =
1X

k=�1
Sk exp

�
i2�

kn

N

�
: (5.36)

Jak v��me, diskr�etn�� exponenci�aly v sum�e na prav�e stran�e rovnice jsou periodick�e s periodou N .
M�u�zeme proto substituc�� k = l + Nm p�rev�est sumu na sou�cet d��l�c��ch sum v mez��ch od 0 do
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N � 1, ve kter�ych tuto periodicitu vyu�zijeme

~sn =
1X

m=�1

N�1X
l=0

Sl+Nm exp

�
i2�

(l +Nm)n

N

�
=

1X
m=�1

N�1X
l=0

Sl+Nm exp

�
i2�

ln

N

�
:

Prohod��me po�rad�� s�c��t�an�� (tj. p�redpokl�ad�ame obecn�e absolutn�� konvergenci �rady), �c��m�z dostaneme

~sn =
N�1X
l=0

1X
m=�1

Sl+Nm exp

�
i2�

ln

N

�
;

odkud ji�z snadno p�rejdeme k de�ni�cn��mu vztahu Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu

~sn =
N�1X
l=0

~Sl exp

�
i2�

ln

N

�
; (5.37)

ozna�c��me-li

~Sl =
1X

m=�1
Sl+Nm: (5.38)

Veli�cina ~Sl p�redstavuje v rovnici (5.37) koe�cient Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu. Pak ov�sem
rovnice (5.38) d�av�a hledan�y vztah mezi Fourierov�ymi koe�cienty �rady diskr�etn��ho sign�alu ~sn
a rozvoje p�uvodn��ho spojit�eho sign�alu ~s(t), ze kter�eho sign�al ~sn vznikl diskretizac�� s krokem
�t = T=N . Z rovnice (5.38) vypl�yv�a, podle o�cek�av�an��, �ze koe�cienty Fourierovy �rady diskr�etn��ho
sign�alu jsou d�any periodizac�� Fourierov�ych koe�cient�u p�uvodn��ho spojit�eho sign�alu, viz obr�azek
5.19. Je z�rejm�e, �ze pokud Fourierovy koe�cienty spojit�eho sign�alu nejsou nulov�e mimo inter-
val h0; N � 1i, dojde p�ri periodizaci k p�rekr�yv�an��, tj. ve spektr�aln�� oblasti nastane efekt alias
(obr�azek 5.19c a d�ale pak 5.20e a g).

Uva�zme, �ze v z�akladn��m intervalu h0; N � 1i se koe�cienty Fourierovy �rady diskr�etn��ho
sign�alu rovnaj�� koe�cient�um DFT, tj. ~Sl = SDFTlmodN , kde horn�� index "

DFT\ zde u�z��v�ame pro ro-
zli�sen�� od koe�cient�u Fourierovy �rady spojit�eho sign�alu. Pak tvrzen�� o periodizaci Fourierov�ych
koe�cient�u plat�� i ve vztahu DFT a Fourierovy exponenci�aln�� �rady spojit�eho sign�alu

SDFTlmodN =
1X

m=�1
Sl+Nm: (5.39)

Pokud p�ri periodizaci Fourierov�ych koe�cient�u nedoch�az�� k efektu alias, je mo�zn�e z DFT
spektra (pop�r��pad�e Fourierov�ych koe�cient�u diskr�etn��ho sign�alu) jednozna�cn�e ur�cit Fourierovy
koe�cienty p�uvodn�e spojit�eho periodick�eho sign�alu (viz obr. 5.20b, d a c, f). To nab��z�� mo�znost
interpolace hodnot sign�alu ~s(t) (pota�zmo s(t)) se�cten��m p�r��slu�sn�e Fourierovy �rady. Jedn�a se o
obdobu vzorkovac��ho teor�emu (4.16) z odstavce 4.5, tentokr�at v�sak pro periodick�e sign�aly11.

11Pokud bychom cht�eli t��mto zp�usobem interpolovat i p�uvodn�� neperiodick�y sign�al s(t), pak na rozd��l od ~s(t)
takov�a interpolace nikdy nem�u�ze b�yt p�resn�a, n�ekdy m�u�ze dokonce b�yt zcela chybn�a. D�uvodem je p�r��tomnost
efektu alias v �casov�e oblasti. P�redpokl�ad�ame-li kone�cn�y po�cet Fourierov�ych koe�cient�u, je v d�usledku Paley-
Wienerova teor�emu nosi�c sign�alu v �casov�e oblasti nutn�e neomezen�y. Velikost odchylky mezi s(t) a ~s(t) d��ky
aliasu v �casov�e oblasti pak z�avis�� na konkr�etn��m tvaru sign�alu ~s(t).
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Obr�azek 5.19: Vztah Fourierovy �rady spojit�eho sign�alu (a) k Fourierov�e �rad�e diskr�etn��ho sign�alu
(DFT): b) periodizace bez p�rekr�yv�an�� ve spektr�aln�� oblasti, c) periodizace s p�rekr�yv�an��m ve
spektr�aln�� oblasti. DFT je v �c�astech b) a c) vyzna�cena �cern�e.

V�eta (Vzorkovac�� teor�em pro periodick�e sign�aly):

P�redpokl�adejme spojit�y T -periodick�y sign�al ~s(t), kter�y m�a pouze N nenulov�ych koe�cient�u
Fourierovy exponenci�aln�� �rady. Je-li sn diskr�etn�� sign�al vznikl�y vzorkov�an��m spojit�eho
sign�alu ~s(t) s krokem �t = T=N , pak hodnoty spojit�eho sign�alu ~s(t) lze rekonstruovat
z hodnot diskr�etn��ho sign�alu sn pomoc�� vzorce

~s(t) =
1

N

N�1X
n=0

sn exp

�
i�
(N � 1)(t� n�t)

n�t

� sin

�
�
t� n�t
�t

�

sin

�
�
t� n�t
N�t

� : (5.40)

To znamen�a, �ze za spln�en�� podm��nek t�eto v�ety je spojit�y periodick�y sign�al reprezentov�an kone�cnou
mno�zinou vhodn�e vybran�ych vzork�u.

D�ukaz:
Funkci ~s(t) rozvineme v exponenci�aln�� Fourierovu �radu a periodu vyj�ad�r��me jako T = N�t.
Vyu�zijeme toho, �ze �rada m�a jen N nenulov�ych koe�cient�u

~s(t) =
N�1X
l=0

Sl exp

�
i2�

lt

N�t

�
:

Podle p�redpoklad�u nedoch�az�� ve spektr�aln�� oblasti k p�rekr�yv�an��, a proto m�u�zeme za Sl dosadit
z rovnice (5.1). Pak

~s(t) =
1

N

N�1X
n=0

sn

N�1X
l=0

exp

�
i2�

�
l

N�t
(t� n�t)

��
:

Suma p�res l je suma typu (D.9.8); zde v�sak m��sto prom�enn�e t stoj�� prom�enn�a 2�(t�n�t)=N�t.
Dosazen��m sou�ctu t�eto �rady pak snadno dostaneme (5.40), c.b.d.
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Dopln��me-li vztah mezi DFT (Fourierovou �radou diskr�etn��ho sign�alu) a Fourierovou �radou
spojit�eho (periodick�eho) sign�alu (5.39) o vztah (3.12) mezi Fourierov�ymi koe�cienty spojit�eho
sign�alu a Fourierov�ym spektrem spojit�eho neperiodick�eho sign�alu, m�u�zeme zformulovat n�asleduj��c��
v�etu:

V�eta (O vztahu DFT k Fourierov�e transformaci a Fourierov�e �rad�e spojit�eho sign�alu):

Rozvi�nme funkci s(t) = F�1(S(f)) s kone�cn�ym nosi�cem v exponenci�aln�� Fourierovu �radu
s koe�cienty Sn na intervalu d�elky T obsahuj��c��m tento nosi�c. Funkce s(t) se se�cten��m
Fourierovy �rady periodizuje na ~s(t). Diskretizujme d�ale funkci ~s(t) s krokem T=N , abychom
z��skali N vzork�u na ka�zd�em intervalu d�elky T , co�z d�av�a diskr�etn�� sign�al ~sn = ~s(nT=N).
Omezme se u tohoto sign�alu na z�akladn�� interval h0; N � 1i: sn = DFT �1SDFTl . Pak mezi
spektry ve zm��n�en�ych Fourierov�ych transformac��ch plat�� vztah

SDFTlmodN = ~Sl =
1X

m=�1
Sl+Nm =

1

N�t

1X
m=�1

S

�
2�(l +Nm)

N�t

�
: (5.41)

Pro �uplnost dodejme, �ze p�ri pou�zit�� oby�cejn�e frekvence v reprezentaci spektra spojit�eho sign�alu
nam��sto �uhlov�e bychom museli pou�z��t vzorec (3.11) a rovnici (5.41) ps�at form�aln�e ve tvaru

SDFTlmodN = ~Sl =
1X

m=�1
Sl+Nm =

1

N�t

1X
m=�1

S

�
l +Nm

N�t

�
:

Vztah t�r�� Fourierovsk�ych transformac�� ve v�y�se uveden�e v�et�e ilustruje gra�cky sch�ematick�y
obr�azek 5.20. V�eta i obr�azek se v�a�z�� k jednomu ze dvou zp�usob�u

"
odvozen��\ DFT zm��n�en�ych

v �uvodu t�eto kapitoly, a sice diskretizaci spojit�eho sign�alu, zn�ame-li jeho diskr�etn�� spektrum
(Fourierovy koe�cienty).

Obr�azek 5.20 je v mnoha ohledech zjednodu�sen�y. Jednak pom��j�� p�r��padn�e multiplikativn��
faktory 1=T a 1=N na svisl�e spektr�aln�� ose, a jednak m�u�ze sv�ad�et k dojmu, �ze za jist�ych okolnost��
nenast�av�a efekt alias ani v �casov�e, ani ve spektr�aln�� oblasti (obr�azek 5.20d). To rozhodn�e nen��
pravda. Jak v��me z Paley-Wienerova teor�emu (odstavec 3.11), m�a-li sign�al omezen�y nosi�c v jedn�e
oblasti, nutn�e mus�� m��t neomezen�y nosi�c v oblasti komplement�arn�� (tedy, striktn�e vzato, alias v
komplement�arn�� oblasti nast�av�a v�zdy). Ot�azkou je, jak rychle sign�al v p�r��slu�sn�e oblasti ub�yv�a.
M�u�ze se st�at, �ze ub�yv�a dostate�cn�e rychle, abychom jej mohli pova�zovat za efektivn�e nenulov�y
pouze na kone�cn�em intervalu. Pak by byl efekt alias v komplement�arn�� oblasti nepatrn�y, p�r��padn�e
zanedbateln�y (jako nap�r��klad u Gaussovy funkce z obr�azku 5.20). V takov�em p�r��pad�e existuje
�sance aproximovat pomoc�� DFT s p�rijatelnou p�resnost�� kompletn�� Fourier�uv p�ar s(t) = F(s(t)).
V praktick�ych aplikac��ch se v�et�sinou nach�az��me v situaci zn�azorn�en�e na obr�azku 5.20g (alias v
obou oblastech), kterou se sna�z��me vhodnou volbou vzorkovac��ch krok�u a celkov�eho po�ctu vzork�u
p�ribl���zit bud' p�r��padu 5.20e nebo 5.20f, podle toho, zda chceme pomoc�� DFT po�c��tat sign�al v
�casov�e nebo frekven�cn�� oblasti. D�ule�zit�e je minimalizovat vliv efektu alias v na�sem

"
z�ajmov�em\

intervalu, tedy nap�r��klad v ur�cit�em �casov�em okn�e nebo v ur�cit�em rozsahu frekvenc��.

Abychom l�epe pochopili druh�y ze zp�usob�u
"
odvozen��\ DFT zm��n�en�ych v �uvodu kapitoly,

zam�e�rme se podrobn�eji na vztah Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu (DFT) a Fourierovy trans-
formace diskr�etn��ho sign�alu. Z �uvodu kapitoly v��me, �ze tento vztah je d�an vzorkov�an��m spojit�eho
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Obr�azek 5.20: Vztah Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu (a) k Fourierov�e �rad�e spojit�eho
sign�alu (b,c) a k Fourierov�e �rad�e diskr�etn��ho sign�alu - DFT (d { g). Obr�azek demonstruje vliv
volby vzorkovac��ho kroku 1) ve spektr�aln�� oblasti (b vs. c), 2) v �casov�e oblasti (d, f vs. e, g).
Pro jednoduchost nejsou uva�zov�any konstantn�� multiplikativn�� faktory 1=T a 1=N , tj. vertik�aln��
osy nejsou v�zdy ve stejn�em m�e�r��tku. Te�ckovanou �c�arou je v obr�azc��ch b { g zn�azorn�en tvar
spojit�ych sign�al�u z obr�azku a. V �c�astech d { g jsou tu�cn�e zn�azorn�eny vzorky odpov��daj��c�� DFT,
tj. s indexem 0 a�z N � 1.

periodick�eho spektra. P�redpokl�adejme diskr�etn�� (neperiodick�y) sign�al sn; n 2 Z; a jeho spojit�e
spektrum ~S(
)

~S(
) =
1X

n=�1
sn exp(�i
n):

Jak v��me, perioda tohoto spektra je 2�. Odeberme N vzork�u na periodu s krokem �
 = 2�=N .
Vzorky budou odebr�any v bodech !l = 2�l=N :

~S

�
2�l

N

�
=

1X
n=�1

sn exp

�
�i2� ln

N

�
:

Substituc�� n = m+ kN a vyu�zit��m periodicity exponenci�al dostaneme

~S

�
2�l

N

�
=

1X
k=�1

N�1X
m=0

sm+kN exp

�
�i2� lm

N

�
:
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Za p�redpokladu absolutn�� konvergence �rady m�u�zeme p�rehodit po�rad�� sumac��

~S

�
2�l

N

�
=

N�1X
m=0

1X
k=�1

sm+kN exp

�
�i2� lm

N

�
(5.42)

a ozna�cit

~sm =
1X

k=�1
sm+kN : (5.43)

Pak rovnice (5.42), a�z na faktor 1=N , ud�av�a koe�cienty Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu ~Sl,
a z�arove�n (v r�amci z�akladn��ho intervalu (0; N � 1)) i koe�cienty DFT spektra Sn (srov. s (5.1)).
Hledan�y vztah mezi Fourierovou �radou diskr�etn��ho sign�alu (DFT) a Fourierovou transformac��
diskr�etn��ho sign�alu je tedy

~Sl = SDFTlmodN =
1

N
~S

�
2�l

N

�
: (5.44)

Vztah mezi Fourierovou �radou a transformac�� diskr�etn��ho sign�alu je demonstrov�an na obr�azku
5.21. Op�et je z�rejm�e, �ze p�ri periodizaci m�u�ze nastat alias, tentokr�at v �casov�e oblasti12 (viz obr�azek
5.21c).

Obr�azek 5.21: Vztah Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu (a) k Fourierov�e �rad�e
diskr�etn��ho sign�alu (DFT): b) periodizace bez p�rekr�yv�an�� v �casov�e oblasti, c) periodizace s
p�rekr�yv�an��m v �casov�e oblasti. DFT je v �c�astech b) a c) vyzna�cena �cern�e.

Revokujme vztah mezi Fourierovou transformac�� spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu (4.12). V
kombinaci s pr�av�e odvozen�ym vztahem k DFT n�am umo�z�nuje zformulovat n�asleduj��c�� v�etu.

12Alias ve spektr�aln�� oblasti zde moment�aln�e nediskutujeme, je p�r��padn�e obsa�zen u�z v periodick�em spektru
~S(
).
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Obr�azek 5.22: Vztah Fourierovy transformace spojit�eho sign�alu (a) k Fourierov�e transformaci
diskr�etn��ho sign�alu (b,c) a k Fourierov�e �rad�e diskr�etn��ho sign�alu - DFT (d { g). Obr�azek demon-
struje vliv volby vzorkovac��ho kroku 1) v �casov�e oblasti (b vs. c), 2) ve spektr�aln�� oblasti (d, f
vs. e, g). Pro jednoduchost nejsou uva�zov�any konstantn�� multiplikativn�� faktory 1=T a 1=N , tj.
vertik�aln�� osy nejsou v�zdy ve stejn�em m�e�ritku. Te�ckovanou �c�arou je v obr�azc��ch b { g zn�azorn�en
tvar spojit�ych sign�al�u z obr�azku a. V �c�astech d { g jsou tu�cn�e zn�azorn�eny vzorky odpov��daj��c��
DFT, tj. s indexem 0 a�z N � 1.

V�eta (O vztahu DFT spektra k Fourierov�e transformaci diskr�etn��ho a spojit�eho sign�alu):

Diskretizujme funkci s(t) = F�1(S(f)) s �casov�ym krokem 1. Takto vznikl�emu diskr�etn��mu
sign�alu odpov��d�a ve spektr�aln�� oblasti 2�-periodick�a funkce ~S(
); sn = F�1( ~S(
)).
Diskretizujme d�ale toto spektrum s krokem �
 tak, abychom dostali N vzork�u na pe-
riodu 2�, tj. �
 = 2�=N , �cemu�z v �casov�e oblasti odpov��d�a periodick�y diskr�etn�� sign�al
~sn s periodou N . Omez��me-li se u tohoto sign�alu i u diskr�etn��ho periodick�eho spektra na
z�akladn�� interval h0; N � 1i, m�u�zeme mezi spektry ps�at p�revodn�� vztahy:

SDFTlmodN = ~Sl =
1

N
~S

�
2�l

N

�
=

1

N�t

1X
m=�1

S

�
2�(l +Nm)

N�t

�
: (5.45)

Podobn�e jako v p�r��pad�e p�redchoz�� v�ety, p�ri pou�zit�� oby�cejn�e frekvence nam��sto �uhlov�e by rovnice
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(5.45) musela b�yt (s vyu�zit��m (4.13)) zaps�ana ve tvaru

SDFTlmodN = ~Sl =
1

N
~S

�
l

N

�
=

1

N�t

1X
m=�1

S

�
l +Nm

N�t

�
:

Vztah DFT spektra k Fourierov�e transformaci diskr�etn��ho a spojit�eho sign�alu ilustruje gra�cky
schematick�y obr�azek 5.22. Podobn�e jako 5.20 je velmi zjednodu�suj��c��.

"
Ide�aln��\ situace na obr�azku

5.22d m�u�zeme v praxi dos�ahnout jen velmi p�ribli�zn�e. Z principi�aln��ch d�uvod�u v�zdy alespo�n
v jedn�e oblasti (�casov�e nebo spektr�aln��) mus�� nast�avat efekt alias, v�et�sinou v�sak nast�av�a v
obou. P�r��pad od p�r��padu pak mus��me posoudit, do jak�e m��ry znehodnocuje v�ypo�cet s(t) nebo
S(f) pomoc�� DFT v na�sem z�ajmov�em intervalu. Vhodn�ym zmen�sen��m vzorkovac��ch krok�u (za
p�r��padn�eho zv�y�sen�� celkov�eho po�ctu vzork�u N podle vzorce (5.34)) se pak sna�z��me dos�ahnout
alespo�n p�ribli�zn�e situace na obr�azc��ch 5.22e nebo f.

V souvislosti se vztahy Fourierovsk�ych transformac�� spojit�eho a diskr�etn��ho sign�alu zmi�nme
je�st�e d�ule�zit�y term��n tzv. Nyquistova frekvence. Je to �c��slo de�novan�e pomoc�� vzorkovac��ho
kroku v �case

fN =
1

2�t
: (5.46)

Pro spektrum reprezentovan�e pomoc�� �uhlov�e frekvence mus��me nam��sto fN uva�zovat �uhlovou
Nyquistovu frekvenci !N = 2�fN = �=�t, kterou ji�z zn�ame z kapitoly 4. Dosad��me-li za �t ze
vztahu (5.34)

fN =
N�f

2
; !N =

N2��f

2
=
N�!

2
;

vid��me, �ze Nyquistova frekvence je rovna polovin�e d�elky periody ve spektr�aln�� oblasti. V DFT
t�eto frekvenci odpov��d�a spektr�aln�� vzorek s indexem N=2�1 (p�ri sud�em po�ctu vzork�u). Jak v��me,
za t��mto vzorkem se p�ri periodick�em opakov�an�� objevuj�� vzorky pro z�aporn�e indexy. Pro re�aln�e
sign�aly jsou to dokonce pouze komplexn�e sdru�zen�e hodnoty k vzork�um s indexy �N=2 a�z �1.
Nyquistova frekvence tedy ud�av�a nejvy�s�s�� skute�cnou frekvenci ve spektru, pro kterou m�u�zeme
spektrum je�st�e reprezentovat pomoc�� DFT a p�r��padn�e tak�e pomoc�� Fourierovy transformace
diskr�etn��ho sign�alu. Obecn�e, spektr�aln�� hodnoty pro frekvence vy�s�s�� ne�z Nyquistova frekvence
nen�� z principi�aln��ch d�uvod�u mo�zn�e z��skat ani pomoc�� DFT (Fourierovy �rady diskr�etn��ho sign�alu)
ani pomoc�� Fourierovy transformace diskr�etn��ho sign�alu. A jak je to se spektr�aln��mi hodnotami
pro frekvence men�s�� ne�z frekvence Nyquistova? Ty sice pomoc�� zm��n�en�ych metod principi�aln�e
po�c��tat m�u�zeme, av�sak zda odpov��daj�� skute�cn�ym spektr�aln��m hodnot�am pro spojit�y sign�al nebo
ne z�avis�� na tom, jestli doch�az�� ve spektru k p�rekr�yv�an�� (efektu alias) �ci nikoliv. Je-li p�r��tomen
efekt alias, je spektrum zat���zeno v�et�s�� �ci men�s�� chybou i pro frekvence men�s�� ne�z fN (!N), jak
je vid�et nap�r��klad na obr�azc��ch 5.20e a 5.20g a 5.22f a 5.22g.

5.6 DFT dvoudimenzion�aln��ch sign�al�u

Dvoudimenzion�aln�� (2D) diskr�etn�� sign�al sn;m; n = 0; 1; : : : ; N�1;m = 0; 1; : : : ;M�1 p�redstavuje
vlastn�e matici N �M . DFT 2D sign�al�u (2D DFT) nach�az�� nejv�yznamn�ej�s�� aplikace v problem-
atice zpracov�an�� obr�azk�u. Dva indexy p�r��slu�sej��c�� 2D sign�al�um pak ur�cuj�� jednotliv�e pixely v
obr�azku.
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De�nice: (2D DFT)

Diskr�etn�� Fourierovou transformac�� diskr�etn��ho sign�alu sn;m; n = 0; 1; : : : ; N � 1;m =
0; 1; : : : ;M � 1 nazveme sign�al Sl;k; l = 0; 1; : : : ; L � 1; k = 0; 1; : : : ; K � 1, kde L = N
a K =M

Sl;k = DFT fsn;mgl;k = 1

NM

N�1X
n=0

M�1X
m=0

sn;m exp

�
�i2�

�
nl

N
+
mk

M

��
: (5.47)

Inverzn�� diskr�etn�� Fourierovou transformac�� odpov��daj��c�� spektru S(l; k) je

sn;m = DFT �1fSl;kgn;m =
L�1X
l=0

K�1X
k=0

Sl;k exp

�
i2�

�
ln

N
+
km

M

��
: (5.48)

Spektrum v 2D DFT je obecn�e komplexn�� (i pro re�aln�y sign�al sn;m) a vyjad�ruje se bud' pomoc��
re�aln�e a imagin�arn�� �c�asti, nebo pomoc�� modulu (amplitudov�eho spektra) a f�aze (f�azov�eho spek-
tra). Za ilustraci 2D DFT m�u�zeme pova�zovat obr�azek 3.27 z kapitoly 3.14, av�sak nyn�� ani sign�al
ani jeho amplitudov�e a f�azov�e spektrum nepokra�cuj�� do �1. Oproti konvenci p�rijat�e v t�eto
kapitole, kdy sign�al i spektrum le�z�� v intervalu h0; N � 1i � h0;M � 1i, v obr�azku 3.27 jsou jak
obr�azek, tak ob�e jeho spektra zad�ana v intervalu h�N=2; N=2� 1i�h�M=2;M=2� 1i (p�resn�eji
�re�ceno h�N=2; N=2� 1i�h�N=2; N=2� 1)i, tj.M = N). To je umo�zn�eno periodicitou sign�alu a
jeho spektra (viz d�ale) a odpov��d�a to alternativn�� mo�znosti, jak n�ekte�r�� auto�ri de�nuj�� 2D DFT.
Z dal�s��ch alternativn��ch de�nic zmi�nme rozd��ly ve faktoru 1=NM , kter�y se n�ekdy p�ri�razuje k
inverzn�� 2D DFT, p�r��padn�e se uva�zuje faktor 1=

p
NM symetricky u p�r��m�e i inverzn�� transfor-

mace. Dal�s�� rozd��ly mohou b�yt v z�am�en�e znam�enka imagin�arn�� jednotky v exponenci�ale u p�r��m�e
a inverzn�� transformace.

DFT spektrum 2D sign�alu m�u�zeme t�e�z zapsat ve tvaru

Sl;k =
1

NM

N�1P
n=0

M�1P
m=0

sn;m exp

�
�i2�

�
nl

N
+
mk

M

��

=
1

M

M�1P
m=0

exp

�
�i2�

�
mk

M

��
1

N

N�1P
n=0

sn;m exp

�
�i2�

�
nl

N

��
;

(5.49)

ze kter�eho je z�rejm�e, �ze 2D DFT je mo�zn�e po�c��tat metodou rozkladu na �r�adky a sloupce, tj. po-
moc�� dvou po sob�e n�asleduj��c��ch jednodimenzion�aln��ch DFT, p�ri kter�ych se nejprve transformuj��
�r�adky matice sn;m podle prom�enn�e n a pot�e sloupce p�r��slu�sn�eho DFT spektra podle prom�enn�e
m. Je mo�zn�y samoz�rejm�e i postup opa�cn�y, tj. nejprve transformovat sloupce a teprve pot�e �r�adky
(DFT spektra). Analogicky lze rozlo�zit i inverzn�� 2D DFT.

V aplikac��ch se �casto setk�av�ame s p�r��padem, kdy v obou prom�enn�ych m�ame stejn�y po�cet
hodnot DFT, tedy N =M . Pak m�u�zeme 2D DFT napsat v elegantn��m maticov�em tvaru

S =
1

N2
(Ws)W

a inverzn�� 2D DFT jako
s = (WS)W;
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kde matice W je Vandermondova matice Wnk = wnkN = (exp(�i2�=N))nk, viz odstavec 5.1. V
maticov�em tvaru bychom samoz�rejm�e mohli napsat i obecnou 2D DFT (N 6=M), pouze matice,
kter�ymi se n�asob�� zleva a zprava by byly r�uzn�e.

Rozklad na �r�adky a sloupce je v�yhodn�y i pro numerick�y v�ypo�cet 2D DFT. Zat��mco pro kla-
sick�y v�ypo�cet pomoc�� (5.47) bychom pot�rebovali p�ribli�zn�e N2M2 operac�� komplexn��ho n�asoben��
(a obdobn�y po�cet komplexn��ch s�c��t�an��), p�ri rozkladu na �r�adky a sloupce ji�z jen � NM(N +M)
n�asoben�� a p�ri pou�zit�� FFT pak dokonce ji�z jen NM

4
log2(N=2 +M=2) n�asoben��. Nap�r��klad p�ri

velikosti obr�azku 8� 8 pixel�u se jedn�a o redukci z 3136 na 64 n�asoben��.

P�redpokl�adejme, �ze sign�al sn;m je mo�zn�e speci�aln�e napsat ve faktorizovan�em tvaru sn;m =
fngm, tj. jako sou�cin dvou sign�al�u jedn�e prom�enn�e. Z rovnice (5.49) pak plyne okam�zit�e, �ze

Sl;k =
1

M

M�1X
m=0

gm exp

�
�i2�

�
mk

M

��
1

N
fn exp

�
�i2�

�
nl

N

��
= GkFl: (5.50)

2D DFT spektrum je tedy op�et faktorizovateln�e v sou�cin dvou DFT spekter Fl = DFT [fn]
a Gk = DFT [gm]. T�eto vlastnosti 2D DFT �r��k�ame separabilita. Je analogi�� separability 2D
Fourierovy transformace spojit�ych sign�al�u, viz rovnice (4.9) v odstavci 3.14.

2D DFT Sl;k je mo�zno zobecnit na Fourierovu �radu 2D diskr�etn��ho sign�alu ~Sl;k. V z�akladn��m
intervalu h0; N � 1i�h0;M � 1i je ~Sl;k = Sl;k, vn�e tohoto intervalu je ~Sl;k periodick�ym roz�s���ren��m
sign�alu Sl;k s periodou N v prom�enn�e n a periodou M v prom�enn�e m. Uva�zujme s; r 2 Z, pak

~Si;j = ~Sl+rN;k+sM =
1

NM

N�1P
n=0

M�1P
m=0

sn;m exp

�
�i2�

�
n(l + rN)

N
+
m(k + sM)

M

��

=
1

NM

N�1P
n=0

M�1P
m=0

sn;m exp

�
�i2�

�
nl

N
+
mk

M

��
exp

�
�i2�

�
n(rN)

N
+
m(sM)

M

��
= Sl;k;

co�z m�u�zeme t�e�z zapsat jako ~Si;j = SimodN;jmodM . Analogicky koe�cient�um Fourierovy �rady
diskr�etn��ho sign�alu odpov��d�a v komplement�arn�� oblasti periodick�y sign�al ~si;j = simodN;jmodM ,
kter�y p�redstavuje periodick�e prodlou�zen�� inverzn�� 2D DFT. Ilustraci takov�ych periodizac�� sign�alu
a jeho spektra ukazuj�� obr�azky 5.23 a 5.24.

Vlastnosti 2D DFT jsou analogick�e vlastnostem DFT, kter�e zn�ame z jednodimenzion�aln��ho
p�r��padu. Jsou shrnuty v tabulce 5.4. V tabulce jsou pou�zity DFT p�ary Sl;k = DFT [sn;m] a
Fl;k = DFT [fn;m], Gl;k = DFT [gn;m], kde l; n = 0; 1; : : : ; N � 1 a k;m = 0; 1; : : : ;M � 1.

Obdobn�e jako v 1D p�r��pad�e, i zde je d�usledkem komplexn��ho sdru�zen�� a zrcadlen�� sign�alu i
to, �ze pro spektrum re�aln�eho sign�alu sn;m plat��

S(N�l)modN;(M�k)modM = Sl;k: (5.51)

V d�usledku toho je re�aln�a �c�ast spektra symetrick�a (sud�a) a imagin�arn�� antisymetrick�a (lich�a)
ve smyslu popsan�em v odstavci 3.14 (viz t�e�z obr�azek 3.29). Stejn�e symetrie (antisymetrie) na-
jdeme i u amplitudov�eho (f�azov�eho) spektra. Obr�azek 5.24 ukazuje schematicky sm�ery symetri��
amplitudov�eho spektra. Naopak f�azov�e spektrum re�aln�eho sign�alu by bylo ve stejn�ych sm�erech
antisymetrick�e.
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VLASTNOST DFT VSTUP DFT V�YSTUP

lin. kombinace �fn;m + �gn;m; �; � 2 C �Fl;k + �Gl;k

cyklick�e posunut�� s(n�i)modN;(m�j)modM Sl;k exp
��i2� � il

N
+ jk

M

��
modulace sn;m exp

�
i2�
�
in
N
+ jm

M

��
S(l�i)modN;(k�j)modM

transpozice sm;n Sk;l

cyklick�e zrcadlen�� s(N�n)modN;m S(N�l)modN;k

sn;(M�m)modM Sl;(M�k)modM

s(N�n)modN;(M�m)modM S(N�n)modN;(M�k)modM

komplexn�� sdru�zen�� sn;m S(N�l)modN;(M�k)modM

re�aln�y sign�al sn;m = sn;m Sl;k = S(N�l)modN;(M�k)modM

cyklick�a konvoluce 1
NM

N�1P
n=0

M�1P
m=0

fn;mg(i�n)modN;(j�m)modM Fl;kGl;k

n�asoben�� fn;mgn;m
N�1P
l=0

M�1P
k=0

Fl;kG(i�l)modN;(j�k)modM

cyklick�a korelace 1
NM

N�1P
n=0

M�1P
m=0

fn;mg(i+n)modN;(j+m)modM F l;kGl;k

cyklick�a autokorelace 1
NM

N�1P
n=0

M�1P
m=0

sn;ms(i+n)modN;(j+m)modM Sl;kSl;k = jSl;kj2

Parseval�uv teor�em 1
NM

N�1P
n=0

M�1P
m=0

fn;mgn;m =
N�1P
l=0

M�1P
k=0

Fl;kGl;k

Rayleigh�uv teor�em 1
NM

N�1P
n=0

M�1P
m=0

jsn;mj2 =
N�1P
l=0

M�1P
k=0

jSl;kj2

Tabulka 5.4: Nejd�ule�zit�ej�s�� vlastnosti 2D DFT.
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Obr�azek 5.23: Sign�al ~si;j vznikl�y periodizac�� sign�alu sn;m s periodou N v prom�enn�e n a periodou
M v prom�enn�e m. Hodnoty sign�alu jsou vyj�ad�reny p�r��slu�sn�ym stupn�em �sedi odpov��daj��c��m
dan�emu pixelu.

5.7 Interpolace pomoc�� DFT

DFT je mo�zn�e pou�z��t k velmi efektivn�� (zejm�ena p�ri pou�zit�� FFT) interpolaci hodnot spojit�eho
sign�alu z diskr�etn��ch vzork�u13. Nev�yhodou t�eto interpola�cn�� metody je, �ze nelze interpolovat
v libovoln�em bod�e t, tak jako je to mo�zn�e v p�r��pad�e vzorkovac��ho teor�emu, ale jen v bodech
odpov��daj��c��m zlomk�um p�uvodn��ho vzorkovac��ho kroku, nap�r. polovin�e, �ctvrtin�e, apod. (viz
d�ale). V�yhodou je naopak to, �ze v jednom kroku dostaneme nar�az v�sechny funk�cn�� hodnoty
ve zlomc��ch p�uvodn��ho kroku, tedy neinterpolujeme jen v jednom bod�e.

Uva�zujme spojit�y sign�al s(t) a jeho T -periodick�e prodlou�zen�� ~s(t). Podobn�e jako u vzorko-
vac��ho teor�emu je i zde pro p�resnou interpolaci nutnou podm��nkou frekven�cn�e omezen�y sign�al. Je-
li nosi�c sign�alu omezen�y ve spektr�aln�� oblasti, mus�� b�yt podle Paley-Weinerova teor�emu (odstavec
3.11) neomezen�y v �casov�e oblasti. P�ri periodizaci v �casov�e oblasti tedy obecn�e doch�az�� k efektu
alias { m��ra

"
nep�resnosti\, kterou tak do v�ypo�ctu interpolovan�ych hodnot vn�a�s��me, z�avis�� na

konkr�etn��m tvaru sign�alu s(t)14.

13Pro jednoduchost vysv�etl��me tuto metodu pro jednodimenzion�aln�� p�r��pad { zobecn�en�� na 2D DFT je
jednoduch�e.

14Poznamenejme, �ze periodick�y sign�al ~s(t) m�u�ze b�yt za p�redpokladu dostate�cn�e hust�eho vzorkov�an�� v �case
(a frekven�cn�� omezenosti ~s(t) pota�zmo s(t)) interpolov�an zcela p�resn�e. Interpolovan�e hodnoty z��skan�e t��mto
postupem budou tak�e p�resn�e odpov��dat hodnot�am, kter�e bychom dostali pou�zit��m vzorkovac��ho teor�emu pro
periodick�e sign�aly, viz rovnice (5.40). Obecn�e v�sak tyto hodnoty v r�amci jedn�e periody neodpov��daj�� hodnot�am
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Obr�azek 5.24: Amplitudov�e spektrum j ~Si;jj vznikl�e periodizac�� amplitudov�eho spektra jSl;kj.
Hv�ezdicovit�e uspo�r�adan�e �sipky ukazuj�� sm�ery symetrie amplitudov�eho spektra. �Cern�y obd�eln��k
ve st�redu obr�azku vyzna�cuje z�akladn�� interval DFT spektra.

Odeberme diskr�etn�� hodnoty s krokem �t tak, abychom z��skali N vzork�u na periodu (T =
N�t). Vznikne tak sign�al ~sm = ~s(m�t);m = 0; 1; : : : a z n�eho pak operac�� modulo sign�al
sn; n = 0; 1; : : : ; N , kter�y p�redstavuje vstup DFT. Dal�s��m nutn�ym p�redpokladem je, �ze Nyquis-
tova frekvence odpov��daj��c�� kroku �t je v�et�s�� ne�z maxim�aln�� frekvence v sign�alu obsa�zen�a.

DFT spektrum sign�alu sn ozna�c��me Sl; l = 0; 1; : : : ; N , tedy Sl = DFT [sn]. Za v�y�se uve-
den�ych p�redpoklad�u je jednozna�cn�e d�ano diskr�etn��mi hodnotami spektra p�uvodn��ho spojit�eho
sign�alu a p�redstavuje vlastn�e Fourierovy koe�cienty exponenci�aln�� �rady sign�alu ~s(t) { z d�uvod�u
frekven�cn�� omezenosti p�uvodn��ho sign�alu je t�echto koe�cient�u kone�cn�y po�cet rovn�y pr�av�e N .
Nyn�� n�asleduje kl���cov�y krok cel�e metody: dopln�en�� spektra (L� 1)N nulami, kde L je p�rirozen�e
�c��slo. Vznikne tak spektrum Pl; l = 0; 1; : : : ;M , kde M = LN a plat��

Pl =

�
Sl l = 0; 1; : : : ; K a l =M �K + 1; : : : ;M
0 l = K + 1; : : : ;M �K ; (5.52)

kde K = (N=2)� 1 pro N sud�e a K = (N � 1)=2 pro N lich�e. Nuly tedy dopl�nujeme za vzorek
(N=2)�1 p�uvodn��ho spektra Sl, pokud je N sud�e, nebo p�r��padn�e za vzorek s indexem (N�1)=2,
je-li N lich�e, ka�zdop�adn�e v�zdy

"
do st�redu\ spektra za vzorek odpov��daj��c�� Nyquistov�e frekvenci.

Spektrum si t��m zachov�a z�akladn��
"
tvar\, jen se prodlou�z�� o dopln�en�e nuly.

V n�asleduj��c��m v�ykladu pro jednoduchost p�redpokl�adejme N sud�e15. Prodlou�zen�emu spektru

p�uvodn��ho neperiodick�eho sign�alu.
15Pro N lich�e bychom pouze v n�asleduj��c��ch rovnic��ch upravili suma�cn�� meze (posunut��m o 1 vzorek). Na

podstat�e odvozen�� to v�sak nic nem�en��.
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odpov��d�a sign�al

pm = DFT �1[Pl] =
M�1X
l=0

Pl exp

�
i2�

ml

M

�
=

M�1�(N=2)X
l=�N=2

Pl exp

�
i2�

ml

M

�
; (5.53)

kde m = 0; 1; : : : ;M . Posledn�� rovnost zde je d�usledkem M -periodicity DFT spektra prod-
lou�zen�eho sign�alu { meze m�u�zeme libovoln�e posunovat p�ri zachov�an�� celkov�eho po�ctuM s�c��tanc�u.
D�ale plat��

pm =

M�1�(N=2)X
l=�N=2

Pl exp

�
i2�

ml

M

�
=

(N=2)�1X
l=�N=2

Sl exp

�
i2�

ml

LN

�
; (5.54)

nebot' za vzorkem (N=2)� 1 ji�z ve spektru n�asleduj�� jen sam�e nuly.
Z�arove�n v��me, �ze

sn =

(N=2)�1X
l=�N=2

Sl exp

�
i2�

nl

N

�

a ze srovn�an�� obou vzorc�u okam�zit�e vid��me, �ze

pm = sn pro m = nL: (5.55)

Pokud by nap�r. L bylo rovno 2, pak ka�zd�y druh�y vzorek sign�alu pm odpov��d�a jednomu vzorku
sign�alu sn (p�ri zachov�an�� jejich po�rad��). �Cten�a�r si jist�e pov�siml jasn�e analogie s dopln�en��m
sign�alu nulami, prob��ran�ym v odstavci 5.3; zde se op�et jedn�a o projev reciprocity DFT. Sign�al
pm v�sak obsahuje i vzorky mezi t�emito hodnotami, a ty pr�av�e p�redstavuj�� interpolovan�e hodnoty
p�uvodn��ho sign�alu. �Cemu konkr�etn�e odpov��daj�� tyto nov�e vzorky?

Vyj�ad�reme spojit�y periodick�y sign�al pomoc�� exponenci�aln�� Fourierovy �rady, kter�a m�a, jak
v��me, pouze N nenulov�ych koe�cient�u Sl

~s(t) =

(N=2)�1X
l=�N=2

Sl exp

�
i2�

lt

N�t

�
: (5.56)

Polo�zme �t = �t=L (p�rirozen�e zlomky p�uvodn��ho kroku). V rovnici (5.56) speci�kujme diskr�etn��
�casy t = m�t

~s(m�t) = ~s

�
m�t

L

�
=

(N=2)�1X
l=�N=2

Sl exp

�
i2�

lm

NL

�
= pm; (5.57)

kde posledn�� rovnost plyne p�r��mo z (5.54).
Sumarizujme k �cemu jsme dosp�eli: dopln�en�� spektra (L � 1)N nulami a n�asledn�a inverzn��

DFT n�am d�a diskr�etn�� sign�al pm o d�elce M = LN , jeho�z vzorky na pozic��ch m = Ln jsou
rovny sign�alu sn = ~s(n�t) a ostatn�� vzorky (mezi) jsou rovny diskr�etn��m hodnot�am sign�alu
~s(m�t) = ~s(m�t=L), tedy hodnot�am v p�r��slu�sn�ych zlomc��ch p�uvodn��ho vzorkovac��ho kroku a
p�redstavuj�� tak hledanou interpolaci. Situaci ilustruje n�azorn�e obr�azek 5.25. Jeho �c�asti a) a
b) odpov��daj�� obr�azk�um 5.20c respektive 5.20f. P�ripome�nme znovu, �ze p�redpoklad frekven�cn��
omezenosti spektra je pro cel�e odvozen�� podstatn�y. Za tohoto p�redpokladu tak�e dostaneme
t��mto postupem p�resn�e tyt�e�z interpolovan�e hodnoty, jak�e bychom dostali p�ri pou�zit�� vzorkovac��ho
teor�emu (5.40), pokud bychom jej aplikovali pro v�sechny �casy odpov��daj��c�� hledan�ym vzork�um
pm.
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Obr�azek 5.25: Interpolace pomoc�� DFT: a) spojit�y periodick�y sign�al ~s(t) a jeho Fourierovy
koe�cienty Sn (spojit�y neperiodick�y sign�al zn�azorn�en tenkou �carou), b) diskr�etn�� periodick�y
sign�al ~sn vznikl�y diskretizac�� ~s(t) a periodick�e opakov�an�� Fourierov�ych koe�cient�u bez p�rekryvu
(diskr�etn�� sign�al ~Sn), c) detail DFT p�aru Sn = DFT [sn] pou�zit�eho pro interpolaci, d) detail DFT
p�aru pn = DFT �1[Pn], �sedou barvou jsou u pn vyzna�ceny interpolovan�e hodnoty po dopln�en�� N
nul za (N � 1)-n�� vzorek spektra Pn.

Pou�zit�� algoritmu FFT v�y�se uvedenou interpolaci v�yrazn�e zefektiv�nuje. Vlastn�� dopln�en�� nul
ve spektru z numerick�eho hlediska t�em�e�r nic nestoj��, jen je t�reba, aby po�cet vzork�u, p�uvodn��
N i v�ysledn�y LN , byl roven mocnin�e dvou (p�ri pou�zit�� nejb�e�zn�ej�s��ho typu FFT). Z��sk�ame tak
interpolovan�e hodnoty ve zlomc��ch vzorkovac��ho kroku, jejich�z jmenovatel je rovn�e�z mocninou
dvou, tedy nap�r. v polovin�ach, �ctvrtin�ach, osmin�ach, atd.

Na z�av�er je�st�e poznamenejme, �ze stejnou metodu bychom mohli pou�z��t i pro interpolaci
spektra, kdy bychom nulami roz�s���rili naopak sign�al v �casov�e oblasti. Zda by se jednalo o centr�aln��
dopln�en�� nulami, nebo jejich p�ripojen�� za vzorek N�1 z�avis�� na tom, obsahuje-li sign�al nenulov�e
vzorky i pro z�aporn�e �casy, nebo je kauz�aln�� (viz odstavec 5.3).



232 KAPITOLA 5. FOURIEROVA �RADA DISKR�ETN�IHO SIGN�ALU | DFT



V�ysledky cvi�cen��

Cvi�cen�� 2.4.1

S�n = Sn; tj: jS�nj exp(i��n) = jSnj exp(�i�n)
+

jS�nj = jSnj : : : sud�a funkce
��n = ��n : : : lich�a funkce

Cvi�cen�� 2.4.2

~s(t) = <f~o(t)g � i=f~o(t)g+ <f~e(t)g � i=f~e(t)g
+

Sn = i=fOng � <fOng+ <fEng � i=fEng
= �i=fO�ng+ <fO�ng+ <fE�ng � i=fE�ng = S�n

Cvi�cen�� 2.5.1

a0 = 0; an = 0;

bn =
2

�

1� (�1)n
n

; n = 1; 2; : : : :

Cvi�cen�� 2.5.2

a0 = 0; an = 0;

bn = � 2
n
; n = 1; 2; : : : :

Cvi�cen�� 2.5.3
a)

a0 =
2l2

3
; an =

4l2

n2�2
(�1)n;

bn = 0; n = 1; 2; : : : :

b)

a0 =
8l2

3
; an =

4l2

n2�2
;

bn = �4l
2

n�
; n = 1; 2; : : : :

Cvi�cen�� 2.8.1
a)

a0 = an = 0 (integr�al z lich�e funkce od �� do �)

bn =
1

�

�R
��
t sin(nt)dt = � 1

�

�
t
cos(nt)

n

��
��

+
1

n�

�R
��

cos(nt)dt

= � 1
�
�

�
cos(n�)

n
+
cos(�n�)

n

�
= � 2

n
cos(n�) = � 2

n
(�1)n

233
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b)

bn = � 2
n
; Sn = �2i

n
~h(t) = ~s(t� �)$ Hn =

2i

n
exp

�
� i2�n�

2�

�
=

2i

n
cos(n�) =

2i

n
(�1)n; bn = � 2

n
(�1)n

Cvi�cen�� 2.8.2
a)

a0 =
2

2�

�R
0

1dt = 1

an =
2

2�

�R
0

cos(nt)dt =

�
1

n�
sin(nt)

��
0

= 0 n = 1; 2; : : :

bn =
2

2�

�R
0

sin(nt)dt =

�
1

n�
cos(nt)

��
0

=
1

n�
(1� (�1)n) n = 1; 2; : : :

b)

A0 =
a0
2
+ 1 = 1

An = 2a0 = 0

Bn =
1

2
bn =

1

n�
(1� (�1)n) n = 1; 2; : : :

c)

Sn =
1

2
sinc(

n�

2
) =

sin(
n�

2
)

n�
; Hn = Sn exp(�in�

2
)

+
H0 = S0 =

1

2

Hn =
sin(

n�

2
)

n�
(cos(

n�

2
)� i sin(

n�

2
)) = � i

n�
(sin(

n�

2
))2 = � i

n�

1� (�1)n
2

n = 1; 2; : : :

+
a0 = 2S0 = 1
an = Sn + S�n = 0

bn = i(Sn � S�n) = i

�
� i

2n�
(1� (�1)n)� i

2n�
(1� (�1)n)

�
=

1

n�
(1� (�1)n) n = 1; 2; : : :

Cvi�cen�� 2.9.1

�n =
n2�2

l2
; un(t) = C1 cos(

n�t

l
) + C2 sin(

n�t

l
) p�ri C2

1 + C2
2 6= 0:

Cvi�cen�� 2.10.1

P0 = 1; P1 = t; P2 = t2 � 1

3

P3 = t3 � 3

5
t; P4 = t4 � 5

7
t2 � 1

5
(a�z na multiplik�ator se jedn�a o Legendrovy polynomy).

Cvi�cen�� 2.10.2

c0 =
1

3
; c1 = 0; c2 =

2

3
; ostatn�� koe�cienty nulov�e:
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Cvi�cen�� 2.10.3

P 1
2 (t) = (1� t2)1=2 d

dt
P2(t) = (1� t2)1=2 d

dt

�
3t2 � 1

2

�
= 3t(1� t2)1=2

P 2
2 (t) = (1� t2) d

2

dt2
P2(t) = (1� t2) d

2

dt2

�
3t2 � 1

2

�
= 3t(1� t2)

P 3
2 (t) = (1� t2)3=2 d

3

dt3
P2(t) = (1� t2)3=2 d

3

dt3

�
3t2 � 1

2

�
= 0

P 2
3 (t) = (1� t2) d

2

dt2
P3(t) = (1� t2) d

2

dt2

�
5t3 � 3t

2

�
= 15t(1� t2)

Cvi�cen�� 2.10.4

cn =
(2n+ 1)(n� 2)!

2(n+ 2)!

1R
�1
a(1� t2)P 2

n(t)dt

c2 = a=3; ostatn�� nulov�e d��ky ortogonalit�e

Cvi�cen�� 2.11.1

Sn;m =
4��

T1T2
sinc

�
2�

T1
�n

�
sinc

�
2�

T2
�m

�
:

Cvi�cen�� 2.11.2

an;m = bn;m = cn;m = 0

dn;m =
4

nm
(�1)n+m; m > 0; n > 0;

dn;0 = d0;m = d00 = 0

Cvi�cen�� 3.2.1

exp(�i2�ft) = cos(2�ft)� i sin(2�ft)
+

j exp(�i2�ft)j =
p
cos2(2�ft) + sin2(2�ft) = 1
+

js(t) exp(�i2�ft)j = js(t)j
Tud���z

S(f) =

1Z
�1

s(t) exp(�i2�ft)dt �
1Z

�1

js(t) exp(�i2�ft)jdt =
1Z

�1

js(t)jdt <1:

Cvi�cen�� 3.2.2

S(f) =
1R

�1
exp(��t2) exp(�i2�ft)dt =

1R
�1

exp[��(t2 + i2ft)]dt

=
1R

�1
exp[��(t2 + i2ft+ f 2 � f 2)]dt =

1R
�1

exp(��f 2) exp[��(t+ if)2]dt

= exp(��f 2)
1R

�1
exp[�(p�(t+ if))2]dt:
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Substituc�� y =
p
�(t+ if) dostaneme

S(f) = exp(��f 2) 1p
�

1Z
�1

exp(�y2)dy = exp(��f 2); nebot'

1Z
�1

exp(�y2)dy = p�:

Gaussova funkce tedy tvo�r�� symetrick�y Fourier�uv p�ar.

Cvi�cen�� 3.2.3

S(f) =
1R

�1
�(t) exp(�i2�ft)dt =

1=2R
�1=2

exp(�i2�ft)dt =
�

1

�i2�f exp(�i2�ft)
�1=2
�1=2

=
1

�i2�f [exp(�i�f)� exp(i�f)] =
1

�f

[exp(i�f)� exp(�i�f)]
2i

=
sin(�f)

�f
= sinc(�f) = sinc�(f)

Cvi�cen�� 3.2.4

S(f) =
1R
0

exp(��t) exp(�i2�ft)dt =
1R
0

exp[�(� + i2�f)t]dt

= � 1

� + i2�f
[exp(�(� + i2�f)t)]10 =

1

� + i2�f

Cvi�cen�� 3.2.5

S(f) =
1R

�1
exp(��jtj) exp(�i2�ft)dt =

0R
�1

exp(�t) exp(�i2�ft)dt+
1R
0

exp(��jtj) exp(�i2�ft)dt

=
0R

�1
exp[�(i2�f � �)t]dt+

1R
0

exp[�(� + i2�f)t]dt

=
1

�� i2�f
[exp(�(� + i2�f)t)]0�1 �

1

� + i2�f
[exp(�(� + i2�f)t)]10

=
1

�� i2�f
+

1

� + i2�f
=

2�

�2 + 4�2f 2

Cvi�cen�� 3.4.1

S(f) =
1R

�1
s(t) exp(�i2�ft)dt = 2

1R
0

(1� t) cos(2�ft)dt

= 2f
1R
0

cos(2�ft)dt�
1R
0

t cos(2�ft)dtg = 1

�f
[sin(2�ft)]10 �

1R
0

t cos(2�ft)dtg

=
1

�f
fsin(2�f)� [t sin(2�ft)]10 +

1R
0

sin(2�ft)dtg = 1

2�2f 2
[cos(2�ft)]01

=
1

2�2f 2
(1� cos(2�f)) =

1

�2f 2
sin2(�f) = sinc2(�f) = sinc2�(f)

Cvi�cen�� 3.4.2

S(f) =

1Z
�1

sin(�t)

�t
exp(�i2�ft)dt = 2

1Z
0

sin(�t) cos(2�ft)

�t
dt
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Pomoc�� (D.8.6)

S(f) = 2
1R
0

[
sin(�t+ 2�ft)

2�t
+
sin(�t� 2�ft)

2�t
]dt

=
1R
0

[
sin(�t(1 + 2f))

�t
+
sin(�t(1� 2f))

�t
]dt

=
1 + 2f

2

1R
�1

sin(�t(1 + 2f))

�t(1 + 2f)
dt+

1� 2f

2

1R
�1

sin(�t(1� 2f))

�t(1� 2f)
dt

S vyu�zit��m (D.10.7)

S(f) =
1 + 2f

2j1 + 2f j +
1� 2f

2j1� 2f j = �(f) =

�
1 pro �1=2 � f � 1=2
0 pro jf j > 1=2

Cvi�cen�� 3.5.1

F(�(t� a)) =
1R

�1
�(t� a) exp(�i2�ft)dt = exp(�i2�ft)

�����
t=a

= exp(�i2�fa)

F�1(�(f � a)) =
1R

�1
�(f � a) exp(i2�ft)df = exp(i2�ft)

�����
f=a

= exp(i2�ta)

) F(exp(i2�ta)) = �(f � a)
Cvi�cen�� 3.6.1

<fF(�(t))g = 1 : : : sud�a =fF(�(t))g = 0
<fF(�(t� a))g = cos(2�fa) : : : sud�a =fF(�(t� a))g = sin(2�fa) : : : lich�a

<fF(�T (t))g = 1
T

1P
n=�1

�(t� nT ) : : : sud�a <fF(�T (t))g = 0

<fF(A)g = A�(f) : : : sud�a =fF(A)g = 0

<fF(sgn(t))g = 0 =fF(sgn(t))g = � 1

�f
: : : lich�a

<fF(u(t))g = 1

2
�(f) : : : sud�a =fF(u(t))g = � 1

2�f
: : : lich�a

Cvi�cen�� 3.7.1

Necht' s(t) je re�aln�y sign�al. Pak is(t) je ryze imagin�arn�� a plat��

F(is(t)) = iF(s(t)) = i
1

2
(A(f)� iB(f)) =

1

2
(B(f) + iA(f)) = <fF(is(t))g+ i=fF(is(t))g;

nebot' A(f) a B(f) jsou re�aln�e.

Cvi�cen�� 3.7.2

Necht' s(t) je re�aln�y lich�y sign�al. Pak is(t) je ryze imagin�arn�� lich�y sugn�al a plat��

F(is(t)) = iF(s(t)) = i(�iB(f)
2

) =
B(f)

2
;

co�z je v tomto p�r��pad�e re�aln�a lich�a funkce.
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Cvi�cen�� 3.7.3

F( 1
�t
) = �i sgn(f):

Cvi�cen�� 3.8.1

h(t) = s(t) = <fo(t)g � i=fo(t)g+ <fe(t)g � i=fe(t)g
+

H(f) = i=fO(f)g � <fO(f)g+ <fE(f)g � i=fE(f)g
= �i=fO(�f)g+ <fO(�f)g+ <fE(�f)g � i=fE(�f)g = S(�f)

Cvi�cen�� 3.8.2

F(u(�t)) = 1

2�
�(
f

�
)� i�

�2�f
=

1

2
�(f)� i

2�f
;

kde jsme pou�zili (D.17.5)

Cvi�cen�� 3.8.3

F(cos(�t� 1
2
)) = 1

2

�
�
�
f + 1

2

�
+ �

�
f � 1

2

��
exp(�i�f)

= 1
2

�
�
�
f + 1

2

�
+ �

�
f � 1

2

��
(cos(��f) + i sin(��f))

= 1
2

�
�
�
f + 1

2

�
cos(��f) + i�

�
f + 1

2

�
sin(��f)

+�
�
f � 1

2

�
cos(��f) + i�

�
f � 1

2

�
sin(��f)�

= i
2

�
�
�
f + 1

2

�� � �f � 1
2

��

Cvi�cen�� 3.8.4

�(t) = u(t+
1

2
)� u(t� 1

2
);

F(u(t+ 1

2
)) =

1

2
�(f)� i

2�f
exp(i�f);

F(u(t� 1

2
)) =

1

2
�(f)� i

2�f
exp(�i�f)

+
F(�(t)) = � i

2�f
(exp(i�f)� exp(�i�f)) = 1

2

1

i�f
(exp(i�f)� exp(�i�f)) = sinc(�f)

Cvi�cen�� 3.8.5

S(f) =

p
�

2�
[exp(��2(f � f0)2=�2) + exp(��2(f + f0)

2=�2)]

Cvi�cen�� 3.8.6

F(�d(t)) =
1

�f
sin(�fd)

+
S(f) =

sin(�(f � f0)d)
i2�(f � f0) � sin(�(f + f0)d)

i2�(f + f0)
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Cvi�cen�� 3.8.7
Z modula�cn��ho teor�emu

F(2is(t) sin(2�a
2
t)) = S(f � a

2
)� S(f + a

2
)

Z reciprocity

F(S(t� a
2
)� S(t+ a

2
)) = �2is(�f) sin(�af) = �2iF(S(t)) sin(�af)

+
Fs((t+ a

2
)� s(t� a

2
)) = 2iF(s(t)) sin(�af)

Cvi�cen�� 3.8.8

lim
a!0

2i sin(�fa)S(f)

a
= 2iS(f) lim

a!0

sin(�fa)

a
= 2iS(f)

�fa

a
= 2i�fS(f)

Cvi�cen�� 3.8.9

(2�i)ntns(t) = F�1
�
dnS(�f)

dfn

�
= F�1

�
�dnS(f)

dfn

�
+

tns(t) = F�1
�

�1
(2�i)n

dnS(f)
dfn

�
= F�1

�
in

(2�)n
dnS(f)
dfn

�
Cvi�cen�� 3.8.10

S(f) =
�

1
�+i2�f

�2
; F�1

�
1

�+i2�f

�
= exp(��t); t > 0

+
s(t) =

1R
�1

exp(���) exp(��(t� �))d� =
tR
0

exp(���) exp(��(t� �))d�

= exp(��t)
tR
0

d� = t exp(��t)

Cvi�cen�� 3.8.11

F(g1(t) � g2(t)) = G1(f)G2(f)
) F(G1(t)G2(t)) = g1(�f) � g2(�f) = F(G1(t)) � F(G1(t)); c:b:d:

Cvi�cen�� 3.8.12

sinc�(f) � sinc�(f) = F(�(t)�(t)) = F(�(t)) = sinc�(f)
(autokonvoluce funkce sinc� je op�et funkce sinc�)

+
1R

�1
sinc2�(t)dt =

1R
�1

sinc�(t)sinc�(a� t)dt
�����
a=0

= (sinc� � sinc�)(0) = sinc�(0) = 1

Cvi�cen�� 3.8.13

F
�

tR
�1

s(�)d�

�
=

1R
�1

�
tR

�1
s(�)d�

�
exp(�i2�ft)dt

=

��
tR

�1
s(�)d�

�
exp(�i2�ft)
�i2�f

�1
�1

+
1

i2�f

1R
�1

s(t) exp(�i2�ft)dt = 1

i2�f
S(f)
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Cvi�cen�� 3.9.1

s(t) = exp(��t); t > 0; � > 0; F(s(t)) = S(f) =
1

� + i2�f
+

1R
0

exp(��t)dt =
1R

�1
exp(��t)dt = S(0) =

1

�

Cvi�cen�� 3.9.2

s(t) = exp(��t); t > 0; � > 0; F(s(t)) = S(f) =
1

� + i2�f
+

1R
0

t exp(��t)dt =
1R

�1
t exp(��t)dt = i

2�

d

df
(� + i2�f)�1

�����
f=0

= (� + i2�f)�2
�����
f=0

=
1

�2

Cvi�cen�� 3.9.3

s(t) = exp(��t); t > 0; � > 0; F(s(t)) = S(f) =
1

� + i2�f
+

1R
�1

t2 exp(��t)dt = � 1

4�2
d2

df 2
(� + i2�f)�1

�����
f=0

=
2

�3

Cvi�cen�� 3.9.4

hti = 1=�2

1=�
=

1

�

Cvi�cen�� 3.9.5



t2
�
=

2=�3

1=�
=

2

�2

Cvi�cen�� 3.9.6

�2s(t) =
2

�3
�
�
1

�

�2

=
1

�2

Cvi�cen�� 3.12.1

S(f) = F(u(t)) = 1

2
�(f)� i

2�f
;

�H(<fS(f)g) = � 1

�f
� 1
2
�(f) = � 1

2�f
= =fS(f)g

Cvi�cen�� 3.15.1

i(t) = L(�(t)) = L

�
1

2�

1R
�1

1 � exp(i!t)d!
�

=
1

2�

1R
�1

L(exp(i!t))d! =
1

2�

1R
�1

T (!) exp(i!t)d! = F�1(T (!))
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Cvi�cen�� 4.2.1

hn = [1; 2; 3; 4] � [0; 1; 2; 3] = [0; 1; 4; 10; 16; 17; 12]

Ostatn�� prvky jsou nulov�e.
Cvi�cen�� 4.2.2

p(n1) =
1P

n2=�1
s(n1; n2)

+
F(p(n1)) =

1P
n1=�1

f
1P

n2=�1
s(n1; n2)g exp(�in1
1)

=
1P

n1=�1

1P
n2=�1

s(n1; n2) exp(�in1
1 � in20)

= ~S(
1; 0)

Cvi�cen�� 4.3.1

~Tvf (
) = ~T (
 + �)) hvf (n) = h(n) exp(�in�) = h(n)(�1)n = (�1)n
c
�
sinc�

�

cn

�

�

Cvi�cen�� 4.4.1

s(n) = s(n�t) = s(t)
1P

n=�1
�(t� n�t)

+
F(s(n)) =

1

2�

�
S(!) � 2�

�t

1P
k=�1

�

�
! � k 2�

�t

��

=
1

�t

1R
�1

S(! � �)
1P

k=�1
�

�
� � k 2�

�t

�
d�

=
1

�t

1P
k=�1

1R
�1

S(! � �)�
�
� � k 2�

�t

�
d�

=
1

�t

1P
k=�1

S

�
! � k 2�

�t

�
=

1

�t

1P
k=�1

S

�
!�t� 2�k

�t

�
:

P�rezna�cen��m 
 = !�t

F(s(n)) = 1

�t

1X
k=�1

S

�

� 2�k

�t

�
� ~S(
) c:b:d:

Cvi�cen�� 5.1.1

DFT [1; 0; 0; 0] = 1

4
[1; 1; 1; 1]; DFT [1; 1; 1; 1] = 1

4
[4; 0; 0; 0]

Cvi�cen�� 5.3.1

Fl = DFT [1; 2; 3; 4] = 1

4
[10;�2+2i;�2;�2�2i]; Gl = DFT [0; 1; 2; 3] = 1

4
[6;�2+2i;�2;�2�2i];

FlGl =
1

16
[10 � 6; (�2 + 2i)2; (�2)2; (�2� 2i)2] =

1

16
[60;�8i; 4; 8i];



242 KAPITOLA 5. FOURIEROVA �RADA DISKR�ETN�IHO SIGN�ALU | DFT

hn = DFT �1[FlGl] =
1

16
DFT �1[60;�8i; 4; 8i] = 1

16
[64; 72; 64; 40] =

1

4
[16; 18; 16; 10]

Cvi�cen�� 5.3.2

hLn = [1; 2; 3; 4] � [0; 1; 2; 3] = [0; 1; 4; 10; 16; 17; 12]
+

pro n = 0; 1; 2; 3 hCn =
1

4
[0 + 16; 1 + 17; 4 + 12; 10] =

1

4
[16; 18; 16; 10]

Cvi�cen�� 5.3.3
Line�arn�� konvoluce dvou �cty�rvzorkov�ych sign�al�u m�a d�elku 4+4-1=7

hLn = [1; 2; 3; 4; 0; 0; 0]� [0; 1; 2; 3; 0; 0; 0] = [0; 1; 4; 10; 16; 17; 12]

Cvi�cen�� 5.3.4
1)

[1; 2; 3; 4]
 [0; 1; 2; 3] = [1; 4; 3; 2]� [0; 1; 2; 3] =
1

4
[20; 14; 12; 14]

2)

Gl = DFT [gn] = DFT [0; 1; 2; 3] = 1

4
[6;�2 + 2i;�2;�2� 2i]

Fl = DFT [fn] = DFT [1; 2; 3; 4] = 1

4
[10;�2 + 2i;�2;�2� 2i]

+
F(�l)modN = DFT [1; 4; 3; 2] = 1

4
[10;�2� 2i;�2;�2 + 2i]

F(�l)modNGl =
1

16
[60; 8; 4; 8]

DFT �1[F(�l)modNGl] = DFT �1( 1
16
[60; 8; 4; 8]) =

1

4
[20; 14; 12; 14]



Dodatky

D.8 N�ekter�e vzorce pro goniometrick�e funkce.

Exponenci�aln�� funkci m�u�zeme vyj�ad�rit pomoc�� funkc�� cos a sin jako

exp(it) = cos(t) + i sin(t): (D.8.1)

Odtud ji�z snadno plynou tzv. Eulerovy vzorce

cos(t) =
exp(it) + exp(�it)

2
; sin(t) =

exp(it)� exp(�it)
2i

: (D.8.2)

Z Pythagorovy v�ety plyne vzorec

sin2(t) + cos2(t) = 1:

Velmi u�zite�cn�e jsou i vzorce pro cos a sin sou�ctu

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)� sin(x) sin(y) (D.8.3)

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y): (D.8.4)

Jednoduch�ym d�usledkem t�echto vzorc�u jsou tak�e vztahy

2 sin2(x=2) = 1� cos(x); 2 cos2(x=2) = 1 + cos(x); (D.8.5)

a
2 sin(x) cos(y) = sin(x+ y) + sin(x� y) (D.8.6)

D.9 U�zite�cn�e goniometrick�e sou�cty.

V praktick�ych �uloh�ach se �casto vyskytuj�� kone�cn�e �rady
Pn

k=1 exp(ikt),
Pn

k=1 sin(kt) a
Pn

k=1 cos(kt).
Prvn�� s t�echto sum p�redstavuje vlastn�e geometrickou �radu s kvocientem exp(it). Pro �c�aste�cn�y
sou�cet t�eto �rady tedy m�ame

nX
k=1

exp(ikt) = exp(it)
1� exp(int)

1� exp(it)
= �exp(i(t=2))� exp(i(n+ 1=2)t)

exp(i(t=2))� exp(�i(t=2)) : (D.9.1)

Vyj�ad�r��me-li exponenci�aly pomoc�� vzorce (D.8.1), dostaneme

nP
k=1

(cos(kt) + i sin(kt)) =
� cos(t=2)� i sin(t=2) + cos((n+ 1=2)t) + i sin((n+ 1=2)t)

2i sin(t=2)

=
� sin(t=2) + sin((n+ 1=2)t) + i(cos(t=2)� cos((n+ 1=2)t))

2 sin(t=2)
:

(D.9.2)

243
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Rozd�elen��m tohoto v�yrazu na re�alnou a imagin�arn�� �cast m�ame

nX
k=1

sin(kt) =
cos(t=2)� cos((n+ 1=2)t)

2 sin(t=2)
(D.9.3)

nX
k=1

cos(kt) =
sin((n+ 1=2)t)� sin(t=2)

2 sin(t=2)
=

sin((n+ 1=2)t)

2 sin(t=2)
� 1

2
: (D.9.4)

Tyto vzorce lze pou�z��t pro t 6= 0;�2�;�4� : : : .
S vyu�zit��m �uprav zalo�zen�ych na vzorc��ch (D.8.3) { (D.8.5) m�u�zeme dosp�et k alternativn��m

vzorc�um pro sumy (D.9.4), (D.9.3) a tedy i (D.9.1)

nX
k=1

cos(kt) = cos

�
1

2
(n+ 1)t

�
sin (nt=2)

sin (t=2)
(D.9.5)

nX
k=1

sin(kt) = sin

�
1

2
(n+ 1)t

�
sin (nt=2)

sin (t=2)
(D.9.6)

nX
k=1

exp(ikt) = exp

�
i
1

2
(n+ 1)t

�
sin (nt=2)

sin (t=2)
: (D.9.7)

�Casto pot�rebujeme zn�at sou�cet exponenci�al v mez��ch 0 a�z n � 1 nam��sto 1 a�z n. Z (D.9.1)
snadno dostaneme

n�1P
k=0

exp(ikt) = 1 +
nP
k=1

exp(ikt)� exp(int) = exp(it)
1� exp(int)

1� exp(it)
+ 1� exp(int)

= (1� exp(int))

�
1 +

exp(it)

1� exp(it)

�
=

1� exp(int)

1� exp(it)
:

Oproti (D.9.1) se tento v�yraz li�s�� pouze chyb�ej��c��m faktorem exp(it). Z rovnice (D.9.7) pak
d�elen��m t��mto faktorem dostaneme

n�1X
k=0

exp(ikt) = exp

�
i
1

2
(n� 1)t

�
sin (nt=2)

sin (t=2)
: (D.9.8)

D.10 Funkce sinc a integr�aln�� sinus.

Funkce sinc se nej�cast�eji de�nuje takto:

sinc(t) =

(
sin(t)

t
pro t 6= 0

1 pro t = 0
(D.10.1)

V oblasti zpracov�an�� sign�al�u se n�ekdy pou�z��v�a alternativn�� de�nice funkce sinc:

sinc�(t) =

(
sin(�t)

�t
pro t 6= 0

1 pro t = 0
(D.10.2)

N�ekte�r�� auto�ri i funkci sinc�(t) zna�c�� sinc(t). V t�echto skriptech se d�usledn�e dr�z��me v�y�se uve-
den�ych de�nic.
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Obr�azek D.1: Funkce sinc (pln�e) a sinc� (�c�arkovan�e).

Funkce sinc je toto�zn�a se sf�erickou Besselovou funkc�� prvn��ho druhu nult�eho �r�adu

sinc(t) = j0(t): (D.10.3)

Je zn�azorn�ena plnou �carou na obr�azku D.1. M�a maximum v nule a nulov�e body v n�asobc��ch �.
S funkc�� sinc �uzce souvis�� dal�s�� d�ule�zit�a funkce { tzv. integr�aln�� sinus

Si(t) =

tZ
0

sinx

x
dx: (D.10.4)

D�a se uk�azat, �ze limita

lim
t!1

Si(t) =

1Z
0

sinx

x
dx = �=2: (D.10.5)

Jeliko�z sinc je funkce sud�a, dost�av�ame z v�y�se uveden�eho vzorce t�e�z

1Z
�1

sinx

x
dx = �: (D.10.6)

P�ri zm�en�e m�e�r��tka (x! ax; a 6= 0) plat��

1Z
�1

sin ax

ax
dx =

�

jaj =
8<
:

�

a
pro a > 0

��
a

pro a < 0
; (D.10.7)
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nebot' pro a < 0 se p�ri substituci m�en�� sm�er integrace.

D.11 Gram-Schmidtova ortogonalizace posloupnosti.

Gram-Schmidtova ortogonalizace posloupnosti je procedura, p�ri kter�e se rutinn��m zp�usobem z
neortogon�aln�� posloupnosti fxng 2 H vytvo�r�� ortogon�aln�� posloupnost fyng 2 H, p�r��padn�e jej��
ortonorm�aln�� varianta feng 2 H; en = ynkynk�1 a plat��, �ze ka�zd�y vektor x, kter�y je line�arn��
kombinac�� vektor�u x1; x2; : : : ; xm, je tak�e line�arn�� kombinac�� y1; y2; : : : ; ym a naopak.

P�redpokl�adejme, �ze ji�z m�ame prvn��ch k�1 (nenulov�ych) ortogon�aln��ch vektor�u yi 2 H; (yi; yj) =
0 p�ri i 6= j. Pak vektor yk vytvo�r��me pomoc�� vektoru xk a line�arn�� kombinace t�echto k � 1 orto-
gon�aln��ch vektor�u

yk = xk +
k�1X
i=1

aikyi;

kde koe�cient aik se ur�c�� z podm��nky ortogonality (yk; yj) = 0 pro j < k, tud���z pro n�ej dostaneme

(yk; yj) = (xk; yj) +
k�1P
i=1

aik(yi; yj) = (xk; yj) + ajkkyjk2 = 0

+
ajk = �(xk; yj)kyjk�2:

Pro vytvo�ren�� k-t�eho vektoru tedy m�ame p�redpis

yk = xk �
k�1X
j=1

(xk; yj)
yj
kyjk2 : (D.11.1)

Pokud by t��mto zp�usobem vznikl nulov�y vektor, vynech�a se a dal�s��m prvkem vytv�a�ren�e orto-
gon�aln�� posloupnosti je prvn�� nasleduj��c�� nenulov�y vektor.

Vzorec (D.11.1) je rekurentn��, pou�ziteln�y pro libovoln�e k > 1. Prvn�� vektor ortogon�aln��
posloupnosti de�nujeme jednozna�cn�e vztahem

y1 = x1:

V�yraz (xk; yj)yikyjk�2 (tj. s�c��tanec v sum�e v (D.11.1)) p�redstavuje ortogon�aln�� projekci vek-
toru xk na vektor yj. P�ri procedu�re ortogonalizace tedy vytv�a�r��me nov�y vektor yk tak, �ze od
vektoru xk postupn�e ode�c���aame jeho ortogon�aln�� projekce na p�redch�azej��c��ch k�1 ortogon�aln��ch
vektor�u yi; i < k. Gra�cky je tento proces zn�azorn�en pro k = 2 na obr�azku D.2.

Proces ortogonalizace je zcela form�aln�� a lze jej pou�z��t na libovolnou posloupnost z obecn�eho
Hilbertova prostoru, tedy i na posloupnost funkc�� fvig z L2(a; b). Odpov��daj��c�� ortogon�aln��
posloupnost fuig je pak d�ana p�redpisem

ui(t) = vi(t)�
i�1X
j=1

uj(t)
bR
a

juj(t)j2dt

bZ
a

vi(t)uj(t)dt: (D.11.2)

Tento vzorec lze snadno zobecnit pro ortogonalizaci s vahovou funkc�� w(t), tedy na p�r��pad
prostoru Lw2 (a; b)

ui(t) = vi(t)�
i�1X
j=1

uj(t)
bR
a

w(t)juj(t)j2dt

bZ
a

w(t)vi(t)uj(t)dt: (D.11.3)
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Obr�azek D.2: Vytvo�ren�� y2 z vektor�u x1 = y1 a x2 pomoc�� Gram-Schmidtovy ortogonalizace.

D.12 Schwarzova nerovnost.

Je-li H Hilbert�uv prostor s de�novan�ym skal�arn��m sou�cinem a x 2 H a y 2 H dva prvky z tohoto
Hilbertova prostoru, pak pro n�e plat�� tzv. Schwarzova (n�ekdy t�e�z zvan�a Cauchy-Schwarzova)
nerovnost:

j(x; y)j2 � (x; x)(y; y): (D.12.1)

Odmocn�en��m p�rejde tato nerovnost na tvar

j(x; y)j � kxkkyk:

D�ukaz je velmi jednoduch�y. P�redpokl�adejme, �ze y 6= 0 (pro y = 0 je (D.12.1) jist�e spln�eno,
plat�� p�r��mo rovnost). Pak pro libovoln�e komplexn�� �c��slo � mus�� platit

0 � kx� �yk2 = (x� �y; x� �y) = (x; x)� �(x; y)� �(y; x) + j�j2(y; y):

Tato nerovnost mus�� b�yt spln�ena pro libovoln�e �, tedy i pro � = (x; y)=(y; y), pro kter�e p�rejde
v�y�se uveden�a nerovnost na tvar

0 � (x; x)� (y; x)

(y; y)
(x; y)� (x; y)

(y; y)
(y; x) +

j(x; y))j2
(y; y)

= (x; x)� j(x; y))j
2

(y; y)
:

Tato nerovnost je spln�ena pr�av�e tehdy kdy�z plat�� (D.12.1), c.b.d.
Je-li prostorem H speci�aln�e prostor funkc�� integrovateln�ych s kvadr�atem, L2(�1;1), m�a

Schwarzova nerovnost tvar������
1Z

�1

f(t)g(t)dt

������
2

�
1Z

�1

jf(t)j2dt
1Z

�1

jg(t)j2dt =
1Z

�1

f(t)f(t)dt

1Z
�1

g(t)g(t)dt: (D.12.2)
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Schwarzovu nerovnost m�u�zeme ps�at v r�uzn�ych variantn��ch tvarech, kter�e jsou d�usledkem
tvaru z�akladn��ho. Tak nap�r. v L2(�1;1) plat�� take Schwarzova nerovnost

0
@ 1Z
�1

f(t)g(t) + g(t)f(t)dt

1
A

2

� 4

1Z
�1

f(t)f(t)dt

1Z
�1

g(t)g(t)dt: (D.12.3)

Tuto nerovnost lze velmi snadno dok�azat p�r��mo, uv�a�z��me-li, �ze pro libovoln�e re�aln�e � mus��
platit

0 �
1R

�1
(f(t) + �g(t))(f(t) + �g(t))dt

=
1R

�1
f(t)(f(t)dt+ �2

1R
�1

g(t)(g(t)dt+ �
1R

�1
f(t)(g(t) + g(t)(f(t)dt:

Aby byla tato nerovnost spln�ena, mus�� b�yt diskriminant kvadratick�eho v�yrazu na prav�e stran�e
men�s�� nebo roven nule. Tato podm��nka implikuje (D.12.3).

D.13 Taylor�uv rozvoj.

Podle Taylorovy v�ety, m�a-li funkce f(t) v intervalu ha; a+ hi (resp. ha+ h; ai pro h z�aporn�e)
spojit�e derivace do n-t�eho �r�adu v�cetn�e a v intervalu (a; a+h) (resp. (a+h; a)) spojitou (n+1)-n��
derivaci, pak jej�� hodnotu v bod�e a+ h lze vyj�ad�rit jako

f(a+ h) = f(a) +
f 0(a)
1!

h+
f 00(a)
2!

h2 + � � �+ f (n)(a)

n!
hn +Rn+1; (D.13.1)

kde zbytek Rn+1 lze vyj�ad�rit jako

Rn+1 =
f (n+1)(a+ �h)

(n+ 1)!
hn+1; 0 < � < 1:

U�zite�cn�ym speci�aln��m p�r��padem je nap�r. rozvoj exponenci�aln�� funkce, jej���z v�sechny derivace
jsou rovny p�uvodn�� funkci. Pro a = 0 m�ame

exp(h) = 1 +
h

1!
+
h2

2!
+
h3

3!
+ � � � =

1X
k=0

hk

k!
: (D.13.2)

D.14 Reziduov�a v�eta.

Reziduov�a v�eta umo�z�nuje po�c��tat n�ekter�e integr�aly jednozna�cn�e funkce f(z) komplexn�� prom�enn�e
z, kde integra�cn�� cestou je uzav�ren�a k�rivka C v komplexn�� rovin�e obklopuj��c�� nejv�y�se kone�cn�y
po�cet singul�arn��ch bod�u z1; z2; : : : ; zn funkce f(z). Necht' �z�adn�y singul�arn�� bod nele�z�� na k�rivce
C a funkce f je ve v�sech bodech k�rivky spojit�a. Pak plat��

I
C

f(�)d� = i2�
nX
k=1

Reszkf(z); (D.14.1)

kde Reszkf(z) ozna�cuje tzv. reziduum funkce f(z) v bod�e zk.
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Pro v�ypo�cet reziduj�� existuj�� zn�am�e vzorce. Tak nap�r��klad, m�a-li analytick�a funkce f(z) p�ol
m-t�eho �r�adu v bod�e z = a 6=1, je

Resaf(z) =
1

(m� 1)!
lim
z!a

dm�1

dzm�1
[(z � a)mf(z)]:

Je-li speci�aln�e a jednon�asobn�ym p�olem, m�u�zeme pro reziduum ps�at jednoduch�y vzorec

Resaf(z) = lim
z!a

[(z � a)f(z)]: (D.14.2)

Je-li nav��c f(z) mo�zno ps�at jako pod��l dvou funkc�� holomorfn��ch v bod�e a 6= 1, f(z) =
g(z)=h(z); g(a) 6= 0, pak pro jednoduch�y p�ol (tj. h(a) = 0; h0(a) 6= 0) m�ame

Resaf(z) =
g(a)

h0(a)
; (D.14.3)

kde �c�arkou v horn��m indexu zna�c��me derivaci podle prom�enn�e p�r��slu�sn�e funkce.
Reziduovou v�etu lze s v�yhodou vyu�z��t i pro v�ypo�cet ur�cit�ych integr�al�u typu

R1
�1 z re�aln�e

funkce f , pokud se k�rivka C skl�ad�a z intervalu (�R;R) na re�aln�e ose a polokru�znice CR o
polom�eru R a st�redu [0; 0] v horn�� nebo doln�� komplexn�� polorovin�e (viz obr�azek D.3). Podm��nkou
t�eto metody je ub�yv�an�� integrandu p�ri zv�et�suj��c��m se polom�eru polokru�znice tak, �ze limR!1

R
C
f(�)d� =

0. Proto nap�r. u integrandu ve tvaru pod��lu dvou polynom�u po�zadujeme, aby polynom ve jmen-
ovateli byl alespo�n o dva �r�ady vy�s�s�� ne�z polynom v �citateli. Ub�yv�an�� integrandu s rostouc��m R
posiluje tak�e p�r��tomnost exponenci�aln��ho faktoru, co�z je pr�av�e p�r��pad v�ypo�ctu p�r��m�e a inverzn��
Fourierovy transformace touto metodou.

Obr�azek D.3: P�r��klad integra�cn�� cesty pro v�ypo�cet integr�alu re�aln�e funkce s vyu�zit��m reziduov�e
v�ety.

D.15 Besselovy funkce.

Besselovy funkce d�el��me na funkce prvn��ho a druh�eho druhu. Besselova funkce prvn��ho druhu
�r�adu (indexu) �, J�(x), je de�nov�ana jako

J�(x) =
�x
2

�� 1X
k=0

(�1)k
k!�(� + k + 1)

�x
2

�2k
;



250 KAPITOLA 5. FOURIEROVA �RADA DISKR�ETN�IHO SIGN�ALU | DFT

kde �-funkce je tzv. Euler�uv integr�al druh�eho druhu

�(z) =

Z 1

0

exp(�z)tz�1dt; <fzg > 0:

�Rada v de�nici Besselovy funkce konverguje pro ka�zd�e re�aln�e � a pro ka�zd�e x.
Besselovy funkce jsou �re�sen�� tzv. Besselovy rovnice

x2y00 + xy0 + (x2 � �2)y = 0: (D.15.1)

Zde � p�redstavuje pro dan�e �re�sen�� index p�r��slu�sn�e Besselovy funkce, y = J�(x).
Pro ka�zd�e re�aln�e � m�a funkce J� spo�cetn�e mnoho kladn�ych nulov�ych bod�u kladn�ych ko�ren�u

x1 < x2 < : : : ; xn !1 pro n!1.
Pro celo�c��seln�e n plat��

J�n(x) = (�1)nJn(x):
Besselovy funkce Jn s celo�c��seln�ym indexem p�redstavuj�� koe�cienty rozvoje tzv. vytvo�ruj��c��

funkce

exp

�
x

2

�
t� 1

t

��
=

1X
m=�1

Jm(x)t
m:

Speci�aln��mi volbami prom�enn�e t m�u�zeme z tohoto rozvoje dostat r�uzn�e �rady s Besselov�ymi
funkcemi, kter�e mohou b�yt u�zite�cn�e v mnoha aplikac��ch. Tak nap�r��klad volbou t = exp(�i�)
dost�av�ame rozvoj

exp(�ix sin(�)) =
1X

m=�1
Jm(x) exp(�im�):

Vyn�asob��me-li celou tuto rovnici faktorem exp(in�), kde n je cel�e �c��slo, dostaneme

exp [i(n�� x sin(�))] =
1X

m=�1
Jm(x) exp(i(n�m)�): (D.15.2)

Integrujme celou rovnici pro � na intervalu od 0 do 2�. S vyu�zit��m ortogonality exponenci�al na
tomto intervalu dojdeme k integr�aln��mu vyj�ad�ren�� Besselovy funkce prvn��ho druhu

Jn(x) =
1

2�

2�Z
0

exp[i(n�� x sin(�))]d�:

Speci�aln�e pro n = 0 plat��

J0(x) =
1

2�

2�Z
0

exp[�ix sin(�)]d�:

R�uzn�ymi substitucemi m�u�zeme d�ale dosp�et k r�uzn�ym alternativn��m integr�aln��m v�yraz�um, nap�r.
pro �! �+ �=2 m�ame

J0(x) =
1

2�

2�Z
0

exp[�ix cos(�)]d�; (D.15.3)

kde se substituce nedotkla mez�� integr�alu d��ky periodicit�e integrandu.
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Velmi zn�amou integr�aln�� reprezentaci Besselovy funkce prvn��ho druhu dostaneme t�e�z rozd�elen��m
(D.15.2) na re�alnou a imagin�arn�� �c�ast. Nap�r. pro re�alnou �c�ast plat��

cos(n�� x sin(�)) =
1X

m=�1
Jm(x) cos((n�m)�):

Integrujeme-li celou rovnici pro � na intervalu od 0 do � a uv�a�z��me-li

�Z
0

cos[(n�m)�]d� =

�
1

n�m sin[(n�m)�]

��
0

= ��nm;

dostaneme integr�aln�� reprezentaci

Jn(x) =
1

�

�Z
0

cos[n�� x sin(�)]d�

a specieln�e pak pro n = 0

J0(x) =
1

�

�Z
0

cos[x sin(�)]d�; (D.15.4)

kde jsme t�e�z vyu�zili sudost funkce cos.
Besselovy funkce spl�nuj�� rekurentn�� vzorce

J 0�(x) =
1

2
(J��1(x)� J�+1(x));

xJ 0�(x) = �J�(x)� xJ�+1(x);
d

dx
[x�J�(x)] = x�J��1(x);

d

dx

�
J�(x)

x�

�
= �J�+1(x)

x�
;

kde �c�arka v horn��m indexu zna�c�� derivaci podle argumentu funkce. Z t�echto vztah�u speci�aln�e
vypl�yv�a pro � = 0

J 00(x) = �J1(x) (D.15.5)

a pro � = 1
d

dx
[xJ1(x)] = xJ0(x): (D.15.6)

Besselovy funkce druh�eho druhu �r�adu (indexu) �, Y�(x), jsou pro re�aln�e necelo�c��seln�e �
de�nov�any vztahem

Y�(x) =
J�(x) cos(��)� J��(x)

sin(��)
;

zat��mco pro celo�c��seln�y index � = n vztahem

Yn(x) = lim
�!n

J�(x) cos(��)� J��(x)
sin(��)

:
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Obr�azek D.4: Besselovy funkce prvn��ho (a) a druh�eho (b) druhu. Tu�cn�a k�rivka odpov��d�a n = 0.

Rovn�e�z funce Y�(x) jsou �re�sen��m rovnice (D.15.1).
Podobn�e jako v p�r��pad�e funkce J� i funkce Y� m�a pro ka�zd�e re�aln�e � spo�cetn�e mnoho kladn�ych

ko�ren�u x1 < x2 < : : : ; xn !1 pro n!1.
Pro celo�c��seln�e n op�et plat��

Y�n(x) = (�1)nYn(x):
Obecn�ym �re�sen��m rovnice (D.15.1) pro celo�c��seln�y index je y = C1Jn(x) + C2Yn(x), kde C1

a C2 jsou re�aln�e konstanty. Besselovy funkce prvn��ho i druh�eho druhu pro n�ekolik celo�c��seln�ych
index�u jsou zn�azorn�eny na obr�azku D.4.

D.16 Konvoluce spojit�ych sign�al�u.

Konvoluci m�u�zeme ch�apat jako oper�ator, kter�y ze dvou funkc�� prom�enn�e t, nap�r. f(t) a g(t),
vytvo�r�� t�ret�� funkci prom�enn�e t, h(t) = f(t) � g(t) (zna�cen�� f(t) � g(t) se tradi�cn�e pou�z��v�a,
p�resn�ej�s�� by v�sak bylo ps�at (f � g)(t)). V�et�sinou se v�sak konvoluc�� rozum�� p�r��mo v�ysledn�a funkce
h(t). Tato funkce je de�nov�ana jako integr�al ze sou�cinu f a g, p�ri�cem�z jedna z t�echto funkc�� je
v integrandu zrcadlov�e oto�cena kolem t = 0 a posunuta o t (viz obr�azek D.5):

h(t) = f(t) � g(t) =
1Z

�1

f(�)g(t� �)d� =
1Z

�1

g(�)f(t� �)d�: (D.16.1)

Integra�cn�� meze se mohou li�sit podle toho, jak�y nosi�c maj�� funkce f a g. Jsou-li nap�r��klad ob�e
funkce kauz�aln��, tj. nenulov�e pro t > 0, integrujeme pouze od 0 do t. Jsou-li ob�e funkce �nitn�� s
dobou trv�an�� Tf , respektive Tg, integrujeme od 0 do t � Tf + Tg.

Jsou-li funkce f a g absolutn�e integrovateln�e, pak konvoluce je funkce spojit�a a tak�e absolutn�e
integrovateln�a. Je to operace komutativn��

f(t) � g(t) = g(t) � f(t);
asociativn��

f(t) � (g1(t) � g2(t)) = (f(t) � g1(t)) � g2(t);
asociativn�� vzhledem ke skal�arn��mu n�asoben��

a(f(t) � g(t)) = (af(t)) � g(t) = f(t) � (ag(t));
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Obr�azek D.5: Gra�ck�e zn�azorn�en�� konvoluce dvou spojit�ych sign�al�u.

a distributivn��
f(t) � (g1(t) + g2(t)) = f(t) � g1(t) + f(t) � g2(t):

Konvoluce m�a zaj��mavou vlastnost vzhledem k derivaci podle prom�enn�e t:

d

dt
(f(t) � g(t)) = df(t)

dt
� g(t) = f(t) � dg(t)

dt
: (D.16.2)

Integr�al z konvoluce dvou funkc�� p�res cel�y de�ni�cn�� obor je roven sou�cinu integr�al�u t�echto
funkc��

1R
�1

f(t) � g(t)dt =
1R

�1
dt

1R
�1

f(�)g(t� �)d� =
1R

�1
f(�)

� 1R
�1

g(t� �)dt
�
d�

=

� 1R
�1

f(�)d�

�� 1R
�1

g(t)dt

�
:

D.17 Diracova � funkce.

Diracova �-funkce p�redstavuje tzv. zobecn�enou funkci neboli distribuci. Je de�nov�ana podm��nkami

�(t) =

�
0 pro t 6= 0
1 pro t = 0

a vazebn�� podm��nkou
1Z

�1

�(t)dt = 1: (D.17.1)

Tato zobecn�en�a funkce m�a tedy jednotkovou plochu. M�u�zeme si ji p�redstavit nap�r��klad jako
limitu pravo�uheln��kov�ych funkc��

lim
a!0

1

a
�(

t

a
);
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kde

�(t) =

8<
:

0 pro jtj > 1=2
1=2 pro jtj = 1=2
1 pro jtj < 1=2

:

V�sechny pravo�uheln��kov�e funkce v t�eto limit�e maj�� jednotkovou plochu, viz obr�azek D.6. Z t�eto
n�azorn�e p�redstavy vid��me, �ze ve vazebn�� podm��nce (D.17.1) m�u�zeme integrovat p�res libovoln�y
interval ha; bi obsahuj��c�� 0.

D�ule�zitou vlastnost�� �-funkce je jej�� schopnost vy�c��slit funkci f(t) v dan�em bod�e a. Integr�al
z f(t) vyn�asoben�e �-funkc�� posunutou do bodu a je toti�z

1Z
�1

f(t)�(t� a)dt = f(a)

1Z
�1

�(t� a)dt = f(a); (D.17.2)

nebot' posunut�a �-funkce je nulov�a v�sude mimo bod a a vzhledem k nekone�cn�e kr�atk�emu trv�an��
f(t) m�u�ze b�yt tato vytknuta p�red integr�al coby konstanta f(a). Posledn�� rovnost je pak d�usledkem
vazebn�� podm��nky (D.17.1). Speci�aln�e pro a = 0 dostaneme

1Z
�1

f(t)�(t)dt = f(0): (D.17.3)

V�y�se uveden�e dv�e rovnice z�ustanou v platnosti, i kdy�z budeme v integrandu m��sto f(t) ps�at
f(a), respektive f(0):

1R
�1

f(t)�(t� a)dt =
1R

�1
f(a)�(t� a)dt = f(a) ) f(t)�(t� a) = f(a)�(t� a)

1R
�1

f(t)�(t)dt =
1R

�1
f(0)�(t)dt = f(0) ) f(t)�(t) = f(0)�(t):

(D.17.4)

Tyto vzorce maj�� striktn�� matematick�y v�yznam pouze v integr�aln��ch v�yrazech! P�resto�ze �casto
form�aln�e v �uprav�ach p���seme �-funkci samostan�e (mimo integr�al), v�zdy bychom m�eli m��t na
pam�eti, �ze p�r��slu�sn�a operace s �-funkc�� d�av�a spr�avn�y v�ysledek a�z pot�e, co se �-funkce octne v
integrandu n�ejak�eho integr�alu. V tomto kurzu to je nej�cast�eji Fourier�uv integr�al.

Pro konvoluci s posunutou �-funkc�� m�ame

f(t) � �(t� a) =
1Z

�1

f(�)�(t� a� �)d� = f(t� a)

Obr�azek D.6: Diracova �-funkce (a) jako�zto limita pravo�uheln��kov�ych funkc�� (b).
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a speci�aln�e pro a = 0
f(t) � �(t) = f(t):

P�ri zm�en�e m�e�r��tka v (D.17.1) dostaneme

1Z
�1

�(at)dt =
1

jaj

1Z
�1

�(u)du ) �(at) =
1

jaj�(t): (D.17.5)

D�ule�zit�y je vztah �-funkce a Heavisideovy funkce u(t), kter�a je nespojit�a v bod�e t = 0.
Uva�zujme funkci

h(t) =

tZ
�1

�(t) =

�
0 t < 0
1 t > 0

:

V bod�e 0 m�ame limitu zleva h(0�) = 0 a zprava h(0+) = 1. V samotn�em bod�e ji m�u�zeme
dode�novat libovolnou hodnotou, v�et�sinou se vol�� h(0) = 1=2. Je zjevn�e, �ze h(t) = u(t) a tedy
�-funkce je derivac�� Heavisideovy funkce

�(t) =
d

dt
u(t): (D.17.6)

D.18 Korelace a autokorelace spojit�ych sign�al�u.

Korelace dvou spojit�ych sign�al�u f(t) a g(t) je funkce h(t) = f(t)?g(t) (p�resn�eji h(t) = (f ?g)(t))
de�novan�a p�redpisem16

h(t) = f(t) ? g(t) =

1Z
�1

f(�)g(� + t)d� =

1Z
�1

f(� � t)g(�)d�: (D.18.1)

Pro re�aln�y sign�al f(t) se tato funkce li�s�� od konvoluce (D.16.1) pouze znam�enkem v argumentu
g(t). P�ri autokorelaci se tedy �z�adn�a z korelovan�ych funkc�� zrcadlov�e nep�rekl�ap�� { viz n�azorn�y
obr�azek D.7 korelace dvou re�aln�ych funkc��.

Na rozd��l od konvoluce nen�� korelace komutativn��. U korelace obecn�e z�ale�z�� na po�rad�� korelo-
van�ych funkc��.

f(t) ? g(t) 6= g(t) ? f(t); g(t) ? f(t) =

1Z
�1

g(�)f(� + t)d� =

1Z
�1

g(� � t)f(�)d�:

P�ri korelaci funkc�� g(t) ? f(t) se tedy oproti konvoluci funkce g(t) nejen zrcadlov�e nep�ret�a�c��, ale
nav��c se posouv�a p�res f(t) opa�cn�ym sm�erem { viz obr�azek D.8. Plat��, �ze je-li h(t) = f(t) ? g(t),
je

g(t) ? f(t) = h(�t):
Z porovn�an�� de�nic konvoluce a korelace ((D.16.1) a (D.18.1)) je z�rejm�e, �ze plat��

f(t) ? g(t) = f(�t) � g(t): (D.18.2)

16R�uzn�� auto�ri de�nuj�� korelaci dvou funkc�� r�uzn�e. �Casto se vyskytuje de�nice, kde v integrandu je komplexn�e
sdru�zen�a funkce g, p�r��padn�e role funkc�� f a g je zcela prohozena.
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Obr�azek D.7: Uk�azka korelace re�aln�ych funkc�� h(t) = f(t) ? g(t).

Obr�azek D.8: Uk�azka korelace re�aln�ych funkc�� h(t) = g(t) ? f(t).

Ve speci�aln��m p�r��pad�e, kdy f(t) je re�aln�a a sud�a, plat�� rovnost f ? g = f � g, viz t�e�z srovn�an��
obr�azk�u D.5 a D.7.

Autokorelace je korelace funkce sama se sebou. Je de�nov�ana integr�alem

f(t) ? f(t) =

1Z
�1

f(�)f(� + t)d� =

1Z
�1

f(� � t)f(�)d� = f(�t) � f(t): (D.18.3)

Na jednoduch�em p�r��kladu pravo�uheln��kov�e funkce je tato operace zn�azorn�ena na obr�azku
D.9. Jeliko�z pravo�uheln��kov�a funkce je re�aln�a sud�a, je jej�� autokorelace rovna vlastn�e konvoluci
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dvou stejn�ych (v dan�em p�r��pad�e pravo�uheln��kov�ych) funkc��, n�ekdy naz�yvan�e autokonvoluce.

Obr�azek D.9: Uk�azka autokorelace na p�r��kladu pravo�uheln��kov�e funkce.

Jak je z�rejm�e z n�azorn�eho obr�azku i z de�ni�cn��ho integr�alu, autokorelace re�aln�e funkce je v�zdy
sudou funkc�� prom�enn�e t. Nav��c m�a v�zdy maximum v bod�e 0, nebot' p�ri nulov�em vz�ajemn�em
posunu dvou identick�ych funkc�� je plocha pod k�rivkou odpov��daj��c�� jejich sou�cinu (kvadr�at
funkce) nejv�et�s��. Pro komplexn�� funkci f rovn�e�z plat��, �ze autokorelace m�a maximum v nule
a d�ale f(�t) ? f(�t) = f(t) ? f(t).

Poznamenejme, �ze autokorelace n�ekter�ych speci�aln��ch sign�al�u je identicky rovna p�uvodn��mu
sign�alu (nap�r. �-funkce).

D.19 Hilbertova transformace

Hilbertova transformace je integr�aln�� transformace, kter�a re�aln�e funkci re�aln�e prom�enn�e, nap�r.
f(t), p�ri�razuje obecn�e jinou re�alnou funkci t�e�ze re�aln�e prom�enn�e, h(t). Nejedn�a se tedy o p�ri�razen��
z jedn�e oblasti do druh�e (nap�r. z �casov�e do spektr�aln�� jako je tomu u Fourierovy transformace).
P�ri�razen�� je de�nov�ano n�asleduj��c��m p�redpisem

h(t) = H(f(t)) = 1

�

1Z
�1

f(�)

t� � d� =
1

�t
� f(t); (D.19.1)

kde � zna�c�� konvoluci, viz D.16. Hilbertova transformace p�redstavuje tedy sv�eho druhu line�arn��
�casov�e invariantn�� �ltr p�usob��c�� na funkci f(t), jeho�z impulzn�� odezva je 1=�t (viz kapitola 3.15).

Integrand v (D.19.1) obsahuje singularitu bod�e t = �, proto je nutn�e integr�al ch�apat ve
smyslu Cauchyovy hlavn�� hodnoty

h(t) = H(f(t)) = 1

�
V :P :

1Z
�1

f(�)

t� � d� =
1

�
lim
�!0+

� 1Z
t+�

f(�)

t� � d� +
t��Z

�1

f(�)

t� � d�
�
: (D.19.2)



258 KAPITOLA 5. FOURIEROVA �RADA DISKR�ETN�IHO SIGN�ALU | DFT

Inverzn�� Hilbertovu transformaci de�nujeme obdobn�ym p�redpisem, av�sak s opa�cn�ym znam�enkem

f(t) = H�1(h(t)) =
1

�
V :P :

1Z
�1

h(�)

� � t d� = �
1

�
lim
�!0+

� 1Z
t+�

h(�)

� � t d� +
t��Z

�1

h(�)

� � t d�
�
= � 1

�t
� h(t):

(D.19.3)
Funkce f(t) a h(t), odpov��daj��c�� v�y�se uveden�ym de�nic��m, naz�yv�ame Hilbert�uv p�ar. Pro

n�ekter�e funkce (p�r��padn�e distribuce) je snadn�e spo�c��tat Hilbertovu transformaci p�r��mo z de�nice
v�ypo�ctem p�r��slu�sn�eho integr�alu. Tak nap�r��klad snadno zjist��me, �ze

H(sin(t)) = � cos(t); H(cos(t)) = sin(t); H(�(t)) = 1
�t
; H(const) = 0;

H(�(t)) = 1
�
ln j(t+ 1=2)=(t� 1=2)j apod:

(D.19.4)

Pro jin�e funkce je t�reba p�r��slu�sn�e integr�aly vy�c��slit numericky anebo vyu�z��t k v�ypo�ctu Hilbertovy
transformace Fourierovo spektrum (odstavec 3.12). Obr�azek D.10 ukazuje p�r��klad Hilbertovy
transformace pravouheln��kov�e funkce. Obr�azek demonstruje obecn�e chov�an�� Hilbertovy transfor-
mace: v bodech, kde je transformovan�a funkce spojit�a, nab�yv�a transformace relativn�e n��zk�ych
hodnot, av�sak v okol�� bodu nespojitosti vykazuje prudk�y n�ar�ust (v bod�e nespojitosti je log-
aritmick�a singularita). Obr�azek tak�e ukazuje, �ze Hilbertova transformace obecn�e nezachov�av�a
kauzalitu funkce: vstupuje-li do transformace funkce kauz�aln�� (nenulov�a od t = 0 p�r��padn�e od
jist�eho t0), v�ystupem z transformace je funkce nekauz�aln��.

Obr�azek D.10: Hilbertova transformace pravo�uheln��kov�e funkce.

Dal�s�� uk�azku Hilberova p�aru poskytuje obr�azek D.11. V lev�e �c�asti (a) ukazuje tzv. G�abor�uv
sign�al

s(t) = exp[�(2�fM t=
)2] cos(2�fM t+ �):

Jedn�a se o kosinus s gaussovskou ob�alkou, kde parametr 
 kontroluje �s���rku t�eto ob�alky, fM
je p�revl�adaj��c�� frekvence a � f�azov�y posun. V prav�e �c�asti (b) obr�azek ukazuje odpov��daj��c��
Hilbertovu transformaci. Z obr�azku m�u�zeme usoudit, �ze pro sign�aly s harmonick�ym nosi�cem17

p�ren�asoben�ym hladkou dostate�cn�e �sirokou ob�alkou (vzhledem k 1=fM), se tato ob�alka v Hilber-
tov�e transformaci p�ribli�zn�e zachov�av�a a harmonick�y nosi�c se transformuje na sv�uj Hilbertovsk�y
obraz, tedy v na�sem p�r��pad�e cos na -sin.

17Nosi�cem se zde nemysl�� interval, na kter�em je sign�al nenulov�y, ale funkce pod ob�alkou.
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Obr�azek D.11: G�abor�uv sign�al (a) s parametry fM = 2:5; � = 0; 
 = 6 a jeho Hilbertova
transformace (b).

Shr�nme nejd�ule�zit�ej�s�� vlastnosti Hilbertovy transformace:

f(at+ b) ! h(at+ b) a 6= 0; a; b 2 R; (D.19.5)

a1f1(t) + a2f2(t) ! a1h1(t) + a2h2(t) a1; a2 2 C; (D.19.6)

df(t)

dt
 ! dh(t)

dt
; (D.19.7)

f1(t) � f2(t) ! h1(t) � f2(t) = f1(t) � h2(t); (D.19.8)
1Z

�1

f(�)h(�) d� = 0; (D.19.9)

1Z
�1

(f(t))2 dt =

1Z
�1

(h(t))2 dt; (D.19.10)

kde h(t) = H(f(t)) (pop�r��pad�e hi(t) = H(fi(t)); i = 1; 2). Dal�s�� vlastnosti Hilbertovy transfor-
mace, kter�e souvisej�� s transformac�� Fourierovou, jsou diskutov�any v podkapitole 3.12.

Poznamenejme, �ze ortogonalita sign�alu a jeho Hilbertovy transformace (D.19.9), spolu s
chov�an��m Hilbertovy transformace v�u�ci derivaci (D.19.7) m�a sv�e d�usledky pro �re�sen�� oby�cejn�ych
diferenci�aln��ch rovnic druh�eho �r�adu: je-li s(t) �re�sen��m takov�e rovnice, h(t) = H(s(t)) je druh�ym
line�arn�e nez�avisl�ym �re�sen��m.

D.20 Analytick�y sign�al

Analytick�y sign�al sA(t) je komplexn�� funkce re�aln�e prom�enn�e, jej���z re�aln�a a imagin�arn�� �c�ast jsou
ve vztahu Hilbertovy transformace (viz dodatek D.19). Nejedn�a se tedy o analytickou funkci
zn�amou z anal�yzy funkc�� komplexn�� prom�enn�e.

De�nujeme analytick�y sign�al odpov��daj��c�� re�aln�emu sign�alu s(t)

s(A)(t) = s(t) + iH(s(t)): (D.20.1)

Znam�enko p�red imagin�arn�� jednotkou souvis�� se znam�enkem v exponentu v de�nici Fourierovy
transformace a se znam�enkem u p�r��m�e Hilbertovy transformace. Znam�enko

"
+\ je konzistentn��
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s de�nic�� Fourierovy a Hilbertovy transformace pou�z��van�e v tomto u�cebn��m textu; jin�� auto�ri
mohou analytick�y sign�al de�novat se znam�enkem

"
�\.

Jako p�r��klad uved'me analytick�y sign�al odpov��daj��c�� kosinu, sinu a �-funkci

cos(A)(t) = cos(t) + iH(cos(t)) = cos(t) + i sin(t) = exp(it); (D.20.2)

sin(A)(t) = sin(t) + iH(sin(t)) = sin(t)� i cos(t) = i exp(�it); (D.20.3)

�(A)(t) = �(t) + iH(�(t)) = �(t) + i
1

�t
: (D.20.4)

Analytick�y sign�al odpov��daj��c�� �-funkci m�u�ze t�e�z poslou�zit k n�asleduj��c��mu vyj�ad�ren�� obecn�eho
analytick�eho sign�alu

s(A)(t) =

�
�(t)� i

�t

�
� s(t) = �(A)(t) � s(t):

Z t�eto reprezentace analytick�eho sign�alu je tak�e okam�zit�e vid�et, �ze analytick�y sign�al posunut�y o
n�ejak�e re�aln�e t0 odpov��d�a p�uvodn��mu sign�alu se stejn�ym posunem. Plat�� dokonce

s(A)(at� t0) = �(A)(t) � s(at� t0); (D.20.5)

kde a je libovoln�a nenulov�a re�aln�a konstanta. Tato vlastnost analytick�eho sign�alu je t�e�z z�rejm�a
z vlastnost�� Hilbertovy transformace, viz dodatek D.19.

Obr�azek D.12: Analytick�y sign�al s(A)(t) odpov��daj��c�� re�aln�emu sign�alu s(t) = E(t) sin(t).

Obr�azek D.12 ukazuje n�azorn�e analytick�y sign�al s(A)(t) odpov��daj��c�� sinu p�ren�asoben�emu
pomalu se m�en��c�� ob�alkou (vzhledem k period�e sinu) E(t).
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Shr�nme n�ekter�e dal�s�� vlastnosti analytick�eho sign�alu:

ds(A)(t)

dt
=

�
ds(t)

dt

�(A)

; (D.20.6)

[s1(t) � s2(t)](A) = s
(A)
1 (t) � s2(t) = s1(t) � s(A)2 (t); (D.20.7)

1Z
�1

(s(A)(t))2dt =

1Z
�1

(s(A)(t))2dt = 0; (D.20.8)

1Z
�1

s(A)(t)s(A)(t)dt =

1Z
�1

(s2(t) + (H(s(t)))2)dt = 2

1Z
�1

s2(t)dt = 2

1Z
�1

(H(s(t)))2dt: (D.20.9)

Fourierovo spektrum analytick�eho sign�alu je diskutov�ano v odstavci 3.13.

D.21 Ob�alka jednoparametrick�e soustavy k�rivek

Nalezen�� ob�alky (obalov�e k�rivky) jednoparametrick�e soustavy k�rivek v rovin�e pat�r�� mezi stan-
dardn�� �ulohy diferenci�aln�� geometrie. Necht' je jednoparametrick�y syst�em rovinn�ych k�rivek de�-
nov�an implicitn�� rovnic��

F (x; y; �) = 0;

kde � je parametr nez�avisl�y na x a y nab�yvaj��c�� spojit�e v�sech hodnot z n�ejak�eho intervalu.
Funkce F je spojit�a a m�a spojitou prvn�� a druhou derivaci podle �. Jedna konkr�etn�� k�rivka
parametrick�eho syst�emu, odpov��daj��c�� parametru �0, je pak d�ana implicitn�� rovnic�� F (x; y; �0) =
0.

Ur�cuj��-li rovnice

F (x; y; �) = 0;
@F (x; y; �)

@�
= 0 (D.21.1)

pro ka�zd�e � bod, naz�yv�ame takov�y bod charakteristick�ym (mezn��m) bodem soustavy k�rivek.
Je-li mo�zno z (D.21.1) eliminovat � a v�ysledek t�eto eliminace je d�an rovnic��

G(x; y) = 0; (D.21.2)

p�redstavuje (D.21.2) implicitn�� rovnici tzv. obalov�e k�rivky soustavy. Obalov�a k�rivka je tedy
tvo�rena mezn��mi body. V ka�zd�em bod�e ob�alky (tj. v ka�zd�em mezn��m bod�e) [x0; y0; z0], pro kter�y
@2F=@�2 6= 0, se ob�alka dot�yk�a n�ekter�e k�rivky soustavy (maj�� tam spole�cnou te�cnu). Ob�alka se
tedy dot�yk�a v jednom nebo v��ce bodech ka�zd�e z k�rivek soustavy a ka�zd�y bod ob�alky je dotykov�ym
bodem s n�ekterou k�rivkou soustavy. Situaci ilustruje obr�azek D.13.

Je t�reba zd�uraznit, �ze p�ri hled�an�� ob�alky podle (D.21.1) prov�ad��me derivaci podle �. Kdy-
bychom jednu ka�zdou k�rivku soustavy popsali explicitn�� rovnic�� y = f�(x), neur�cujeme lok�aln��
extr�em t�eto funkce (kter�y by odpov��dal podm��nce df�=dx = 0), jako je vid�et i na obr�azku D.13.
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Obr�azek D.13: Obalov�a k�rivka (�sed�a pln�a �c�ara) jednoparametrick�e soustavy k�rivek v rovin�e
(x; y).

D.22 Diskr�etn�� ortogonalita diskr�etn��ch exponenci�al

V tomto odstavci zkoumejme sumu

N�1X
n=0

exp

�
i2�n

k

N

�
=

N�1X
n=0

exp

�
i2�

k

N

�n
; (D.22.1)

kde k je cel�e �c��slo. Jedn�a se vlastn�e o geometrickou �radu typu

a+ aq + aq2 + aq3 + : : :

s a = 1 a kvocientem

q = exp

�
i2�

k

N

�
� wkN ; wN = exp

�
i2�

1

N

�
;

kde wN je primitivn�� ko�ren n-t�e odmocniny z 1 (nebot' exp(i2�) = 1). Veli�ciny wkN ; k = 0; 1; : : : ; N�
1, jsou tak�e komplexn��mi odmocninami z jedni�cky:�

exp

�
i2�

k

N

��N
= exp (i2�k) = 1:

Gra�cky je lze zn�azornit, rozd�el��me-li kru�znici v komplexn�� rovin�e, o polom�eru 1 a st�redu (0,0), na
N stejn�ych d��l�u po�c��naje bodem (1,0). Obr�azek D.14 poskytuje p�r��klad ko�ren�u N -t�e odmocniny
z 1 pro N = 8.

S�c��tance �rady (D.22.1) jsou tedy wnkN = (wkN)
n; n; k = 0; 1; : : : ; N�1. Je-li k = 0, jsou v�sechny

s�c��tance v sum�e rovny jedn�e a jejich sou�cet je tedy N . Pro k 6= 0 dostaneme pro �c�aste�cn�y sou�cet
geometrick�e �rady

N�1X
n=0

wnkN =
N�1X
n=0

exp

�
i2�

k

N

�n
=

1� exp(i2�k)

1� exp (i2�k=N)
= 0;
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Obr�azek D.14: Osm komplexn��ch ko�ren�u 8
p
1.

nebot' �citatel je roven 0. Celkov�e tedy

N�1X
n=0

exp

�
i2�n

k

N

�
=

�
N pro k = 0
0 pro k 6= 0

(D.22.2)
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Seznam nejd�ule�zit�ej�s��ch symbol�u

Ozna�cen�� veli�cin a mno�zin

an Koe�cient trigonometrick�e Fourierovy �rady
A(t) Funkce charakterizuj��c�� okrajovou �ulohu
A(f) Sud�a �c�ast spojit�eho spektra
bn Koe�cient trigonometrick�e Fourierovy �rady
B(t) Funkce charakterizuj��c�� okrajovou �ulohu
B(f) Lich�a �c�ast spojit�eho spektra
cn Koe�cient obecn�e Fourierovy �rady
C Mno�zina komplexn��ch �c��sel
CR P�ulkru�znice v metod�e konturn��ch integr�al�u
cn;m Koe�cient obecn�e 2D Fourierovy �rady
feig Ortonorm�aln�� posloupnost v Hilbertov�e prostoru
femng Ortonorm�aln�� posloupnost v 2D Hilbertov�e prostoru
e(t) Sud�y spojit�y sign�al v �casov�e oblasti
e(n); en Sud�y diskr�etn�� sign�al v �casov�e oblasti
E(f); E(!) Sud�e spojit�e spektrum
E(n); En Sud�e diskr�etn�� spektrum
f Oby�cejn�a frekvence spojit�eho sign�alu
F Oby�cejn�a frekvence spojit�eho spektra diskr�etn��ho sign�alu
fi(t); fi(n) Vstup �ltru
fo(t); fo(n) V�ystup �ltru
fI Okam�zit�a frekvence
hfi T�e�zi�st�e ve spektr�aln�� oblasti
hf 2i St�redn�� kvadratick�a odchylka ve spektr�aln�� oblasti
H Hilbert�uv prostor
i Imagin�arn�� jednotka
i(t) Impulzn�� odezva
Jn Besselova funkce prvn��ho druhu �r�adu n
L Obecn�y line�arn�� oper�ator
L1(a; b) Hilbert�uv prostor funkc�� integrovateln�ych na (a; b)
L2(a; b) Hilbert�uv prostor funkc�� integrovateln�ych s kvadr�atem na (a; b)
Lw2 (a; b) Vahov�y Hilbert�uv prostor funkc�� integrovateln�ych s kvadr�atem na (a; b) s vahou w(t)
N Perioda diskr�etn��ho sign�alu
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o(t) Lich�y spojit�y sign�al v �casov�e oblasti
o(n); on Lich�y diskr�etn�� sign�al v �casov�e oblasti
O(f); O(!) Lich�e spojit�e spektrum
O(n); On Lich�e diskr�etn�� spektrum
Pn Obecn�y ortogon�aln�� polynom stupn�e n
Pm
n P�ridru�zen�a Legenderova funkce
q Radius v pol�arn��ch sou�radnic��ch ve spektr�aln�� oblasti
r Radius v pol�arn��ch nebo sf�erick�ych sou�radnic��ch v �casov�e oblasti
R Mno�zina re�aln�ych �c��sel nebo polom�er kru�znice v metod�e konturn��ch integr�al�u
R Matice rotace
Rn Chyba �c�aste�cn�eho sou�ctu Fourierovy �rady
s(t) Spojit�y sign�al v �casov�e oblasti
s(A)(t) Analytick�y sign�al v �casov�e oblasti
~s(t) Spojit�y periodick�y sign�al v �casov�e oblasti
s(n); sn Diskr�etn�� sign�al v �casov�e oblasti
~s(n); ~sn Diskr�etn�� periodick�y sign�al v �casov�e oblasti
S(f); S(!) Spojit�e spektrum
~S(f); ~S(!) Spojit�e periodick�e spektrum
S(n) Diskr�etn�� spektrum
Sn Diskr�etn�� spektrum, koe�cient exponenci�aln�� Fourierovy �rady
~S(n); ~Sn Diskr�etn�� periodick�e spektrum
t Prom�enn�a v �casov�e oblasti
hti T�e�zi�st�e v �casov�e oblasti
ht2i St�redn�� kvadratick�a odchylka v �casov�e oblasti
T Perioda spojit�eho sign�alu v �casov�e oblasti
T (f); T (!) P�renosov�a funkce

! �Uhlov�a frekvence
u(t) Heavisidova funkce nebo vlastn�� funkce okrajov�e �ulohy
un(t) Vlastn�� funkce okrajov�e �ulohy
w(t) Vahov�a funkce
wN Primitivn�� ko�ren N -t�e odmocniny z 1
Ws Ekvivalentn�� �s���rka sign�alu v �casov�e oblasti
WS Ekvivalentn�� �s���rka spektra
W Vandermondova matice (matice DFT)
Yn Besselova funkce druh�eho druhu �r�adu n
Y m
n(C); Y

m
n(S) Sf�erick�e harmonick�e funkce

Z Mno�zina cel�ych �c��sel
�(t) Diracova distribuce (�-funkce)
�(n) Diskr�etn�� Diracova distribuce (�-funkce)
�nm Kroneckerovo delta
�t �Casov�y krok nebo �casov�a disperze
�as(t) Kone�cn�a diference funkce s(t) na intervalu d�elky a
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�f Frekven�cn�� krok nebo frekven�cn�� disperze
�; �n Vlastn�� �c��slo okrajov�e �ulohy
� Troj�uheln��kov�a funkce

� �Uhlov�a sou�radnice
�(f);�(!) Spojit�e f�azov�e spektrum
�n(f);�n(!) Diskr�etn�� f�azov�e spektrum
f�n(t)g Obecn�a �upln�a soustava ortonorm�aln��ch funkc�� na L2(a; b), p�r��padn�e L

w
2 (a; b)

	(t) F�azogram (f�aze analytick�eho sign�alu)
f	n(t)g Obecn�a �upln�a soustava ortonorm�aln��ch funkc�� na L2(c; d), p�r��padn�e L

w
2 (c; d)

� Pravo�uheln��kov�a funkce

! �Uhlov�a frekvence spojit�eho sign�alu


 �Uhlov�a frekvence spojit�eho spektra diskr�etn��ho sign�alu
h!i T�e�zi�st�e ve spektr�aln�� oblasti (v �uhlov�e frekvenci)
� Sm�erodatn�a odchylka
�2 Variance

� �Uhlov�a sou�radnice

Symbolick�e vyj�ad�ren�� operac��

s(t); sn Komplexn�e sdru�zen�y sign�al k sign�alu s(t); sn
(f(t); g(t)); x � y Skal�arn�� sou�cin funkc�� f(t) a g(t) a vektor�u x a y18

f(t) � g(t) Konvoluce funkc�� f(t) a g(t) (ve smyslu (f � g)(t))
f(t) ? g(t) Korelace funkc�� f(t) a g(t) (ve smyslu (f ? g)(t))
fn � gn Cyklick�a konvoluce funkc�� fn a gn (ve smyslu (f � g)n)
fn 
 gn Cyklick�a korelace funkc�� fn a gn (ve smyslu (f 
 g)n)
s0(t) Derivace funkce s(t) podle argumentu t
t0 Transpozice vektoru t
js(t)j Modul komplexn�� funkce s(t), absolutn�� hodnota re�aln�e funkce s(t)
ks(t)k Norma (velikost) s(t)
�(f(t); g(t)) Vzd�alenost f(t) a g(t)
n! n faktori�al
mod Modulo
DFT Diskr�etn�� Fourierova transformace
F Fourierova transformace
FC Fourierova kosinov�a transformace
FS Fourierova sinov�a transformace
H Hilbertova transformace
= Imagin�arn�� �c�ast
< Re�aln�a �c�ast
Res Residuum

18Vektory alternativn�e zna�ceny t�e�z x; y a jejich skal�arn�� sou�cin (x; y)


