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Predmluva

Tato skripta vznikla jako pisemny podklad k jednosemestralni prenasce , Fourierova spektralni
analyza“, kterou pfedndsim na katedre geofyziky MFF UK jiz od zacdtku devadesitych let.
Prednaska zahrnuje teoretické zaklady spektralni analyzy s podrobnym vykladem ¢tyt Fourierovskych
transformaci (Fourierovy tady spojitého a diskrétniho signilu a Fourierovy transformace spo-
jitého a diskrétniho signélu) a jejich vzajemnych vztahu. Vzhledem k omezenému rozsahu jed-
nosemestralniho kurzu (3 hodiny tydné), skripta neobsahuji praktické aplikace a konkrétni
metody zpracovani redlnych dat, méla by vsak ¢tendii poskytnout solidni zaklad pro studium
a pouzivéni téchto metod. Vyklad ¢dstetné vychézi ze starsich skript V. Cerveného, Spektralni
analyza v geofyzice I (1979), ale oproti nim je vyrazné rozsiren o problematiku analyzy diskrétnich
signalu.

Prestoze je kurz prednasen na katedie geofyziky MFF UK, je pojat velmi obecné. Vybér latky
neni diktovan ptipadnymi konkrétnimi geofyzikalnimi aplikacemi. Pokud se nékteré ilustrujici
piiklady tykaji geofyzikalni tématiky, jsou zvoleny vzdy tak, aby byly snadno pochopitelné i
studentu ruznych védeckych i technickych oboru. Predpokladem pro studium je pouze znalost
zakladu matematické analyzy a linearni algebry.

Struktura skript je ponékud odlisna od ,klasickych“ matematickych skript pouzivanych
na MFF UK. Dukazy nékterych vét, pokud neslouzi lepsimu pochopeni probirané latky, jsou
vynechany. O to vic prostoru je vénovano vykladu vzajemnych souvislosti se zietelem na bezprostiedni
uplatnéni v praxi. Kromé teSenych piikladu ilustrujicich probirana témata, obsahuji skripta i
fadu cviceni. Vysledky cviceni je mozno najit na konci textu, pied ¢asti vénovanou dodatkum.

Chteéla bych podékovat fadé mych spolupracovniku a studentii, ktefi se svymi pripominkami
podileli na zkvalitnéni textu. Jmenovité pak zejména P. Pokornému, F. Gallovicovi a P. Kolinskému
za jejich kritickou revizi a mnoho podnétnych napadu pro doplnéni vykladu. Dékuji rovnéz J.
Velimskému a M. Pauerovi za jejich pomoc s technickou ipravou manuskriptu.

V Praze, leden 2008
Johana Brokesova
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Vyznam a oblasti vyuziti Fourierovy spektralni analyzy

Fourierova analyza byla vyvinuta jako metoda feseni rovnice vedeni tepla s okrajovymi podmin-
kami. Postupem c¢asu se rozsirila daleko za hranice fyzikalnich aplikaci, pro které byla puvodné
zamyslena. Stala se nezbytnou v moderni fyzice, teorii komunikace, teorii linedrnich systému a
hlavné v oblasti poc¢itacového zpracovani dat.

Dnes si lze jen stézi predstavit fyzikalni obor, kde by spektralni analyza nehrala dulezitou
roli. Setkdme se s ni jak v oblasti teoretického modelovani, tak v oblasti zpracovani redlné
namérenych dat, ale i v instrumentdlnich disciplinach.

V modelovani ruznych fyzikdlnich jevu se s vyhodou pouziva rozklad funkei na harmonické
slozky, tedy tzv. harmonickd analyza, kdy se hledana funkce napise ve tvaru Fourierovy rady
a misto dané funkce pak hledame koeficienty této fady. Vyhodou je, ze rovnice pro né jsou
casto mnohem jednodu$si nez rovnice pro puvodni funkci. Takovy postup se uplatni zejména
pro ruzné vlnové procesy, tedy periodické jevy. Vzhledem k tomu, ze proménnd defini¢niho
oboru dané funkce vubec nemusi byt ¢as a bazové funkce v fadé nemusi byt pouze trigono-
metrické funkce (coz je asi nejznaméjsi typ Fourierovy fady), spadd pod pojem harmonicka
analyza i celd fada dalsich typu Fourierovskych rozvoju (napt. sférickd harmonicka analyza).
Naproti tomu, pro modelovéni tzv. prechodnych (tedy napt. ¢asové omezenych, neperiodickych)
jevu se ¢asto vyuziva integralni Fourierova transformace. Ta muze pomoci zejména pii feseni
nékterych typu obycejnych i parcidlnich diferencidlnich rovnic. Obyéejnd diferencidlni rovnice
muze byt Fourierovou transformaci prevedena na rovnici algebraickou a u parcidlni diferencidlni
rovnice zase dosahneme snizeni poctu nezavisle proménnych a prevedeni na zcela jiny, vétsinou
sndze Fesitelny, typ rovnice. Jako pifklad zde uved'me vlnovou (tj. hyperbolickou) rovnici, kters
Fourierovou transformaci pfechdz{ na rovnici Helmholtzovu (tj. eliptickou). Casto se setkdme s
pouzitim Fourierovskych transformaci pro usnadnéni derivaci, integralu, ruznych konvolutornich
vztahu a podobné. Pomérné masivni vyuzivani spektralnich postupu pri modelovani bylo nas-
tartovano v poloviné sedmdesatych let dvacatého stoleti po objeveni algoritmu rychlé Fourierovy
transformace (FFT, z anglického Fast Fourier Transform). Tento algoritmus je zalozeny na
tzv. diskrétni Fourierové transformaci (DFT), bez které se neobejdeme, chceme-li realizovat
modelovani pocitaci. Vedl k takovému zefektivnéni vypoctu, ze prechazet pii modelovani do
spektralni oblasti pomoci Fourierovy transformace predstavuje vétsSinou skutecné velmi rychlou
a nenarocnou operaci.

V oblasti zpracovani dat je aplikaci spektralnich metod nepieberné mnozstvi a nema smysl
se snazit je zde vyjmenovévat. Ctendf jisté fadu z nich objevi sdm pii své vyzkumné praxi.
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Uvedme zde jen, Ze uz samotné spektrum spoétené z naméfenych dat umoznuje ziskat dilezité
informace o povaze méieného fyzikdlniho jevu a eventuelné o jeho zdrojich, jakoz i o ruznych
instrumentalnich efektech. Poskytne nam totiz znalost piripadné pievladajici frekvence, Sitky a
rychlosti ubyvani spektra s rostouci frekvenci a podobné.

Spektralni metody déle hraji dilezitou roli pii zkvalitnéni dat pro zpracovéni (napt. potlacent
Sumu, zesileni nékterych periodickych komponent atd.). Velké uplatnéni nachdzeji nejruznéjsi
metody filtrace, které se vétsSinou pro zjednoduseni provadeéji pravé ve spektralni oblasti.

1.2 Zavedeni pojmu signal a souvisejici terminologie

Fourierova spektralni analyza pracuje s terminologif, kterou je tieba jasné definovat, nebot ¢asto
neni jednoznac¢na a ruzni autofi pouzivaji ve stejném vyznamu ruzné pojmy nebo naopak, pro
ruzné vyznamy shodny termin, coz muze byt pro ¢tendie matouci. V této podkapitole definujeme
jeden ze zékladnich pojmi vyskytujici se ve spektrdlni analyze, pojem signdl. Ctenaf mozné zné
tento pojem z oblasti zpracovani dat, kde se casto vyskytuje ve slovni dvojici signdl - Sum. V
teorii spektralni analyzy ma vSak tento pojem mnohem obecnéjsi vyznam a oznacuje funkei,
kterd predstavuje ,vstup“ nebo ,vystup® piislusnych Fourierovskych transformaci (a v tomto
smyslu muze zahrnovat i vyse zminény Sum).
Definujme spojity signdl.

Definice:

Spojity signdl je obecné komplexni funkce redlné proménné: s(t); ¢ € R.

Ve specidlnim pifpadé se samoziejmé muze jednat o redlnou funkci (tj. imagindrni ¢ast vyse
uvedené funkce je nulovd) a pak hovoiime o redlném spojitém signalu. Piiklad takového signalu
je na obrazku 1.1a. V piipadé vicedimenzionalni analyzy se pak jedna o funkci ne jedné, ale
vice redlnych proménnych, s(tq,ts,...t,); t; € R. Je dilezité zduraznit, 7ze vyse uvedené definici
odpovida i funkce na obrazku 1.1b. Pro definici spojitého signdlu je totiz podstatny defini¢ni
obor, v nagem piipadé mnozina (podmnozina) redlnych ¢isel, a nikoliv to, zda je dand funkce v
matematickém smyslu spojita.
Déle definujme diskrétni signal:

Definice

Diskrétni signal je obecné komplexni funkce celo¢iselné proménné: s(n); n € Z.

Specidlné se opét muze jednat o redlny diskrétni signal nebo o funkci vice nez jedné celociselné
proménné s(ni,ng,...,ng); n; € Z. Diskrétni signdl lze chapat téz jako posloupnost, {s, =
s(n)}. Muze se jednat o zcela libovolnou posloupnost, nds vsak v tomto kurzu budou zajimat
zejména diskrétni signaly, které vzniknou pfirozené ze spojitych signalu tzv. diskretizaci neboli
vzorkovanim, tj. odebranim ekvidistantnich vzorku s néjakym vzorkovacim krokem At'. Diskrétni

'V praxi sice existujf i signdly s nerovhomérnym vzorkovanim, coz je dano napiiklad specifickymi okolnostmi
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Obrazek 1.1: a) Schematické zndzornéni spojitého signdlu. b) Spojity signdl, ktery je z matem-
atického hlediska nespojitou funkeci.

il Il

n

Obrazek 1.2: a) Schematické zndzornéni diskrétniho signalu vzniklého vzorkovédnim signélu z
Obr. 1.1a. b) Diskrétni signél odpovidajici spojitému signdlu z Obr. 1.1b.

signdl je pak tvoren témito vzorky jimz je piitazen celociselny index (celociselnd proménnd),
sp = s(nAt). Piiklady diskrétnich signdlu vzniklych diskretizaci spojitych signédla z obrazku 1.1
jsou na obrazku 1.2. Poznamenejme, Ze nespojitost funkce na obrazku 1.1b se v jeho diskrétni
verzi (obrazek 1.2b) projevuje vyraznou zménou funkéni hodnoty mezi dvéma sousednimi vzorky.
Jak uvidime pozdéji, tyto rysy signédlu (skok, respektive prudkd zména funkéni hodnoty) mohou
ve spektralni analyze zpusobovat nepiijemné numerické problémy.

V souvislosti s diskrétnim signdlem je vhodné objasnit jesté pojem ,digitdlni signal “. Diskrétni
signal je ¢isté matematicky objekt, se kterym pracujeme v ramci teorie spektralni analyzy,
zatimco digitalni signdl lze chépat jako jeho praktickou realizaci. Zakladni rozdil je v tom, ze
diskrétni signal muze nabyvat libovolnych funkénich hodnot (komplexnich, piipadné redlnych
¢isel), avsak funkéni hodnoty digitalniho signdlu jsou dany vzdy jistym zaokrouhlenim v dusledku
presnosti méiiciho ¢i vypocetniho zafizeni. Piikladem digitdlniho signdlu muze byt tieba digitalni
obrazek. Kazdému pixelu je pfifazena jedna barva z piedem daného kone¢ného poc¢tu barev, tedy
ne zcela libovolnd barva. V tomto ucebnim textu budeme pracovat pouze s vySe definovanymi
spojitymi a diskrétnimi signaly a digitalnimi signaly se zabyvat nebudeme.

Vénujme jesté pozornost volbé defini¢ntho oboru spojitych ¢i diskrétnich signélu, se kterymi
budeme déle pracovat. V praxi se casto setkavame se signdly zadanymi na kone¢ném intervalu,

pfi sbéru dat, jejich spektralni analyzou se vSak v tomto kurzu zabyvat nebudeme.
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tedy signaly s omezenym nosicem. Nosi¢ signdlu je uzdvér té podmnoziny defini¢niho oboru, na
které signal nabyvéa nenulovych hodnot. Z hlediska teorie Fourierovskych transformaci je vsak
¢asto vyhodné rozsifit uméle definiéni obor na celou mnozinu R, R?, ..., R*, pifpadné Z, Z2, ..., 2",
a uvazovat prislusné sumy a integraly definujici dané transformace v mezich od —oo do +o00. Toto
rozsiteni definiéniho oboru na neomezeny interval je mozné provést dvojim zpusobem: doplnénim
nulami nebo takzvanou periodizaci, tj. nas¢itanim spocetné mnoha signalu z puvodniho konec-
ného intervalu, vzajemné posunutych o kladnou konstantu 7' (obrazek 1.3a, b). Timto postupem
vznikly signdl § je periodicky pravé s periodou T, tedy plati §(t) = 5(¢t+ kT) pro vSechna celd k.
Obdobné pro diskrétni signal bychom periodizaci dostali diskrétni periodicky signdl s periodou
napi. N vzorku, §(n) = §(n+kN). Zobecnéni na vicedimenzionalni signély je jednoduché — peri-
odizaci musime provést pro kazdou proménnou zvlast, piicem? periody pro rizné proménné mo-
hou byt obecné ruzné. Poznamenejme, ze periodicky prodlouzeny signal nejenze nenese zadnou
dodatecnou informaci oproti signalu na puvodnim koneéném intervalu (nebot je jen periodickym
opakovanim), ale dokonce se z duvodu piipadného prekryvani vzdjemné posunutych signalu pii
jejich nascitdavani muze lisit od tohoto signdlu i na puvodnim intervalu, takze puvodni infor-
mace je Castecné nebo zcela znehodnocena (viz. obrizek 1.3b). Tomuto efektu nezddouciho
prekryvani iikdme efekt alias. Dochdazi k nému tehdy, je-li délka periody mensi nez délka
ptivodniho nosice. Casto se tomuto efektu nelze vyhnout, napi. periodizujeme-li signdly, je-
jichz nosi¢ nebyl omezeny. Jak uvidime pozdéji, efekt periodizace je nevyhnutelnym dusledkem
diskretizace signdlu v oblasti komplementarni z hlediska Fourierovskych transformaci. Nevhodna
perioda souvisi s nedostateénym (piilis fidkym) vzorkovdnim, a tak muze k efektu alias dojit i
u signdli s puvodné omezenym nosicem.

aVaValia'val

T

a

Obrazek 1.3: a) Periodizace bez prekryvani. b) Periodizace s prekryvanim, efekt alias.

V ptedchdazejicim odstavci byl pouzit pojem komplementarni oblasti ve Fourierové analyze.
Mysli se tim oblasti defini¢niho oboru signalu vstupujiciho ,,do“ nebo vystupujiciho ,,z“ Fourierovskych
transformaci, zejména z hlediska fyzikalniho vyznamu piislusnych proménnych. Vlastni fyzikalni
vyznam neni sice pro tyto transformace z matematického hlediska vibec dulezity, ale hodi
se pro terminologické rozliSeni danych oblasti. Napiiklad: tradicné byla Fourierova analyza
pouzivana pro zpracovani casovych fad néjakych méfrenych hodnot, proto byly signédly vstupujici
do Fourierovskych transformaci chapany prirozené jako funkce casu. Prislusné transformace
tedy predstavuji zobrazeni z tzv. €asové oblasti. V téchto skriptech budeme pro jednoduchost
dusledné pouzivat termin Casova oblast, prestoze proménnou signalu vstupujictho do transfor-
maci ¢as nemusi viibec byt - pfisluSnou proménnou muze byt napf. prostorova soutadnice a
podobné. Na vystupu z transformaci pak v pfipadé ¢asu v casové oblasti nachdzime signal, ktery
je funkci frekvence. Nékteri autori proto uzivaji termin frekvencéni oblast, my zde vsak dame
prednost obecnéjsimu pojmenovani spektralni oblast. Vystupni signal pak nazyvame spek-
trum. Fourierovské transformace tedy predstavuji vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi vyse
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zminénymi komplementarnimi oblastmi, tj. casovou oblasti a spektralni oblasti.

1.3 Vymezeni obsahu kurzu — zakladni syllabus.

Jak jiz ndzev napovida, tento kurz se zabyva teoretickymi zédklady Fourierovy spektralni analyzy.
Ctendf v ném tedy nenajde praktické postupy a metody pro zpracovani mérenych dat, jako napf.
ruzné metody filtrace, odstranovani Sumu, hledéni skrytych periodicit, korelace a podobné. Jedna
se sice o velmi uzite¢né postupy, ale pro detailni seznameni odkazujeme ¢tenafe na jiné kurzy a
ucebni texty.

Zde probereme postupné zejména ¢tyii Fourierovské transformace a jejich vzdjemné vztahy,
viz. schéma na obrazku 1.4. Zac¢neme Fourierovou fadou spojitého signalu, tedy transformaci,
kterd prifazuje spojitému (periodickému) signdlu jeho Fourierovu fadu, tedy vlastné posloup-
nost Fourierovych koeficientu, ¢ili diskrétni spektrum. Této transformaci je vénovana relativné
velkd pozornost hlavné ze dvou divodu: 1) mé velky prakticky vyznam v teorii analyzy period-
ickych procesu, 2) jako u prvni z probiranych transformaci u ni vysvétlime podrobnéji nékteré
vlastnosti, které pak u dalsich transformaci zminime jiz strucnéji s poukazem na analogii praveé
s Fourierovou tradou. Déle probereme Fourierovu transformaci zobrazujici spojity neperiodicky
signdl na spojité neperiodické spektrum. Tato transformace ma zasadni vyznam pro praci s
tzv. prechodnymi signdly a je ji v téchto skriptech vénovana opét pomérné znacnd cést texu.
Dalsi v potadi je Fourierova transformace diskrétniho signalu, tedy transformace mezi diskrétnim
(neperiodickym) signédlem a spojitym (periodickym) spektrem. Hlavni vyznam této transformace
spoc¢iva v tzv. vzorkovacim teorému. Z pedagogického hlediska je téz tato transformace dulezitym
mezikrokem pro vyklad posledni z probiranych transformaci: Fourierovy fady diskrétniho signélu,
tedy pritazeni mezi dvéma diskrétnimi periodickymi signdly. Tato transformace m4 velmi blizko
k tzv. diskrétni Fourierové transformaci (DFT), kterd je nezastupitelnd pii numerické realizaci
vsech vyse uvedenych transformaci. Velky duraz je v téchto skriptech kladen na vzajemné vztahy
téchto transformaci véetné problematiky prepocitani jednoho typu spektra na druhy.

Po formélni strance se tato skripta lisi od klasickych skript zakladnich matematickych kurzu.
Struktura ,definice - véta - dikaz“ zde neni striktné dodrzovana. Dukazy jsou uvadény hlavné
pokud slouzi lepsimu pochopeni probirané latky. Velka pozornost je naopak vénovana ruznym
komentaium a poznadmkam doplnujicim vyklad s cilem lepsiho pochopeni vzdjemnych vazeb
a souvislosti a zasazeni probiranych témat do Sirsiho kontextu. To usnadni ¢tendfi 1épe se v
problematice orientovat a ptipravi pudu pro snadné pouziti teoretickych zakladu Fourierovy
spektralni analyzy v praktickych aplikacich. Ctendfe, ktery by si chtél vynechané dikazy doplnit,
odkazuji na seznam doporucené literatury. Text je doplnén fesenymi priklady a téz radou cviceni,
jejichz vysledky lze najit v zavérecné c¢asti skript.

V prubéhu vykladu vy$e zminénych ¢étyt transformaci se dotkneme jesté fady doplikovych
témat. Na zdver této podkapitoly proto uved me podrobnéjsi syllabus kurzu v zdkladnich bodech:

e Fourierovy rady

Pojem Hilbertova prostoru a jeho zdkladni vlastnosti, ortogondlni a ortonormdini posloup-
nosti, uplné systémy, obecné Fourierovy rady.

Ezxponencidlni tvar Fourierovy rady, trigonometricka Fourierova tada, konvergence Fouri-
erovych tad, Gibbsuv jev, zdkladni vlastnosti Fourierovych tad, operace nad Tadami.
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FOURIEROVA RADA
spojitého signalu

5(t) «—— Sy;

FOURIEROVA TRANSFORMACE
spojitého signalu

teR.neZ s(t) — S(f); teR feR
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FOURIEROVA RADA FOURIEROVA TRANSFORMACE
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ol = |\\.;¥lf\ﬁ\/\

Obrazek 1.4: Typy probiranych Fourierovych transformaci (vlnovka nad pismenem znaéi peri-
odickou funkci).
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Fourierovy rady ve vdhovém prostoru, rozvoje podle vlastnich funkci, rozvoje do orto-
gondlnich polynoma.
Fourierovy rady vice proménnyjch.

e Fourierova integralni transformace

Fourierova véta, Fourierova transformace, sinovd a kosinovd transformace, vlastnosti Fourierovy
transformace, druhy spekter.

Vicerozmeérna Fourierova transformace.

Fourierova transformace specialnich funkci, Fourierova transformace periodickych funkct,
vzorkovact funkce.

Linedrni filtrace, impulzni odezva, prenosovd funkce.

e Hilbertova transformace

Zakladni vlastnosti, Hilbertova transformace a kauzdlni funkce, numericky vypocet Hilber-
tovy transformace, analytické signdly.

e Spektralni analyza diskrétnich signalu

Fourierova transformace diskrétniho signdlu, zakladni vliastnosti, vzorkovaci teorém, vztah
spektra spojitého a diskrétniho signdlu.

Fourierova rada diskrétniho signdlu, zdkladni vliastnosti, vztah Fourierovy rady spojitého a
diskrétniho signdlu, vztah Fourierovy transformace a Fourierovy tady diskrétniho signdlu.
Diskrétni Fourierova transformace, alias ve frekvencni a ¢asové oblasti.
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FOURIEROVA RADA SPOJITEHO

SIGNALU

FOURIEROVA RADA
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FOURIEROVA TRANSFORMACE
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s(t) — S(f): teRfeR
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S(f) = L i s(t) exp(—i2n f1)dt
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FOURIEROVA RADA
diskrétniho signalu (DFT)
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= Y Siexp <2mf—>
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FOURIEROVA TRANSFORMACE
diskrétniho signalu
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1/2
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V této kapitole je nasim cilem vybudovat aparat umoznujici rozvinout ve Fourierovu tfadu
libovolny spojity signal s(t) € Ls(a,b), tj. funkei, pro niz

b

[ Istoar

a

existuje (ma kone¢nou hodnotu). Absolutni hodnotu v integrandu nelze obecné vynechat, nebot
ptipoustime i komplexni funkce (signaly): s(t) = R{s(t)} + iS{s(¢)}. Kvadrit absolutni hod-
noty je pak [s(t)]? = R{s(t)}? + ${s(t)}?, zatimco prosty kvadrit by byl s(¢)? = R{s(¢)}? +
2iR{s(t)}3{s()} — I{s(¢)}?. Oba kvadraty jsou shodné pouze pro redlné signaly, pro néz je
X{s(t)} = 0.

Hned tivodem poznamenejme nékolik slov k volbé tiidy funkei (signélu), pro kterou je v
matematické literatute teorie Fourierovych fad vybudovéana, tedy Lo(a,b). Pro kone¢né inter-
valy plati, ze je-li funkce z Lo(a,b), je na {(a,b) i absolutné integrovatelna, tj. patii i do tiidy
Lyi(a,b). To ma vyznam zejména budeme-li se zajimat o vztah Fourierovy fady a Fourierovy
transformace (kapitola 3), nebot teorie Fourierovy transformace je tradiéné vybudovéna pro
absolutné integrovatelné funkce. Na neomezenych intervalech obecné obé tiidy nesplyvaji a ani
jedna neni podmnozinou té druhé. Z hlediska praktickych aplikaci obou transformaci nas vsak
rozdil mezi obéma ti{dami nemusi piilis trapit, nebot signdly, se kterymi v aplikacich pracujeme,
patii do obou trid.

Rozvinout funkci v fadu znamenda napsat ji napft. ve tvaru fady s obecné komplexnimi koe-

ficienty ¢;:
oo

s(t) = Z Cii
i=1

kde komplexni funkce {¢;} tvoii posloupnost a fada v néjakém smyslu konverguje. V tomto kurzu
se soustfedime na takové rozvoje, kde koeficienty ¢; jsou specialné Fourierovy koeficienty (viz.
déle), a funkce {¢;} tvoii tzv. Uplny ortogondlni systém v dplném Hilbertové prostoru Ls(a,b).

Predpokladdm, ze teorie linearnich prostoriu a specialné Hilbertovych prostoru je ¢tendii
znama z predchazejicich matematickych kurzu, proto zde struéné zopakujme jen nékolik zéaklad-
nich definic a vlastnosti téchto prostoru se zretelem na aplikace pro Fourierovy rady.

2.1 Zavedeni Hilbertova prostoru a zakladnich souvisejicich
pojmu

Uvazme obecné komplexni linedarni (tj. vektorovy) prostor. Prvek takového prostoru nazveme
vektorem. Linearita prostoru znamend, ze je v ném definovan soucet prvki, soucin prvku s ¢islem,
plati komutativni a asociativni zdkon, existuje opa¢ny a nulovy prvek a plati distributivni zakon.
Pro nés je dulezité si uvédomit, ze prostor funkei integrovatelnych s kvadratem na intervalu {(a, b),
tedy vyse zavedeny prostor Ly(a, b), je takovym linedrnim prostorem. Pod pojmem vektor se tedy
muze myslet napt. funkce z Ly(a,b). Dalsimi piiklady vektorovych prostoru jsou mnoziny C™ a
R™, kde vektorem se rozumi n-tice komplexnich ¢i redlnych ¢isel € = (&,&,...,&,). Posledné
jmenovany piipad uz mé blizko k predstavé vektoru, jak jej zname z fyziky.

V teorii linedrnich vektorovych prostoru hraje dulezitou roli tzv. skalarni soucin. Definujme
prostor se skaldrnim soucinem, ktery tvoii téz zdklad pro definici tzv. Hilbertova prostoru (viz
déle), nezbytného pojmu v oblasti Fourierovych fad a spektralni analyzy vibec.
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Definice (Komplexni vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem):

Prostor V' nazveme komplexni vektorovy prostor se skalarnim soucinem, pokud k
usporddané dvojici prvku x,y € V je piifazeno komplexni ¢islo (z,y), nazyvané skaldrn{
soucin, s vlastnostmi:

1. (y,z) = (z,y) (komplexné sdruzené).

2. (z,y+2) = (z,9) + (z, 2).

3. (ax,y) = alz,y) pro Va € C.

4. (z,zx) je redlné ¢islo > 0 proVe € V; (z,2) =0 < x = 0.

7 vyse uvedenych defini¢nich podminek pak plynou dalsi uzitecné vztahy, napft.

2 = (x+y,2)=(zz+y) =(2,2)+(2,9) = (z,2) + (y, 2).

3 = (z,ay) = (ay,z) = a(y,r) = a(z,y).

Piikladem takového vektorového prostoru je napi. n-dimenziondlni prostor komplexnich
éisel C™, kde (&, u) S 1&% nebo n- dimenzionélni prostor reélnych Cisel R" kde (&, u)

vvvvvv

(f,g9) =
[R{f()IR{g(t)} +S{fF(1)}S{g(t)}] dt + 1f (1) R{g(t)} — R{F(1)}S{g(t)}] dt

Dukazy podminek 1 — 3 v hotejsi dedfinici jsou zfejmé z vlastnosti integralu. K podmince 4
poznamenejme, ze z (f, f) = fab |f(t)]*’dt = 0 neplyne, Ze je f identicky rovna 0 (ve vSech
bodech). Nenulova vsak muze byt pouze na mnoziné miry 0, tj. je nulovéd skoro vsude.

Déle definujme velikost vektoru a vzdalenost dvou vektoru ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem.

Definice (Velikost vektoru neboli tzv. norma):

Velikosti vektoru z v V (normou) nazyvame ¢islo ||z|| = (z,z)z.

Napiiklad v prostoru R" je tedy velikost déna jako ||{]|gn = (D 1, £2)z. V prostoru Ly(a, b) se
velikosti vektoru f rozumi integral:

b 3
1/ llzaes) = / Fn2at|
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Definice (Vzdélenost vektort neboli tzv. metrika):

Vzdélenosti dvou vektorn z a y v V' (metrikou) nazyvame ¢éislo p(z,y) = ||z — y||.

Vzdélenost vektoru je symetrickd (p(z,y) = p(y,x)) a spliuje tzv. trojihelnikovou nerovnost
(p(x,y) < p(x,z) + p(z,y)). Napiiklad v prostoru R" je vzdélenost dana jako p(&, p)gn =
Oor (& — 11:)?)2. Nés viak zde zejména zajimé vzddlenost dvou funkei v prostoru La(a,b),
kterd je dana jako integral:

1
2

p(fr ) (ap) = /If — g(t)|*dt

Vzdalenost dvou funkei v Ly se ¢asto nazyvéd stifedni kvadraticka odchylka. Opét pii-
pomenme jisté specifikum prostoru Ls: je-li stfedni kvadratickd odchylka dvou funkci nulova,
neznamena to, ze jsou si obé funkce identicky rovny — mohou se vzdjemné lisit na mnoziné miry
0. Podobné, je-li sttedni kvadraticka odchylka mald, neznamena to, ze obé funkce jsou si blizko
ve vSech bodech sledovaného intervalu, lokalné se mohou od sebe vzdalit aniz by to prilis vyrazné
ovlivnilo hodnotu vyse uvedeného integralu na celém intervalu (a, b).

Mame-li zavedenou vzdalenost, muzeme uvazovat o konvergenci néjaké posloupnosti ve vek-
torovém prostoru a o definici tzv. Hilbertova prostoru. Pro definici Hilbertova prostoru je kromé
skalarniho souc¢inu podstatna i tzv. aplnost prostoru.

Definice (Hilbertuv prostor):

Hilbertuv prostor H je komplexni vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, ktery je iplny,
tj. kazda Cauchyovska posloupnost prvka z H je v H konvergentni:

T, € H Ye>0 dng>0 Vn>ny plag, x,) <e,

Jinymi slovy: uplny Hilberttv prostor H je natolik "husty”, ze kazdd Cauchyovska posloupnost
vektoru z tohoto prostoru konverguje k néjakému vektoru v H. Pro pohodli ¢tendfe pripomenme
jesté, co je to Cauchyovska posloupnost z, € H. Je to takova posloupnost, pro niz plati

Ve>0 dng>0 Vp>0 a VYn>ng je p(zg,,Tngy) <e.

Z trojuhelnikové nerovnosti p(zn, Tnip) < p(Tn,x) + p(@nip, ) plyne, ze kazdd posloupnost

konvergujici v H (k limité z) je Cauchyovska, nebot pro dostateéné velké n je prava strana

nerovnosti dostatecné mala. V definici iplného prostoru mame vsak opacnou implikaci.
Prostory R™ a C™ jsou uplné. Z hlediska dalsiho vykladu je podstatné néasledujici tvrzeni:

Véta:

Ls(a, b) je uplny Hilbertuv prostor.
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Diukaz tohoto tvrzeni muze ¢tendf najit napt. v knize Kufner & Kadlec (1969).

Poznamenejme, ze v piipadé Lo(a,b) se jednd o tzv. konvergenci v pruméru (nékdy téz
nazyvanou konvergenci podle stiedu).

Definice (Konvergence v prumeéru):

Existuje-li funkce f € Lo(a,b) a posloupnost {f,} € Lao(a,b) a plati-li, ze
) 1/2

fiw -l =0 G Jm | [150 - f0PE) <o

pak {f.} konverguje k f v pruméru.

Limita v tomto smyslu je jednoznaénd — konverguje-li posloupnost k néjaké funkci z Ls(a, b),
nemuze zaroven konvergovat k jiné funkci z téhoz prostoru, tj. k funkci, kterd by se lisila vic nez
na mnoziné miry 0. Konverguje-li {f,,} v La(a,b) stejnomérné, pak také konverguje v prameéru.
Z obycejné, obecné nestejnomérné, bodové konvergence neplyne konvergence v prumeéru. Plati i
opac¢né tvrzeni: z konvergence v prumeéru neplyne konvergence bodova.

2.2 Ortonormalni posloupnosti a obecné Fourierovy rady

Objasnéme nejprve, co jsou to ortogonalni a ortonormélni vektory v Hilbertové prostoru.

Definice (Ortogonalita):

xz,y € H,x # 0,y # 0, jsou vzdjemné ortogonélni, je-li (z,y) = 0.

Definice (Ortonormalita):

x,y € H jsou vzdjemné ortonormalni, je-li (z,y) = 6Z~j{(1) i;z

Pripomeiime, ze symbol §;; ve vySe uvedené definici se nazyva Kroneckerovo delta.

Dulezitou roli v teorii Fourierovych fad hraji tzv. aplné ortonormélni posloupnosti. Méjme
ortonormdlni posloupnost {e;} v H: (e;, e;) = d;5, ||lei]] = 1.
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Definice (Uplné ortonormalni posloupnost):

Ortonormélni posloupnost vektoru {e;} v tiplném Hilbertové prostoru H je tiplnd < je-li
x € H takovy vektor, ze (z,¢;) =0 Vi =z =0.

Jinymi slovy: v ptipadé uplné posloupnosti neexistuje x # 0 takovy, ktery by byl ortogondlni ke
vsem prvkim této posloupnosti. Takova posloupnost {e;} se téz nazyvé béze Hilbertova prostoru.
Skalarni souciny z; = (z, ;) pak predstavuji souradnice vektoru v dané bazi.

V konkrétnim Hilbertové prostoru mohou byt ruzné baze vyhovujici této definici. Dokonce
jich muze byt nekoneéné mnoho. Vsechny ale maji stejnou mohutnost neboli dimenzi. Objasnéme
si to na nazorném pifkladu prostoru R?, tj. trojic redlnych éisel. Takové vektory odpovidaji nasi
predstavé vektoru ve fyzikalnim smyslu. Muzeme najit nekoneéné mnoho tripleti vzdjemné or-
togondlnich jednotkovych vektoru a viéi témto ruznym bazim pak vyjadfovat soutadnice libo-
volnych dalsich vektoru z tohoto Hilbertova prostoru. Jak vime, prostor R? je tiplny. Vzdjemné
ortogondlni triplety v ném tvoii iplné ortonormélni posloupnosti, tj. zadny dalsi (nenulovy)
vektor uz k nim nemuze byt ortogonalni. Tuto nazornou predstavu muzeme rozsitit i na prostor
Lo(a,b) s tim rozdilem, ze vektory zde tvoii funkce integrovatelné s kvadratem na daném inter-
valu a dimenze tohoto prostoru je nekonecnd, tj tiplné ortogondlni posloupnosti maji nekone¢né
(spocetné mnoho) prvki. V dalsim si ukdzeme celou fadu piiklada uplnych ortogonalnich soustav
funkei z Lo(a, b), které se ndm budou hodit pro konstruovani Fourierovych fad.

Uvazme obecnou ortonormélni posloupnost {e;} v Hilbertové prostoru H. Déile uvazme v
H néjaky vektor y, ktery chceme aproximovat linedrni kombinaci prvnich n prvki z {e;}, tj.
chceme najit takovou linedrni kombinaci Y+, Aie;, A; € C, jejiz vzdélenost od y bude co moznd
nejmensi.

Snadno dokazeme nasledujici tvrzeni:

Véta (O nejlepsim piiblizeni):

Konecnd fada Y| c;e; s koeficienty ¢; = (y, ;) je nejlepsim moznym piiblizenim k vektoru
y ze vSech moznych linedrnich kombinaci Y- | Ae;.

Tedy v pripadé nejlepsiho piiblizeni jsou koeficienty A; tvoteny specidlné jako skaldrni souciny
aproximovaného prvku a prislusného vektoru z ortonormalni posloupnosti, \; = ¢; = (y, €;).

Dukaz:

Chceme minimalizovat vzddlenost ||y — Y i, Aie;]|. Z duvodu snadnéjsich dprav budeme misto
toho minimalizovat jeji kvadrat. S vyuzitim vlastnosti skaldrnich sou¢ini muzeme psat:

0<|ly— Z)‘ieiHQ = (y— Z/\iei;y — Z)\iei) = ||lylI* — Z)\i(ei,y)
=1 =1 i=1 i=1
—ZA e +Z\A !2—||yH?+Z (v, eI — (e Z\ g =
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= [lyll® + D> N = (e P =D (el
=1 1=1

Tato veli¢cina bude minimalni, eliminujeme-li prostiedni ¢len na poslednim fadku, tj. zvolime-
li /\z = (y7 €i), c.b.d.

7 vyse uvedeného odvozeni také plyne tzv. Besselova nerovnost. Pro nejlepsi ptiblizeni, tj.
pro volbu \; = (y, €;), totiz okamzité dostadvame:

n
lyll* = > 1y el
1=1

Jak jiz bylo feteno, vektor y muze reprezentovat funkci s z Lo(a,b). Pak rovnéz prvky
ortonormalni posloupnosti jsou funkce z tohoto prostoru. Omezme se v dalsim jiz jen na tento
piipad pro jeho vyuziti v problematice rozvijeni funkce v fadu !. Je ziejmé, 7e vySe uvedené
odvozeni pro nejlepsi priblizeni se nezmeéni budeme-li zvySovat pocet ¢lenu v linearni kombinaci.
I pii n — oo, pokud fada ) ., (s, e;)e; konverguje, je jeji soucet stéle nejlepsim piiblizenim k
funkci s. Besselova nerovnost je pak:

Is]* > Z (s, ). (2.1)

Abychom v8ak mohli fadu > . (s,e;)e; povazovat za rozvoj funkce s, bylo by tieba aby
tato fada byla nejen nejlepsim piiblizenim, ale konvergovala piimo k funkci s. To znamena, aby
vzdélenost (stiedni kvadratickd odchylka) jejtho souc¢tu od s byla rovna nule. V tom piipadé,
by v nerovnosti (2.1) ,>* pfeslo na ,=*, tj. Besselova nerovnost by presla na tzv. Parsevalovu
rovnost:

Is]* = Z (s, ). (2.2)

Shriime tyto ivahy do nésledujici véty:

Véta:

Rada 3%, cie;, s koeficienty ¢; = (s,e;) € C, kde {e;} € Ly(a,b) je ortonormaln
posloupnost, konverguje k funkci s € Ly(a,b) <= plati Parsevalova rovnost ||s||? =

2 (s el

Vyuziti této véty pro praxi pii vytvafeni rozvoju funkce s je vSak problematické, nebotf ovéiit
piimo platnost Parsevalovy rovnosti muze byt obecné dosti obtizné.

Nastésti muzeme v této situaci s vyhodou vyuzit nasledujici dalezitou vétu (jeji dukaz muze
¢tenai najit napf. v knize Kadlec & Kufner, 1969):

!Poznamenejme, ze dalsf vyklad véetné dvou nésledujicich matematickych vét neni vézdn pouze na prostor
Ly(a,b) a je mozno jej zobecnit na libovolny Hilberttuv prostor H.
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Véta:

Ortonormalni soustava {e;} € Ly(a,b) je v Ls(a,b) iplnd <= Vs € Ly(a,b) plati
Parsevalova rovnost ||s||? = > 0, |(s, €)%

Jelikoz obé véty maji formu ekvivalence a v obou jde o platnost Parsevalovy rovnosti, muzeme
jejich spojenim dostat okamzité tvrzeni, které hraje zasadni roli pii rozvijeni funkce v radu:

Véta:

Rada Yoo, ciei, ¢ € Coe; € Lo(a,b), s koeficienty ¢; = (s,e;) konverguje k funkei s €
Ly(a,b) <= soustava {e;} je v Ly(a,b) ortonormdlni a ipln4.

Ctendf by mohl na tomto misté namitnout, ze pievedenim problému platnosti Parsevalovy
rovnosti na problém tplnosti néjaké ortonormélni soustavy funkei z Ly(a, b) jsme si piilis nepo-
mohli, nebot i dikaz zminéné tiplnosti mize byt velmi naroény. To je jisté pravda, ale my zde
vyuzijeme toho, ze u fady standardnich soustav funkci z Lo(a,b) (napf. soustavy trigonomet-
rickych a exponencidlnich funkei, soustavy ortogondlnich polynomi, soustavy vlastnich funkci
jistych diferencidlnich rovnic s okrajovymi podminkami, apod.) byla jejich tplnost jiz v minu-
losti dokdzana, takze je muzeme bez obav vyuzit pro rozvoj libovolné funkce z Ly(a,b) v fadu
a mame zaruceno, ze tato fada konverguje k rozvijené funkci alespon v pruméru. O konvergenci
bodové, pripadné stejnomérné pojednava podkapitola 2.6.

Na zavér této podkapitoly zavedeme jesté souvisejici terminologii. Rozvoj funkce konstruo-
vany vyse uvedenym zpusobem se nazyvd obecny Fourieruv rozvoj (nebo obecnd Fourierova
fada) a koeficienty ziskané skaldrnim souc¢inem rozvijené funkce s piislusnymi funkcemi dané
béze (iplné soustavy ortonormélnich funkei z Lo(a, b)) se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

Nase dosavadni poznatky tedy shrnuje nasledujici definice:

Definice (Fourierova fada):

Obecnou Fourierovou fadou funkce s € Ly(a, b) nazveme fadu Y -, ¢;e;, kde

6 = (5,6) = / s(er()dt

a

a {e;} je iplny ortonormdlni systém v Ly(a,b).

Mnozinu Fourierovych koeficientu budeme nazyvat diskrétnim Fourierovym spektrem funkce.
Poznamenejme, ze hodnota koeficienti zavisi na chovani rozvijené funkce v celém intervalu
{a,b), protoze cely tento interval tvoii meze integralu pro vypocet Fourierovych koeficientu.
To znamend, Ze pokud nas zajimé rozvoj funkce jen v okoli néjakého bodu, nebude hodnota
koeficientu rozvoje ovlivnéna pouze lokalnim chovanim funkce v okoli tohoto bodu (tak jako je
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tomu tieba u Taylorova rozvoje), ale jejim chovanim v celém zajmovém intervalu. Prudkd zména
funkce, byt ,daleko* od bodu, ve kterém nds rozvoj zajima, muze zdsadné ovlivnit koeficienty
tohoto Fourierova rozvoje.

2.3  Uplné ortogondlni systémy

V praxi je bézné pouzivat k rozvojum funkce v fadu nikoliv jenom 1plné ortonormalni soustavy,
ale 1 soustavy ortogondlnich funkci, které se od téch ortonormadlnich lisi pouze normovanim
(norma funkei ortogonalni soustavy neni rovna 1).

Napriklad, soustava funkci:

1 cost sint cos?2t sin 2t
Vor Vil T oJm o i

je uplna ortonormélni v Lo(—m, ).
K ni odpovidajici ortogonalni soustava na intervalu (—m, 7) je:

1,cost,sint, cos2t,sin 2, ...,

kterd se pouziva tradicné v tzv. trigonometrické Fourierové fadé (viz. podkapitola 2.5). Po-
zor: volba intervalu zde hraje klicovou roli. Na jiném intervalu nejenze tato soustava neni
ortonormdlni, ale ani ortogonélni. Napf na (0, 7) dostaneme foﬂ 1-sintdt =2 #0.

Rozdil mezi rozvojem do fady ortonormélnich a ortogonélnich funkei je pouze formalni, ale
musime spravnym zpusobem modifikovat vzorec pro vypocet Fourierovych koeficienti. Mame-li
na intervalu (a, b) Gplnou ortogondalni posloupnost

{fits (fi ;) = {HfHZ# i=j
odpovidajici uplné ortonormalni soustavé

1

{ei}; €; = mfu

dostaneme obecnou Fourierovu fadu ve tvaru

S:Z S, 6Z i ZHsz 2 fz fz: (23)
1

tj., rozvijime do funkci f; s modifikovanymi koeficienty

b

ci = [lfill (s, fi) = ||fi||_2/8(t)mdt- (2.4)

a

Parsevalova rovnost bude mit v tomto pripadé tvar

IsI* = YAl 21, £ (2.5)
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Uved'me zde nyni nékolik pifkladi iplnych ortogonalnich soustav na konkrétnich intervalech,
které se pouzivaji pro ,klasické“ Fourierovy tady:

Lo(—m, ) 1, cost,sint, cos 2t,sin 2t, . . . €R
..., exp(—it), 1, exp(it), exp(2it), . .. eC

Lo(—=1,1) 1, cos(mt/l),sin(wt/l), cos(2nt/l), . .. €ER
..., exp(—mit/l), 1, exp(rit/l), exp(2xit /1), . .. eC

T T .

Lg(—E, 5) 1,cos(2nt/T),sin(2nt/T), cos(4nt/T), ... €ER (2.10)
.., exp(=2rit/T), 1, exp(2wit/T), exp(4rit /T), . .. eC (2.11)

Lo (0, 7) 1, cost, cos 2t,cos 3t, . .. €ER (2.12)
sin ¢, sin 2¢,sin 3t, . . . €ER (2.13)

Ly(0,1) 1, cos(mt/l), cos(2nt/l), cos(3nt/l),. .. €ER (2.14)
sin(wt/l),sin(27t /1), sin(3xt/l),. .. €ER (2.15)

Pozdéji si ukazeme i dalsi ptiklady uplnych soustav, které nejsou odvozeny pouze z trigono-
metrickych funkei. Nékteré soustavy jsou tvoreny redlnymi funkcemi, jiné komplexnimi. V kazdém
piipadé i redlné soustavy muzeme pouzit pro rozvoj komplexnich signalu.

Pokud nas zajima rozvoj na néjakém jiném intervalu, nez jsou intervaly uvedené vyse,
muzeme s vyhodou vyuzit vétu o substituci a vytvofit novy tplny systém ortogonélnich funkci
na néjakém obecném intervalu.

Véta (o substituci):

Necht linedrn{ substituce t = Az+B, A > 0, prevadi proménnou x € (a, b) na proménnou
t € (c,d). Je-li {e;(x)} ortonormdalni a tplnd v Ly(a, b), pak { f;()}, kde f;(t) = e; <% - %),

je ortogondln{ a uplnd v Ls(c, d).

Je ziejmé, ze metodu substituce muzeme stejnym zpusobem pouzit i na soustavu, kterd je na
puvodnim intervalu (a,b) ,pouze“ ortogonalni a tiplna, nebot normalizace vektoru nem4 na
tvrzeni o jejich vzajemné ortogonalité a tplnosti soustavy vliv. Ctendf si jisté povsimne, ze
nékteré z vyse uvedenych piikladu dplnych ortogondlnich soustav jsou vytvofeny pravé touto
substituci. Napiiklad, substituce ¢ = %ZE (tj. A= f—r, B = 0) prevadi interval (—=, 7) na interval
(—1,1) a soustavy (2.6) a (2.7) na soustavy (2.8) a (2.9).

Domysleme metodu substituce jesté déle. Z konstrukce Fourierova koeficientu ¢; (viz. definice
v zdvéru minulé podkapitoly) je jasné, ze provedeme-li substituci, zméni se sice meze piislusného
integralu stejné jako argumenty funkei v integrandu, ale na vlastni (¢iselnou) hodnotu integralu
substituce nema vliv, tj. hodnota Fourierova koeficientu se nezméni. Budeme-li tedy napi. v
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rozvojich, které jiz zname, provadét ruzné linearni substituce, dostaneme piislusné Fourierovy
fady obecné jinych funkei (jiné proménné), na jiném intervalu a pro jinou bazi (opét vytvorenou
danou substituci) avsak se stejnymi koeficienty. Tvrdit vSak, ze spektrum funkce se pfi substituci
nezméni, nen{ spravné, nebot ,,nové“ koeficienty se vztahuji k jiné bazi (na jiném intervalu), takze
takové srovnani nemad smysl.

V nasledujicich dvou podkapitolach si ukdzeme dvé konkrétni realizace obecnych Fourierovych
fad: exponencidlni Fourierovu tadu a trigonometrickou Fourierovu fadu. Pouzijeme k tomu
bézové funkce (2.11) a (2.10), o kerych vime, Ze jsou ortogondlni a tiplné na obecném inter-

T T

valu <—5, 5>. Pozdéji si ukazeme piiklady realizaci i pro bazové funkce zcela jiného typu.

2.4 Fourierova exponencialni rada

Méjme funkei s(t) zadanou na intervalu <—%, %> Jak vime z pfedchozi podkapitoly, na tomto

intervalu tvori uplny ortogondlni systém napi. funkce (2.11), {exp(mT”t)},n =0,%+1,£2,....
Normy téchto funkef jsou pro vsechna n stejné: v/T. Pomoci této soustavy funkei vytvorime

Fourierovu fadu:
o i2mnt
t) = Sy , 2.16
=3 e (27 (2.16)

kde koeficienty .S, jsou dany integralem

1 i 12
S, = 7 / s(t) exp (—1 ;nt) dt. (2.17)

!

Faktor 1/T pred integralem odpovida délenf kvadrdtem normy, viz. vzorec (2.4), nebot soustava
funkei (2.11) neni ortonormalni.

Fourierova exponencidlni fada (podobné jako trigonometrickd Fourierova fada, probirand v
nésledujici podkapitole) ma mezi ostatnimi typy Fourierovych fad vyznamné postaveni. Je to
jednak pro jeji uzky vztah k dalsim Fourierovskym transformacim jako napi. Fourierova transfor-
mace spojitého a diskrétniho signalu nebo Fourierova fada diskrétniho signélu (viz kapitoly 3, 4
a b) a jednak pro jeji specifické vlastnosti dané vlastnostmi exponencidlnich (trigonometrickych)
funkci — periodicita, ruzné symetrie spektra, ¢i vliv nékterych standardnich matematickych op-
eraci na spektrum (podkapitola 2.8).

Zaméfme se nyni na Fourierovu exponencialni fadu z hlediska periodicity exponencialnich
funkei. Spoleénou periodou vSech exponencidlnich funkei v fadé (2.16) je T; to je téz peri-
oda celého sou¢tu. Na pravé strané rovnice (2.16) stoji tedy periodicka funkce s periodou 7.
Na Fourierovu radu se muzeme divat dvéma zpusoby mezi nimiz je rozdil vice méné formalni:
bud jako na piifazeni spocetné mnoziny Fourierovych koeficientu (tj. diskrétniho spektra) spo-
jitému signalu s kone¢nym nosicem, kde rozvoj v fadu pouzivdme striktné pouze na tomto
kone¢ném intervalu, anebo rovnou jako na vzdjemné jednoznacné zobrazeni mezi spojitym peri-
odickym signdlem 3(t),t € R, vzniklym periodickym opakovanim? pivodni neperiodické funkce
mimo konecny interval, a spocetné mnoziny Fourierovych koeficientu. Tento druhy thel pohledu

2V tomto pifpadé chapeme vlastné funkci s(t) tak, 7e je zadana na intervalu (—%, %) a periodicky prodlouzena

na 3(t) s periodou T' definovanou na celém R. Otevien{ puvodniho kone¢ného intervalu z jedné strany nemd vliv
na vypocet prislusnych Fourierovych koeficientu, zato v8ak umozni pii procesu periodizace vznik funkce $§(t)
jednoznatné definované v kazdém bodeé i v piipadech, kdy s(—T/2) # s(T/2).
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budeme v tomto kurzu preferovat. Periodicitu funkce budeme zduraznovat i v oznaceni pomoci
vinky nad symbolem funkce.

Vsimnéme si jesté opa¢ného znaménka v argumentu exponentu u vztaht (2.16) a (2.17). Je
to dano tim, Ze koeficient je skaldrnim soucinem rozvijené funkce s prislusnou bazovou funkei. V
pripadé komplexnich bazi se v takovém skaldrnim soucinu vyskytuje komplexné sdruzend bazova
funkce (viz. (2.4) ), tedy:

Poznamenejme, ze volba znaménka v exponentu v rovnicich (2.16) a (2.17) je véci konvence a
nekteii autori mohou definovat Fourierovu exponencidlni fadu a piislusné Fourierovy koeficienty
s opacnym znaménkem. Vzdy vSak plati, Ze znaménka v exponentu u bazové funkce v fadé a u
koeficienti musi byt navzajem opacnd. Tato nejednoznacnost definic se vyskytuje ve Fourierove
spektralni analyze nejen pokud jde o Fourierovy tady, ale tyka se vSech Fourierovskych trans-
formaci probiranych v tomto kurzu. Ctendf by to mél mit na paméti pfi prebirani vysledku od
jinych autoru a vzdy si ovérit, jak ten ktery autor ptislusné transformace definuje.

Vztah pro Fourieruv koeficient je zcela v intencich vyse uvedené teorie obecnych Fourierovych
fad. V nékterych ucebnich textech se uvadi alternativni odvozeni vzorce pro Fourierovy koefi-
cienty (2.17). Dospéjeme k nému vyndsobenim rovnice (2.16) exponencidlni funkei exp (—i27kt/T).
Ve skalarnim soucinu pak na pravé strané diky ortogonalité uvazovanych exponencial zbyde
pouze clen pro n = k. Za ptredpokladu, ze je mozné prohodit poradi sumace a integrace bychom
pak dospéli ke vzorei (2.17). Toto prohozeni je vsak podminéno stejnomérnou konvergenci dané
fady — my vSak mame obecné zarucenu pouze konvergenci v pruméru. Podminky umoznujici
stejnomérnou konvergenci budou vysvétleny v podkapitole 2.6.

Parsevalova rovnost ma v ptipadé exponencidlni Fourierovy tady tvar:

1] =
T/\g(t)]?dt: ESE (2.18)

Tuto rovnost ”fyzikdlné” interpretujeme tak, ze energie signdlu v ¢asové oblasti je rovna energii
jeho obrazu ve spektralni oblasti. Nékdy se tento dulezity vzorec nazyva téz Rayleighova rovnost
nebo Rayleighuv teorém. Na nejednoznacnost terminologie ve spektralni analyze si bohuzel
musime zvyknout. Poznamenejme jeste, ze vzorec (2.18) muze mit zna¢ny prakticky vyznam
pii vypoctu urcitych integrala nékterych funkei. Casto se totiz stavd, ze Fourierovy koeficienty
néjaké funkce lze vyjadfit jednoduchym analytickym predpisem a neni problém najit soucet
fady na pravé strané rovnice (2.18), zatimco vypocitat integral na jeji levé strané (z kvadratu
absolutni hodnoty rozvijené funkce) by bylo znaéné obtizné.

Spektrum S, je obecné komplexni (€ C'). Muzeme ho reprezentovat dvojim zpusobem, bud
pomoci redlné a imagindrni ¢asti, S, = R{S,} +i3{S,}, nebo pomoci modulu a faze:

Sp = |Sulexp(idn), [Sn] = VR{S D2 + (3{S,})2, ¢, =arg$, € (—m,). (2.19)

Modul |S,| se nazyva amplitudové spektrum, zatimco ¢, predstavuje tzv. fazové spektrum. Je
to hlavni hodnota argumentu .5,,, kterd je jednoznac¢né déna predpisem v tabulce 2.1.
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R{Sn} | S{5n} Pn

>0 arctan(S{S, }/R{S,})
<0 >0 | arctan(S{S, }/R{S,}) + 7

<0 <0 | arctan(3{S, }/R{S,}) — 7

0 >0 /2
0 <0 —7/2
0 0 nedefinovano

Tabulka 2.1: Definice fazového spektra exponencidlni Fourierovy rady

Tento druhy zpusob je mnohem ¢astéjsi a pouziva se zcela standardné. Zname-li amplitudové
a fazové spektrum, muzeme snadno dopocitat i redlnou a imaginarni ¢ast:

RS} = |Sucosdn  S{Su} = [Su] sin . (2.20)

Rozepisme exponencialni funkei v rovnici (2.17) pomoci funkef cos a sin:

omnt
5(t) sin ( - %) dt = a, + ib,.

1

Sn:f

i

2mnt 1
s(t ——— Jdt+i=
5(t) cos ( T > +1T

—

M

N

Je ziejmé, ze je-li rozvijend funkce 5(¢) redlna, jsou i a, a b, redlné a plati
a, = R{S,}, b, ={S,}. (2.21)

(Pozor, pro obecny komplexni signél tyto vztahy neplati!)
Jelikoz cos je funkce sudd a sin funkce licha, ¢tenaf snadno nahlédne, ze ve specidlnim piipadé
realné funkce méa spektrum nasledujici dilezitou vlastnost:

Véta (o Fourierovych koeficientech redlného signélu):

Pro diskrétni spektrum realného signdlu $(¢) plati

S_p =35, (2.22)

Tato vlastnost diskrétniho spektra ma velky prakticky vyznam: pro redlny signal staci pocitat
pouze polovinu koeficientu, napf. koeficienty pro nezdpornd n, a zbytek spektra jiz dostaneme
jednoduchou operaci komplexniho sdruzeni.
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Dale je ztejmé, ze je-li rozvijend funkce licha, a, = 0 a pro Fourierovy koeficienty plati
Sy = 1ib, = —ib_, = =S _,,, tj. spektrum je funkce licha (i pro komplexni signal 5(¢)). Je-li opét
navic §(¢) redlnd, je spektrum funkce lichd a ryze imaginarni. Naopak, je-li funkce §(¢) sudi,
b, = 0, a spektrum je sudy diskrétni signal. Je-li navic 5(t) redlnd, je spektrum funkce sudé a
redlna. Pro lepsi zapamatovani jsou tyto uzitecné symetrie spektra schematicky znazornény na
obrézku 2.1. Spojenim ¢ésti obrazku a)+b) a ¢)+d) ¢tendf snadno nahlédne, ze obecné komplexni
sudy signdl se transformuje na komplexni sudé (diskrétni) spektrum, a podobné komplexni lichy
signal na komplexnfi liché (diskrétni) spektrum.

Uvedomime-li si, ze kazdy signal 5(¢) muze byt rozlozen na lichou ¢ast o(t) a sudou ¢ést e(t),
muze se hodit i nasledujici nazorny diagram ukazujici, kterd ¢dst signdlu se ptitazuje které c¢asti
spektra.

?

i) = ot) + ét) = R + iS{e()r + R} + iS{et)}

| |

|
Sn - On, + En - 3%{071} + 1%{On} + SR{En} + 1%{En}

-~

Tvrzeni z predchazejiciho teorému o Fourierovych koeficientech redlného signalu implikuje, ze
redlnd ¢éast jeho diskrétniho spektra je funkci sudou, zatimco imaginarni ¢ast funkei lichou, viz
schematicky nac¢rtek na obrazku 2.2. Souhrnné fec¢eno, spektrum redlného signdlu je hermitovska
funkce.

Tyto vySe uvedené symetrie a nékteré dalsi, které si ¢tenar snadno odvodi analogickym
zpusobem, jsou shrnuty v tabulce 2.2.

Cviceni 2.4.1:

Dokazte, Ze pro redlny signdl 5(t), je amplitudové spektrum |S,| funkei sudou a fazové spektrum
On funkci lichou.

Cviceni 2.4.2:
Dokazte, Ze jsou-li S, Fourierovy koeficienty signdlu 5(t), jsou S_, Fourierovy koeficienty kom-

plexné sdruzeného signdlu $(t)

Je-li signdl 5(t) periodicky, muzeme pii vypoéctu koeficientu pomoci integralu (2.17) uvazovat
meze odpovidajici libovolnému jinému intervalu délky periody, napi. fOT nebo obecné faHT,
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¥

I‘H H‘Il =
0 n

b)

¥

0\/ o n
d)
: .|H| o,
0 t 0 | ‘ | ' n
redlndfunkce L. imagindrni funkce

Obrazek 2.1: Nékteré symetrie signilu (vlevo) a jeho Fourierovych koeficientu (vpravo).

23
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Sn

=l

Obréazek 2.2: Spektrum redlného signdlu je hermitovskd funkce.

5(t) Sn

realny signdl hermitovské spektrum (S_, = S,,)
imagindrni signél antihermitovské spektrum (S_, = —S,,)
sudy signal sudé spektrum

lichy signal liché spektrum

realny sudy signal realné sudé spektrum

realny lichy signal imaginarni liché spektrum
imaginarni sudy signdl imaginarni sudé spektrum
imaginarni lichy signal redlné liché spektrum

realnd cast signalu suda, imaginarni lichd | redlné spektrum

realnd cast signalu lichd, imaginarni sudd | imaginarn{ spektrum

Tabulka 2.2: Nékteré symetrie signalu a odpovidajicitho diskrétniho spektra.
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nebot hodnota daného integralu se tim nezmeéni. Je-li vSak signal s(¢) puvodné neperiodicky,
pak uvazeni jiného intervalu ma samoziejmé na hodnotu koeficientu vliv (viz téz cviceni v
nésledujici podkapitole).

Na zavér této podkapitoly uvedme piiklad exponencidlniho rozvoje pravoihelnikové funkce,
ktera hraje v mnoha aplikacich spektralni analyzy dulezitou roli.

Priiklad:
Najdéme Fourierovy koeficienty S,, pravouhelnikové funkce

; —1 |t]<d/2
s =T (_> - {
d =0 |t[>d/2
na intervalu (—T/2,T/2), kde T > d.

Signal je zndzornén na obrazku 2.3a. Na obrazku je ¢arkované nakresleno periodické opakovani
s periodou 7', které vznikne automaticky se¢tenim Fourierovy rady. Alternativné muzeme signal
s(t) uz rovnou chapat jako periodickou funkci

> t+nT
5(t) = IT X
=3 (777
Tato funkce je redlnd a suda, ocekavame tedy, ze bude mit redlné sudé spektrum. A skutecné:
1 12 i27nt 1 92
S, = = [ s(t)exp <_ )dt:— [ exp(—iwgnt)dt
T 7 T T _yp
L fexp(—iwont)]*2, = 7 [exp(—iwond/2) — exp(iwond/2)]
= = exp(—iwgn = — exp(—iwgn — exp(iwgn
{—i?wo p 0 —d/2 1 T2—inwo P 0 Pl1o
.. . nwo
S N WP S e L)
T—inwo( 1sm( 2 )) T nwy ST
i nmd
1 . [nnd d i T d . nwd
= —sin| —|==———% = —sinc| — | .
nmw T T

T (nnd T
()
Toto diskrétni spektrum je znazornéno na obrazku 2.3b.
Obrazek 2.4 demonstruje chovéani spektra pii ruznych volbach poméru d/T. V ¢asti a) zustava
sitka pravothelniku d konstantni, zatimco perioda T se postupné (v obrizku smérem dolu)
zvétSuje. Vidime, ze zvétSovani periody vede ke zmensSovani vzorkovaciho frekvenéniho kroku
wo. Cést b) ukazuje naopak chovani spektra pii konstantni periodé T', v rdmci které se postupné
zmensuje (v obrazku odshora dolu) sitka signélu d. Vsimnéme si, jak zuzovan{ signdlu zpusobuje
zpomaleni ubyvani spektra, tj. spektrum se stava ,efektivné §irsi“. S timto jevem se setkame i
u dalsich Fourierovskych transformaci probiranych v tomto kurzu.

2.5 Fourierova trigonometricka rada

Uvazme opét funkei s(t) zadanou na intervalu (—7°/2,7/2) a jeji periodické rozsiteni 5(¢) na celé
R. Tentokrét vsak pro rozvoj pouzijeme tiplnou soustavu ortogondlnich funkef (2.10):

1,co8(2nt/T),sin(2xt/T), cos(4nt/T), . ..
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Obrazek 2.3: Pravoihelnikovd funkce (a) a jeji diskrétni spektrum (b). V tomto obrdzku byly
pouzity parametry d =1/20, T =1/4 = wy=8m,d/T =1/5.

a) i b) .
:‘(| A d=0.2T
-r‘l'T'r-\\I J,,'Ifll ‘ [ ] - AU ) . " .
e ( L w ‘ 0 1 w
il T=10d S, d=0.1T
T .,'I]]” ”] ]]1 . i ,.1’Iﬂ"” m“ I , o
0 w I Q114
o T =20d d-0.05T
S 1111 P W,,,.mmummuuilmmumﬂm&m
0 W

Obrazek 2.4: Diskrétni spektrum pravouhelnikové funkce pro ruzné sitky signédlu d a riuzné peri-
ody T'. a) sitka signalu je konstantni, méni se perioda (od horniho obrézku k dolnimu se zvétsuje)

b) perioda zustdva konstantni, sitka signdlu se méni (od horniho obrazku k dolnimu se zmensuje).
Pozn.: ¢asti a) a b) nemaji stejné méiitko na vodorovné ose.
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Normou jednicky na (—T/2,T/2) je v/T, normy véech ostatnich bazovych funkef jsou /T/2.
Trigonometrickd Fourierova tada je tedy tada:

= 2mnt 2rnt
5(t) = % + Z (an cos 7TTn + by, sin 7rTn ) ; (2.23)
n=1

kde koeficienty jsou dédny vztahy:

T
a =2 [ 3(t)dt,
-3
%
an = % [ 5(t) cos 22t (2.24)
T
by =2 [ 5(¢)sin Z2d.

SIS

Podobné jako v ptipadé exponencidlni Fourierovy fady bychom i zde mohli vzorce pro koeficienty
odvodit alternativné postupnym skaldrnim vynésobenim fady (2.23) jednotlivymi bazovymi
funkcemi a vyuzitim jejich ortogonality na (—7/2,T/2). Pottebovali bychom k tomu vsak pro-
hodit 3" a [, coz je mozné pouze za piedpokladu stejnomérné konvergence fady (2.23).

Uved'me zde pro tplnost, jak vypada Parsevalova rovnost v piipadé trigonometrické Fourierovy
rady:

N =
o el

N 1 =
5(8))? dt = 5|ao|2 +) (lanl” + [ba]*). (2.25)
n=1

T
2

Tato rovnost se s vyhodou vyuziva k vypoctu urcitych integralu nékterych funkei.

Koeficienty trigonometrické fady lze snadno prepocitat na koeficienty fady exponencialni a
naopak, oba rozvoje jsou si ekvivalentni. Vzijemny vztah odvodime snadno, pokud si v fadeé
(2.23) vyjadiime trigonometrické funkce pomoci exponencial:

o 127nt —i27nt
5(t) = %ao +% > |an | exp e + exp e
n=1 T T

. ( <i27rnt> < —127Tmf> > ]
— ib, [ exp T — exp T

o0 127nt —i27mnt
— %a0+% > [(an—ibn)exp (1 7;71 ) +(an+ibn)exp< 1:;m )] )
n=1

Z toho porovnanim s (2.16) okamzité dostavame vzorce pro prepocet koeficientii:

Sy = % 0 = ay =29
S = %(1 ib ) L =S+ 5, (2.26)
0= 3(an +iby) by = i(Su — S_0).

Pokud je rozvijeny signél redlny, pak spektralni koeficienty jsou téz redlné (diky tomu, ze bazové
funkce jsou v piipadé trigonometrické Fourierovy tady reilné). Pak (2.26) opét ddvd ndm jiz
znamou vlastnost spektra redlné funkce: S_,, = S,,.
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Trigonometrickd Fourierova rada je pravdépodobné nejznaméjsi tradicné pouzivanou Fou-
riérovou fadou. Poji se s ni i specifickd terminologie. Clen ag /2 se nazyva nulovd harmonicka
nebo téz stejnosmeérnd slozka a pfedstavuje prumér funkce na daném intervalu (—7/2,7T/2).
Vyraz (a, cos 222 + b, sin #%), pak piedstavuje tzv. n-tou harmonickou (stiidavou) slozku. O
veli¢ing 1/T mluv1me jako o zakladni frekvenci, tzv. vySsi frekvence jsou jejimi celociselnymi
nasobky (n/T). Pievrdcend hodnota zakladni frekvence (T') je spoleénou periodou pro viechny
harmonické slozky a je tedy i periodou celé rady.

Podobné jako u exponencidlni fady se spektrum zjednodusi pro piipad jistych symetrii signalu
5(t). Tak naptiklad, je-li 5(¢) funkce sudd, pak:

o=

n =0
2mnt
§(t):a0+2ancos< 7;?)

n=1
T
j ) cos 2mnt
0 T )

Pro lichou funkei $(¢) naopak dostdvame:

HI%

a, =0
S 2mnt
=3 nsm( 7;”)
T
% j t) sin (@) .
Dalsim specidlnim pifkladem je tzv. pulvinnd symetrie signdlu: 5(t) = —s(t + 2) = —s(¢ — 1).

Priklad takové symetrie je na obrazku 2.5.

e

—~

Obrazek 2.5: Priklad pulvlnné symetrie.

Pro takovy typ signédlu jsou obecné nenulové pouze liché koeficienty. Ukazme si to pro koefi-
cient a,, pro b, by byl diukaz analogicky.

Dukaz:
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Pro zkriceni zapisu pouzijeme oznaceni wy = 27/T. Pak

an = 2 [ 3(7)cos(nwyr)dr

|
vl Sl

Il
N
~—~o

T
3

5(1) cos(nwor)dr + [ 5(7) cos(nwor)dr
0

MH

Substituci 7 — ¢t — 1/27 v prvnim integralu prevedeme oba integréily na stejné meze. V prvnim
integralu pak vyuzijeme pulvlnnou symetrii, sou¢tovy vzorec pro cos a fakt, ze sin(nz) =0 :

a, = % f (t —T/2) cos[nwo(t — T/2)]dt + ; 5(t) cos nwotdt]
= 2 z[—§(t) cos(nwot) cos(nm) + 5(t) cos(nwyt)]dt

T
fz ) cos(nwot)dt = { 5(t) cos(nwot)dt nliché .y g
0

ﬂlw
SHRSIIN
Of\;w\'ﬂ

n sudé

Pokud by pulvinné symetrickd funkce byla navic jesté suda (lichd), byly by koeficienty a,,
(b,) nulové a jednalo by se o tzv. ¢tvrtvlnnou symetrii. Piikladem takové funkce je s(t) =
sgn(t) zadana na intervalu (=7'/2,7/2) a periodicky se opakujici s periodou T na celém R (viz.
nésledujici cviceni).

Cviceni 2.5.1:

Najdéte trigonometrickou Fourierovu radu funkce s(t) = sgn(t) na intervalu (—m, ).

Nasleduje priklad , pilovité“ funkce, kterd je licha, avsak nema pulvinnou symetrii.

Cviceni 2.5.2:

Najdéte trigonometrickou Fourierovu radu funkce

t+7m pro —w<t<O0

s(t) =

t—m pro O<t<mw

Dalsi priklad demonstruje, jak klicovou roli hraje volba intervalu, na kterém funkci rozvijime
v fadu.
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Cviceni 2.5.3:

a) Najdéte trigonometrickou Fourierovu tadu funkce s(t) = 1? na intervalu (—1,1).
b) Najdéte trigonometrickou Fourierovu tadu funkce s(t) = t* na intervalu (0, 2[).

Prestoze se v obou piipadech jednd o funkci zadanou stejnym analytickym predpisem, z
hlediska rozvoje v fadu se diky riznym intervalim jedna o dva ruzné signaly, viz. téz obrazek
2.6.

a) ~ b)

Obrizek 2.6: Funkce ¢? na intervalu (—I,1) (a) a (0,2l) (b).

Jak jiz bylo receno, exponencidlni a trigonometricky tvar Fourierovy fady jsou si pro dany
interval ekvivalentni, jeden lze snadno pievést na druhy (vzorce (2.26)). Je na nasi libovuli, zda
preferujeme redlny tvar (trigonometricky) nebo komplexni (exponencidlni). Pro redlnou funkei
§(t) muzeme navic jeste pouzit dalsi ekvivalentni vyjadreni, tzv. fazovy tvar Fourierovy fady.

Véta (O fazovém tvaru Fourierovy fady redlného signdlu):

Realny periodicky signal s periodou 7' lze na intervalu
(—T/2,T/2) vyjadrit fadou §(t) = ¢y + D, ¢, cos(nwot — 0,,), kde wy = 27/T a
1

co =S50 =S|, ¢cn=2[5%,
en:_¢n>

pticemz |S,| a ¢, jsou amplitudové a fézové spektrum funkce §(¢) na daném intervalu.

Dikaz:

V dukazu vyuzijeme mimo jiné i poznatek, ze pro realnou funkci je fazové spektrum ¢y = 0. Je to
ziejmé ze vzorce (2.24) pro by, podle kterého je by = 0. Jelikoz pro redlny signdl je b, = {5, },
viz (2.21), znamena to, ze pro n = 0 je S, redlné a tudiz ¢y = 0. Fourierovu exponencidlni fadu
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realného signalu muzeme prepsat nasledujicim zpusobem
5(t) = i Sy exp(inwot) = i |y | exp(i(nwot + ¢4,))
= 10+ 2 IS lexpinaot + 6,)) + expli(—niaot — 61)
= |So| + i:: |Snl[exp(i(nwot + ¢5)) + exp(—i(nwot + ¢y))
= \SoH—i::?]Sn\cos(nwot%—(bn)

= co+ Y. ¢y cos(nwot —6,), c.b.d.
T

Zavérem jesté pro presnost poznamenejme, ze fazovy tvar Fourierovy rady sam o sobé nepied-
stavuje Fourierovu fadu ve smyslu vyse uvedené teorie obecnych Fourierovych fad, nebot zde
nerozvijime do bazovych funkei (tj. aplného ortogondlniho systému na daném intervalu). Tyto
funkce jsou navic ruzné pro ruzné 5(t), diky zdvislosti na 6,.

2.6 Konvergence trigonometrické Fourierovy rady.

V této podkapitole budeme mluvit o trigonometrické Fourierové radé, ale vzhledem ke vzorcum
(2.26) je vyklad relevantni i pro exponencialni fadu. Z dosavadniho vykladu vyplyva, ze pouzijeme-
li pro rozvoj néjaké funkce ve Fourierovu fadu tplny systém funkci ortogonalnich, respektive
ortonormalnich, na daném intervalu, mame jistotu, ze fada konverguje v priméru k rozvijené
funkci na tomto intervalu. Vné intervalu pak konverguje v pruméru k periodickému opakovani
funkce na celém R.

Konvergence v pruméru vsak bohuzel neznamena konvergenci v kazdém bodé defini¢niho
oboru. Pfitom to je pravé to, co bychom v praktickych aplikacich potiebovali, nebof rozvoj
funkce, ktery by neplatil v nékterych bodech, by mél pomérné omezenou pouzitelnost.

Vyklad o bodové a piipadné stejnomérné konvergenci trigonometrické (nebo téz exponencidlni)
Fourierovy rady za¢néme obecnou tivahou o ubyvani spektra s rostoucim n. Plati nésledujici véta:

Véta (O ubyvéani Fourierovych koeficientu trigonometrické rady):

Jsou-li {a,}, n = 0,1,2... a {b,}, n = 1,2,..., posloupnosti Fourierovych koefi-

cientli trigonometrické fady funkce s(¢) na intervalu (—7/2,7/2) (nebo ji odpovidajici

T-periodické funkce 5(t) na R), pak lim a, = lim b, =0, tj. lim [/% 5(t) cos(252t)t =
n—od n—od n—o0

. T/2 -~ s/ 2mnt .
JLHolof_T/2 5(t) sin(Z#%)dt = 0.

Dukaz:

Tvrzeni je jednoduchym dusledkem Parsevalovy rovnosti (2.25). Jelikoz levd strana v rovnosti
je konecnd (5(t) € Lo(—T/2,7/2)), ma konetny soucet i fada na pravé strané. Aby vsak tato
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rada konvergovala, je nutné aby

lim (a2 +b2) = 0.

n—oo

Jelikoz s¢itame kvadraty, je platnost této rovnice podminéna nulovou limitou samotnych koefi-
cientu:

lim a, = lim b, =0, c.b.d.
n—oo n—oo

Ubyvani koeficientu fady je podminkou pouze nutnou, nikoliv vSak postacujici, k tomu, aby
fada konvergovala.

Trigonometrickd Fourierova tfada patii do Siroké tiidy trigonometrickych fad, pro které je
vybudovdna pomérné rozsahla teorie, véetné ruznych kritérii konvergence. Uvedme zde jako
piiklad matematickou vétu (Kufner & Kadlec, 1969) tohoto typu.

Véta (O konvergenci trigonometrické Fourierovy fady I):

Jsou-li {a,}22, a {b,}32, dvé komplexni posloupnosti a konverguje-li fada |ag/2| +
Yoo (lan] + 1bs]), pak trigonometrickd fada ag/2 + > -, (a, cos(nz) + by, sin(nz)) kon-
verguje absolutné stejnomérné a je Fourierovou radou svého souctu.

Budou-li tedy splnény podminky vyse uvedené véty, bude trigonometrickd Fourierova tada
konvergovat absolutné stejnomérné (tedy ne pouze v pruméru) k rozvijené funkci. Problém s
pouzitim vét tohoto typu v praktickych aplikacich je, ze kladou podminky na koeficienty rady.
Dukaz platnosti takovych podminek pak v principu vyzaduje znalost spektralnich koeficientu pro
n — oo. Pokud nejsou koeficienty dany néjakym jednoduchym analytickym piedpisem, muze to
byt dokonce nemozné, zvlast uvazime-li, Ze numericky v praxi vyéislujeme jen koneény pocet
spektralnich koeficient. Pravé ubyvani spektra pro n — oo nam ¢asto umoznuje omezit se pouze
na spektralni hodnoty neklesajici pod jistou mez (napf. danou procenty maximalni hodnoty),
tj. uvazovat koeficienty pouze do néjakého n a predpokladat, ze hodnoty pro vétsi index budou
efektivné mensi, tudiz jejich zanedbani nebude zdrojem velké chyby.

Proto jsou z hlediska praktickych aplikaci mnohem vyhodnéjsi matematické véty jiného typu,
kladouci podminky nikoliv na koeficienty, ale na samotnou rozvijenou funkci. Cena, kterou
je tieba zaplatit, je omezeni tiidy funkci pro které budeme rozvoje provadét. Tedy nebude
to uz obecnd tiida Lo(a,b), ale néjakd uzsi tiida, zato vSak trigonometrickd Fourierova rada
bude konvergovat nejenom pouze v pruméru, ale v kazdém bodé, pripadné stejnomérné (po-
dle konkrétni véty tohoto typu). Uvedme zde nékolik pitkladu takovych vét. Pro jednoduchost
budeme uvazovat zdkladni interval (—m, ), nebof fadu rozvinutou na (—m,7) lze substituci

N
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Véta (O konvergenci trigonometrické Fourierovy fady II):

Predpokladejme trigonometrickou Fourierovu fadu odpovidajici 27-periodické funkei 5(t),
kterd je

e spojita
e absolutné integrovatelnd, tj. §(t) € Ly(—m, )
e diferencovatelnd, tj. v kazdém bodé existuje derivace zleva a zprava.

Pak jeji Fourierova rada konverguje v kazdém bodé k 5(¢).

Poznamenejme, ze absolutni integrovatelnost funkce je nutna k tomu, abychom viubec mohli
pocitat jeji Fourierovy koeficienty. Spojitost funkce §(¢) je podminéna tim, ze odpovidajici nepe-
riodickd funkce s(t) je spojita na (—m,7) a navic plati, ze s(—n) = s(x).

Dikaz:

Pro castecny soucet rady plati

Qo N .

5t > (ag cos(k:t) + by sin(kt))
k=1

= %_f; 5(7) dT—|- Z [(f 5(r )cos(k7)d7> cos(kt) + (f 5(7) Sin(kT)dT> Sin(’ft)} :

—T —T

Sx(t) =

Predpokladdme, ze pro $(¢) spliujici podminky vyse uvedené véty lze zameénit poradi Y a [.

Pak
() |5 +

2>
- Lo [ S et -0 ar

Pouzitim vzorce (D.9.4) dostaneme

Sn(t) = (cos(kt) cos(kT) + sin(kt) s1n(lm'))} dr

1
T
1

~—x :\%ﬁ

VAN

1 /g(T)sin [(N+ )7 — t)}

Sn(t) = T 2 sin [%(T t)]

—T
Provedeme substituci v = 7 — ¢. Uvazime-li, Ze integrand je 2m-periodickd funkce, muzeme i po
substituci zachovat puvodni meze integralu od —m do =

Sw(t) = % / 5(t + u) 31“2[;]: (:/;))“} du. (2.27)

Nyni dokazeme, ze lim Sy(t) = 5(¢), ¢ili lim Sy(¢) — §(t) =0, tj.
N—o0 N—o0
1 sin[(N+ D]
&E&;/WM) S G =0

-7
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K tomu staci, aby funkce g(u) = [5(t + u) — §(¢)]/[2sin(u/2)] byla absolutné integrovatelna na
intervalu (—m, 7). Pro libovolnou g(u) € Li(—m, ) totiz plati

1 ) T . (U
lim fg sin {<N+§>u du = ]\}gnw_f g(u) sin (5) cos(Nu)du

B + lim f g(u) cos (g) sin(Nu)du (2.28)

= 0,

nebot i gy (u) = g(u)sin(}) € Li(—n,7) a g2(u) = §(u) cos(}) € Ly(—m, m) alimity integrali jsou
vlastné limity koeﬁmentu a, a b, rozvojﬁ funkei g1 (u) a go(u), viz véta o ubyvani Fourierovych
koeficientu trigonometrické rady.

Zbyva tedy dokazat, ze g(u) = [$(t +u) — 5(¢)]/[2sin(u/2)] € Li(—n, 7). Funkci muzeme téz
zapsat jako
g(u):s(t+u) 5(t) . 1 .

u sinc(u/2)

Jelikoz v predpokladech véty je existence derivace zleva i zprava v kazdém bodé, tj. existence
limit

() = h%l 5(t+u) — 5(t) o F() = hr(% S(t+u)—s(t)7
u—0~ U u— u

faktor ndsobici funkei 1/sinc(u/2) je na (—m, ) ohraniceny:

S(t+u) —

§(t)‘ <

kde M je néjaka kladnd konstanta. Funkce 1/sinc(u/2) ma v bodé 0 odstranitelnou nespo-
jitost (}}Lr(l) 1/sinc(u/2) = 1). Je tedy 1/sinc(u/2) € Li(—m,7) a tudiz i g(u) = [S(t + u) —
5(t)]/[2sin(u/2)] € Li(—m, m), c.b.d.

7 podminek kladenych na rozvijenou funkci ndm v praxi bude asi nej¢astéji vadit prvni z
nich — spojitost rozvijené funkce na celém zdjmovém intervalu. Ta vylucuje fadu uzitecnych
signali (napf. signdl ze cviceni 2.5.1). VySe uvedenou vétu je viak mozno zobecnit i pro funkce
po ¢astech spojité.

Véta (O konvergenci trigonometrické Fourierovy fady III):

Ptredpokladejme trigonometrickou Fourierovu fadu odpovidajici 2w-periodické funkei §(t),
ktera je

e spojitda nebo ma konecny pocet nespojitosti 1. druhu na kazdém intervalu délky 27
e ma po ¢astech spojitou prvni derivaci §(t) na kazdém intervalu délky 27
e absolutné integrovatelnd na (—m, ), tj. [~ _|3(¢)] dt < oo,

pak trigonometricka Fourierova fada konverguje k funkci §(¢) ve vSech bodech, kde je §(t)
spojitd, a k funkei [$(¢7) + 5(¢7)]/2 v bodech nespojitosti.

Poznamenejme, ze diky periodizaci ruzné hodnoty funkce v hrani¢nich bodech puvodniho in-
tervalu vedou k vytvoreni pouze dalsich nespojitosti prvniho druhu. Vétu muzeme pouzit i pro




2.6. KONVERGENCE TRIGONOMETRICKE FOURIEROVY RADY. 35

neperiodickou funkei s(t) zadanou na (—m, 7). Prvni dva predpoklady této véty se pak budou
vztahovat pouze na tento interval a tvrzeni véty doplnime tak, ze v bodech m a —7 konverguje
fada k [5(—77) + §(7T)]/2.

Dukaz této zobecnéné véty by byl zcela analogicky dukazu provedenému vyse s tim rozdilem,
ze bychom v zdvéru potiebovali ukdzat nulovost limity vyrazu Sy (t) — 3(5(¢7) + 5(¢~)) namisto
vyrazu Sy (t) — 5(t) pii N — 0. To nen{ obtizné. Rovnici (2.27) rozepiSseme rozdélenim integralu
na dvé casti:

Sw(t) = / 5t + u)Sin (N4, + % / 5(t + u) SmQ[S(i]:(:/;))u} du. (2.29)

7T 2sin(u/2)

Integraci vzorce (D.9.4) v mezich od —7 do 0 a od 0 do 7 dostaneme

™

1 /sin [(N + %)U} du = L1 / sin [(N * %)u] du = ! (2.30)

2sin(u/2) 2 7 2 sin(u/2) 2
0

™

—T

jelikoz ptispévky od kosinovych ¢lenu v (D.9.4) jsou v danych mezich nulové. Vzorcu (2.30)
vyuzijeme k vyhodnému vyjadieni

S07) +5(7) = /0 §(t+)sin2[$ (:é;“} dut / S(t SmQ[g: (:g;“] du.  (2.31)
Odectenim (2.29) a (2.31) p;k dostévame 0
Sn(t) — %(é(ﬁ) +3(t7) = %_fi g(t;;ﬁ(;/;gm sin [(N + %) u] du
O [(N ! %) ]
= %_fi 71 (u) sin [<N+ %) u] du+%0f j2(u) sin [<N+ %) u} du.

O funkcich gi(u) a ga(u) je opét tieba dokédzat, Ze jsou absolutné integrovatelné na piislusnych
intervalech. Jediny problém bychom mohli opét ocekavat v bodé 0, kde vSsak naptiklad lim+ g1(u)
u—0

existuje a je konecna diky predpokladu existence derivace zprava:

oS =S s u) = se) w2

u—0t  2sin(u/2) u—0+ u sin(u/2) w0t u

Analogicky bychom postupovali v piipadé lim go(u), kterd je kone¢na diky existenci derivace zl-
u—0~
eva. Podobné jako v piipadé rovnice (2.28), i v nasem piipadé je pak nulovost limity Nlim [Sn(t)—
—00
2(5(t%) + 5(t7))] jednoduchym dusledkem Parsevalovy rovnosti, tentokrat vSak pro rozvoje na
jednostrannych intervalech od —7 do 0 a od 0 do 7.

Nékdy se podminky kladené na rozvijenou funkci formuluji ponékud odlisné, jako napiiklad
v nasledujici véte, kterd se ¢asto nazyva Dirichletova véta®.

3Neékteif autoii oznacujf jako Dirichletovu vétu i vétu o konvergenci trigonometrické Fourierovy fady III.
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Véta (Dirichletova):

Predpoklddejme trigonometrickou Fourierovu fadu odpovidajici 2r-periodické funkei 5(t),
kterd je

e spojitd nebo ma konec¢ny pocet nespojitosti 1. druhu na kazdém intervalu délky 27
e ma pouze konec¢ny pocet maxim a minim v kazdém intervalu délky 2w

~oe z . T ~
e absolutné integrovatelnd na (—m, ), tj. [* |5(t)]dt < oo

pak trigonometrickd Fourierova fada konverguje k funkci §(¢) ve véech bodech, kde je §(¢)
spojitd, a k funkei [$(¢7) + 5(¢1)]/2 v bodech nespojitosti.

Vétu opét muzeme (s piislusnymi modifikacemi) pouzit i na neperiodickou funkci zadanou na
kone¢ném intervalu.

Na zdvér této podkapitoly uvedme jesté vétu prevzatou z knihy Kufnera a Kadlece (1969),

ktera zarucuje dokonce konvergenci stejnomérnou.

Véta (O stejnomérné konvergenci trigonometrické Fourierovy tady):

Predpokladejme 27-periodickou funkei §(¢), rozvinutou v trigonometrickou Fourierovu
fadu, odpovidajici funkci s(¢) na intervalu (—m, 7). Rozdélme tento interval na podin-
tervaly (o;, a;41), kde —m = ap < ag < ... < a, = 7. Plati-li, ze

e s(t) je spojitd na (—m,m) a s(—w) = s(w)

e '(t) (prvni derivace) je spojitd na kazdém uzavieném intervalu (ay;, a;y1), pritom v
levych krajnich bodech existujé derivace zprava a v pravych zleva

e 5"(t) (druhd derivace) je spojitd na kazdém otevieném intervalu (o, ;1)
o [T |s"(t)|dt < oo tj. s"(t) € Ly,

pak trigonometrickd Fourierova rada konverguje stejnomérné k funkci 5(¢) na R.

Pochopitelné, fada podle této véty také konverguje stejnomérné k funkei s(¢) v kazdém bodeé

kone¢ného intervalu (—m, 7).

2.

7 Gibbsuv jev

Dirichletova véta fika, ze pokud rozvijena funkce obsahuje konecény pocet bodu nespojitosti
prvniho druhu v intervalu délky periody, trigonometricka Fourierova rada dava v téchto bodech
nespojitosti soucet rovnajici se aritmetickému prumeéru limit funkénich hodnot zprava a zleva.
Mimo body nespojitosti je souc¢tem funkéni hodnota rozvijené funkce. To ovsem plati pro soucet
nekonec¢né tady. V praktickych aplikacich vsak pracujeme s koneé¢nymi fadami a v tom piipadé

se

muzeme dockat neprijemného numerického chovani ¢asteéného souctu fady v okoli bodu ne-
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spojitosti. Toto chovani predstavuje tzv. Gibbsuv jev. Vysvétleme si jeho podstatu na nazorném
piikladu funkce s(t) = sgnt.
Jak vime ze cviceni 2.5.1, je rozvojem této funkce na intervalu (—m, 7) fada

0 4 (sinx N sin 3z n sin oz n
S = - o)

T\ 1 3 5

Na obrazku 2.7 jsou spolu s rozvijenou funkci znazornény castecné soucty této rady pro nékolik
prvnich n.

Obrézek 2.7: Ilustrace Gibbsova jevu: ¢asteéné soucty Fourierovy rady funkce sgn pron = 3,6,9
a12.

Tento ilustrativni obrazek ukazuje, ze v okoli bodu nespojitosti (na obrazku v okoli 0) ex-
istuje jistd neodstranitelnd chyba ¢astecného souctu rady (maximélni vychylka nad, pfipadné
pod, skute¢nou funkéni hodnotu rozvijené funkce), ktera se nezmensuje pricitanim dalsich ¢lent
fady (zvySovanim koneéného n). Tato maximalni vychylka ma tedy pii pridavani dalsich ¢lent
do souctu konecnou limitu, pouze se posunuje blize k bodu nespojitosti. V tom spociva podstata
Gibbsova jevu. U funkce sgn z obrdzku 2.7, ¢ini tato neodstranitelnd chyba zhruba 9% aproxi-
mované funkéni hodnoty (respektive 4.5% rozdilu funkénich hodnot v bodé nespojitosti zprava
a zleva). Nésleduje piiklad funkce, u které je tato neodstranitelnd chyba dokonce priblizné 18%
(resp. 9%)4

Priklad:

4Vyjadieni chyby viéi rozdilu funkénich hodnot v bodé nespojitosti vypovida lépe o ,sile“ Gibbsova jevu.
Je totiz ziejmé, ze napiiklad pricteni libovolné konstanty k rozvijené funkci nezméni kone¢nou limitu maximdlni
chyby castecného souctu fady, zato vsak zasadné ovlivni hodnotu rozvijené funkce v bodé, ve kterém se tato
maximalni chyba objevuje.



38 KAPITOLA 2. FOURIEROVA RADA SPOJITEHO SIGNALU

Analyzujme Gibbsiv jev pro funkci s(t) z cvicent 2.5.2, tj.

t4+7m pro —m<t<O0

s(t) =

t—7m pro O<t<m

st 4

3 —
-

Obrazek 2.8: Tlustrace Gibbsova jevu: funkce ze cviceni 2.5.2 (plnd tuénd c¢ara) a jeji periodické
opakovani (¢drkované) spolu s ¢astecnym souctem Fourierovy fady pro n = 12 (tenkd plna ¢éra).

Funkce je zndzornéna na obrdzku 2.8. Z cvic¢eni vime, Ze ji muzeme rozvinout v fadu

o

S() = -2 Z sinl(gk‘t).

k=1

Zkoumejme nyni chybu castec¢ného souctu této fady v pravém okoli bodu nula, ktery je bodem
nespojitosti:
" sin(kt)

R,(t) = S,(t) — 5(t) = =2 —1 .
=50 =50 =232 Tt 4n
V bodé nula, uvazime-li limitu funkce 5(¢) zprava, je chyba ¢dsteéného souctu R,(0) = .

Gibbsuv jev spociva v tom, ze v okoli nuly existuje lokalni maximum chyby ¢aste¢ného souctu.
Pridavanim dalsich ¢lenu do kone¢né sumy se méni poloha tohoto maxima (piiblizuje se blize
bodu nespojitosti), ale jeho velikost neklesne pod jistou hodnotu. Pro lokalni extrém musf platit
R (t) = 0; z této podminky snadno ur¢ime polohu tohoto maxima. Zderivujeme-li tedy vyraz
pro chybu ¢astecného souctu, dostaneme (téz s vyuzitim (D.9.4))

=2 2 [ - S
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a tudiz

™
RH)y=0t=1t, = .

Abychom mohli 1épe zkoumat kone¢nou limitu chyby ¢aste¢ného souc¢tu v bodé t,,, vyjadiime

chybu pomoci integralu jeji derivace, tedy:

t t

Ruft) = Ra(0) + [ Rode = - [ SR g,

Pro snadnéjsi zdpis oznac¢me v = n + 1/2 a provedme substituci v = vz. V bodé ¢, tedy
dostavame chybu

w /v

B sin(vw) [ sin(v)
R,(t,) =m — / mdx =7 — /de.

Pro velké v (tj. velké n) muzeme pro vyraz ve jmenovateli psat

: : v
VIEEOVSIH(U/QV) =5

Chyba céstecného souctu ma tedy v bodé ¢, konecnou limitu

v

lim Ry (t,) = 7 — 2/ SIn0) g4,

n—00 v
0

Integral v této rovnici predstavuje tzv. integrilni sinus v bodé 7, Si(w), viz. téz dodatek D.10.
Z tabulkovych hodnot nebo pomoci béznych pocitacovych programu pro vycislovani stan-
dardnich matematickych funkci snadno zjistime, Ze

Si(m) ~ 0.5897 = lim R, (t,) ~ —0.179.
n—oo
pripomenme, ze funkéni hodnota 5(t,) &~ —n pro velkd n, neodstranitelna chyba tedy dosahuje
témer 18%.

Zavérem poznamenejme, ze Gibbsuv jev je projevem nestejnomérné konvergence Fourierovy
rady. Jev neni v rozporu s bodovou konvergenci, kterou zarucuje Dirichletova véta pro nekonecnou
radu. V bodé nespojitosti je souc¢tem nekoneéné Fourierovy fady aritmeticky prumér limit zprava
a zleva. Pro kazdy jiny bod v okoli bodu nespojitosti vzdy najdeme takové ng, pro které jiz bude
tento bod déle od bodu nespojitosti nez bod maximalni (neodstranitelné) chyby. Pfi zvétsovani
n > ng se v ném bude chyba aproximace zmensovat az pro n — oo dosahne nuly, tj. soucet fady
(nekonecéné) se bude rovnat piislusné funkéni hodnoté rozvijené funkee.

2.8 Vlastnosti Fourierovych fad. Operace nad radami.

V této podkapitole probereme nékteré dulezité vlastnosti zejména exponencidlni a trigonomet-
rické Fourierovy fady nikoliv z hlediska ruznych symetrii spektra (tabulka 2.2 ) ¢i rychlosti jeho
ubyvani, ale z hlediska provadéni nékterych standardnich matematickych operaci. Predpokladejme,
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ze zname nékolik jednoduchych paru ,signal — diskrétni spektrum®. S témito signaly budeme
provadét ruzné matematické operace, ¢imz vytvoiime nové signaly. Budeme zkoumat jakym
zpusobem se tyto operace projevi ve spektralni oblasti, tj. jaky je vztah spektra novych a
puvodnich signdlu. Pujde pak hlavné o to spocitat spektrum nového signélu (ktery muze byt
integralu v defini¢énich vztazich (2.24) popiipadé (2.17). Tim muzeme s minimalnimi ndklady
podstatné rozsitit ,,rejstitk“ znamych paru signal — spektrum.

Objasnéme nejprve, jaky vliv maji nékteré zakladni operace v casové oblasti na diskrétni
spektrum pro piipad exponencialni Fourierovy rady. Puvodni signély (pred provedenim operace)
v ¢asové oblasti budeme znacit 5(t), piipadné f(t) a §(t), a jim odpovidajici spektra S, F}, a G,.
Predpokladejme, 7e signély 5(¢), f(t) a §(t) maji stejnou periodu 7. Operaci vznikne novy signal
iz(t), kterému nechf odpovidd spektrum H,, tj. pfedpokldddme, Ze novy signdl lze téz rozvinout
v exponencialni Fourierovu fadu na intervalu stejné délky T'. Mezi uvazovanymi operacemi tedy
nebudou takové, které by délku intervalu (periodu) ménily, tedy napi. zména métitka. Takova
operace predstavuje substituci, o které vime jiz z podkapitoly 2.3, Ze Fourierovy koeficienty
zachovava, ale méni bazové funkce.

Linearni kombinace

h(t) = af(t) + Bg(t) <« H,=aF,+ G,

pro libovolné komplexni konstanty « a 3.

Dukaz je trividlni, plyne z linearity integralu v definiénim vztahu pro Fourieruv koeficient.
Poznamenejme, ze u této operace neni podstatné, ze bazovymi funkcemi v rozvoji jsou expo-
nencidly. Tato vlastnost (linearita) spektra je univerzilni, plati pro jakoukoliv Fourierovu fadu
v Ly(a,b).

Nasobeni

BE) = FO30) & Hi= S FGar.

k=—00

Poznamenejme, ze vyraz na pravé strané predstavuje diskrétni konvoluci: H, = F;, x G,,.

Diukaz: Oznac¢me wy = 27 /T. Pak

T/2 /2 00
H, = 7 [ F@®)3t)exp(—iwnt)dt = 7 [ (Z erxp(iwokt)> g(t) exp(—iwgnt)dt

~T/2 ~T/2 \k=—o00
= Y Fulz [ @) exp(—iwg(n —k)t)dt | = > FyGpg, cbd
k=—00 -T/2 k=—00

Prakticky vyznam prii vypoctu spektra funkce B(t) ma tato operace pouze pro konecné
Fourierovy tady funkei f(t) a g(¢), tj. pro piipad, ze spektrdlni hodnoty puvodnich signdla
jsou od urcitého n nulové (nebo alespon efektivné nulové).

Translace signdlu (¢asovy posun)

h(t)=3(t—7) <« H,=S,exp (@) .
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Diukaz: (pro zjednoduseni zapisu opét oznacime wy = 27 /7))

o

ht) = 5(t—71)= i Spexp(iwon(t — 7)) = Y. (S, exp(—iwgnt)) exp(iwgnt)

n=—0oo n=—oo

= Y. Hjexp(iwgnt).

n=—oo

Nésobeni exponencialnim faktorem exp(#) se nékdy nazyva téz modulace. Muzeme tedy

shrnout: translace signalu v casové oblasti (tj. napiiklad zména pocatku Gasové osy) je vzdy
doprovazena modulaci signalu ve spektralni oblasti. Pozdéji uvidime i komplementarni vliastnost,
tj. ze modulace signalu v ¢asové oblasti je spojena s frekvenénim posunem v oblasti spektralni.

Uvédomime-li si, ze pro modul modulaéniho faktoru plati | exp(%ﬂ =1, snadno nahléd-
neme, ze translace signalu v casové oblasti se nijak neprojevi na jeho amplitudovém spektru.
M4 vliv pouze na linedrni narust (pokles) jeho fizového spektra, viz. obrazek 2.9. Konkrétné:
dodatecna fdze zpusobend posunem v ¢asové oblasti je Ag, = —nwy|7|, ¢, € (=7, 7) pro 7 > 0

(posun doleva) a A¢,, = nwo|7|, ¢, € (—m,m) pro 7 < 0 (posun doprava).

APLITUDOVE FAZOVE
SPEKTRUM SPEKTRUM

A\ = .|I||(|]||I|.

T+
=l |
/\ ||I II .|I|,
L 0 n ||IIIU n

-+

/\rﬁ .|I||0“|I|.n. |I7;..I|

SIGNAL V CASOVE OBLASTI

n 0 n

Obrazek 2.9: Vliv posunu signdlu v ¢asové oblasti na diskrétni fazové spektrum (pro jednoduchost
predpokldddame, ze posun je mensi nez délka periody).

Modulace signalu

Komplementarni operaci k translaci je modulace. Modulace v ¢asové oblasti se projevi
frekvenénim posunem ve spektralni oblasti:

iz(t>=st<t>exp(127;mt) & Ho=Sum

kde m € Z
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Dikaz je velmi jednoduchy (wy = 27 /T):

~ oo 00 T/2
h(t) = > Huexp(iwont)= Y. |7 [ 35(t)exp(iwomt) exp(—iwont)dt] exp(iwgnt)
n=-—00 n=—00 -T/2

= X [% / §(t)exp(—iw0(n—m)t)dt] exp(iwont) = Y. Sy_mexp(iwgnt), c.b.d.

n=-—00 -T/2 n=-—o00

Nékdy se modulaci rozumi ndsobeni signalu pouze funkci sin, resp. cos, namisto exponencidly.
Vyjadiime-li sin a cos pomoci exponencidl (viz vzorce (D.8.2))

2nit exp(me) 4 eXp(—me) ' 2mnt eXp(iQ;nt) _ eXp(—iQ;"t)
CcoS = s Sin = f )
T 2 T 2i

snadno pak z linearity odvodime:

. 5 )

h(t) = 5(t) cos it & H, = Sn-m + Snim
T 2

- N 2mmit S, — Sn+m

- H, = .
i) = 3(t) sin ( i ) : s

Modulace signdlu se ¢asto pouziva ve sdélovaci technice. Obrazek 2.10 ukazuje ndzorné vliv
modulace funkci cos na diskrétni spektrum.

s(t)

Sh
<:> i
| R
0

(
Sh

|||”||I| |I|”||I|
0

Obrézek 2.10: Vliv kosinové modulace signalu v ¢asové oblasti na diskrétni spektrum.

Casova inverze (zrcadleni)

h(t)=3(—t) < H,=5_,.

Dukaz (wy = 27 /T):

W) = 5(-t)= 5 Seexpliwgn(—) = 3 Snexpliwp(—n)t) = 3 S_p exp(iwgmt)

n=—oo n=—0oo m=oco

= > S_pexp(iwgmt) = > Hpexp(iwemt), c.b.d

m=—oQ m=—o0
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Komplexni sdruzeni

Dukaz (viz. téz cviceni v podkapitole 2.4):

) = 3= 3 Seexpliwont) = > Spexp(—iwont) = 3. Syexpliwn(—n)t)

n——0oo n——00 n——oo

= Y S pexpliwomt) = > S nexp(iweomt) = > Hpyexp(iwgmt), c.b.d
V dukazu jsme opét pro zjednoduseni zapisu oznacili wy = 27 /7.
Pro specialni piipad redlného signalu 5(t), navic dostaneme H,, = S,.

Integrovani

Ptredpokladejme T-periodickou funkei 5(¢), rozvinutou v exponencialni Fourierovu fadu 5(¢) =
S Spexp(iwgnt), kde wy = 27 /T. Zintegrujme tuto fadu ¢len po ¢lenu od nuly do

n=—0oo

t

Sn = S,
/ 5(r)dr = Spt + :z: oot [exp(iwgnt) — 1] + nzjl oo [exp(iwgnt) — 1]. (2.32)

0

Takto vznikld rada jisté neni radou Fourierovou, uz kvuli pritomnosti linedrniho ¢lenu, v dusledku
¢ehoz jeji soucet neni ani periodicky. Tento ,nedostatek“ je vsak pouze formalni a muzeme jej
snadno odstranit prevedenim linearniho ¢lenu na druhou stranu rovnice. Nebudeme tedy hledat
rozvoj integralu samotné funkce §(¢), ale funkce

t

B(t) = / (5(r) — So)dr-

0

Piedpoklddejme, ze funkce 5(t) je spojitd nebo po ¢dstech spojitd, tudiz h(t) je spojitd. Funkce
h(t) je navic i T-periodicka, nebot plati:

t+T T/2 T/2
R(t) = h(t+T) = /(E(t) _ Sy)dt = / (3(t) — So)dt = / S(1)dt — TSy = 0.
t T2 T2

Druhd rovnost v tomto vztahu je dusledkem T-periodicity samotné funkce §(¢), posledni rovnost
pak plyne pifmo z definiéniho vztahu pro Sy. Funkee h(t) je tedy spojitd, T-periodickd a navic
zjevné diferencovatelnd (je totiz integralem 35(t)). Lze ji tedy rozvinout ve Fourierovu fadu
h(t) =32 H, exp(iwont), ktera konverguje v kazdém bodé. Srovnanim s (2.32) pak okamzité

dostévémezj
t (o0}
h(t) = /(5(7’) —So)dr < H,= S ro n#0; Hy= Z —5n
N 0 " inwg P ’ 0~ inwg
0 — 00
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Shrime tedy: je-li Sy funkce 5(¢) rovno nule, muzeme jeji Fourierovu fadu formélné zinte-
grovat ¢len po ¢lenu a dostaneme rovnou Fourierovu fadu integrélu funkce 5(¢). Pokud Sy # 0
musime pied integrovanim odecist Sy od 5(¢) a po integraci dostaneme Fourierovu fadu in-
tegralu funkce 5(t) — Sy. Podminka nulovosti Sy, znamend nulovost integrélu f_TﬁQ s(t)dt. Tuto
podminku spliuji vSechny liché signdly, ale i nékteré ,oscilujici” signaly, u kterych se kladné a
zaporné ptispevky v integralu vyrusi.

7 kvalitativniho pohledu, operace integrace v casové oblasti urychluje ubyvéani spektra s
rostoucim n z duvodu déleni spektralnich koeficientu frekvenci w = nwy. Ve spektru se tedy
relativné posiluji nizkofrekvenéni slozky, zatimco vysokofrekvenéni se utlumuji. Z matematického
hlediska muzeme ftici, ze operace integrace urychluje konvergenci Fourierovy fady. Pokud tedy
Fourierova fada puvodni funkce konvergovala, Fourierova tada jejiho integrdlu konverguje tim
spise, dokonce stejnomérné k tomuto integralu. Fourierovu fadu integralu ovSem muzeme vytvofit
integraci ¢len po ¢lenu i v piipadé, ze fada puvodni funkce pouze existuje (tj. funkce je absolutné
integrovatelna na (—7/2,T/2), aby bylo mozno spocitat koeficienty) a konverguje jen v pruméru.

Derivovani

V piipadé derivace funkce 3(t), musime byt pii derivovani fady ¢len po ¢lenu mnohem
obezietnéjsi, nez pii integrovani. Jak ukdzeme nize (a jak ¢tendr jiz jisté tusi), operace derivovani
v Casové oblasti je doprovazena nasobenim koeficientu frekvenci w = nwg. Tudiz narozdil od inte-
grovani, kde byly koeficienty frekvenci délené, zde dochézi ke zpomalovéni konvergence puvodni
fady a miuze se snadno stat, ze derivovanim ¢len po ¢lenu vytvorime fadu divergentni. Abychom
tuto moznost vyloucili, je tfeba kldst jisté podminky dodateéné omezujici t¥idu funkei §(¢), pro
které chceme derivovani provadét. Nestaci tedy jen aby puvodni neperiodickd funkce s(t) byla z
Ly(=T/2,T/2) (a tim pddem na daném intervalu i absolutné integrovatelnd), tak jako v pripadé
integrovani, ale pozadujeme navic aby

e s(t) byla spojitd na (—T/2,T/2),
e platilo s(—7/2) = 5(T/2),
e jeji derivace §'(t) byla alesponi po ¢dstech spojitd a diferencovatelnd na (=7/2,7T/2).

Pak je zarucena konvergence Fourierovy rady derivace, kterou ziskame formélnim zderivovanim
puvodni rady:

h(t) = Z H, exp(inwyt) = §'(t) = Z inwy Sy, exp(inwot).

Porovnanim koeficientu v obou fadach okamzité vidime, ze za vySe zminenych piedpokladu o
funkei 5(¢)
h(t)=38(t) <« H,=inwpS,.

Konvoluce
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Nejprve definujme konvoluci dvou periodickych signalu s periodou 7.
T/2

h(t) = F(1) = /f §(t—7)d (2.33)

—T/2

Poznamenejme, 7e tradiéné pouzivany zapis f(t) = §(t) je velmi zjednoduseny a mohl by byt
zavadeéjici. Konvoluci je tieba chépat jako funkci proménné ¢, (f * §)(1).

Snadno dokazeme, ze konvoluci dvou funkei v casové oblasti odpovida nasobenti jejich Fourierovych
koeficientii ve spektralni oblasti:

h(t) = f(t)*g(t) < H,=F,G,p.

Dukaz:
1 T/2 _ 1 T/2 T/2 ~
Hy = o [ h(t)exp(—iwont)dt = = [ | [ f(r)g(t—7)dr | exp(—iwont)dt
,T/Q ~T/2 \-T/2

1 T/2 1 T/2
= = f f(r [ g(t — 1) exp(—iwent)dt | dr.
~T/2 T—T/2

V poslednim integralu pies t provedeme substituci u =t — 7, ¢imz dostavame

1 T/2 _ 1 T/2—7
H, = T f/ f(7) T /f g(u) exp(—iwen(u + 7))du | dr
=T/2 —-T/2—1

1 T/2 1 T/2

=7 %[/2 %[/2 g(u) exp(—iwgnu)du | exp(—iwgnt)dr
1 T/2 /2

= — [ f(NGuexp(—iwpnr)dr =G,= [ f ) exp(—iwonT)dr
T*T/Q T*T/Z

= G,F,, cb.d.

Korelace

Definujme korelaci dvou periodickych signali s periodou T

/2

i) = f(0 30 = 1 [ Fo)ate+ryar

T2

Opét zde pouzivame zjednodusené znaceni f(t) * g(t) namisto spravnéjsiho (f*g)(t). Pro realné
signdly muzeme komplexni sdruzeni v integrandu vynechat. Poznamenejme, ze nékteii autofi
definuji korelaci bez komplexniho sdruzeni i pro komplexni signaly.

Narozdil od konvoluce neni korelace obecné komutativni

T/2

a0« F) =3 [ T+ a2 Fo) 00

-T2
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Z defini¢niho integralu je ziejmé, ze korelaci muzeme vyjadiit pomoci konvoluce

F@) % g(t) = F(=t)xg(t),  §(t) % (1) = a(=t) * [ (1).

Odtud jiz snadno dostaneme (pomoci ¢asové inverze a komplexniho sdruzeni) vyjadieni pro
spektralni koeficienty: . . o
fNL(t) = f(t) *g(t) < H,= Fn%
h(t)=g(t)* f(t) <« H,=F,G,.
Specialné pro realné signaly mizeme vyuzit, ze S, = S_,, a vyse uvedené vztahy piepsat do
tvaru

h(t) = f(t)*§(t) <« Hy=TF,G,=F_,Gy

ht)=gt)« f(t) < H,=F,G,=F,G_,.

Diskrétni spektrum korelace je obecné komplexni. Jeho redlnd cast se nékdy nazyva diskrétni
kospektrum, zatimco imagindrni ¢ast diskrétni kvadraturni spektrum.

Autokorelace

Autokorelace periodické funkce s periodou T se zavadi jako korelace této funkce se sebou

samou, tedy /
T/2

) = f(o) < f0) =7 [ Fofe+na

7T/2

Pro redlny signal muzeme opét komplexni sdruzeni v integrandu vynechat.
Z vySe uvedeného je ziejmé, ze pro spektrum autokorelace obecného komplexniho signalu
plati
ht)=fO)x f(t) < H,=FF,=|F|

Specialné pro realny signal pak mame

h(t) = f(t)« f(t) <« H,=F,F,=|F,*=F_,F,.

Tento vztah piedstavuje tzv. autokorelacni nebo také Wiener-Chinéinuv® teorém.

Spektrum autokorelace se nazyva vykonové spektrum. Jelikoz je to pouze kvadrat ampli-
tudového spektra, je ziejmé, ze informace o fizi (tedy napf. poloze ¢asového pocatku) je po
provedeni autokorelace v ¢asové oblasti ztracena. Naproti tomu vykonové spektrum zvyraznuje
maximalni amplitudy, a proto lze z ného 1épe odecitat prevladajici frekvence.

V praxi se ¢asto amplitudové spektrum pocitd odmocnénim vykonového spektra, tedy pomoci
spektra autokorelace. Vyhoda oproti vypoctu amplitudového spektra jakozto modulu spektra
funkce 5(¢) spociva ve vyznamnych symetriich autokorelace. Z definice autokorelace vidime, ze v
piipadé komplexni funkce je autokorelace funkci hermitovskou a v ptipadé realné funkce funkci
sudou. Proto je vypocet spektra autokorelace méné numericky naro¢ny oproti vypoctu spektra
samotné funkce.

Tabulka 2.3 shrnuje prehledné vlastnosti Fourierovych rad z hlediska matematickych operaci
probranych v této podkapitole. V tabulce si muzeme téz vSimnout jisté symetrie mezi ¢asovou a

5V anglické transkripci se miizeme setkat s vyrazem Khinchin nebo Khintchine namisto Chinéin.
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spektralni oblasti u nékterych vlastnosti (napf. translace <> modulace, ndsobeni <> konvoluce) v
nasledujicim smyslu: ma-li operace v ¢asové oblasti svuj protéjsek v néjaké operaci ve spektralni
oblasti, pak aplikujeme-li operaci ze spektralni oblasti na oblast ¢asovou, projevi se to ve spektru
puvodni operaci z ¢asové oblasti.

vlastnost signdl v ¢asové oblasti diskrétni spektrum
séftant h(t) = af(t) + Bg(t) H, = oF, + G,
ndsobeni h(t) = f(t)g(t) H, = Z FrGp_y
k=—0o0
translace h(t) = 5(t —7) H, = S, exp(=221)
modulace h(t) = 3(t) exp(iZzmt) H, =S, m
¢asovd inverze h(t) = 5(—t) H,=5_,
komplexn{ sdruzen{ | h(t) = 5(t) H,=5_,
N ¢
integral h(t) = [(5(1) — Sp)dr H,=—- pro n#0
0 inwy
0 _Sn
Ho —
0 nzz,oo inwy
~ n#0
derivace h(t) = §'(t) H, = inwyS,
. . T/2
konvoluce h(t) = f(t) * g(t) = + f(n)g(t—r7)dr | H, = F,G,
—1/2
. . T/2 — —
korelace h(t) = ft)xg(t) =7 [ f(n)g(t+7)dr | H, = F,G,
~T/2
8 . . T2 —— —
autokorelace h(t)=fO)xft)=7 [ f(NfE+7)dr | H, = F,F, = |F,|?

Tabulka 2.3: Vlastnosti Fourierovych fad — operace nad radami.

Vzhledem k tradi¢nimu vyznamu trigonometrickych Fourierovych fad, uvedme zde nékteré
z vyse uvedenych vlastnosti formulované i pro koeficienty trigonometrické rady. Predpokladejme

funkei s(t) rozvinutou na intervalu (—7/2,7/2) ve Fourierovu fadu ag/2+ Y .-,

by, sin(nwgt)), kde wo = 27r/T

Pak funkce h

—ap/2)dr lze rozvinout ve Fourierovu fadu Ag/2+)

(@, cos(nwot) +

(A, cos(nwot)+
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B, sin(nwyt)), kde koeficienty jsou dany vzorci

Ay = —=by/nwy,  Ag/2= =00 Ay =07 by/nwy,

B, = a, /nuwy.

Je-li funkce derivaci puvodni funkce, h(t) = s'(t), a splnuje-li s(¢) podminky zarucujici kon-
vergenci Fourierovy fady jeji derivace, tj. je spojitd, s'(t) po ¢astech spojitd a diferencovatelna
a s(=T/2) = s(T/2), jsou Fourierovy koeficienty derivace dany vztahy

An = nwobm AO = 07

B, = —nwoay,.

Kufner & Kadlec 1969 uvadéji obecnéjsi variantu se slabsimi podminkami na s(t), kde se
nepozaduje s(—T/2) = s(T/2). Pak

A, = nwob, + (—1)" Ay, Ao = 2(s(T'/2) — s(=T/2)),
B, = —nwpyay,,.

V kazdém piipadé nelze, narozdil od integrace, fadu pouze formdlné zderivovat ¢len po ¢lenu,
ale nejprve je tieba ovérit platnost uvedenych podminek.

Prestoze prepocet koeficientii exponencialni fady na koeficienty rady trigonometrické je dan
jednoduchymi vztahy, v nékterych ptipadech je formalni zapsani ptislusné vlastnosti pro trigono-
F(t) = ag/24+>"07 (ay, cos(nwot)+by, sin(nwet)) a g(t) = co/24+> o, (¢n cos(nwot)+d,, sin(nwet)).
Trigonometrickd Fourierova fada jejich soucinu h(t) = f(t)§(t) mé koeficienty

18

An - Gocn/2 + % am(cm+n + Cm—n) + bm(dm—l—n + dm—n); n—= 07 17 27 T

Il
—

m

NgES

Bn = aOdn/2+% am(dm+n+dm—n) +bm(cm+n+cm—n)7 n = 071727--~7

1

m

kde pro k£ > 0 klademe c_, = ¢, a d_p = —dj.

Cviceni 2.8.1:

Najdéte trigonometrickou Fourierovu radu funkce s(t) = t na intervalu {(—m, 7). Vijpocet provedte
a) z definicnich vzorci pro koeficienty, b) pomoci operace posunuti signdlu s vyuzZitim vysledku
cvicent 2.5.2.

Cviceni 2.8.2:

Najdeéte trigonometrickou Fourierovu tadu funkce
1 t>0
5(0) = { 0 1<0
na intervalu (—m, 7). Vijpocet provedte a) z definiénich vzorci pro koeficienty, b) pomoci operace

posunuti signdlu s vyuZitim vysledku s pravothelnikovou funkci, ¢) uvdZenim, ze s(t) = 5 (sgn(t)+
1) s vyuzitim vysledku cvicend 2.5.1.
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2.9 Rozvoje pomoci vlastnich funkci.

Exponencidlni (popiipadé trigonometrickd) Fourierova fada hraje ve spektralni analyze zasadni
roli a je tizce spojena s ostatnimi typy Fourierovskych transformaci, které se postupné probiraji
v tomto kurzu. Nicméné vzhledem k Sirokym aplikacim vénujme zde pozornost i ostatnim typum
Fourierovych tad, které téz odpovidaji obecné teorii vysvétlené v podkapitole 2.2, ale jsou tvoteny
zcela jinymi bazovymi funkcemi nez jsou tplné systémy exponencidlnich (trigonometrickych)
funkei.

Bohatym zdrojem tplnych ortogondlnich soustav jsou soustavy feSeni obycejnych difer-
encidlnich rovnic s okrajovymi podminkami. I systémy uvedené v podkapitole 2.3, které jsme
dosud pouzivali, predstavuji feSeni urcitych rovnic tohoto typu. Abychom mohli plné vyuzit
sirokou §kalu moznosti volby téchto novych dplnych ortogondlnich soustav reseni, musime ne-
jprve nasi obecnou teorii Fourierovych fad na Hilbertovych prostorech zobecnit na ptipad tzv.
prostoru s vahou, nebo téz vahovych prostori. Toto zobecnéni je velmi jednoduché.

Uvazme redlnou funkei w(t), kterd je integrovatelnd na intervalu (a, b), je na tomto intervalu
nezaporna a rovna nule nanejvys v koneéném poctu bodu. Takovou funkci budeme nazyvat
vahovou funkci. Oznac¢me L¥(a,b) Hilbertiv prostor s vahou w funkel integrovatelnych s
kvadrdtem na (a, b}, tj. prostor funkei, pro které

b

/mmmwm<m

a

Skaldrni soucin dvou funkei v tomto prostoru je dan jako integral

(f,9) Z/w(t)f(t)g(t)dt.

Soustava funkei {f;}, ortogondlni s vahou w(t) na LY (a,b), spliuje
b
/w@ﬁ@ﬁ@&zo,i#j
Pro ortonormalni soustavu {e;} plati
b

/w@q@q@&z@ﬁtjI/Mm%@ﬁﬂ:1Vn

a

Rozvojem funkce s(t) ve Fourierovu fadu na vahovém prostoru LY (a, b) rozumime rovnost

s(t) = Zcﬂ/%(t)a (2.34)

kde koeficienty jsou dédny vzorcem

J
C;, = Z — (235)
!
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a {1;} je uplnd ortogonalni soustava na LY (a,b).

Parsevalova rovnost na vahovém prostoru ma tvar

b o0
51 o = [ WO =3 e (230

n=0

Rovnice (2.34) a (2.35) definuji Fourierovu fadu, kterd je pfimocarym zobecnénim fady defi-
nované v podkapitole 2.2 a m4 analogické vlastnosti (nejlepsi ptiblizeni, konvergence v prumeéru,
atd.). Je-li specidlné w(t) = 1, prechdzi zobecnénd Fourierova fada v LY (a,b) na ,klasickou*
Fourierovu fadu v Ly(a,b) z podkapitoly 2.2.

Definujme nyni tzv. okrajovou tlohu nékdy téz nazyvanou Sturm-Liouvilluv problém.

Definice: (Regularni okrajova dloha)

Okrajové dloha spoc¢ivéd v hledani netrividlniho feseni obycejné linedrni diferencidlni rovnice
druhého fadu

d du(t)
Llan®™) L - _
3 (A0 + BOuO = -xwouo),
na intervalu (a, b) splnujiciho na hranicich intervalu okrajové podminky
au(a) + fu'(a) =0  ~yu(b) + 6u'(b) = 0,

kde a, 8,7,8 € Raa?+ 3% # 0 a zaroven v2 + 6% # 0. Funkce A(t), B(t) a w(t) jsou realné
a spojité na (a,b) a navic plati:

e A(t) je kladnd a ma spojité derivace na (a,b)

e w(t) je kladnd a integrovatelnd v Ly(a, b).

Nékdy se Sturm-Liouvillova okrajova tloha definuje v ponékud obecnéjsim smyslu, zejména
pokud jde o specifikaci okrajovych podminek. Napiiklad mluvime o tzv. singularni okrajové
uloze, pokud namisto konkrétni funkéni hodnoty v nékterém hraniénim bodé je pozadovana
pouze omezenost funkce. Dalsim piikladem je tzv. periodicka okrajova iuloha, kdy okrajové
podminky pozaduji rovnost hodnot funkce (piipadné jeji derivace ) v obou krajnich bodech.

Ctenar si jisté vsiml, ze funkce w(t) ve vyse uvedené definici odpovidd podminkdm kladenym
na vahovou funkei.

Takové A, pro které existuje netrivialni feSeni se nazyva vlastni ¢islo a odpovidajici feSeni
je vlastni funkce dané okrajové tlohy. Upfesnéme, ze vlastni funkci budeme rozumét feseni
,normalizované“ v LY (a,b), tj. takové u(t), pro které f;w(t)|u(t)|2dt = 1. Je jasné, ze je-li u(t)
fesenim okrajové tlohy, je takovym fesenim i C'u(t), pro libovolnou konstantu C.
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Véta: (O vlastnich ¢islech a vlastnich funkcich okrajové regularni tlohy)

Plati nésledujici tvrzeni

e Existuje nekonec¢né mnoho vlastnich c¢isel. Tato ¢isla jsou redlna a tvoii posloupnost
{Ai}, kde A\p11 > A pro vsechna k.

e Kazdému vlastnimu ¢islu odpovida pravé jedna vlastni funkce.

e Vlastni funkce vytvareji iplny ortonormélni systém na LY (a,b).

VVVVVV

moznost provadét rozvoje do rad konvergujicich k rozvijené funkci alespoii ve smyslu konvergence
v pruméru. Plati i pro singuldrni a periodické okrajové ulohy.

Dokazme alesponi néktera z tvrzeni vyse uvedené véty, konkrétné ortogonalitu vlastnich funkei
a to, ze vlastni ¢isla jsou realna.

Dikaz:

Predpokladejme 2 vlastni funkce, u,(t) a u,,(t), odpovidajici dvéma vlastnim ¢éislum A, a A,.
Prvni spliiuje rovnici

%(A(t) d“gf”) + Bt)un(t) = —Aww()un(?) (2.37)
s okrajovymi podminkami

auy(a) + Bu,(a) =0 qu,(b) + dul,(b) =0, (2.38)
satimeo druhd splitje rovnici

%(A(t) d“ﬁ”) + Bt)um(t) = —Atw(E)u(?) (2.39)
s podminkami

Qg (a) + Bul (@) =0  yuy,(b) + dul,(b) = 0. (2.40)

Vynésobenim rovnice (2.37) funkei @, a jejim zintegrovanim od a do b dostaneme

b

a a a

Prvni integrdl na levé strané upravime metodou per partes, ¢cimz ziskame rovnici

(A€, O [T OAOU0d + [ B @m0d = -, [ ol @m0
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kde u} zkrdcené oznacuje derivaci: uj(t) = %ui(t). Vyuzitim okrajovych podminek prejde tato
rovnice na
b
T (D) A(D) 5n(b) + Trla) Ala) () — f T (1) At} (1)t + [ Bty (0 (1) =
a a b
o f (),
' (2.41)

Analogicky, vynasobime-1i rovnici (2.39) funkei @,, dospéjeme stejnym postupem k rovnici

—u_n(b)A(b)%um(b)Jru_n(a)A( Gem(a) = [ () £)dt + fB U ()T (1)t =
A [ w8 (T

a

(2.42)
S rovnici (2.42) provedme operaci komplexniho sdruzeni. Dulezitou roli zde hraje to, ze funkce
A(t), B(t) a w(t), jakoz i konstanty «, f3,v,d jsou podle definice realné, a proto komplexnim
sdruzenim dostaneme

b

~un(B)AD) 5 (b) + in(0) A(a) () — [ ' () ALY (1)1 +

5 B(t)tt () un (t)dt =

@&:e‘

W () U () uy, (t)dt.
(2.43)

3
8 —

Rovnice (2.41) a (2.43) maji stejnou levou stranu, jejich ode¢tenim tedy dostaneme

0= —(A— ) / w(t (T ()l (2.44)

U této rovnice je podstatné, ze integrdl na jeji pravé strané je vzdy kladny. Je to dusledek
zékladniho predpokladu o vahové funkci, a sice ze je kladna skoro vSude. Vzhledem k tomu, ze
vlastni funkce uvazujeme normované na jednicku je tento integral dokonce roven jedné. Za téchto
okolnosti je ale jedinou moznosti, jak splnit vyse uvedenou rovnici, ze A\, = M\, tj. ze vlastni
¢isla jsou realna. Tato uvaha plati pro libovolné n, tj. pro vsechny vlastni ¢isla.

Ortogonalitu dostaneme naopak volbou n # m. Pak

b

0=—(\n — Am) / w(t) (£ (1)t

a

(zde jsme jiz vyuzili redlnost vlastnich ¢isel). Jelikoz vyraz v zdvorce je pii n # m nenulovy,
musi byt nulovy integral na pravé strané, tj. vlastni funkce jsou ortogondlni s vahou w.
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Ruznymi volbami funkei A(t), B(t) a w(t), konstant «, 5,v,d a intervalu (a,b) dostaneme
ruzné konkrétni okrajové tlohy, kterym odpovidaji konkrétni systémy vlastnich funkci. Vzhledem
k tomu, Ze podle vyse uvedené véty jsou tyto systémy tplné a ortogondlni (dokonce ortonormalni)
v L¥(a,b), muzeme je pouzit k vytvdreni Fourierovych fad, které konverguji v pruméru® k
rozvijené funkci. Uved'me nékolik pifkladi.

Priiklad:
UvaZujyme rovnici
u”(t) + du(t) =0

na intervalu (0,1) s okrajovymi podminkami

Dana rovnice s okrajovymi podminkami predstavuje specidlni piipad regularni okrajové tlohy
na L(0,1) zvolime-li: A(t) = 1, B(t) = 0,w(t) = l,a = v =1, = § = 0. Obecné feseni této

.....

u(t) = Cy cos(VA) 4+ Cysin(VAL).

Pro ¢t = 0 plyne z okrajové podminky u(0) = 0, ze C; = 0. Z okrajové podminky v druhém
bodé dostaneme Cy sin(v/Al) = 0, pii Cy # 0 (nebot trividlni feseni nehleddme). Vyse uvedenou
podminku spliuji pouze takova A,, pro kterd je v/A,l = nm, tedy

nin?

l?

Tato A, predstavuji vlastni ¢isla dané okrajové dlohy. Odpovidajici reseni jsou

U, = sin ("Tm> , (2.45)

kde jsme vynechali konstantu Cs. Tento multiplikativni faktor je bezpfedmétny, nebof stejné by-
chom méli feSeni normalizovat na velikost jedna, abychom dostali ortonormalni systém vlastnich
funkci. Jak vsak vime z podkapitoly 2.3, muzeme k rozvojum pouzivat i soustavy ortogondlni
na daném intervalu, tedy napf. pifmo funkce {sin (¥%)} na (0,1). Tento systém je ndm ostatné
jiz zndm — je to soustava (2.15). Cilem tohoto prvniho piikladu bylo ukdzat, ze i ndmi dosud
pouzivané trigonometrické (exponencialni) rady spadaji pod Sturm-Liouvillovu teorii.

An =

Cviceni 2.9.1:

Najdéte vlastni cisla a jim odpovidajici netrividini reseni rovnice
u”(t) + Au(t) =0

na intervalu (—1,1) s okrajovymi podminkami

u(=1) =u(l), u'(=1)=7u ().

6Ve zobecnéném smyslu vahového prostoru.
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Sturm-Liouvillova teorie ndm muze poslouzit i k ziskani systému zcela novych, jak ukazuji
dalsi piiklady.

Piiklad:
UvazZujme rovnici
u"(t) + Au(t) =0

na intervalu (0,1) s okrajovymi podminkamsi

w(0) =0, /(1) +u(l) =0.

Jednd se o dalsi specidlni piipad regularni okrajové tdlohy na Lo(0,1) pro parametry: A(t) =
1,B(t) = 0,w(t) = l,a = § = v = 1,8 = 0. Rovnice i jeji obecné feseni jsou stejné jako
v predchazejicim piikladu. Okrajova podminka v nule ndm opét dd C; = 0. Druhda okrajova
podminka vede na podminku

VA cos(VAL) + sin(vVA) = 0

pro netrividlni feSeni. Pro vlastni ¢isla musi tedy platit /A, = —tan(y/A,l). Tuto rovnici
pro vlastni ¢isla nelze fesit pfimo analyticky, muzeme ji vSak fesit numericky, resp. graficky.
Oznacime-li € = v/Al rovnice piejde na tvar

tan(&) = —%

Jeji fesSeni jsou zndzornéna na obrazku 2.11. Oznacime-li takova teSeni &,, pak vlastni ¢isla jsou

52

=%

An

a odpovidajici feseni tvoii uplny ortogondlni systém {u,,}, kde

€n

Up = sin(Tt).

Pfestoze se v tomto konkrétnim ptipadeé opét jednd o systém tvoreny trigonometrickymi funkcemi,
jde o systém zcela jiného typu nez soustavy v podkapitole 2.3.

Priiklad:
Na intervalu (0,1) uvazujme rovnici

%(qujl—$)> = —Atu(t),

tj. w”"(t) + Tu'(t) + Au(t) = 0. Tato rovnice se nazyvd Besselova rovnice nultého Fddu. Okrajovd
podminka je dana explicitné pouze v bodé I, u(l) = 0. V okoli nuly poZadujeme, aby funkce byla
ohranicend.
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y=tan§

Obrazek 2.11: Grafy funkei y = tan(&) a y = —£/I. Pruseciky kiivek odpovidaji feSenim rovnice

tan(£) = —5.

Jednd se tedy o singularni okrajovou lohu, kde A(t) = w(t) =+¢, B(f) =0ay=1,6 = 0.
Obecné teSeni této diferencidlni rovnice je

u(t) = CLIo(tV ) + CoYo(tVN), (2.46)

kde Jy(t) a Yo(¢) jsou tzv. Besselovy funkce prvniho a druhého druhu nultého fddu, viz dodatek
D.15. Jsou znézornény tuc¢nou ¢arou na obréazku D.4. Jelikoz Yy () neni v okoli ¢ = 0 omezena,
plyne z okrajové podminky, ze Cs = 0. Druha z okrajovych podminek pozaduje

J()(l\/X) = 07

nebot C; musi byt rizné od nuly. Oznacme &, kofeny Besselovy funkce Jy. Pro vlastni ¢isla pak
dostaneme

&
Odpovidajici feseni pak jsou
un(t) = JO(%”t).

Tyto funkce tvoii na intervalu (0,1) tplny ortogondlni systém. Muzeme je tedy pouzit pro
vytvoreni Fourierovy fady funkce s(f) na daném intervalu (fada se nazyva Fourier-Besselova):

- &n
t) = 0 Jo(221), 2.4
s(t) ;CJO(Z) (2.47)
kde koeficienty jsou ddny vzorcem
!
[ts(t)Jo(52t)dt
Cn = : (2.48)

[tJ3(5et)dt

0



56 KAPITOLA 2. FOURIEROVA RADA SPOJITEHO SIGNALU

Pfipomenme, ze jmenovatel v tomto vzorci predstavuje normu funkce Jo(%”t) ve vahovém pros-
toru LY (0,1), kde w(t) = t.

2.10 Rozvoje pomoci ortogonalnich polynomi.

Dalsi rozsahlou skupinou tdplnych ortogondlnich soustav jsou tzv. klasické ortogondlni poly-

nomy. Prestoze se opét jedna o vlastni funkce jistych diferencidlnich rovnic ve vahovem prostoru

L¥(a,b), pojedndme zde tuto skupinu samostatné podrobnéji, nebot teorie ortogondlnich poly-

nomu je zna¢né rozpracovanou matematickou disciplinou s mnoha uzite¢nymi aplikacemi.
Uvazme na kone¢ném intervalu (a,b) posloupnost mocnin

Lt 288, . (2.49)

Tyto funkce obecné nejsou na (a, b) ortogonélni, plati pro né vsak velmi dulezitd véta, jejiz dukaz
muze ¢tendf najit napf. v knize Kufner & Kadlec (1969).

Véta: (O ,kvaziiplnosti“ mocnin)

Je-li f(t) € LY (a,b) ortogonalni ke vSem mocnindm soustavy (2.49) ve skalarnim soucinu
vahového prostoru, pak f(¢) je nulova funkce.

Podle této véty tedy nelze najit nenulovou funkci, kterd by byla ortogondlni zaroven ke vsem
funkcim soustavy (2.49). To je podobné definiéni podmince pro dplnost soustavy, az na to, ze
funkce soustavy mocnin nejsou navzajem ortogondlni v LY (a, b), coz je druhé definié¢ni podminka
uplnosti soustavy. Proto jsme zde pouzili termin ,kvaziiplnost“.

To, ze funkce soustavy (2.49) nejsou navzdjem ortogondlni nepiedstavuje principidlni problém.
Kazdou posloupnost v LY (a,b) 1ze totiz snadno ortogonalizovat pomoci Gram-Schmidtovy or-
togonalizace, coz je formalni postup vysvétleny v dodatku D.11.

Gram-Schmidtova ortogonalizace vytvaii ortogonalni funkce pomoci linedrnich kombinaci
funkci puvodni, neortogondlni, soustavy. Linearni kombinace mocnin nazyvame polynomy. Sous-
tava vznikla ortogonalizaci je tedy soustava ortogonalnich polynomu, které budeme znagcit

Po(t), Pi(t), Py(t), P3(t), ..., Pu(t),.... (2.50)
Polynom n-tého stupné obecné zapiSeme
Pn(t) = an,ntn + anmﬁltnil + an,n72tn72 +- 4+ an,lt + U0, (251)

kde any, # 0 (Pozor: ¢drka v dolnim indexu zde neznamend derivaci). Polynom je uren az na
piipadny multiplikativni faktor. Nékdy se voli tak, aby a,, = 1. Jind, casto uzivand volba je
takova, kterd zaruéi jednotkovou normu v daném vahovém prostoru LY (a,b). Pro iplnost jesté
poznamenejme, ze polynomy jsou realné.

Cviceni 2.10.1:

Ortogonalizujte posloupnost (2.49) na Lo(—1,1). Napiste nékolik pronich clentd nové vzniklé or-
togondlni posloupnosti.
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Se zfetelem na moznost vytvareni Fourierovskych rozvoju je podstatné, ze polynomy P, vzniklé
vySe uvedenym postupem tvoii iplny ortogondlni systém. Ortogonalita je dana zpusobem je-
jich vzniku (ortogonalizaci) a tplnost je dusledkem véty o ,kvazitiplnosti®. Z duavodu linearity
integralu predstavujiciho skalarni soucin plati, ze je-li né¢jaka funkce ortogonalni ke vsem poly-
nomum soustavy {P;}, je také ortogonalni ke vSem mocnindm, nebot polynomy jsou linedrnimi
kombinacemi mocnin. Takova funkce pak ale musi byt podle véty o ,kvaziiplnosti“ rovna
nule, coz znamend, ze soustava ortogonalnich polynomu je tplna. Pro ruzné vahové funkce
(ptipadné ruzné intervaly) dostaneme ruzné typy ortogonalnich polynomu. Tyto soustavy poly-
nomu muzeme pouzit pro rozvijeni funkce v fadu, kde koeficienty jsou dany skaldrnim souc¢inem
rozvijené funkce s danym polynomem v daném vahovém prostoru

b
%0 [ w(t)s(t) P, (t)dt
()= eaPult), o= Pl (s, P) = %
n=0 [ w(t)P2(t)dt
Parsevalova rovnost je
b o0
[ wiblsfa =3 el
n=0

a

Jak jiz bylo Feceno, teorie ortogondlnich polynomi je znaéné rozvinutd. Ctenaii jsou jisté
zndmé nékteré souvisejici pojmy jako vytvoiujici funkce nebo rekurentni vzorce. My zde uved me
jen to, ze klasické ortogonalni polynomy na konec¢nych intervalech (a, b) jsou dany tzv. Rodrigue-
zovou formuli

1 .
o Y OH" ) (2.52)

kde p, je jistd multiplikativni konstanta (pro ruzné typy polynomu ruznd), w(t) je vahova funkce
zavedend v piedchozi podkapitole a H(t) = (b —t)(t — a).
Teorie polynomu rovnéz tika, ze polynomy jsou fesenim diferencidlni rovnice

B(t) =

d du(t)
— t)H(t = —dw(t)u(t 2.53
i (v0r0™) = xuu), (253
coz je vlastné rovnice Sturm-Liouvillova typu. Tato rovnice mé nesinguldrni reseni pro
n—1d*H(t)
)\ = /\n = "N <p1a1’1 + —2 dtQ ) s (254)

kde ay; je koeficient u mocniny ¢' v daném polynomu. Pro kazdé A, je feSenim odpovidajici
polynom P,. Polynomy lze tedy chépat jako vlastni funkce odpovidajici vlastnim ¢islum A,,.

Mezi klasické ortogonalni polynomy patii i takové, které jsou definovany na neomezenych
intervalech, konkrétné na intervalech typu (a, o) a (—o0, 00). Vyse uvedenou teorii 1ze aplikovat
i na takové polynomy, avsak s jistymi modifikacemi. Nejzasadnéjsi problém spoc¢iva v tom, Ze na
neomezenych intervalech, pii nevhodneé zvolené vahové funkei, by mocniny (2.49) viibec nemusely
patfit do LY¥(a,b) a tudiz i véta o ,kvazitplnosti“ by byla bezpfedmétnd. Aby takova situace
nemohla nastat, je tfeba klast jesSte dalsi podminky na vahovou funkci, kromé téch, které jsou
dédny v jeji definici. Piiklad takovych podminek ukazuje nasledujici véta (Kadlec & Kufner,
1969).
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Véta: (O vahové funkci na nekoneénych intervalech)

Jestlize mame interval {a,c0) nebo (—oo,00) a existuji kladné konstanty R,C, 3 takové,

7e

potom soustava mocnin (2.49) patii do LY (a,b) a plati véta o ,kvazitiplnosti*.

lw(t)| < Cexp(—pt)

pro|t| > R a

w(t) € Ly(a,b)

Tato véta se muze zdat ¢tenari ponékud sroubovana z hlediska podminek kladenych na vahovou
funkci. Jejich smysl je vSak mozno shrnout pomérné jednoduse: zarucit, ze w(t) ubyva s rostoucim
t (ptipadné |t|) rychleji nez libovolna mocnina.

Za vyse uvedenych podminek na vahovou funkci lze vytvotit polynomy na nekoneénych in-
tervalech a pracovat s nimi stejnym zpusobem jako s polynomy na intervalech kone¢nych. Pouze
funkei H(t) v rovnicich (2.52) — (2.54) musime definovat jinym zpusobem, a sice

Tabulka 2.4 ukazuje prehled nejznameéjsich klasickych ortogondlnich polynomu.

H(t) =t —a pro interval typu {a, oc)

H(t) =1

pro interval (—oo, 00).

nazev interval |vahova funkce obecny vzorec norma
Legendro (—1,1) (t)=1 P,(t) = ! ﬂ[( t2)"] 2
gendiovy Amh AWt = n T ()l i on + 1
(n —1)l2n-t
QR P,(t) = (-1) V1—1t?
Cebysevovy (—1,1) |wl) = 1/VI-P (2n — 1)! w/2,n#0
1. druhu d” 2\n_1/2 m,n=20
X ol =1)" /2]
3 Pt) = ( 1)n(n—i-l)!Q" 1
Cobysovory | 11y Jwy =vi—® | " . @nEDIVISE
. druhu % ﬁ[(l _ t2)n+1/2]
wlt) = e exp(—), | pay LAt [Fackn D)
Laguerrovy |(0,00) oS 1 P (t) = o exp(t)t e [exp(t)z" 1] .
dn
Hermitovy |(—o00,00) |w(t) = exp(—t?) P,(t) = (—1)" exp(tQ)d?[exp(—ﬁ)] 2nnly/m

Tabulka 2.4: Nejcastéji pouzivané ortogondlni polynomy.

Cviceni 2.10.2:

Rozvisite funkci s(t) = t* na intervalu (—1,1) v fadu Legendrovych polynomaii. Kolik md nenulovijch
koeficientu? Porovnejte s vysledky cviceni 2.5.3a.
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Ke skupiné klasickych ortogonalnich polynomu se nékdy pocitajii tzv. pridruzené Legendrovy
funkce

P™t)=(1- t2)m/2(;1t—n;Pn(t). (2.55)

Prestoze tyto funkce maji mnoho vlastnosti polynomu (maji vytvorujici funkei, jsou dany Ro-
driguezovou formuli, plati pro né rekurentni vzorce, jsou feSenim Legendrovy pfidruzené difer-
encidlni rovnice), je zfejmé, ze o polynomy v pravém slova smyslu se jedna pouze pro m sudé.
Navic plati P (t) = 0 pro m > n. Poznamenejme, ze nékteii autofi definuji pfidruzené Legen-
drovy funkce tak, ze (2.55) obsahuje navic multiplikativni faktor (—1)™.

Cviceni 2.10.3:
Najdete PL(t), P2(t), P3(t) a P(t).

Podobné jako Legendrovy polynomy, i ptidruzené Legendrovy funkce jsou ortogonalni na (—1,1)
s vahovou funkef w(t) = 1 (vzhledem k dolnimu indexu)
1

[ PrOPR()dt =0, n#k

n
-1

Jirrore = g2t

a tvoif na tomto intervalu uplny systém. Funkci s(t) muzeme tedy rozvijet v fadu

1
o
2n—|—1 —m)!
s(t) :chP,T(t), Cp = () /s
n=0 1

Cviceni 2.10.4:

Najdéte koeficienty funkce s(t) = a(l — t?) v rozvoji do pridruZengjch Legendrovych funkci pri
m = 2.

Na zaveér tohoto exkursu do Fourierovych fad vytvarenych pomoci jinych nez exponencialnich
(trigonometrickych) bazi poznamenejme, ze vlastnosti probirané v podkapitole 2.8 (kromé linear-
ity), stejné jako ruzné symetrie spektra (podkapitola 2.4) se na tyto fady obecné nevztahuji. V
souvislosti s konvergenci hovoiime obecné pouze o konvergenci v pruméru, kritéria pro bodovou
piipadné stejnomérnou konvergenci mohou byt zna¢né komplikovana. Nékteré vlastni funkce
jakoz i ortogonalni polynomy jsou obecné neperiodické a neni zvykem je periodicky dodefinovavat
mimo jejich zdkladni interval. Proto ani sec¢tenim takové Fourierovy fady obecné nedostaneme
periodické prodlouzeni funkce s(t) vné ptiivodniho intervalu”.

2.11 Fourierovy rady vice proménnych

Vicedimenzionalni Fourierovy fady jsou dilezité v mnoha aplikacich, nebot fada signali, se
kterymi ve spektralni analyze pracujeme, zavisi na vice proménnych. V této podkapitole zminime

"To je téz ditvod pro¢ jsme v této a piedchozi podkapitole piestali pouzivat symbol 3(t) pro rozvijenou funkci.



60 KAPITOLA 2. FOURIEROVA RADA SPOJITEHO SIGNALU

stru¢né pouze Fourierovy rady dvou proménnych, rozsiteni na vice proménnych je primocaré,
ale zapis ptislusnych vzorcu by byl dost komplikovany.

Uvazme obdélnikovy interval K, definovany v roviné redlnych proménnych (ty,%2): a < t; <
b, c < ty < d. Uvazme prostor Ly(K) funkci, pro které

b

d
// | f(t1,12)|*dtadt; < oo

a

Ly(K) tvoii uplny Hilbertuv prostor se skaldrnim sou¢inem definovanym jako integral

bod
q9) ://f(?f1,752)9(t17152)d752dt1-

Abychom mohli vytvaret Fourierovské rozvoje v analogii k pripadu funkci jedné proménné,
potfebujeme néjaké iplné ortogonalni (ortonormélni) soustavy funkei na intevalu K. V tom nam
bude velmi uzitecna nasledujici véta:

Véta: (O uplnych systémech funkei 2 proménnych)

Je-li {¢,(t)} Uplnd ortonormélni soustava funkei v prostoru Ly(a,b) a {u,,(¢)} tdplnd
ortonormdlni soustava funkci v prostoru Lo(c,d), pak soustava funkci {ep,(t1,%2) =
On(t1)¥m(t2)} je Gplnd a ortonormdlni v prostoru Lyo(K), K = (a,b) x (c,d).

Dukaz provedeme podle knihy Kufner & Kadlec (1969).
Dikaz:

Ortonormalita:

b d -
(emns€ji) = [ [ dm(t1)tbn(ta)@;(t1) (L)t dty = f¢m 131 ¢g ty)dt, fwn 12 wk(tz)dtz
(¢m7¢j)(¢mwk)

Diky ortonormalité jednodimenziondlnich soustav {¢,,(t)} a {1, (¢)} dostdvame

v_J 1 jeli m=naj=k
(em"’ejk)_{ 0 je-li m#nneboj#k’ ¢.b.d.

Uplnost:

Uvazme s(ty,t9) € Lo(K). Oznacme g4, (t1) = s(t1,to) pii fixnim 5. Funkce gy, (¢1) musi byt (v
souladu se zndamou Fubiniovou vétou) z prostoru Lo(a,b). Lze ji tedy rozvinout v fadu pomoci
uplné ortonormélni soustavy {¢,(¢1)}, pricemz koeficienty této fady budou zaviset na to:

b b
9t (t1) Zcm t2)0m(t),  cm(t2) = (1 Om) = /gt2<t1)¢m(t1>dt1 = /S(thh)qﬁm(tl)dtl
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a Parsevalova rovnost ma tvar

b b 00
/ g (1) Pty = / [s(tr )2t = 3 Jen(ta) 2 (2.56)
m=1

Funkce ¢,,(t2) patii do Ls(c, d), coz je dusledkem toho, ze s(t1,t9) € Lo(K):

d d . d b
/]cm(tz)\thg < /Z\cm(tz)]2dt2 ://]s(tl,tz)lzdtldtg < 0.
m=1 [& a

V tom piipadé ji ale musi jit rozvinout do Fourierovy tady na (¢, d) pomoci soustavy {¢,(¢)}

00 b d
=3 Contonlt)s o = (o, 0) = / / sty t) Bt om () diadty  (257)
n=1 a ¢

a plati Parsevalova rovnost

4 o0

[ lentiz)Pa = >

n=1

(2.58)

C

Spojenim Parsevalovych rovnosti (2.56) (zintegrované od ¢ do d pies to) a (2.58) dostaneme

//| thtg | dtldt2—/Z|cm tg | dt2—2/|cm tQ | dtQ—ZZ|0mn|2

m=1 n=1

coz je Parsevalova rovnost odpovidajici funkei s(t1, %) rozvinuté na Ly (K) do Fourierovy fady

tlatQ Z Zcm nqu tl Zz)n t2 Z Zcm n€mn tlatQ) (259)

m=1 n=1 m=1 n=1

Z podkapitoly 2.2 vime, Ze platnost Parsevalovy rovnosti je ekvivalentni iplnosti soustavy, po-
moci niz je Fourierova fada vytvorena. Tudiz jsme dokézali, ze soustava {e,,, (t1,t2) = ¢n(t1)Vm(t2)}
je iplnd a ortonorméln{ soustava v prostoru Ly(K).

Véta, kterou jsme pravé dokézali je velmi uzitecnd pro vytvéareni tuplnych ortonormélnich
soustav na dvojrozmérnych intervalech prostym vynasobenim zndmych iplnych ortonormalnich
soustav na odpovidajicich jednorozmérnych intervalech. Ty pak pouzijeme pro Fourierovy rady
funkci dvou proménnych. Piislusné vzorce pro rozvoj i koeficienty jsme uz odvodili v ramci vyse
uvedeného dukazu (rovnice (2.59) a (2.57)). Pro pohodli ¢tendte je zde uvedme v prehledné
forme

s(t,t) = Z Zcm n€mn(t1,%2),  Cm // s(t1, t2)emn t1,t2)dt2dt1
m=1 n=1

Takové Fourierovy rady se pro mechanismus vytvareni jejich bazovych funkci nazyvaji nasobné
(v nasem piipadé tedy dvojndsobné Fourierovy fady). Obecnéjsimi typy Fourierovych fad
nez jsou fady ndsobné se v tomto kurzu nebudeme zabyvat.
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Méjme interval I = (=[,1) x (—h,h) h > 0,1 > 0. V Hilbertové prostoru Ly(I) je podle
vySe uvedené véty s pouzitim podkapitoly 2.3 iplnd a ortonormalni naptiklad soustava

1 . mt1 TLtQ
mn(t1,12) = ——= — - s :071,2,.... 2.60
emn(t1,t2) 5 _lhexp<17r< l + h)) m,n (2.60)

Tyto funkce jsou periodické. VSsem spole¢nou periodou je 21 v proménné ¢, a 2h v proménné .
Pomoci soustavy (2.60) muzeme libovolnou funkei z Lo(I) rozvinout ve Fourierovu fadu

ad > mit nt
§(ty,ty) = Z Z Smn2\/_exp <17r< bt S h2>> (2.61)

m=—00 nNn=—0o0

s koeficienty

I h
- 1 - . {mt;y  nty
Sin = (5, €mn :—//St ,to) ex (—17T<—+—>>dt dt,. 2.62
) ( ) Ih o (1 2) p I h 1472 ( )

Tato fada konverguje k funkci 5(t1, ty) pfinejmensim v prﬁméru Obecné kritéria bodové ph’padné
ramec téchto skript. Poznamenejme, Ze soucet fady je funkce 2[-periodickd v proménné ¢, a
2h-periodicka v proménné .

Cviceni 2.11.1:

. Ty

s o) X 2 VS > Na tomto intervalu rozvinte funkci

Uvazugte interval I =

1 naintervalu (—p,pu) X (—v,v
s(tl,tz)z{ 0 jinde Crx vl e m <

v dvojnasobnou exponencidlni Fourierovu radu.

Dvoudimenzionalni diskrétni spektrum ma analogické vlastnosti jako spektra jednodimen-
zionélnl' co se tyce rﬁznych symetrii a také operaci nad fadami Nésleduje zdaleka ne ﬁplny vycet
Nektere operace, jako naprlklad transpozme, ruzna zrcadlem ¢i smiSené derivace jsou umoznény
dvoudimenziondlnim charakterem signélu a jejich spekter. Jejich dikazy jsou jednoduché a ¢tenar
si je jisté snadno provede sam.

Translace

7 b
h(ti,t2) = 5(t1 —a,ta —b) < Hypm = Symexp(—2mi <(m + —m>)
k) bl Tl T2

Modulace

~ 1t 't
h(tl,tg) = §(t1,t2) exp(27ri ! it —+ j_2 ) e Hnm = Snfi m—j
T1 T2 k) )
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Derivace
~ 05(ty,t
h(t,ts) S(azlsi 2) Hym = Qm%sn,m
05(ty,t
h(t17t2) - S(allf; 2) H"J” = 27T1%Sn,m
= 825(151 tg) nm
h(ty,ts) = ’ H, ., = —4m—8, m
(1, %2) Ot, 0t : "™
Transpozice
iL(tlatZ) = §(t2,t1) < Hn,m Smn
Zrcadleni
}:L(tth) = §(—t17t2) s Hn,m - S—n,m
@(tlth) - §(t1, _t2) <~ Hnm — On,—m
h(t17t2) = <§(_tb _t2) <~ Hnm — an -m
Nasobeni
B(tth) = f:(tbtz)ﬁ(thb) < Hpp= Z Z Fi1Grjm—k
j=—0 k=—00
Konvoluce
T1/2 T2
- 1 - R
h(ty,t2) = J(&,8)0(t — &, to — &)d&dEs < Hypm = FonGom
VT,
—T1/2 —Th /2
Korelace
T2 Th/2
- 1 - _
h(ti,t3) = f(€1,6)g(t + &1, + &)dEdE & Hypm = FomGom
T,
—T1/2 —T5 /2
Autokorelace
X T2 Tb/2
il(tbtz) = T / / 5(61,86)8(t1 + &, ta + &)d6dé < Hyp = |5n,m|2
—T1/2 ~Ts/)2

Poznamenejme rovnéz, ze v analogii k jednodimenzionalnimu piipadu i zde pro realny signal
plati

S—n,—m = Spm-

)
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t t
Obrazek 2.12: Funkee cos [ 27 2t + 722 arg(Spm) |-
Ty 15

Abychom ziskali ndzornou ptedstavu o tom, co to znamend rozvinout redlnou funkei s(ty, t5)
ve dvojnasobnou exponencidlni Fourierovu fadu, seé¢téme dohromady harmonické slozky pro
indexy n, m a —n, —m. Takové soucty oznacme H(, ) (t1,12). Plati

t t t t
Hpmy(ti,t2) = Spmexp <27ri<%11 + mTQQ)) + S_p,—m €xp <27ri< — %11 — %))

ity NN gre v (o (10,
2{%{Sn,m}COS (27T<T1 + T )) 3{Snm} sin (277(T1 + T ))}

Vyjadiime-li koeficienty pomoci modulu a faze, S, = |Spm| exp(i Arg(Snm)), je ziejmé, ze pro
realnou a imagindrni ¢ast plati R{S,,  } = |Snm| cos(arg(Snm)), S{Snm} = |Sn.m|sin(arg(Spm)).
S vyuzitim souc¢tového vzorce (D.8.4) pak jiz snadno dostaneme

13 i
Hpmy(t1, t2) = 2|Spm| cos | 27 M + mta + arg(Sum) |-
) i Tl T2 i

Tato funkce je schématicky zndzornéna na obrazku 2.12. Ze skript Bezvoda a kol. (1987) si
pro ni vypujéime prilehavy ndzev ,vInity plech®. Lze tedy fici, ze signal 5(t1,s) je vyjadien
jako superpozice spocetné mnoha takovych ,vlnitych plechiu®, které se lisi amplitudou, fazi,
frekvenci a natocenim v roviné (t1,to) danym pomérem 777 /nm. Tato superpozice predstavuje
vlastné fazovy tvar dvojnasobné exponencidlni Fourierovy tady (viz téz podkapitola 2.5 pro
jednodimenziondlni piipad). Pro komplexni signél je zobecnéni jednoduché: do ,,vInitych plechu®
rozlozime zv14st redlnou a imagindrni ¢4st.

Rozepsanim exponencidlnich funkei pomoci funkei cos a sin (vzorec (D.8.1)), dojdeme k tzv.
realnému (nebo téz trigonometrickému) tvaru fady (2.61). Jeho formdlni zépis je vsak ponékud
komplikovany a nepiehledny.

t t t t
5(t, 1) = Z;‘;:O ZZOZO Amn [am,n cos <m7lT 1> cos <”7}TL 2) + by, Sin <m7lr 1) COS (m}rl 2)

t t t t
+ Cmpn COS (m;r 1) sin (m}rl 2) + dyy, p Sin (m? 1) sin (m;L 2)]

(2.63)
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kde koeficienty jsou dany vzorci

1 Il h
A = mf 1l §(t1,t2)cos(mm1)Cos(mrtz)dtldtg,
Z1Zh
1 [ h
bm,n = 7 f f §(t1,tg) SiIl(Trm—tl)COS(n?ﬂfQ)dtldtg7
lh 2, [ h (2.64)
1Ln t t '
Conn = — [ [ (t1,t2) cos(mﬂ o) sin(mr 2Vdt,dts,
o th h
o = — [ [ 3(t1, 1) sin(-t) sin(“o2 ) dt, s,
T h h

kde
1/4 pro m=n=0
Ampn =14 1/2 pro n=0,m>0 nebo m=0,n>0
1 pro m>0,n>0
Jedna se vlastné o rozvoj pomoci funkei

7’l7Tt2 mmfl TL’/TtQ mmfl 7’l7Tt2 mmfl 7’l7Tt2

1,cos(m7lrt1)cos( - ), sin( l )COS(T),COS( l ) sin( - ), sin( l ) sin( - )y- -

(myn=1,2,...)

které tvori na I uplny ortogondlni systém.

Cviceni 2.11.2:

Uvazugte interval I = (—m, ) X (=7, 7). Na tomto intervalu rozvinte funkci
s(t1,t2) = tity

v dvojndsobnou trigonometrickou Fourierovu radu. Vyuzijte vysledku cviceni 2.8.1.

Na zdveér této podkapitoly uvedme jesté pifklad ndsobné Fourierovy fady, kterd je tvoiena
jinym systémem béazovych funkeci nez jsou souciny exponencial nebo trigonometrickych funkei.
Tato tfada je zédkladem tzv. sférické harmonické analyzy a nachdazi cetné aplikace napiiklad
v geofyzice.

Priklad:
Uvazme jednotkovou kouli. K jejimu popisu potrebujeme 2 ihlové souradnice: 0 € {(0,7) a ¢ €
(0,27). Rozvinme funkci s(0,¢) zadanou na této jednotkové kouli v fadu pomoci tzv. sférickijch
harmonik.

Jednd se o funkce

Y”ZC)(H, ¢) = P*(cos()) cos(me) Y”{S)(G, ®) = P (cos()) sin(me), (2.65)

n n

kde P jsou pridruzené Legendrovy funkce dané predpisem ®

dgm

Pya) = (1- )

n

8V definici opét néktefi autofi zahrnuji multiplikativni faktor (—1)™.
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Sférické harmonické funkce tvoii na jednotkové kouli uplny ortogondlni systém. Jejich normy
jsou

27 (n 4+ m)! 12
[<2n+1><n/— m)!} bro- m 70
Ar Y2
[m] pro m = 0.

Kazdou funkci muzeme tedy na jednotkové kouli rozvinout v fadu

8(97 QS) - Z Z [CLZLC Ynmc (97 ¢) + a:Lns Ynms (97 QS)]
2 2 Lo Yafe ()Y nls)
= > > lapi, cosmo + apiy sinme)| Py (cos 6),
n=0m=0

kde koeficienty jsou dany vztahy

n 1 | 2T ™
i = B F0,00v7,(0.0)sn0)0ds (0
a0 2” 1 fo B)YY,, (6) sin(6)d60dg = 2”4+ LT T 500, 6) Py (cos(8)) sin(6)d0do
T 00
2 | 2T W
=" ’;j(}ji P T o0, 0.0)in0)0006(n £ 0)



Kapitola 3

FOURIEROVA TRANSFORMACE
SPOJITEHO SIGNALU

FOURIEROVA RADA
spojitého signalu

5(t) «— S,;, teRneZ

127711‘)

z S, exp ( T

t\/|*~]

et i
4\ il

NH

2mnt
exp( IT”)dt

]

FOURIEROVA TRANSFORMACE
spojitého signalu

s(t) — S(f); teRfeR
s(t) = [ S(pesplizn o

S(f) :‘/@3 s() exp(—i2n 1) dt

NSV

|

FOURIEROVA RADA
diskrétniho signalu (DFT)

§,— S; neZleZ

N-1 _ :
Sy = S exp <27r1—>
=0
B 1 N-1 In
S, = ~ 2 S, eXp < — 2m’£>

N

FOURIEROVA TRANSFORMACE
diskrétniho signalu

Sy —— S(F); neZ FeR

1/) .
Sn —/ F)exp(i2rFn)dF
1/2

S(F) = Z s, exp(—i2mFn)

nlm\m/\ﬂ\/\
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V této kapitole vysvétlime zéklady Fourierovy integralni transformace, tedy vzajemné jed-
nozna¢ného prifazeni mezi spojitym (neperiodickym) signilem v ¢asové oblasti a jinym spojitym
(neperiodickym) signdlem ve spektralni oblasti. Nejprve si vyjasnéme tiidu funkei, se kterymi
zde budeme pracovat. Jedna se o tzv. Fourierovské signdly standardniho typu, nékdy zkracené
nazyvané Fourierovské signdly.

Definice: (Fourierovsky signdl standardniho typu)

Fourierovskym signdlem standardniho typu nazveme funkci s(t) € C, kterd

e je neperiodickd a absolutné integrovatelnd na (—oo, o), tj.

o0

/ Is(7)]dr < 0o

e spliuje Dirichletovy podminky v libovolném kone¢ném intervalu.

Dirichletovymi podminkami se zde rozumi bud podminky véty o konvergenci trigonometrické
Fourierovy fady III nebo podminky Dirichletovy véty (viz 2.6). Pozadujeme tedy, aby kromé
absolutni integrovatelnosti byla funkce s(¢) na daném intervalu spojita nebo po ¢dstech spojita
s koneénym pocCtem bodu nespojitosti a méla po ¢astech spojitou prvni derivaci anebo méla
kone¢ny pocet maxim a minim. Jak uvidime pozdéji, splnéni téchto podminek zarucuje existenci
inverzni Fourierovy transformace, tj. vypoctu signalu v ¢asové oblasti z jeho spektra. Existenci
piimé transformace, tj. vypoctu spektra ze signdlu v casové oblasti, naopak zarucuje podminka
absolutni integrovatelnosti funkce.

Absolutni integrovatelnost je podminéna ubyvanim funkénich hodnot s(t) pfi ¢t — oo, tedy
podminkou tlirinoo s(t) = 0. To spliuji funkce bud nenulové pouze na konecném intervalu (funkce

s omezenym nosi¢em, rozsitené na R doplnénim nulami), nebo alespon tzv. ,efektivné“ nenulové
na kone¢ném intervalu (funkce, jejichz hodnoty mimo tento interval jsou malé a muzeme je
zanedbat). Funkce nenulové na koneéném intervalu se nazyvaji pfechodné funkce. Pokud jsou
navic jesté hladké, rikdme jim finitni funkce.

V této kapitole se budeme také zajimat o vztah Fourierovy transformace spojitého signalu
a Fourierovy fady spojitého signdlu, které je vénovana predchéazejici kapitola. Pujde nam pri
tom o Fourierovu exponencidlni fadu, piipadné jeji redlnou reprezentaci ve formé trigonomet-
rické Fourierovy tady. Integralni protéjsky fad vytvorenych pomoci jinych bézi zde zkoumat
dovana pro funkce integrovatelné s kvadratem, zatimco zde pozadujeme pouze absolutni inte-
grovatelnost. PTi uvazovaném rozsireni na celé R je ziejmé, ze ani jedna tfida neni podmnozinou
té druhé:

Li(—00,00) & Lo(—00,00), Ly(—00,00) ¢ Li(—00,00).

Budeme-li v§ak chtit srovnavat oba typy transformaci, musime se omezit na funkce, které patii do
priniku obou t¥id. Nastésti funkce, se kterymi se muzeme setkat v praxi, jsou vétsinou primarné
zadané jen na kone¢ném intervalu a do pruniku obou t¥id jisté patti.

Pozdéji, v podkapitole 3.5, opustime tiidu Fourierovskych signalu standardniho typu a budeme
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uvazovat Fourierovu transformaci i pro nékteré specidlni funkce, které napiiklad nejsou abso-
lutné integrovatelné (konstanta, signum, Heavisideova funkce), nebo to dokonce nejsou funkce v
pravém slova smyslu, ale jedna se o distribuce (d-funkce).

3.1 Intuitivni pfechod od Fourierovy rady k Fourierové
transformaci.

V této podkapitole rozhodné neni prezentovano striktni matematické odvozeni Fourierovy trans-
formace z Fourierovy fady. Jde ndm spiSe o poskytnuti ndzornéjsi predstavy o souvislosti obou
typu tranformaci a o lepsi pochopeni toho, pro¢ je Fourierova transformace spojitého signalu
definovana pravée takovym zpusobem, jak je tomu v kapitole 3.2.

Uvazujme napifklad finitn{ funkci' s(¢) (obrazek 3.1a) rozvinutou v exponencidlni Fourierovu
fadu na intervalu (—=7'/2,7T/2). Funkci tedy uvazujeme jako T-periodickou a piseme pro ni

/2
o0 1 oo
= Z Spexp(i2mnt/T) = T Z / s(1) exp(—i2zn7/T)dT } exp(i27nt/T).
n=—00 n=—00 T2

Pro zjednoduseni zdpisu ozna¢me w, = 27n/T a Aw = wyy1 — w, = 27/T. Veli¢ina Aw tedy
predstavuje zakladni dhlovou frekvenci?. Pro tplnost poznamenejme, Ze v kapitole 2 jsme pro ni
pouzivali oznaéni wy. Mame tedy w, = nAw a rozvoj muzeme napsat ve tvaru

- T/2
5(t) = % Z Aw / s(7) exp(iw, (t — 7))dT. (3.1)
"ETC 12

Nyni provedme takovy myslenkovy experiment, pii kterém budeme postupné zvétsovat T
(obrazky 3.1b a 3.1c). Rovnice (3.1) zustava v platnosti. Az v limit¢ T — oo, se z peri-
odické funkce stane opét puvodni finitni funkce, §(¢t) = s(t), viz obrdzek 3.1d. Pii tomto
limitnim ptechodu ptedpokladame, ze w, — w, kde w je néjaké redlné cislo, které nazveme
thlovou frekvenci. Veli¢ina Aw pfejde na infinitezimdlnf dw a )~ prejde na [. Pro Fourierovu
reprezentaci neperiodické funkce tedy budeme psat

- [ [ oo 52

Tento vyraz se nazyva dvojnasobny Fouriertiv integral. Oznacime-li ddle

o

S(w) = /3(7') exp(—iwr)dr (3.3)
piejde Fouriertuv integral do tvaru
1 r .
s(t) = Py / S(w) exp(iwt)dw. (3.4)
i

!Tato funkce jisté spliiuje Dirichletovy podminky.
2Fyzikélni jednotkou tihlové frekvence je radian za sekundu, [rad/s].
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2) 1 s(t)

b)

N

§(t) = s(t)

N

T — o0 t

L\-J||':i ~ T -
b

d

»

Obrazek 3.1: Intuitivni prechod od Fourierovy fady k Fourierové transformaci.

3.2 Definice Fourierovy transformace spojitého signalu.

Predpokladejme Fourierovsky signdl standardniho typu.

Definice: (Fourierova transformace spojitého signdlu pro thlovou frekvenci)

Fourierovou transformaci (spektrem) spojitého signalu s(t) nazveme funkci S(w)

oo

S(w) = Fls(t)] = / S(1) exp(—iwt)dt. (3.5)

—o0

Inverzni Fourierovou transformaci odpovidajici spektru S(w) je

o

/ S(w) expivt)duw. (3.6)

1
2

s(t) = F[S(w)] =
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V pifpadé inverzni transformace je rovnost s(t) = F![S(w)] splnéna pouze pokud je s(¢) v bodé
t bud’ spojitd anebo rovna aritmetiskému priméru limit zprava a zleva?.

V literatufe existuje fada alternativnich definic. Tak napiiklad faktor 1/27 nékteii autoii
fadi k primé Fourierové transformaci namisto k inverzni, tj. jako kdyby do transformace dle nasi
definice vstupovala funkce 27s(t) namisto s(t), coz je samoziejmé pouze otazka dohody. Existuje
i symetrické vyjadieni, kdy se u obou transformaci vyskytuje faktor 1/ V27 Rovnéz znaménko
v exponentu pouzivaji néktefi autoii u pfimé a inverzni transformace obracené.

Vyjadiime-li w = 2xf, tj. provedeme-li substituci f = w/2m, kde f je tzv. oby€ejna
frekvence®, dostaneme tvar Fourierovy pifmé a inverzni transformace, ktery je plné symetricky
(1isf se jen znaménkem exponentu) a ktery budeme v tomto kurzu preferovat.

Definice: (Fourierova transformace spojitého signilu pro obycejnou frekvenci)

Fourierovou transformaci (spektrem) spojitého signalu s(¢) nazveme funkci S(f)

o

S(f) = Fls(t)] = / s(t) exp(—i2r ft)dt. (3.7)

— 00

Inverzni Fourierovou transformaci odpovidajici spektru S(f) je

oo

s(t) = FS()] = / S(f) exp(izn fo)d. (3.8)

— 00

I zde je inverzni Fourierova transformace rovna funkci s(t) v bodé ¢, pokud je tato v daném bodé
spojita anebo rovna pruméru limit zprava a zleva.

Poznamenejme, ze striktné matematicky vzato bychom méli pouzit jiny symbol pro spektrum
reprezentované pomoci tihlové frekvence a spektrum vyjadiené pomoci obycejné frekvence, nebot
numericky jde o ruzné funkce v nasledujicim smyslu: pro stejnou hodnotu argumentu dostaneme v
obou reprezentacich ruzné funkéni hodnoty (rozdil je dédn skdlovacim faktorem 27 na vodorovné
ose, tedy vlastné volbou jednotek). Jelikoz vSak v dalsim textu nebudeme obé reprezentace
smésovat, vidy budeme konzistentné pouzivat bud jednu nebo druhou, budeme pro jednoduchost
pouzivat stejny symbol (napt. S) pro spektrum bez ohledu na uvazovanou spektralni proménnou.
Je vSak tfeba dat pozor na eventuelni zdménu dvou vysSe uvedenych spektralnich reprezentaci
zejména pti odebirani diskrétnich vzorku spektra, kde se jiz ztraci moznost rozliSeni obou ptipadi
pomoci symbolu spektralni proménné (f nebo w).

Dvojici signdl a jeho Fourierovo spektrum, tedy s(t) = F '[S(f)] > S(f) = F[s(t)] budeme
nazyvat Fouriertv par.

Opét je tieba pri praci s literaturou dat pozor na to, ze nékteti autofi mohou mit znaménka v
exponentu pouzita obracené, tj. u primé transformace + a u inverzni —. NaSe definice je konzis-
tentni s tim, jak jsme pouzivali znaménko exponentu u odpovidajici exponencidlni Fourierovy
rady v podkapitole 2.4.

3Pro signdly obecné nespojité tato rovnost v bodech nespojitosti platit nemus.
4Fyzikalni jednotkou obycejné frekvence je Herz, [Hz].
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Zduraznéme jesté jednou, ze funkei s(t) zde chapeme jako Fourierovsky signal standardniho
typu. To mimo jiné znamend, Ze je absolutné integrovatelnd na R, tj. s(t) € Lj(—o00,00).
Tato podminka zarucuje, ze spektrum funkce s(t) (tedy S(f) nebo S(w)) existuje, jak ukazuje
nasledujici cviceni.

Cviceni 3.2.1:

Dokazte, Ze pro absolutné integrovatelnou funkci s(t) € Li(—o00,00), tj. funkci, pro kterou
[ 1s(t)]dt < oo, vidy existuje Fourierovo spektrum S(f).

Je to zcela analogicka situace, jako v pfipadé Fourierovy fady: tam rovnéz staci, aby rozvijend
funkce byla absolutné integrovatelna na daném intervalu, a jiz mtuzeme zcela formalnim zptsobem
konstruovat Fourierovy koeficienty jeji exponencidlni fady (diskrétni spektrum). Otézka ale je,
zda takto vytvorend fada je skutecné rozvojem dané funkce pokud mozno v kazdém bodé. K
tomu jsme v podkapitole 2.6 potiebovali napriklad splnéni Dirichletovych podminek. A stejné
tak zde. Soucasti definice Fourierovského signalu standardntho typu je i splnéni Dirichletovych
podminek, které garantuji existenci integralu inverzni Fourierovy transformace. Plati, ze integral
vyjadiujici inverzni Fourierovu transformaci je kone¢ny (alespon ve smyslu vlastni hodnoty) pro
takova t, pro kterd exponencidlni Fourierova fada, rozvinutd na intervalu vétsim nez nosic s(t),
konverguje k funkei s(¢). Hodnota integrélu je pak rovna souctu této fady na daném intervalu.
Tento poznatek shrnuje nasledujici véta.

Véta (Fourierova):
Jestlize funkce s(t) splnuje Dirichletovy podminky v kazdém kone¢ném intervalu a je ab-
solutné integrovatelnd na (—oo, o0), pak Vi € R

o o¢]

/ df / s(t)exp(i2nf(t — 7))dr = %(s(f’) +s(t7)).

Hodnota integralu predstavuje inverzni Fourierovu transformaci. Je ziejmé, ze je-li funkce v bodé
t spojitd, je hodnota integrélu rovna piimo s(t).

Podminky v predpokladech této véty jsou podminky postacujici nikoliv nutné. Existuji
signaly, které tyto podminky nespliuji a presto pro né muzeme zavést piimou i inverzni Fourierovu
transformaci. O nékterych z nich pojednava oddil 3.5.

Vsimnéme si, ze Fourierova transformace je integralni transformace, u které se méni proménné,
tj. do transformace vstupuje spojity signdl redlné proménné ¢ (napiiklad ¢as) a vystupuje z ni
spojity signdl jiné redlné proménné f (¢asu odpovidajici frekvence)s.

Spektrum S(f) je i pro redlny signdl obecné komplexni funkei frekvence f. Muzeme ji

5Konkrétni fyziklni vyznam téchto proménnych mize byt pochopitelné zcela jiny nez ¢as a frekvence. Na
vstupu do transformace se muze napft. jednat o prostorovou soutradnici, na vystupu pak hovoiime o prostorové
frekvenci nebo vlnovém cisle.
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reprezentovat dvéma realnymi funkcemi, bud ve formé redlné a imaginarni ¢ésti spektra,

S(f) =R{S(N)} +i3{S(N)},

vvvvvv

spektra ¢(f)

S(f) =18(f)|exp(ig(f)),
kde ¢(f) predstavuje tzv. hlavni hodnotu argumentu S(f), ¢(f) = ArgS(f), pro kterou plati,
ze —m < ¢(f) < w. Fézové spektrum se vypocitava podle zcela analogického ptedpisu jako v
pripadé exponencidlni Fourierovy rady, jak ukazuje tabulka 3.1.

RSN | S} ¢(f)
>0 arctan(S{S(f)}/R{S(/)})
<0 >0 | arctan(S{S(f)}/R{S()}) + 7
<0 <0 | arctan(S{S(f)}/R{S(f)}) — 7
0 >0 /2
0 <0 —/2
0 0 nedefinovano

Tabulka 3.1: Definice fazového spektra Fourierovy transformace spojitého signalu

Pro komplexni signal s(¢) neni obecné zadny vztah mezi hodnotami spektra pro f < 0 a
f > 0. Jinak je tomu v pripadé realnych signalu, viz podkapitola 3.6.

Cviceni 3.2.2:
Najdéte Fourierovu transformaci Gaussovy funkce s(t) = exp(—nt?).

Cviceni 3.2.3:

— <t<
Najdéte Fourierovu transformaci pravotuhelnikové funkce s(t) = I1(t) = { Lopro —1/2<t<1/2

0 pro |[t|>1/2

Cviceni 3.2.4:

. 4 . ;
Najdéte Fourierovu transformaci funkce s(t) = { 0 pro ¢ <0

exp(—at), a>0, pro t>0"
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Cviceni 3.2.5:
Najdéte Fourierovu transformaci funkce s(t) = exp(—alt|), «a > 0.

Vypocet integrialu Fourierovy transformace (popfipadé inverzni Fourierovy transformace)
nemusi byt vzdy tak jednoduchy, jako tomu bylo v predchazejicich cvicenich. Nékdy je tieba
sahnout k nékterym , sofistikovanéjsim“ metodam vypoctu, napf. metodé konturnich integrala
v komplexni roviné s vyuzitim reziduové véty, viz dodatek D.14. Jako priklad tohoto postupu
poslouzi vypocet inverzni Fourierovy transformce spektra, které jsme spocetli ve cviceni 3.2.4.

Priklad:
Spoctéte inverzni Fourierovu transformaci spektra

S(f) = —

a+i2nf’
Z definice vime, ze
S(t) = / S(f) expli2n ft)df = / mexp(izw Fdf.

Tento integral konverguje, tj. muzeme ho chépat jako limitu
/ 1
s(t) = }%gr;o P exp(i2r ft)df
-R

pro realné R. Rozsifme nyni realnou proménnou f na komplexni, f = f;+if, a uvazme uzavienou
kiivku C tak, ze usecku (—R, R) doplnime polokruznici Cy o poloméru R a stiedu [0, 0] v dolni
respektive horni poloroviné (obrazek D.3). Kiivku v horni poloroviné orientujeme proti a v dolni
po sméru hodinovych ru¢icek. Horni polorovinu vyuzijeme pro vypocet s(t) pro ¢ > 0, a dolni pro
t < 0, nebot pak d4 exponencidlni faktor v integrandu vzdy ubyvani pii zvétsujicim se poloméru
pulkruznice Cg. V takovém ptipadé bude integral po kiivce C'r v limité pro R — oo roven nule
a integral po uzaviené kiivce, kterd je sjednocenim usecky a pulkruznice bude v limité roven
hledanému integralu od —oo do oco.

Podle reziduové véty pak muzeme psat

e — 127 ft)df =
f gy owlizn f0af
np 1
- ) . 27 ]; Resf:¢jm exp(i2r ft) pro t>0
f m exp(127rft)df = ng 1 s
—00 —i2 Ress_jy —— 127 1 t<O0
i Wj; esf—g, " exp(i2m ft) pro

kde nj, a ng oznacuji pocty rezidui ¢; integrandu v horni a dolni poloroviné. V nasem ptipadé ma
integrand jeden jednoduchy pél v horni poloroviné v bodé f = ia/27. Odpovidajici reziduum
spo¢teme snadno podle vzorce (D.14.2) jako limitu

1 1
Res r—in/on——=—— i2rft) = lim — 27 ft) = — —at).
Coy=ia/on + 127 f exp(i2mf1) f—»lig/l% 27 exp(i2m f1) i2m exp(—at)



3.3. VZTAH FOURIEROVY RADY A FOURIEROVY TRANSFORMACE SPOJITEHO SIGNALU.75

V dolni poloroviné se zadny pol nenachézi a prislusna suma rezidui je tedy rovna nule. Souhrnné
jsme tedy dostali
s(t) = exp(—at) pro ¢t>0 '
0 pro t <0

3.3 Vztah Fourierovy rady a Fourierovy transformace spo-
jitého signalu.

V oddilu 3.1 jsme si ukazali intuitivni prechod od Fourierovy fady k Fourierové transformaci
pomoci limitniho zvétsovani periody do nekonecna. Nyni si vysvétlime, jaky je konkrétni vztah
mezi obéma druhy spekter: diskrétnim spektrem odpovidajicim Fourierové radé (Fourierovymi
koeficienty) a spojitym spektrem Fourierovy transformace.

Predpokladejme finitni funkci s(¢) nenulovou na (a, b). Jeji spektrum dané Fourierovou trans-
formaci je tedy

S(f) = /s(t) exp(—i?mﬁf)dt:/s(t) exp(—i2ntf)dt. (3.9)

Rozvinime funkei s(¢) v exponencidlni Fourierovu fadu na intervalu (¢, c+T') takovém, ze (a,b) C
(¢,c+T). Koeficienty této rady jsou

c+T
1

Sy = T / s(t) exp (—iQWt%) dt = %/bs(t) exp (—i?ﬂt%) dt.

Oznacime-li f,, = n/T, muzeme psdt
b
Sy =+ / 5(t) exp(—i2rt f,)dt. (3.10)

Budeme-li uvazovat hodnoty spektra S(f) pouze v diskrétnich bodech f = f,,, tj. diskretizujeme-
li spektrum s krokem A f = 1/T, dostaneme okamzité porovnanim vzorcu (3.9) a (3.10) hledany
vztah mezi obéma typy spekter.

Véta (O vztahu Fourierovy fady a Fourierovy transformace spojitého signélu):
Jestlize ma funkce s(¢) koneény nosi¢ a rozvineme ji v exponencidlni Fourierovu fadu na

intervalu obsahujicim tento nosic, jsou Fourierovy koeficienty funkce s(¢) dany diskrétnimi
hodnotami jeji Fourierovy transformace

1

NS

Pro uplnost dodejme, ze pokud bychom meéli spektrum spojitého signalu vyjadieno v uhlové
frekvenci, museli bychom vztah (3.11) pfepsat formélné na tvar
1 2mn
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) CASOVA OBLAST SPEKTRALNI OBLAST
a

T Sy

O 5(f)
7 A
ca 0 b 04-; 7 Y 0 f

b) /T

-

0 T 0 f
©)

Obrazek 3.2: Souvislost Fourierovy fady a Fourierovy transformace spojitého signélu.

Na vzdjemné souvislosti diskrétniho a spojitého spektra se tim vSak nic neméni. Oba vzorce se
lisi pouze v pouzitém ,,méritku“ pro spektralni reprezentaci.

Vztah mezi obéma spektry ilustruje obrazek 3.2a, kde pro jednoduchost neuvazujeme mul-
tiplikativni faktor 1/7" na svislé ose ve spektralni oblasti. Tento vztah ndm nabizi alternativni
moznost vypoctu inverzni Fourierovy transformace, zname-li spektrum a chceme urcit signal v
¢asové oblasti: namisto vypoctu integralu (3.8), odebereme ze spektra S(f) diskrétni vzorky
s krokem Af, ¢imz dostaneme Fourierovy koeficienty, a s(t) je pak dana sou¢tem pfislusné
Fourierovy rady. V ptipadé rychle ubyvajiciho spektra ma tento postup vyhodu v konec¢ném
poctu Fourierovych koeficientu, které musime do souctu zahrnout. Poznamenejme, ze se¢tenim
fady dostaneme kromé funkce s(¢) na puvodnim intervalu i jeji periodické opakovani s periodou
T vné tohoto intervalu (na obrdzku 3.2a teckovanou ¢arou).

Zduraznéme, ze tento postup je zcela podminén splnénim piredpokladi vySe uvedené véty.
Nelze jej tedy rozhodné pouzit pro signily s neomezenym nosicem. I pro finitni funkce pak hraje
zésadni roli volba diskretiza¢niho kroku ve spektralni oblasti. Nevhodné zvoleny (pfilis velky)
krok vede k tomu, Ze perioda fady je mensi nez délka intervalu, na kterém je signal nenulovy.
Periodizace sectenim Fourierovy fady je pak zatizena prekryvanim vzajemné posunutych signalu
s(t), coz se nazyvé efekt alias. V tom piipadé nelze signal s(¢) na puvodnim intervalu (a,b)
seC¢tenim Fady rekonstruovat, pfipadné je vysledek nepiesny alespon v okoli bodu a a b (obrazky
3.2b a 3.2¢)°.

Obrazek 3.2 také ilustruje, ze diskretizace Fourierova spektra S(f) s koneénym krokem
Af = 1/T vede nevyhnutelné k periodizaci’ puvodniho signdlu s(t), tj. ke vzniku T-periodické
funkce 5(¢) v ¢asové oblasti. Jak uvidime v nésledujicich kapitolach, tato dualita diskretizace a
periodizace ve vzajemné komplementarnich oblastech provazi i dalsi Fourierovské transformace
probirané v tomto kurzu.

Kvuli 1zké souvislosti Fourierovy fady a Fourierovy transformace spojitého signédlu (tj.
diskrétniho a spojitého spektra) ¢tendte jisté nepiekvapi, ze vlastnosti Fourierovy transformace,

6Levd cast obrazku kvalitativné odpovidé chovani na obrdzku 2.4a, se kterym jsme se setkali v podkapitole
2.4 a ve kterém §lo také o zménu periody v ¢asové oblasti.
S pifpadnym piekryvanim nebo bez.
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probirané v této kapitole, jsou naprosto analogické tém, které jiz dobie zndme z problematiky
Fourierovych fad (kapitola 2).

3.4 Fourierova sinova a kosinova transformace.

Rozepisme dvojndsobny Fourieruv integral (pro oby¢ejnou frekvenci f) na dvé ¢éasti s uvazenim
kladnych a zdpornych frekvenci zvlast. Dostaneme

f df f T)exp(i2nf(t —7))dr = }df f T)exp(i2nf(t — 7))dr+

OO

{df f T)exp(i2r f(t — 7))dr

= [df f Yexp(i2nf(t — 7)) + exp(—i27 f(t — 7))]dT.

0

Vyuzijeme-li Euleruv vzorec pro kosinus (D.8.2), muzeme Fourierovu reprezentaci spojité funkce
psat ve tvaru

27df73 )cos(2m f(t — 7))dr. (3.13)

V piipadé spojitého signdlu (ktery je z matematického hlediska nespojitou funkei) muzeme
pouzit stejnou reprezentaci (3.13), pokud funkci pro jednoduchost formélné dodefinujeme tak,
ze v bodech nespojitosti je rovna aritmetickému pruméru limit zprava a zleva. RozepiSeme-li
déle kosinus rozdilu v rovnici (3.13) pomoci vzorce (D.8.3), dostaneme Fourierovu reprezentaci
ve tvaru

- / (A(F) cos(2x f1) + B(f) sin(2x f£)}d . (3.14)
kde pro funkce A(f) a B(f) plati
A(f) = 2 / s(r)cos(2n fr)dr, B(f) =2 / 5(r) sin(2r fr)dr. (3.15)

Srovndnim s definici Fourierova spektra S(f) okamzité vidime, ze S(f) = $(A(f) — iB(f)).
Pritom pro komplexni s(t) obecné A(f) # 2R{S(f)} a B(f) # —23{S(f)}. Poznamenejme, ze
mezi funkcemi S(f), A(f) a B(f) plati stejné pfepocetni vztahy (2.26) jako mezi koeficienty S,
exponencialni Fourierovy fady a koeficienty a,,, b, odpovidajici trigonometrické Fourierovy tady.

Predpoklddejme, ze s(t) je sudd funkce, tj. s(—t) = s(t). Pak evidentné B(f) = 0, nebot
integrand je licha funkce a integruje se v mezich od —oo do oco. Fourierova transformace sudé
funkce se tedy redukuje na

o o0

S(f) = A(f)/2 = /s(t) cos(27rft)dt:2/s(t) cos(2r fH)dt

—00 0
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Tato transformace se nazyva Fourierova kosinova transformace. Nékdy se pro ni pouziva
specidlni oznaceni Fo, muzeme tedy psat

2/5 cos(2m ft)d
0

Z definice funkce A(f) vyplyva, ze je to suda funkce frekvence, A(f) = A(—f). Tudiz i kosinova
transformace je sudou funkci frekvence. Sudy signdl v ¢asové oblasti se tedy vzdy transformuje
na sudé spektrum.

Pro inverzni transformaci mame (diky tomu, ze A(f) je sudd funkce)

s(t) = 70 A(Qf) cos(2r ft)df = 2:fo (Qf) cos(2m ft)df = 2f.7-"(; t)] cos(2m ft)df

= FUAU)/2) = F S

Cviceni 3.4.1:

Najdéte Fourierovu transformaci trojihelnikové funkce s(t) = A(t) = { L=t <1

0 it >1

Cviceni 3.4.2:

Najdéte Fourierovu transformaci funkce s(t) = sinc,(t) = . (Poznamenejme, Ze sinc je
prikladem funkce, kterd neni na (—oo,00) absolutné integrovatelna presto vsak jeji Fourierova
transformace existuge. )

sin( 7rt

Predpokladejme naopak, ze s(t) je lichd funkce, tj. s(—t) = —s(t). Pak A(f) = 0 a pro
Fourierovo spektrum liché funkce dostavame

S(f) = —iB(f)/2 = —i / s(t) sin(2r f)dt = —Zi/s(t) sin (2 f1)dt = —iZFs]s(r)],

kde Fs[s(7)] je tzv. Fourierova sinova transformace

Fsls(r)] = 2/3(1?) sin(27 ft)dt

Z definice funkce B(f) vidime, ze B(f) = —B(—f) a proto i Fourierova sinové transformace je
lichou funkci frekvence. Lichy signél v casové oblasti se tedy vzdy transformuje na liché spektrum.
Pro inverzni transformaci dostavame
sty = [ %sin(%rft)df =2/ %Sin(Qﬂ'ft)df =2 [ Fs[s(t)]sin(2n ft)d f
0

—00 0

= FB(f)/2 =iFS()].

Vyuziti sinové a kosinové Fourierovy transformace znacné vzroste uvédomime-li si, ze kazdy

spojity signal muze byt rozlozen na sudou a lichou ¢dst: s(t) = e(t) + o(t), kde e(t) = 3(s(t) +
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S(f)

s(t) cos(2m ft)
«— Plocha=hodnota spektra

\@F

Obrazek 3.3: Tlustrace vypoctu Fourierova spektra (podle Bracewella, 1978).

s(—t)) a o(t) = 3(s(t) — s(—t)). S obéma Edstmi pak muzeme pracovat nezavisle diky linearité

integralu Fourierovy pitimé a inverzni transformace. Plati

Fls(r)} = S(f) = Fle(r)) + Flor)} = [ e(t)cos@nft)dt —i [ o(t)sin(2r fr)dt

~ 9 :foe(t) cos(2m f1)dt — 2i [ oft) sin(2r f1)dt = Fofe(r)} — iFs{o(r)}.

0

(Pozor, Fc a Fg zde obecné nepiedstavuji redlnou a imagindrni ¢ast S(f).)

Pokud je signdal zadén ptuvodné pouze pro t > 0 (kauzalni funkce) nebo pouze pro ¢t < 0 muze
byt vidy dodefinovan tak, aby piedstavoval bud sudou nebo lichou funkeci. Pak pouziti sinové
resp. kosinové Fourierovy transformace vede k dvojndsobné redukci vypocetnich naroki, nebot
spektrum se vycisluje pouze pro nezaporné frekvence.

Z teoretického hlediska Fourierova sinova a kosinova transformace dobie poslouzi pii zk-
oumdni ruznych symetrii spektra, viz podkapitola 3.7.

Na zavér tohoto oddilu pouzijeme Fourierovu kosinovou transformaci pro nazornou ilus-
traci toho, co konkrétné se déje s funkei s(t), provadime-li Fourierovu transformaci, a jak se
urcuje Fourierovo spektrum pro danou frekvenci. Jako piiklad pouzijeme Fourieruv péar I1(t) <>
sinc, (f), ktery zndme ze cviceni 3.2.3. Situaci ukazuje obrazek 3.3, prevzaty z knihy Bracewell
(1978). Rozvijenou funkci (v nasem piipadé II(¢)), pfendsobujeme kosinem, ktery s rostouci
frekvenci stale rychleji osciluje. Hodnota spektra na dané frekvenci je dana plochou pod kiivkou
odpovidajici tomuto soucinu.

3.5 Fourierova transformace nékterych specialnich funkci.

V praxi casto pracujeme s funkcemi, které nesplinuji podminky kladené na standardni Fourierovsky
signal. Pro né pak potiebujeme vhodnym zpusobem dodefinovat Fourierovu transformaci tak,
aby jejich spektrum meélo stejné vlastnosti, jako spektra signalu standardniho typu. V této pod-

vvvvvv
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specidlnich signalu: Diracovu d-funkci, vzorkovaci funkci, konstantni funkci, Funkci signum a
Heavisideovu funkci. V zavéru tohoto odstavce dodefinujeme Fourierovu transformaci obecné
periodické funkce, ktera téz neni standardnim Fourierovskym signdlem, nebot neni absolutné in-
tegrovatelnd na celém definicnim oboru. Obecny princip je konkrétné demonstrovan na prikladu
trigonometrickych funkei.

d-funkce

Diracova J-funkce, nékdy téz nazyvana impulzni funkce, je zavedena v dodatku D.17, kde
jsou také shrnuty jeji nejvyznamejsi vlastnosti. Neni to funkce v pravém slova smyslu, ale tzv.
distribuce. Piesto muzeme velmi snadno urcit jeji Fourierovu transformaci, a to piimo z jeji
lokalizacni vlastnosti (D.17.3). Plati totiz

F(o(t)) = / d(t) exp(—i2n ft)dt = exp(—i2nft)] =1
o t=0
Obdobné muzeme pro inverzni Fourierovu transformaci psét
Fe(f) = / §(f)exp(i2nft)df = exp(i2n ft) =1.
—00 =0
Dodefinovali jsme tedy 2 Fourierovy pary
Fo@) =1, F(1)=4(f). (3.16)

Cviceni 3.5.1:
Najdéte analogickym zpiusobem Fourierovu transformaci posunuté §-funkce 6(t — a) a funkce
s(t) = exp(i2wat), kde a je redlnd konstanta.

Vzorkovaci funkce
Vzorkovaci funkce také neni funkci v pravém smyslu, ale distribuci. Nékdy se vystizné nazyva
Diracuv hfeben, nebof se jedna o T-periodickou sumu vzdjemné posunutych d-funkci, jak je
vidét z jeji definice
or(t) = Y o(t—nT). (3.17)
n=—00

Tato funkce se pouziva ke vzorkovani signalu (odebréni ekvidistantnich vzorka) nebo k jeho
periodizaci (nascitdni periodicky se opakujicich signdlu). Pfitom se uplatinuje tzv. vzorkovaci
respektive replika¢ni vlastnost vzorkovaci funkce.

Vzorkovaci vlastnost vzorkovaci funkce spocivéd v tom, ze prendsobenim spojitého signalu vzorko-
vaci funkei vznikne diskrétni signal

or(t)s(t) = > 6(t—nT)s(t) = > 6(t—nT)s(nT),

n=—oo n=—oo
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a)

o s(nl)

N . ,mHIH"I"r-T-.,V..

b)

Obrazek 3.4: Vzorkovaci (a) a replikaéni (b) vlastnost vzorkovaci funkce.

kde jsme pouzili (D.17.4). Vzorkovani pomoci vzorkovaci funkce ukazuje graficky obrazek 3.4a.

Replikacéni vlastnost vzorkovaci funkce spociva v tom, ze konvoluci spojitého signédlu se vzorkovaci
funkci vznikne periodicky signdl. Operace konvoluce je popsana v dodatku D.16.

So(t)  s(t) = f(ST st—n)ydr = [ ( 3 5(T—nT)>s(t—T)dT

—0 n=—oo
[e.e]

= Z f §(r—nT)s(t —7)dr = > s(t—nT),
n=—00—00 n=—00
kde jsme opét pouzili (D.17.4). Je ziejmé, ze pouze pokud je s(t) nenulovd vné intervalu (—=17/2,7/2),
dochazi pii replikaci k prekryvani. Obrazek 3.4b ukazuje schematicky replikaci pomoci vzorkovaci
funkce (v tomto piipadé k prekryvani dochézi).

Jakym zpusobem bychom mohli vhodné dodefinovat Fourierovu transformaci vzorkovaci
funkce? Zde si pomuzeme ,trikem*, kdy formalné rozvineme dr(t) v exponencidlni Fourierovu
fadu na intervalu (—=7/2,7/2):

T/2

dr( Z Spexp(i2nkt/T), Sk = = / ( Z St — nT)) exp(—i2nkt/T)dt

k=—00 —T/2 n=—00

Jelikoz ze vsech d-funkei Diracova hiebenu v integrandu lezi uvnitt integracnich mezi pouze J(t),
dostavame

1 T/2 1 1
Sy = — f §(t) exp(—i2nkt/T)dt = TeXp(—i%kt/T) =7
_T/Q t=0
1 o0
= §p(t) = 7 > exp(i2rkt/T).
k=—o00

Fourierovu transformaci pak ziskame z této rady pomoci linearity Fourierova integralu

F(on(t) :% S Flexplizent/T)).

n=—oo
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Ze cviceni 3.5.1 vime, Ze spektrem dané exponencidly je §(f — %). Pro Fourierovu transformaci
vzorkovaci funkce tedy méame

Flor) =7 Y 00— 7). (3.18)

n=—oc

Specilng, pro T = 1 je F(6,(t)) = F ( S 6(t - n)> — S §(f —n) = 61(F). Jednd se tedy

o zcela symetricky Fourieruv par, podobné jako v piipadé Gaussovy funkce.

Konstantni funkce

Konstantni s(t) = A funkce neni obecné absolutné integrovatelna (kromé pifpadu A = 0).
Presto muzeme dodefinovat jeji Fourierovu transformaci ve smyslu distribuci. Vyuzijeme k tomu
toho, ze zname Fourieruv par F(1) = 6(f). Muzeme tedy psat

F(A) = / Aexp(—i2n ft)dt = A / 1+ exp(—i2r fr)dt = A3(f).

Funkce signum
Definujme funkei signum takto

1 t>0
sgn(t)=¢< 0 ¢t=0
-1 t<0

Stejné jako konstanta, ani funkce sgn neni na (—oo, 00) absolutné integrovatelna. Jeji Fourierova
transformace se zavadi jako limita spektra pomocné funkce ¢(t)

g(t) = exp(=aft|)sgn(t), a>0

kterd jiz absolutné integrovatelnd je. Ze cviceni 3.2.5 vime, zZe jeji spektrum je

7 1 1 —i4
G() = Flglt) = [ exp(-altsgn(t) exp(-i2n fi)dt = o e = T

Nyni uvazme limitni pfechod pro o« — 0. Limita spektra bude

lim G(f) = ——

a—0 ﬁ’
zatimco funkce g(t) prejde v limité na funkci sgn. Ziskavame tedy Fourieruv par
i

F(sgn(t)) = 7 (3.19)

Heavisideova funkce
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Heavisideovu funkci definujeme

0 t<0
u(t) = 1/2 t=0
1 t > 0.

Opét se nejednd o absolutné integrovatelnou funkei na (—oo, 00). Muzeme ji vsak snadno priradit
Fourierovo spektrum, zname-li spektrum funkce signum a konstantni funkce. Plati totiz, ze u(t) =
5(sgn(t) 4+ 1). Diky linearité Fourierova integrdlu tedy méme
1 1 1

Flu(t) = 51F sgn(t) + F(1)] = 5+ 50(6) (320)
Poznamenejme, ze podobné jako v piipadé funkce signum, i spektrum Heavisideovy funkce by-
chom mohli uré¢it jako limitu spektra nejaké vhodné zvolené pomocné funkce, kterd je standardni
fouriérovskou funkei. Takovou funkci by mohla byt napiiklad funkce ze cviceni 3.2.4, jejiz spek-
trum je (i27f + «)~!. Limitu tohoto zlomku pro @ — 07 vSak neni tak jednoduché spocitat.
Vypoctem s vyuzitim teorie distribuci, ktery je ovSem nad rdamec téchto skript, bychom zjistili,
ze tato limita je rovna praveé 3.20 a nikoliv pouze funkéni hodnoté pro a = 0.

Periodické funkce

Jak jiz bylo fe¢eno v tvodu, periodické funkce obecné nepatii do Li(—o00,00). Presto lze
dodefinovat spektrum takové funkce 5(¢), které ma zcela analogické vlastnosti (symetrie, operace
v Casové oblasti a jejich protéjsky v oblasti spektralni atd., viz odstavce 3.6 az 3.8), pokud je
dana periodicka funkce rozvinutelna ve Fourierovu fadu na intervalu délky periody.

Oznacme délku periody 7. Exponencidlni Fourierova fada je

§(t) = Z Sy, exp (12;Ht>,

n=—0oo

kde S,, je Fourieruv koeficient dany rovnici (2.17).
Na tuto rovnici aplikujme Fourierovu transformaci. Diky linearité Fourierova integralu dostaneme

i 5 exp <12;nt>> _ i S [f (exp (12;7“5))] |

n=—0oo n=—0oo

F((t)=F (

Vyraz v hranatych zavorkach je podle cviceni 3.5.1 roven 6(f — n/T). Fourierovo spektrum
periodické funkce je tedy

o0
Fe) =Y S (f-=) 3.21
G0 =3 s (-7 (321)
Spektrum je tedy, podle o¢ekavani, diskrétni. Je dano fadou ekvidistantnich §-funkei nasobenych
Fourierovymi koeficienty. Obrécené plati, ze kazdé spektrum typu (3.21) musi nutné byt spek-
trem periodické funkce, a to dokonce bez ohledu na to, zda koeficienty fady jsou Fourierovymi
koeficienty, nebo ne®. Inverzni Fourierovou transformaci totiz dostaneme

(£l ) - S (22).

n=—0oo

8Pokud by se nejednalo o Fourierovy koeficienty funkce 3(t), byla by funkce v ¢asové oblasti pouze T-periodicka,
nerovnala by se vSak funkci 5(¢).
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kde suma na pravé strané je T-periodickd, nebof s¢itdme exponencidly s periodou T. O jakou
konkrétni periodickou funkci se jednd zavisi na koeficientech C,,. Jsou-li to Fourierovy koeficienty
funkce §(t), a konverguje-li Fourierova rada k této funkci, jednd se samozfejmé o funkci 5(t).

Priklad:
Najdeéte spektrum funkce
5(t) = sin(nt).

Perioda dané funkce je T = 2. Rozvineme ji na intervalu (-1,1). Vypoc¢tem koeficientu
1 [l
Sp = 5/ sin(rt) exp(—innt)dt
-1
s vyuzitim ortogonality bazovych funkei zjistime, ze nenulové jsou pouze 2:

1 1
Sl - —51, 571 - 51

K tomuto zavéru bychom ostatné mohli dospét rovnou z Eulerova vzorce (D.8.2), ktery je také
ve tvaru exponencidlni Fourierovy fady. Pro Fourierovo spektrum tedy podle (3.21) dostdvame

F(sin(rt)) = nioo 5,07~ ) = % (5 (f + %) p (f - %)) | (3.22)

Poznamenejme, Ze rovnéz k tomuto vysledku bychom mohli dospét rovnou z Eulerova vzorce,
nebof jak vime ze cviceni 3.5.1

Flexplint) = Flexp(izng)) = 6(7 — 1)

a podobné pro komplexné sdruzenou exponencidlu v (D.8.2).

Analogickym postupem bychom odvodili i Fourierovu transformaci funkce cos(t)

Fcos(rt)) = % (5 (f + %) +5 (f - %)) | (3.23)

Tabulka 3.2 shrnuje specidlni signaly probrané v tomto odstavci, které nespadaji do tiidy
Fourierovskych signalu standardniho typu. Spektrum je v ni uvadéno jak pro obycejnou tak
pro thlovou frekvenci. Schematicky jsou nékteré z téchto signali spolu s jejich amplitudovym
spektrem zobrazeny na obrazku 3.5.

3.6 Fourierova transformace realného signalu.

Predpokladejme specidlné, ze signdl s(t) je redlny. Pak i funkce A(f) a B(f), zavedené v pod-
kapitole 3.4, jsou redlné a A(f) = 2R{S(f)}, B(f) = —23{S(f)}. Z jejich defini¢nich vzorcu
déle vyplyva, ze A(f) je sudou funkei frekvence, A(—f) = A(f), zatimco B(f) je funkef lichou,



3.6. FOURIEROVA TRANSFORMACE REALNEHO SIGNALU. 85

s(1) 5(f) S(w)

5(t) 1 1
5(t — a) exp(—i2r fa) exp(—iwa)

or(t) 701(f) Flz(w)

A AS(f) A2768 (w)

sgn(?) i =

u(t) 27+ 30(f) w 7w
cos(mt) | L(6(f+)+0(f—13)) | Z(6(w+m)+w—n))
sin(r) | 4 (0(F+5) —0(F~ 1) | F0w+m) - dw—m)

Tabulka 3.2: Nékteré specidlni funkce a jejich spektra vyjadfend v obycejné a v hlové frekvenci.

B(—f) = —B(f). Spektrum redlného signédlu s(t) je tedy Hermitovska funkce. Plati pro néj
dulezita véta:

Véta (O Fourierové transformaci redlného spojitého signélu):
Jestlize je signdl s(t) redlny, pak pro jeho spektrum plati
S(=f) = S(/). (3.24)
Navic jeho amplitudové spektrum je sudou funkei frekvence a fazové lichou
S =15(N], o(=f) = —o(/)
a ¢(0) =0.

Dikaz:

Jelikoz S(f) = 3(A(f) —iB(f)), pak diky vlastnostem funkei A(f) a B(f) pro redlny signal
s(t) musi platit S(—f) = L(A(=f) — iB(~/)) = HA(f) +B()) = S(). Jelikoz S(f) =
|1S(f

|S(f)] exp(ip(f)), musi pro komplexné sdruzené spektrum platit S(f) = )| exp(—ip(f)) a pro
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Obrazek 3.5: Nékteré | nefourierovské“ signdly s(t) a jejich amplitudova spektra |S(f)].

zrcadlovy obraz spektra mame S(—f) = |S(—f)| exp(ip(—f)). Pro redlny signdl tedy dostdvame

1S(Nlexp(=ig(f)) = [S(=Nlexplio(=1)) = [S(=NI=ISU),  o(=]) =—o(f).

Pro nulovou frekvenci davé definice B(f), ze B(0) = 0. Jelikoz vsak B(0) = —23{5(0)}, zna-
mend to, ze na nulové frekvenci je spektrum redlného signilu reélné, tj. ¢(0) =0, c.b.d.

Tyto vztahy muzeme vyuzit k odvozeni nékterych alternativnich vzorcu pro inverzni Fourierovu
transformaci v pripadé redlného signalu v ¢asové oblasti. Piiklad velmi ¢asto uzivaného alterna-
tivniho vyjadieni poskytuje nasledujici véta.
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Véta (O alternativnim Fourierové reprezentaci realného spojitého signélu):

Fourierovu reprezentaci realného spojitého signéalu s(t) 1ze pséit ve tvaru

s(t) = 2R{ / S(f) exp(i2r ft)df}. (3.25)

Dukaz:

Abychom mohli vyuzit vztah (3.24) pro reilné signély, rozdélime pii inverzni Fourierové trans-
formaci integracni obor na dvé césti

s(t) = /S(f) exp(i?wft)df+/5(f) exp(i2n ft)df.

V prvnim integralu pouzijeme substituci u = — f, ¢imz dostaneme stejné meze jako v druhém
integrélu. Pro jednoduchost se vratime k pivodnimu oznaceni integra¢ni proménné f a pouzijeme
vzorec (3.24) pro S(—f).

s(t) = S(f)exp(—iwat)der:foS(f)exp(iQWft)df
= [ (ST expli@n i) + S(f) explizr )} f

_ 2%{?S(f)exp(127rft)df}, ¢.b.d.

0%8

Tabulka 3.3 ukazuje dalsi altenativy pro Fourierovu reprezentaci realného signdlu. Dukazy jsou
jednoduché, v zdsadé analogické tomu, ktery jsme pravé provedli. Pro pohodli ¢tendfe uvadime
v tabulce i tvary zapsané pomoci uhlové frekvence. Tabulka je prevzata ze skript V. Cerveného
(1979).

Cviceni 3.6.1:
Ovérte, Ze i spektrum specidlnich signdli probiraniych v odstavei 3.5 md tu vlastnost, Ze pro
redlny signdl je spektrum hermitovskou funkei (pripadné distribuct) frekvence. (§-funkci chdpeme

jako sudou, nebot §(t) = 6(—t).)

3.7 Vlastnosti Fourierovy transformace — symetrie spek-
tra.

S nékterymi vyznamnymi symetriemi spektra jsme se jiz setkali v pfedchézejicich podkapitoléch.
Vime jiz napfiiklad, ze suda funkce se transformuje opét na sudou funkci a lichd funkce na
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s(t) = ... pro obycejnou frekvenci f s(t) = ... pro dhlovou frekvenci w
([ S(f) explion ft)df) LR{ [ S (w) expliwt)dw)
0 0
23 [ 1S(f) exp(i2n f1)d S} 13 [ 15(w) expliwot)dw}
0 0

2%{2“0 1S(f)| expli2n ft + 6())]df} %%{f 15(w)] expli(wt + ¢(w))]dw}

o0

23{ [ [S(f)|expli2n ft + ¢(f) + 5)]df}

0

2 T S(f)] cos(2ft + B(f))df

S =

%{;T 19(w)] expli(wt + $lw) + 2)Jdw}

|S(w)|cos(wt + ¢(w))dw

3 1
e 3 =
o

|S(w)]sin(wt + ¢(w) + 5 )dw

2 T S(f)|sin(2n ft + 6(f) + T)df

Tabulka 3.3: Alternativni tvary pro inverzni Fourierovu transformaci realného signalu.

funkci lichou. Dale jsme dokéazali, ze spektrum realného signalu je hermitovska funkce frekvence
(komplexni funkce se sudou redlnou a lichou imagindrni ¢dsti) se vsemi dusledky, které to ma
pro amplitudové a fazové spektrum.

Cviceni 3.7.1:
Dokazte, Ze spektrum ryze imagindrniho signdlu je antihermitovskou funkci frekvence, tj. jeho

redlnd cast je lichd, zatimco imagindrni sudd a plati S(—f) = —=S(f).

Je-li signdl s(t) sudy a navic jesté redlny, je jeho spektrum S(f) = A(f)/2 rovnéz redlné a sudé.
Reélnost plyne z definice A(f) (redlny integrand) a sudost je automatickou vlastnosti kazdé
Fourierovy kosinové transformace. Podobné, je-li signdl s(¢) sudy a navic ryze imagindrni, je jeho
spektrum také ryze imaginarn{ (ryze imaginarni integrand) a sudé. Analogicky muzeme uvazovat
v piipadé lichého signalu. Je-li signdl s(¢) lichy a redlny, je jeho spektrum S(f) = —iB(f)/2
ryze imagindrn{ a licha funkce frekvence, nebot B(f) je vzdy funkce lichd a v ptipadé redlného
signalu také realna.

Cviceni 3.7.2:
Dokazte, zZe spektrum ryze imagindrniho lichého signdlu je redlnd lichd funkce frekvence.

Pro snadnéjsi zapamatovani téchto symetrii muze dobfe poslouzit nasledujici mnemotech-
nicky diagram vyuzivajici rozklad jak signdlu v ¢asové oblasti, tak jeho spektra, na sudou (e(t)
respektive F(f)) a lichou ¢dst (o(t) respektive O(f)):
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i) = o(t) + ) = R®} + i¥{e)}r + R{E&W)} + iS{et)}
—— |

|
S, = 0, + E, = ®O0,} + i&{0,} + R{E.} + iS{E,}

Pro souhrnny ptehled o symetriich spektra ndm muze pomoci identickd tabulka s tabulkou
2.2, kde bychom psali pouze s(t) misto $(t) a S(f) misto S,. V grafické podobé jsou symetrie
schématicky znazornény na obrazku 3.6.

Vsimnéme si, ze zpusob, jakym jsme dodefinovali Fourierovu transformaci pro nékteré specialni
signaly probirané v odstavci 3.5, zachovava zde zminované symetrie spektra, i kdyz v nékterych
piipadech signal ¢i jeho spektrum chapeme ve smyslu distribuci. Tak napiiklad, d-funkce je
realnd sudé distribuce a jeji spektrum je redlnd sudd funkce. Vzorkovaci funkce, tvorici symet-
ricky Fourieruv par, je redlna a suda distribuce. Naopak, funkce signum je redlna a lichd a jeji
spektrum je, dle océekavani, imaginarni licha funkce frekvence. Rovnéz spektra trigonometrickych
funkci respektuji vysSe uvedené symetrie.

Z tabulky a obrézku 3.6 si také muzeme vSimnout, ze Fourierova transformace vykazuje jistou
symetrii vuéi zdméné vzajemné komplementdrnich oblasti (¢asové a spektraln{). Tak napiiklad
realny signdl se transformuje na hermitovsky a hermitovsky v ¢asové oblasti opét na redlny v
oblasti spektralni. Imagindrni lichy signal ma protéjsek v realném lichém signalu a naopak. Ve
vyctu téchto zamén bychom mohli pokracovat. Zminény jev je dusledkem dilezité vlastnosti
Fourierovy transformace, které rikdme reciprocita. Reciprocita se tyka nejen symetrii signdlu a
jeho spektra, ale primo konkrétniho tvaru signalu v ¢asové a spektralni oblasti. Konkrétné plati

Véta (O reciprocité Fourierovy transformace):

S =F@s) < FSW) =s(=/) (3.26)

Je-li signél s(t) navic sudy, pak plati dokonce pfesnd symetrie, tj. S(f) = F(s(t)) <> s(f) =
F(S(t)). To jsme vidéli ve cviceni 3.2.3 a 3.4.2 na piikladu zdmény pravodhelnikové funkce a
funkce sinc a také v odstavci 3.5 pro piipad é-funkce a konstantni funkce. Tato vlastnost také
dava jasné opodstatnéni vyrazu Fourieruv par, kdy vlastné nespecifikujeme, ktera funkce ptislusi
které oblasti.

Dukaz reciprocity je jednoduchy, vychéazi ptimo z definice piimé a inverzni Fourierovy trans-
formace.

Dikaz:

Ve vyrazu pro inverzni transformaci provedme pieoznaceni ¢ — —t. Nejednd se o substituci,
nebot integrace se tyka proménné f. Integracni meze se tedy nezméni. Pro vétsi ndzornost pak
jesté preoznacime t — f. Celkem tedy dostaneme

X o0

f S(f)exp(i2rft)df — s( f S(f)exp(—i2r ft)df —

s(—f) = TS(t) exp(—i2n fO)dt = F(S(t)), cbd

—o0
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Obrézek 3.6: Symetrie Fourierovy transformace spojitého signélu.

Cviceni 3.7.3:

Pomoci vlastnosti reciprocity Fourierovy transformace najdéte spektrum funkce s(t) = 2

E.
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3.8 Vlastnosti Fourierovy transformace — operace v casové
oblasti.

V tomto odstavci si vysvétlime, jakym zpusobem se nékteré standardni matematické oper-
ace provedené v casové oblasti projevi na odpovidajicim spektru. Cilem je usnadnéni vypoctu
Fourierovy transformace pomoci jednoduchych operaci ve spektralni oblasti namisto vycislovani
defini¢niho integrélu. V nédsledujicim textu budeme signdly v ¢asové oblasti znacit s(t), popiipadé
f(t) a g(t), a jim odpovidajici spektra S(f), popiipadé F(f) a G(f). Signél, ktery vznikne
po provedeni prislusné operace v ¢asové oblasti, necht je h(t) a jemu odpovidajici spektrum
H(f). Veétsina téchto vlastnosti Fourierovy transformace spojitého signédlu je analogicka tém,
probiranym v kapitole 2.8 v souvislosti s exponencidlni Fourierovou fadou. Pro Siroky prakticky
vyznam zde pfidame i nékteré dalsi.

Linearni kombinace
Pro obecné komplexni konstanty « a 8 plati

Wt)=af(t)+ Bgt) & H(J) = aF(f) + BG(). (3.27)

Tato vlastnost je trividlnim dusledkem linearity integralu v defini¢nim vztahu pro Fourierovu
transformaci.

Poznamenejme také, ze nasobeni signalu redlnou konstantou, které se ve spektrdlni oblasti
projevi ndsobenim spektra toutéz konstantou, nems vliv na fadzové spektrum, nebot zachoviva
pomeér realné a imagindrni ¢asti komplexniho spektra.

Priklad:
Najdeéte spektrum funkce

exp(—at)sin(2r fot +v) t>0
M =1 0 t<0’

kde o > 0 a fo, v jsou néjaké redlné konstanty. PouZijle vysledku cvicend 3.2.4: F(exp(—at)) =
(a+i27f)~".

Pomoci Eulerova vzorce (D.8.2) pro sin piepiseme s(¢) do tvaru

h(t) = %exp(—(a — 127 fo)t) exp(iv) — %exp(—(a + 127 fo)t) exp(—iv).

Odtud jiz snadno zjistime, ze S(f) se na zédkladeé linearity musi rovnat

_exp(iv) 1 exp(—iv) 1
H = ¥ & axef+fo)

Komplexni sdruzeni

h(t) =s(t) < H(f)=5(=f) (3.28)
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Cviceni 3.8.1:

Proved’te dikaz tohoto turzent. (S vijhodou lze pouZit mnemotechnicky diagram z predchdzejici
podkapitoly).

Specidlnim pfipadem této vlastnosti je nam jiz zndm4 symetrie spektra realného signdlu m =
S(—f). Pro redlny signal totiz plati s(t) = s(¢), tudiz pro jeho spektrum mame S(f) = S(—f).
Provedeme-li na tuto rovnici operaci komplexniho sdruzeni, dostaneme, ze pro spektrum realného

signdlu je S(f) = 5(=f) = S(=/f).

Zména méritka

Uvazujme redlnou konstantu « # 0 pomoci niz budeme ménit méfitko na vodorovné ose v
¢asové oblasti. Pro zizen{ signdlu pouzijeme |«| > 1, pro jeho rozsiteni naopak |«| < 1. Pak

W) = s(at) H(f):ﬁs (g) (3.29)

Vidime tedy, ze rozsiteni signalu v ¢asové oblasti méa za nésledek zizeni jeho spektra (a narust
jeho amplitudy), zatimco zizen{ signdlu vede k rozsiteni spektra® (a poklesu jeho amplitudy).

Dikaz:

Nejprve uvazujme o > 0. V integralu pro Fourierovu transformaci provedeme substituci u =
ar = dr = du/a.

Fls(at)) = /oo s(ar) exp(—i2n fr)dr = é ]o s(u) exp(—i2r fua)du = és <£) |

Pro a < 0 je postup stejny s tim rozdilem, ze pii substituci dojde k prohozeni integra¢nich mezi

a tedy zméné znaménka pred integralem. Souhrnné tedy dostavame F(s(at)) = é—‘S (g), c.b.d.

Priklad:
Najdeéte spektrum funkce
h(t) = exp(—=5*%),

kde B je redlnd konstanta. PouZijle vijsledku cviceni 3.2.2: F(exp(—mt?)) = exp(—7f?).

Flexp(~r(o1)) = L exp(r L),

kde jsme bez tjmy obecnosti piedpoklddali o > 0, nebot Gaussova funkce je sudd. Volbou
a = 3/y/m dostdvame okamzité hledany vysledek:

oo 00 = Ly (L) = ey (L),

9To, 7e zi7eni signalu (at uz ho bylo dosaZeno jakymkoliv zptisobem) provazi rozsireni spektra a naopak, je
obecnou vlastnost{ Fourierovy transformace. Zde zizeni/rozsiten{ signdlu v ¢asové oblasti dosahujeme specidlné
zmeénou méfitka, jsou vsak i jiné zpusoby (napf. prendsobent signalem s uzsim nosi¢em, konvoluci s jinym signalem,
apod.). Pfi kvantifikaci tohoto jevu v8ak vzdy zalezi na zvolené mive pro §ifku signalu/spektra.
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Obrazek 3.7: Vliv zmény métitka na Fourierovu transformaci.

Obrazek 3.7 ilustruje zménu méiitka pro znamy par pravouhelnik-sinc. Chovani spektra je
obdobné jako chovani Fourierovych koeficientii na obrazku 2.4b, kde také dochazi ke zméné sirky
pravothelnihové funkce vicéi konstantni periodé fady.

Cviceni 3.8.2:
Zména méritka pri o > 0 nezmeni tvar signalu uw Heawvisideovy funkce. Ouvérte Ze tato zména
meritka se ve spektru také neprojevi.

Specidlnim pripadem zmény métitka je i nasledujici operace zrcadleni, tedy zrcadlové prevraceni
signalu bez horizontalni kontrakce ¢i dilatace. Odpovida volbé oo = —1.

Zrcadleni

h(it)=s(=t) < H()=5(=]) (3-30)

Specidlné pro redlny signdl pak dostaneme F(s(—t)) = S(f).

Translace signalu

Necht ¢, je redlna konstanta. Pak

h(t) = s(t —t)) < H(f) = S (f) exp(—i2r fto). (3.31)

Dukaz:
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F(s(t—to)) = / s(T — to) exp(—i2w fr)dr.
Provedeme substituci u = 7 — ty, ¢imz dostaneme
F(s(t —ty)) = exp(—i2m fto) / s(u) exp(—i27 fu)du = S(f) exp(—i2n fty), c.b.d.

Podobné jako u exponecialni Fourierovy fady, i v ptipadé Fourierovy transformace se translace
signalu v ¢asové oblasti projevi modulaci spektra. Plati to i pro specidlni signaly, které nej-
sou Fourierovskymi signaly standardniho typu, ale ptesto zavadime jejich Fourierovu transfor-
maci. Napifklad spektrum posunuté Heavisideovy funkee s(t) = u(t — to) je S(f) = (36(f) —

ﬁ) exp(—i2m fty) = 56(f)— ﬁ exp(—i2m fty). Spektrum posunuté é-funkee, které jsme spocitali

uz v kapitole 3.5, také odpovidd tomuto translacnimu teorému.

Cviceni 3.8.3:
Najdéte spektrum sin(mt) pomoct spektra cos(mt — 1). PouZijte vzorec (3.23) a translaénd teorém.

Cviceni 3.8.4:
Najdeéte spektrum pravouhelnikové funkce ze cviceni 3.2.3 pomoct rozdilu dvou posunutijch Heav-
isideovych funkci.

Pov§imnéme si opét, ze modulace ve spektru méni pouze fazi a nema zadny vliv na amplitu-
dové spektrum, tj. moduly modulovaného a puvodniho spektra jsou si rovny (|S(f) exp(—i27 fto)|
|S(f)]). Amplitudové spektrum tedy nenese informaci o volbé po¢atku v ¢asové oblasti. Naopak
fazové spektrum silné zavisi na eventudlnim casovém posunu ty. V praxi proto byvéa casto
vyhodné volit pocatek na casové ose tak, aby bylo fizové spektrum co nejjednodussi. Situaci
ilustruje obrazek 3.8 na piikladu Gaussovy funkce. Polozime-li pocatek do stfedu Gaussovy
funkce, dostaneme sudy redlny signal, jehoz spektrum je téz sudé a hlavné redlné, tudiz ma
nulové fazové spektrum. Posuneme-li signal o ¢y, piestane byt sudy a jeho spektrum se stane
komplexni hermitovskou funkci. Pfitom amplitudové spektrum zustane stejné a fazové spektrum
bude linedrni lichou funkei frekvence. Konkrétné pii posunu o tq > 0 pujde o klesajici funkei
o(f) = —2n flto| a pii posunu o ¢y < 0 o rostouci funkci ¢(f) = 2n f|ty|, pricemz tato funkce
zustava v intervalu (—m, 7), nebot se jedna o hlavni hodnotu argumentu S(f). Vidime tedy, ze
sklon linearnich dseku fazového spektra bude tim vétsi, ¢im vétsi bude posun |[¢].

Priiklad:

Najdéte amplitudové spektrum superpozice dvou vzdjemné posunutych totozngch signdlu

h(t) = s(t) + s(t — to).

7 vlastnosti linearity a posunuti mame pro Fourierovu transformaci superpozice

F(h(t)) = H(f) = S(f)(1 + exp(—i2m ft)).
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Obrézek 3.8: Posunuta Gaussova funkce a jeji spektrum reprezentované realnou a imaginarni ¢asti
a dale modulem a fazi. Jednotlivé fadky této ,,grafické tabulky“ odpovidaji riznym posunum.

Vyjadiime exponencidlni funkci pomoci vztahu (D.8.1), ¢imz ziskdme redlnou a imaginarni ¢ést.
Amplitudové spektrum je tudiz

[H(f)] = IS+ cos(2m fto))? + sin® (27 ft0)]'/? = |S(F)[[2(1 + cos(2m f1))]'/?,

kde jsme vyuzili vztah (D.8). Odtud jiz snadnou dpravou s pomoci vzorce (D.8.5) pro kosinus
dostaneme

HI =208 =20 sy cost o)

Amplitudové spektrum ma tedy silné oscila¢ni charakter, viz obrazek 3.9, kde minima odpovidaji

vvvvv

superponovanych signélu |¢y|. Obédlka amplitudového spektra superpozice ma dvojndsobnou am-
plitudu oproti amplitudovému spektru puvodnich samostatnych signali.

Modulace signalu

Komplementarni operaci k translaci je modulace signalu v casové oblasti. Jelikoz jiz zname
reciprocitu Fourierovy transformace, nepiekvapi nds, ze modulace v ¢asové oblasti je provazena
translaci spektra. Necht fy je redlnd konstanta. Pak

h(t) = s(t) exp(2nfot) < H(f) = S5(f = fo).
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Obrazek 3.9: Spektrum signalu (nahote) a superpozice dvou vzdjemné posunutych signali (dole).

Dukaz:
Fls(t)exp(2nfot)) = [ s(r)exp(i2nfor) exp(—i2n fr)dr = [ s(r)exp(—i2n(f — fo)7)dr

= S(f—fo), cbad.

Plat{ tedy s(t) exp(i27 fot) = F 1(S(f — fo)) a také s(t) exp(—i27 fot) = F 1 (S(f + fo)). Pomoci
souc¢tu a rozdilu téchto vyrazu, s vyuzitim Eulerovych vzorcu (D.8.2), snadno ziskdme tzv.
modulaéni teorémy:

h(t) = s(t) cos(nfor) & H(f) = S(S( — fo) + SU + ) (3.32)

A(t) = s(t)sin(@nfot) ¢+ H() = 5 (S( — fo) = S(F + o). (33

Prendsobime-li tedy Fourierovsky signal v ¢asové oblasti kosinem, puvodni spektrum se ,rozd-
voji“, pricemz tyto dvé identické ¢asti se s poloviéni amplitudou odsunou symetricky vzhledem
k f =0, jak je to zndzornéno na obrazku 3.10 (uprostied). Pfendsobime-li naopak sinem, budou
vzédjemné posunuté ¢dsti spektra mit vaci sobé opaéné znaménko. Faktor 1/i navic predstavuje
nasobeni —i, takze ve vysledku cast spektra odsouvajici se vlevo bude mit imagindrni ¢ast rov-
nou poloviné puvodni realné ¢asti spektra, avSak s opa¢nym znaménkem, a realna bude rovna
poloviné puvodni imaginarni ¢asti. U spektra posunujiciho se vlevo, to bude presné naopak.
Obrazek 3.10 (dole), ilustruje tuto situaci pro zjednoduSeny piipad redlné sudé funkce, jejiz
spektrum je rovnéz redlné a sudé. VSimnéme si na tomto obrazku, ze prendsobeni sinem vytvari
ze sudého realného signalu lichy redlny signal a proto je jeho spektrum imaginarni lichou funkci
frekvence, zatimco prenasobeni kosinem zachovava sudy charakter puvodniho realného signalu,
tudiz jeho spektrum je opét realné a sudé.

Cviceni 3.8.5:
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Obrazek 3.10: Tlustrace modulaénich teorému (¢arkovand ¢ara oznacuje imagindrni funkei).

Spoctéte Fourierovu transformaci funkce s(t) = exp(—[3%t%) cos(27 fot) s vyuzitim modulacniho

VT 2f_2)

teorému pro kosinus a vysledku F(exp(—p%*t?)) = Y3 exp (—7T 7 )

Cviceni 3.8.6:

<
Spoctéte Fourierovu transformaci funkce s(t) = y(t) cos(2m fot), kde T14(t) = { L [t < df2

0 [t|>d/2
je pravovhelnikovd funkce délky d. VyuZijte modulacniho teorému pro kosinus, vysledku cvicent
3.2.8 a zmény méritka.

Vsimnéme si také, ze spektrum signdlu z prikladu ilustrujiciho operaci linedrni kombinace
na zacatku této podkapitoly, presné odpovida modula¢nimu teorému pro sinus.

Konecéna diference

Konec¢né diference v bodé predstavuje rozdil funkénich hodnot signalu v okoli centrovaném

k tomuto bodu. Je zavisla na velikosti tohoto intervalu. Oznac¢ime-li velikost tohoto okoli a, pak

konecna diference je Ays(t) = s(t+ §) — s(t — ). Vyznam konecné diference spociva zejména v
d

. oy o Aas(t o : ;
numerickém modelovani derivace: $;s(t) = IHI(I) % Vzhledem k Fourierové transformaci plati
a—r

a a ..
h(t) = Ags(t) = st + 5) —s(t — 5) < H(f) =2isin(nfa)S(f).
Jedna se vlastné o specidlni ptipad superpozice dvou vzajemné posunutych signali, které jsou
posunuty zrcadlové vuci bodu ¢ a jeden z nich mé navic opa¢né znamenko. Situaci ilustruje
obrazek 3.11.
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Dukaz:
7 linearity a posunuti signalu okamzité mame
H(f) = S(f)exp(i2nfa/2) — S(f) exp(—i27 fa/2) = S(f)(exp(ir fa) — exp(—ix fa)).
Pomoci Eulerova vzorce pro sinus (D.8.2) pak mame
H(f)=2S(f)sin(rfa), c.b.d.

U konecné diference se také projevuje reciprocita Fourierovy transformace — je to vlastné
komplementarni operace k modulaci sinem.

Cviceni 3.8.7:
Odvod'te spektrum konecné diference z modulacniho teorému pro sinus a z vlastnosti reciprocity
Fourierovy transformace.

Operaci konecna diference muzeme pouzit opakované. Napiiklad druhd konecénd diference je
konecna diference aplikovand na kone¢nou diferenci: A2s(t) = Ay[Ags(t)] = Ags(t+5a)—Ags(t—
sa) = s(t + a) — 2s(t) + s(t — a). Druhd konec¢nd diference se pouziva k numerické aproximaci
druhé derivace, %s(t) = liH(I) %. Kazdé provedeni operace kone¢na diference znamena ve

a—

spektru prenasobeni faktorem 2isin(r fa), je tedy F(A2s(t)) = —4sin®*(7fa)S(f) a podobné.

(1) S(f)

Obrazek 3.11: Ilustrace spektra konecné diference (¢arkovand ¢dra oznacuje imaginarni funkei).

Derivace

Piedpokladejme, ze Fourierova transformace 4 s(t) existuje, tj., Ze napi. %s(t) je absolutné

di
integrovatelnd funkce. Pak

h(t) = —s(t) < H(f) =2rf5(f).
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Tato vlastnost tedy rozhodné nezarucuje existenci spektra derivace. Je ji tteba chépat tak, ze
pokud spektrum derivace existuje, je rovno puvodnimu spektru nasobenému faktorem i27f.
Operaci derivace se pak ve spektru posiluji vyssi frekvence.

Dikaz:
Z defini¢niho integralu Fourierovy transformace dostaneme metodou per partes

d [d
F (&S(to = / ii(t 7) exp(—i2n fr)dr = [exp(—i2n f7)s(r +127rf/ 7)exp(—i2n fr)dr

— 00

Vzhledem k tomu, ze s(t) je absolutné integrovatelnd (jedna z defini¢nich podminek Fourierovského
signédlu standardntho typu), musi byt lim; ,1. s(¢) = 0, v dusledku ¢ehoz je vyraz v hranatych
zavorkach roven 0. Pro spektrum derivace tedy mame

F (%s(t)) =1i2nf / s(t)exp(—i2nfr)dr =27 fS(f), c.b.d.

Cviceni 3.8.8:
Ovéfte Ze ve spektru plati ocekdvany vatah mezi koneénou diferenct a derivaci, h(t) = $s(t) =
lim 222 2oll) o H(f) =i20fS(f) = lim Asin(n/a)S(]),

a—

Derivaci muzeme provadét opakované a vytvaret derivace vyssich radu. Kazda derivace v
casové oblasti ma za nasledek nasobeni spektra faktorem i27 f. Souhrnné muzeme tedy psat

h(t):}"<%s(t)> o H(f) = @20)"S(f). (3.34)

Cviceni 3.8.9:
Pomoci spektra n-té deriwvace a reciprocity Fourierovy transformace najdéte spektrum signdlu
h(t) = t"s(t) (za predpokladu, Ze toto spektrum existuje).

Konvoluce

Konvoluce spojitych signalu je definovana v dodatku D.16, kde je téz graficky zndzornéna
na obrazku D.5 a kde jsou vysvétleny jeji zdkladni vlastnosti. Operace konvoluce zaujima ve
spektralnich metodach vyznamné postaveni. Uplatiiuje se napiiklad v teorii linedrnich casové
invariantnich systému. Ta se v praxi pouziva pii modelovani ic¢inku linedrnich filtria. V souvislosti
s Fourierovou transformaci plati pro konvoluci tzv. konvoluéni teorém

[e¢]

ht) = f /f gt—r)dr o H(f) = F(HG). (3.35)
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Dtikaz:
FUWO*90) = [{[ fu)g(r — u)du} exp(—i2nfr)dr
_ _f’ f(u){_}o o(r — ) exp(—i2n f7)dr }du

o0

= ff u) exp(—i27 fu)G(f)du = F(f)G(f), c.bd

Tohoto vztahu se v praxi casto vyuziva k vyhodnému vypoctu konvoluce f x g pomoci
Fourierovy transformace a operace nasobeni: nejprve se najdou spektra funkcei f a g, tato spektra
se vynasobi ve spektralni oblasti a inverzni Fourierova transformace tohoto sou¢inu pak déva
hledanou konvoluci. Vyhodou tohoto postupu je, ze numericky vypocet Fourierovy transformace
je velmi rychly v porovnani s vypoctem konvoluce, vyuziva-li se algoritmus tzv. rychlé Fourierovy
transformace (viz kapitola 5).

Cviceni 3.8.10:
S vyuzZitim vysledku cviceni 3.2.4 najdéte inverzni Fourierovu transformaci spektra S(f) =
1

(ati2w f)? "

Pomoci Fourierovy transformace derivace (pokud existuje) a konvoluce muzeme snadno
dokézat vzorec (D.16.2) o derivaci konvoluce. Plati

] (i2n/F ()G <f>:f(df;“*g<t>)
F = (f(t)xg(t =2nfF(f)G(f) = ,
(Gu@esw) =esrriam =g Ll {70« 42

nebot je jedno, ke kterému z ¢initeli ve spektralni oblasti piifadime multiplikativni faktor i2x f.
Pti derivovani konvoluce f g v ¢asové oblasti tedy nezalezi na tom, zda nejprve derivujeme f a
tuto derivovanou funkci pak konvolujeme s ¢, ¢i naopak s f konvolujeme derivovanou g, ¢i zda
derivujeme az celou konvoluci.

Na zavér poznamenejme, ze spektrum posunutého signdlu bychom okamzité dostali jako
specidlni piipad konvoluéniho teorému. Nasobeni spektra faktorem exp(—i27fty) odpovidd v
¢asové oblasti konvoluce s §(t — ty), tedy signdl posunuty o ¢, (viz dodatek D.17).

Naéasobeni

7 hlediska Fourierovy transformace je protéjskem ke konvoluci operace nasobeni. Plati

o0

W) = F(g(t) «  H(f)=F(f) *G(f) = / FW)G(f - v)dv. (3.36)

—oQ

Dikaz je nejjednodussi provést pro inverzni Fourierovu transformaci, tj. dokazovat, ze f.g =
F~YF % G). V tom piipadé je dikaz zcela analogicky dukazu provedenému vyse pro konvoluci
s tim rozdilem, 7ze v exponentu bude opa¢né znaménko.
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Cviceni 3.8.11:
Najdeéte spektrum soucinu g,(t)g2(t) na zdkladé reciprocity Fourierovy transformace pomoct
znalosti spektra konvoluce.

Cviceni 3.8.12: .

Nagdéte konvoluci sinc, (t)  sinc, (t) a pomoci ni spoctéte integrdl [ sinc2(t)dt.

— 00
Budeme-li v ¢asové oblasti specidlné nasobit faktorem exp(—i2ntfy), dostaneme ve spektru
konvoluci s §(f — fo), tj. translaci spektra.

Replikace

V odstavci 3.5 jsme odvodili spektrum vzorkovaci funkce; jednd se opét o vzorkovaci funkeci
(frekvence). Vime, ze konvoluce signélu s(t) se vzorkovaci funkei d7(t) v ¢asové oblasti zpusobi
periodizaci (replikaci) této funkce a da vzniknout T-periodické funkei §(¢). Nyni nés zajima, jak
se operace replikace projevi ve spektralni oblasti. Odpovéd je jednoduché: diskretizaci spektra.
Jak vime, konvoluce dvou signdlu v casové oblasti odpovida soucinu jejich spekter ve spektralni
oblasti. Spektrum S(f) = F(s(t)) budeme tedy ndsobit vzorkovaci funkei %5%(f). Pii tomto
nasobeni se uplatni vzorkovaci vlastnost vzorkovaci funkce — dojde tedy k odebrani diskrétnich
vzorku puvodnfho spektra (ndsobeného faktorem =) s krokem Af = 1.

M) =5 = s(t)« Y2 (t—nT) & H()=2S() Y 67— 2.

n=—o n=—oc

Tato situace pro nas neni nijak nova, jiz jsme se s ni setkali v odstavci 3.3 pii zkoumani
vztahu Fourierovy fady a Fourierovy transformace spojitého signilu (viz téz obrazek 3.2). Zde
se pouze pro matematicky popis daného jevu pouziva formalismus vzorkovaci funkce.

Diskretizace

Jelikoz v ramci Fourierovy transformace je protéjskem ke konvoluci ndsobeni, dostdvame pro
vzorkovaci funkci, Ze protéjskem k replikaci je diskretizace. Provedeme-li diskretizaci v ¢asové
oblasti s krokem A¢t, tj. prendsobime-li signal s(¢) vzorkovaci funkei da¢(t), projevi se to ve
spektralni oblasti konvoluci spektra S(f) = F(s(t)) se vzorkovaci funkei ALt(Sﬁ(f% tj. replikaci
puvodniho spektra s periodou 1/At:

o0

M) =s(t) S 8t —ndt) o H()=F()=S()* = D o~ o)

n=—oo

Vidime tedy, ze pii Fourierové transformaci je diskretizace v jedné oblasti (¢asové nebo
spektrélni) nerozluéné spojena s replikaci v komplementdrni oblasti a naopak.

Klouzavy priumér

Metoda klouzavych pruméru se pouziva k vyhlazovani funkénich hodnot za ticelem odhaleni
piipadnych trendu signdlu ¢ jinych ,nizkofrekvencnich jevu“. Z matematického hlediska se
jednd o jednoduchou konvoluci s pravoihelnikovym oknem, normalizovanou Sitkou tohoto okna.
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Jak je vysvétleno nazorné na obrazku D.5, pii konvoluci se jedna z konvoluovanych funkei (v
nasem piipadé pravouhelnik o zdkladné a) posouvéd a prendsobuje druhou funkci. Integrdlem
z tohoto nasobku a vydélenim Sirkou pravothelnikového okna ziskame prumér funkce v misté
odpovidajicim stfedu posunutého okna. Posouvani pravoiuhelnikového okna pii konvoluci dalo
vzniknout nazvu ,klouzavy prumér®. Operace v ¢asové oblasti tedy predstavuje integral

1.t e
(r) = TI(L) « 5(1) = © / s(r)dr
t—a/2
Konvoluci s pravotihelnikovym oknem odpovidéd ve spektru nasobeni funkci sinc. Mame tedy
t+a/2
() = 11(C) e st) = - / sndr o H(f) = sinc(af)S(f).

t—a/2

Konvoluce mé vizdy za ndsledek vyhlazeni, tj. vysledny signdl je hladsi’’ nez ptvodni kon-
voluované signdly. Konvoluce vzdy také rozsiruje — délka jejiho nosice je sou¢tem délek nosicu
konvoluovanych funkei.

a)

b)

Obrazek 3.12: Zhlazovani pomoci klouzavého prumeéru aplikovaného na pravothelnik o siice 1,
shodné s sitkou prumérovaciho okna. Puvodni signél a jeho spektrum pted prumérovinim (a)
jsou porovnédny s vysledkem po jednoduchém (b) a dvojndsobném (c) pramérovani.

Operaci klouzavého pruméru muzeme provadét opakované. Kazda dalsi aplikace v ¢asové
oblasti ma za nasledek dalsi ndsobeni spektra funkei sinc(af). Obrazek 3.12 ukazuje vliv této

10Hladkost se posuzuje poétem spojitych derivaci, jak téz uvidime v odstavci 3.10.
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operace na jednoduchém piikladu, kdy prumérovanym signdlem je specidlné pravouhelnikova
funkce o sitce 1, coz je zdroven také sitka prumérovaciho okna. V ¢ésti a) je puvodni funkce a
jeji spektrum, v ¢ésti b) vidime jednou zprumeérovany signal a jeho spektrum a v ¢asti ¢) opétovné
zprumérovany signal s jeho spektrem. Zhlazovani a rozsirovani v ¢asové oblasti je jasné patrné,
ve spektrdlni oblasti naopak pozorujeme efektivni'! zuzovani spektra.

Integral

Zde mame na mysli ,prubézny“ integrdl, tak aby integrovanim vznikl opét signdl zavisejici
obecné na ¢. Plati

by = [ s(hdr e H() = 5oS(0+ 380S0, f£0 (33])
Pro f = 0 piSeme
H(0) = /dt/s(T)dT: /h(t)dt

Dikaz:
Diukaz je jednoduchy uvédomime-li si, ze dany integral predstavuje vlastné konvoluci s Heav-
isideovou funkef u(t), nebot

t

/ s(r)dr = 703(7)u(t —7)d7r = s(t) * u(t).

—0o0

Fourierovu transformaci pak uz snadno ziskame jako soucin spekter

F( ] sdr) = Fse)F@) =50 (o + 20)
(L str) (o

—o0
1 1

= i?ﬂfs(f) + 56(f)5(0)7

kde jsme pouzili zndmou vlastnost §-funkce (D.17.4).

Cviceni 3.8.13:
Dokazte bez pouziti zobecnénich funkci (primo z definice Fourierovy transformace), Ze pro signdly
s(t) jejichz integrdl na (—oo,0c) je roven nule'? je spektrum rovno S(f)/i2wf.

Zde je na misté pripojit varovnou pozndmku. Ctenaf by mohl uvazovat tak, ze je-li integrél
inverzni operaci k derivaci a spektrum derivace je ddno nasobenim puvodniho spektra faktorem

117de je tieba zdlraznit slovo ,efektivni“. Kvantitativni uréeni &tky spektra zgvisf na zvolené mite, viz odstavec
3.9. Pro né¢které definice $iiky ke zuzovani spektra nemusi dojit (napifklad pro ekvivalentni §iiku zavedenou v
3.9.).

12V nésledujici podkapitole uvidime, ze tento integral je roven S(0).
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127 f, musi byt spektrum integralu rovno puvodnimu spektru délenému timto faktorem. Chceme-
li pouzit spektrum derivace k odvozeni Fourierovy transformace integrélu (délenim spektra fak-
torem i27 f), musime byt velmi obezfetni a mit na paméti, ze derivovanim se ztraci informace
o eventudlni integra¢ni konstanté. V dusledku toho muze ve spektru integralu odvozeném ze
spektra derivace chybét piipadny ¢len obsahujici §-funkei (ktery se v (3.37) skuteéné vyskytuje).
Ukazme to na piikladu vypoctu spektra Heavisideovy funkce, pomoci spektra jeji derivace, tj.
§-funkce (viz (D.17.6)).

Priklad:
Najdéte spektrum Heavisideovy funkce u(t) pomoci spektra 6(t) = Su(t), F(6(t)) = 1.

Je-li 6(t) = Lu(t), pak musi platit, ze F(6(¢)) = 1 = i2r fF(u(t)). Odtud ovSem neplyne, ze

F(u(t)) = 1/i2m f: ,
L=i2nfFult) > ) =5

Skuteéné, F(u(t)) # 1/i27 f, nebot Hevisideova funkce nenf lichd a nemuze tedy mit ryze ima-
gindrni liché spektrum. Navic, z odstavce 3.5 vime, ze F(u(t)) = 1/i2nf + §(f)/2. Spravna
implikace je

1=2rfFu(t) = Ful) = +ad(f),

i2rm f
kde a # 0 je libovolna konstanta. Vynasobime-li tuto rovnici faktorem i27 f, dostaneme spravnou
rovnost

d

—u(t)) = F(4(1),

1+i2nfad(f) =1=2nfF(u(t)) = }_(dt

diky (D.17.4).
Korelace
Korelace dvou spojitych signali je zavedena v appendixu D.18. Spektrum korelace snadno

odvodime s vyuzitim vztahu korelace a konvoluce (D.18.2), f(t) x g(t) = f(—t) * g(¢). Pomoci
(3.35), (3.28) a (3.30) okamzité dostavame tzv. korela¢ni teorémy:

Wit) = f(H)xg(t) = | Fg(r +0dr  «  H() = FG().
e (3.38)

ht)=gt)x f(t) = [ g(n)f(r+t)dr &  H(f) = F(f)G(f).
Pro redlné signaly muzeme diky (3.24) navic specidlné psat

ht) = fO)xg(t) = «  H(f)=F())G(f) = F(-=G(f),

ht) =g@t)x f(t) = < H(f) = F()G(f) = F(/)G(=]).

Spektrum korelace se nékdy nazyva vzajemné spektrum. Je obecné komplexni, jeho redlnd ¢ast
je tzv. kospektrum a imaginarni ¢asti se fikd kvadraturni spektrum.

7 korela¢niho teorému plyne téz tzv. Parsevaluv teorém. Pozor, tato terminologie je ponékud
zavadejici, nebot se nejednd o pifmou analogii k Parsevalové rovnosti, kterou zndme z teorie
Fourierovych tad.
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Véta (Parsevaluv teorém):

Je-1i Sy (f) Fourierovym spektrem signalu s (¢) a Sa(f) Fourierovym spektrem signélu sq(t),

plati

— 00

Pt = / Si(f (3.39)

Diikaz:
Pri dukazu vyuzijeme toho, ze nasobeni v ¢asové oblasti odpovida konvoluci v oblasti spektralni
(viz (3.36)).

[ s0m@d = FeOnm)| =S 507
- f=0 f=0
= f51 )Sa(d — f)dg f51 #)de, c.b.d.
f=0

Obrazek (3.13) ilustruje graficky Parsevaliv teorém pro dva redlné signaly. Podle teorému se
musi velikost Sedych ploch v levé a pravé casti obrazku rovnat (v ¢dsti b vpravo se musi uvazovat
soucet velikosti Sedych ploch).

a) S
1 51

S1S2 5152

A—S9 ‘('52

b)

S1

R{SI}R(S:}

3{51}%£:92}

5152
S2

t 0 f

Obrazek 3.13: Tlustrace Parsevalova teorému: a) pro dvé redlné sudé funkce, b) pro dvé redlné
funkce, které vSak nejsou sudé. Teorém zarucuje rovnost Sedych ploch v levé a pravé ¢asti obrazku
(podle Bracwella, 1978).

Autokorelace
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Jak je vysvétleno v dodatku D.18, autokorelace predstavuje korelaci dvou identickych funkei,
tedy piipad korelace f *x g, kdy f =g = s:

(1) % s(t) = / S)s(r + 1)dr = 5(-1) * s(¢).

Pomoci spektra konvoluce anebo vyse uvedeného spektra korelace okamzité dostaneme tzv. au-
tokorelaéni teorém:

ht) =s(t)xs(t) < H(f)=S()S(f) =[S

Plati tedy, ze spektrum autokorelace je kvadratem amplitudového spektra puvodni funkce.
Toto spektrum se nazyva vykonové spektrum. Jsou v ném oproti amplitudovému spektru
zvyraznéna frekvencéni maxima. Muzeme z néj tedy snaze urcit tzv. prevladajici frekvenci. Na
druhé strané, podobné jako amplitudové spektrum, vykonové spektrum neobsahuje informaci o
eventualnim posunu signalu v ¢asové oblasti, tedy o poloze pocatku casové osy.

Pro specidlni pifpad redlné funkce s(t) je autokorelace sudou funkei ¢asu. Muzeme tedy pro
vypocet jejiho spektra pouzit kosinovou Fourierovu transformaci. Navic muzeme v tomto pripadé
specidlne psat H(f) = S(—f)S(f).

Spektrum autokorelace (autokorelaéni, nebo téz Wiener-Chinéinuv, teorém) ilustruje obrazek
3.14 pro specidlni piipad pravouhelnikové funkce II(¢) v ¢asové oblasti. Jeji autokorelace je
trojihelnikovd funkce A(t) (jednd se vlastné o autokonvoluci, nebot pravothelnikovd funkce je
sudd). Spektrem pravothlenikové funkce v levém hornim rohu obrdzku je redlnd sudd funkce
sinc. Spektrem autokorelace pak je |sinc, |> = sinc?

Obrazek 3.14: Ilustrace autokorelacniho teorému na Fourierové paru pravotihelnik-sinc.

Autokorelaéni teorém lze vyuzit k elementarnimu dukazu velmi dulezitého Rayleighova
teorému.
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Véta (Rayleighuv teorém):

Je-li S(f) Fourierovym spektrem signalu s(t), plati

(o ¢] o]

/[\s@)Pdt::t/ﬁuﬂfdfdf. (3.40)

Diikaz:
Teorém dostaneme okamzité jakozto specidlni pfipad Parsevalova teorému (3.39) pii rovnosti
s1(t) = s2(t). Je rovnéz snadné ho dokazat piimo:

s xs(t) = [ STs(t + r)dr = FSOP) = [ ISP explizero)ds,

Tato obecnd rovnice musi platit pro vSechna ¢, tedy i pro ¢ = 0. Pro tento specidlni pripad

okamzité dostavame
0 oo

/|s(t)|2dt:/|S(f)|2df, c.b.d.

Poznamenejme, Ze terminologie je v souvislosti s timto teorémem opét velmi nejednoznaéna.
Rovnici (3.40) se nékdy téz iika Parsevaluv teorém. Tento nézev poukazuje na analogii s Parse-
valovou rovnosti zndmou z teorie Fourierovych rad (viz odstavec 2.4). Rayleighuv teorém nizorné
ilustruje obrazek 3.15.

Obrézek 3.15: Tlustrace Rayleighova teorému na Fourierové paru prvouhelnik-sinc. Podle teorému
se Sedé plochy musi rovnat (pokracovani funkce sinc k +00 neni znézornéno).
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3.9 Integralni vlastnosti Fourierovy transformace.

V tomto odstavci budeme na signdl s(t) v casové oblasti aplikovat ruzné integralni operace.
Jelikoz vsak vesmeés pujde o ur¢ité integraly v mezich od —oo do oo, nebude vysledkem takové
operace néjaka dalsi funkce ¢asu ¢, nybrz jista konstantni hodnota (v pripadé, ze dany integral
vubec existuje). Nemd tedy smysl se ptat, co odpovida dané operaci ve spektralni oblasti (z oddilu
3.5 ostatné vime, ze konstanté odpovida é-funkce). Zde nés bude zajimat, zda lze hodnotu daného
integralu v ¢asové oblasti vy¢islit pomoci spektralnich hodnot S(f) = F(s(¢)). Na jeden takovy
pripad jsme jiz narazili v minulé podkapitole v souvislosti s odvozenim spektra prubézného
integralu. Plati totiz, Ze uréity integral od —oo do 0o ze signdlu s(t) je roven hodnoté jeho spektra
na nulové frekvenci. Kromé tohoto pifpadu zde uvedme ve struéném piehledu nékolik dalsich
dulezitych integrali, u nichz byva casto jejich vycisleni pomoci spektrélnich hodnot vyhodnéjsi
nez jejich ptimy vypocet. Z duvodi symetrie uvedeme i analogické integraly ve frekvenc¢ni oblasti.

Urcity integral

/ s(t)dt = S(0). (3.41)

—oQ
Dukaz plyne okamzité z defini¢niho integralu pro spektrum S(f), dosadime-li f = 0. Analogicky,
z definice inverzni transformace pii ¢ = 0 bychom dokazali i recipro¢ni vztah

/ S(f)df = s(0).

Cviceni 3.9.1: o
Pomoct vysledku cvicent 3.2.4 spoctéte integrdl [ exp(—at)dt.
0

Uved'me tuto integralni vlastnost do souvislosti s nékterymi poznatky z pfedchozich podkapi-
tol. Tak naptiklad operaci konecna diference vznikne signal, jehoz plocha pod kiivkou je nulova,
nebot pfi této operaci odéitame verikalné prevraceny signdl a tudiz prispévky nad a pod osou t se
vyrusi. Spektrum konecné diference by tedy mélo byt rovno nule na nulové frekvenci. A skutec¢né:
spektrum konec¢né diference ziskame z puvodniho spektra prenasobenim funkci sinus, kterd je na
nulové frekvenci nulovd. Dalsim piikladem je Fourierovska redlnd licha funkce s(t), jejiz spek-
trum je imagindrni lichou funkei frekvence rovnou nule pro f =0 (S(f) =iB(f), B(0) = 0, viz
odstavec 3.6). To odpovidd tomu, ze integral z liché (integrovatelné) funkce je roven nule.

Moment prvniho fadu

Momentem prvniho fadu, nékdy téz zvanym prvnim momentem, rozumime integral ffooo ts(t)dt.
Je zfejmé, Ze ne pro vSechny integrovatelné funkce s(¢) prvni moment existuje (zdlezi na tom,
zda funkce s(t) ubyva k +oo rychleji nez 1/[t]). Pokud v8ak existuje, plati

[e¢]

/ ts(t)dt = %S’(o),

—0oQ0
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kde S’ predstavuje derivaci funkce S podle frekvence f. Dukaz je stejné jednoduchy jako v
predchézejicim piipadé, pouze pii ném pouzijeme vzorec pro prvni derivaci spektra (viz cviceni
3.8.9) pfi volbe f = 0.

Cviceni 3.9.2:
Pomoct visledku cviceni 3.2.4 spoctéte integrdl [ texp(—at)dt.
0

Muzeme tedy zjednoduSené fict, ze velikost prvniho momentu je dana sklonem spektra v
okoli nulové frekvence.
Pro prvni moment spektra dostaneme recipro¢ni vztah

[ rsthar =550,

Vzorec opét nezarucuje existenci daného integralu.

Moment druhého Fadu (setrvacnosti)

Momentem druhého tadu, nékdy téz zvanym druhym momentem nebo téz momentem setrvacnosti,
rozumime integral [ t?s(t)dt. Pokud tento integral existuje (tj. s(t) ubyvé rychleji nez ¢72),
pak plati

o0

/tQS(t)dt - —ﬁs"(f)),

—0oQ

kde S” je druha derivace spektra podle frekvence. Je tedy velikost momentu setrvac¢nosti dana
ktivosti spektra v okoli nulové frekvence. Vzorec je dusledkem vzorce pro druhou derivaci spektra
(cviceni 3.8.9) pii f = 0.

Cviceni 3.9.3:
Najdéte druhy moment funkce s(t) = {
3.2.4.

0 t<0

exp(—at), a>0, >0 Vyuzijte vysledku cvicent

Reciprocné, pro spektralni oblast dostaneme

[ Fstnar = 50

Druhou derivaci s” se zde rozumi derivace podle ¢asu.
Nekonecny druhy moment jak v ¢asové tak spektralni oblasti odpovida nekoneéné kiivosti v
bodé 0 v komplementdrni oblasti, tj. signalizuje existenci hrotu ptislusné funkce v nule.

~ »

Momenty vyssich rada
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Analogicky, pro momenty vyssich fadu, pokud existuji, mame

o0

/ fs(t)dt = —— S (o), (3.42)

— 00

n __ "
4 PSS = = yas™0),

kde horni index (n) znaci n-tou derivaci podle piislusné proménné.

Priklad:
Predpoklddejme funkci s(t), jejiz viechny momenty jsou koneéné. Odvod’te vzorec pro jeji Fourierovu
transformaci pomoci Taylorova rozvoje a vztahu (3.42).

Pro Tayloruv rozvoj spektra (viz dodatek D.13) muzeme psat

SU) = > HSBO)fF = 3 h(—i2m)t st f ts(1)dt
k=0 k=0
— oo [ = —127rtf)k] s(t)dt = ?exp(—i?wft)s(t)dt,

coz je defini¢ni vzorec pro Fourierovu transformaci. Posledn{ rovnost vyuzivd sou¢tu fady (D.13.2)
pro h = —i2xtf. Poznamenejme, ze uvedeny piiklad samoziejmé nepredstavuje striktni odvozeni
vzorce pro Fouriérovu transformaci (3.7), nebot platnost (3.42), nezbytné pro toto ,odvozen{,
je pravé dusledkem platnosti (3.7).

Tézisté (centroid)

Tezistem funkce se vétsinou rozumi integralni vyraz f t)dt/ f t)dt. Zavadi se pro néj
specidlni oznaceni (t). Pokud je s(t) nezdporna funkce predstavupcn naprlklad néjakou méfenou
fyzikalni velicinu, pak (t) muze predstavovat soufadnici ,,nejvétsi koncentrace “ této veliciny s(t).
Fyzikalnim pohledem' je-li napf 3( ) hustota podél néjaké tyée (¢ by v tom pripadé byla délkova

Zvyse uvedenych integralnich vlastnostl (prvni moment a urcity integral) okamzité dostaneme

[ ts(t)dt
== 150
[ sttt 27 S(0)
Cviceni 3.9.4:
Najdéte tézisté funkce s(t) = 0 b<0 Vyuzijte vysledku cvicent 3.9.1 a
exp(—at), a>0, t>0" e

3.9.2.
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S
LI
f S(f)df 27 s(0)

signalu, které jsou nulové v pocatku.
Pro funkce, které nabyvaji zapornych hodnot se proto pouziva alternativni definice pomoci

kvadrati modulu
O

[ tls(t))*de
{t)=———:
_f s(t)|2dt

o0

IREGRY,

(="
JIstlar

Hned dodejme, ze pro realny signdl s(¢) (coz je velmi ¢asty piipad v praktickych aplikacich) je
frekvence a jeho modul je sudy.

S obdobnou ambiguitou definic, kdy se misto signalu uvazuje kvadrat jeho modulu, se setkame
i v dalsich ¢dstech této podkapitoly (napi. u pojmu variance a disperze apod.). Pfi praci s

Priklad:
N ) _fo t<0
Najdéte teziste funkcei s(t) = { exp(—at), a>0, t>0

cvicent 8.2.4 a 8.2.5) a porovnejte hodnoty podle obou definic.

a s(t) = exp(—alt]), o >0 (viz

Tézisté jednostranné exponencialni funkce podle prvni definice jsme pocitali v minulém cviceni:
(t) = <. Kvadrét této exponencidlni funkce je

|exp(—at)|* = (exp(—at))? = exp(—2at) = exp(—fFt), B = 2a.

L
2c

Je tedy poloha tézisté podle druhé definice (t) =

hodnot. Musime vsak uvazovat nikoliv spektrum samotného signédlu, ale spektrum kvadratu
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jeho modulu F(|s(¢)|?) (Pozor: to se nerovna amplitudovému spektru |S(f)[?).

i d
[ tls@pzar apFUs@F)
— 00 1 f=0
= = .
v [ spdr 2 )
I F(Is(0)P)
F=0
Tedy napt. pro oboustrannou exponencidlu mame
d 2a
. dfa? +Amf?
W = 5 -
2 20
2 2
a? +4rnf o
—2«
————=87f
i (a2 + 4m f?)? = _,
2 20 '
2 2
o? +4rnf o

v druhé definici. I zde muzeme alternativné vyuzit hodnoty inverzni transformace vykonového
spektra a jeji derivace v nule. Inverzni transformaci vykonového spektra je autokorelacni funkce.
Plati tedy

,{O FIS() _ —i(sxs)'(0)
T 21 (sx5)(0)

(="
NEGRY

narozdil od prvni definice si ve druhé definici integrované hodnoty v obou oblastech vzajemné
neodpovidaji z hlediska Fourierovy transformace (kvadrat modulu v ¢asové oblasti a vykonové
spektrum netvoii Fourieruv par). Naproti tomu, v pfipadé druhé definice je vyraz ve jmenovateli
zlomku identicky v casové i spektrdlni oblasti v dusledku Rayleighova teorému.

Ctverec poloméru setrvaénosti (stiedni kvadratickd odchylka)

Nézev stiedni kvadratickd odchylka se pouziva zejména v oblasti zpracovani dat. Piislusna
hodnota se zna¢f (#2) a je definovéna vztahem (#2) (= s(¢)dt = [ t2s(t)dt. Tuto hodnotu lze
vyjadrit pomoci spektra signalu s(t) a druhé derivace tohoto spektra na nulové frekvenci, nebot
se jednd o podil druhého momentu a urcitého integralu:

oy =1 s
® 472 S(0)

[ s(t)de

—0oQ0
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Cviceni 3.9.5:
Najdéte stredni kvadratickou odchylku funkce s(t) = { 0 b<0 . Vyuzijte

exp(—at), a>0, t>0
vysledku cvicend 3.9.1 a 3.9.35.

Priklad:

Najdéte stredni kvadratickou odchylku konvoluce dvou signdli x xy .

V ¢itateli dostaneme

J e vwa = - L@y
“ f=0
= - SXDY XU XY

F=0

zatimco ve jmenovateli bude

Celkem tedy mame

o _ _ 1 (X)) YY)
(o = ~ 132 (X(f) Y TTROYY)

voluce rovna souctu stiednich kvadratickych odchylek konvoluovanych funkei: (), = (%), +
(),

Stiedni kvadratickd odchylka se nékdy pouziva jako mira sitky signdlu. Hodi se zejména pro
funkce centrované k pocatku a takové, které nemaji plochu pod kfivkou rovnou nule. Signal s
vétsi hodnotou stredni kvadratické odchylky chapeme v tomto smyslu jako ,,Sirsi®.

Analogicky muzeme zavést také stiedni kvadratickou odchylku spektra

[ 28(f)d
<f2>:_{of () )
[ spay s

Jako mira sitky spektra je nevhodna pro signély necentrované k poc¢atku (neb na volbé pocatku
zavisi jeji hodnota) a pro signaly nulové v po¢atku je nedefinovana.

Variance
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2

Variance se standardné znacCi o° a ptredstavuje stifedni kvadratickou odchylku vztazenou k

centroidu

o

J (= (0)*s(t)dt

o = (= ()" = ——= = (%) = 2(t) (1) + ()" = (£*) — (1)".
[ s(t)dt

— 00

7 vyse uvedenych vzorcu snadno odvodime, ze varianci lze vyjadrit pomoci spektra jako

) L 8"0) 1 (S0
Ts(t) = 7 g2 S(0) + 472 <5(0)> .

konvoluovanych funkei'®, je variance konvoluce rovna souctu varianci danych dvou funkei.

I variance nékdy slouzi jako mira sitky signalu, opét vsak selhdva pro signdly, pro které je
S(0) = 0. Rada signdli m& také nekonecnou varianci, zatimco jiné miry &fky jsou koneéné.
Rozhodné tedy nelze tuto miru sitky doporuéit univerzalné.

Obdobné bychom mohli zavést varianci spektra ag( na pouzivat ji jako miru Sitky spektra.

Cviceni 3.9.6:
Urcete varianci funkce s(t) = {
3.9.5.

0 t<0

exp(—at), «>0, t>0" VyuZijte vysledki cvicend 3.9.4 a

Dalsi pouzivanou mirou sitky je odmocnina z variance, o, nékdy téz nazyvana smérodatna
odchylka nebo standardni odchylka. Jak varianci, tak smérodatnou odchylku muzeme zavést i
ve spektralni oblasti.

Ekvivalentni Sitka

Dalsi mirou sitky signalu, opét vhodnou pro nezaporné signaly centrované k pocatku a takové,
které nemaji S(0) = 0 je tzv. ekvivalentni §ifka. Jedna se o integralni vyraz

Hodnota W, ptedstavuje sitku obdélnika, ktery ma plochu stejnou jako je plocha vymezend
signalem s(t) a vysku rovnou hodnoté s(0), viz ndzorny obrazek 3.16.
Analogicky, ekvivalemtni $itka signalu ve spektralni oblasti je dana vyrazem

[ s(ras

Vs =50

13Jak snadno odvodime v analogii k piedchézejicimu pifkladu, kde pouze v ¢itateli bude vystupovat vyraz pro
prvni derivaci spektra konvoluce namisto derivace druhé.
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}ﬁ(t))

Obrazek 3.16: llustrace vyznamu ekvivalentni sitky — Sedé plochy jsou si rovny.

t ~—
Wy

Jak vidime z defini¢nich vztaht, v ¢asové oblasti nelze tuto miru §itky pouzit pro signaly, jejichz
hodnota je v pocdtku rovna nule a ve spektralni oblasti pro spektra, pro kterd je S(0) = 0,
¢emuz odpovida nulovy urcity integral od —oo do oo v ¢asové oblasti.

Pro ekvivalentni sitku signalu v ¢asové a spektralni oblasti plati dulezity vztah, nazyvany
princip neurcitosti.

1
=— = WWs=1

W, =200
O Fsiar M

Je-1i soucin ekvivalentnich sifek signdlu a jeho spektra konstantni, znamenda to, ze nemuzeme
nikdy docilit libovolné izkého spektra a zaroven uzkého signalu v ¢asové oblasti. Jakékoliv zuzeni
signalu je vykoupeno rozsirenim jeho spektra a naopak. Pritom je jedno, jakym zpusobem se
rozsiteni/zizeni signdlu ¢i naopak jeho spektra dosdhne (zménou méfitka, ofiznutim, filtraci,
konvoluci apod.). Princip neurcitosti ma svoje nepiijemné dusledky pro numerické vycislovani
signalu z jeho spektra nebo naopak spektra ze signalu v ¢ase, nebot numerické tsili usetiené
zuzenim signalu v jedné oblasti je kompenzovano zvysenymi numerickymi naklady v oblasti
komplementarni.

Ptestoze koncept ekvivalentni S$itky je pomérné ndzorny, neodrazi ¢asto tato mira sirky nasSe
intuitivni ocekdvani, nebot neni p¥ili§ citlivd na rychlost ubyvani signdlu ¢i spektra. Napiiklad
fada signdlu, se kterymi jsme se jiz v téchto skriptech setkali, ma prekvapive stejnou ekvivalentni
sitku. Pro piiklad pouzijme obrdzky 3.15 a 3.14 (slouzici puvodné k jinému uéelu). Tak napt. z
obrdzku 3.15 je zfejmé, ze ekvivalentni §fiky sinc,(f) a |sinc, (f)|* musi byt stejné a navic rovné
sitce pravothelnikové funkce v levé ¢asti obrazku (je to dusledek Rayleighova teorému a principu
neurcitosti). Obrazek 3.14 ukazuje rovnost ekvivalentnich sivek sinc, (f) a [sinc, (f)[* dokonce bez
evokace Rayleighova teorému — pouze z rovnosti $itky pravoihelnikové a trojihelnikové funkce
(stejnd plocha a stejnd hodnota v nule) a principu neurcitosti. Slou¢enim informace obsazené
v obou obrazcich tedy muzeme konstatovat, ze vSechny c¢tyii funkce na obr. 3.14 maji stejnou
ekvivalentni sitku.

Jak jiz bylo Teceno, ekvivalentni sitka ma fadu nevyhod. Jednou z hlavnich je to, ze zavisi
na volbé pocatku, kterd je vsak ve vétsiné aplikaci v zasadé libovolna anebo je uréena néjakymi
vnéjsimi okolnostmi. Signdl, ktery je napiiklad posunut viuci pocatku tak, ze v po¢atku ma malou
hodnotu, zatimco jinde nabyva vyrazné vyssich hodnot, bude mit relativné velkou ekvivalentni
sitku. Signal s maximalni hodnotou v poc¢atku bude mit naopak relativné nejmensi ekvivalentni
sitku. Pri vzdjemném srovnavani ruznych signalu z hlediska $itky je toto tfeba mit na paméti.
Nevyhodu citlivosti na volbu poc¢atku odstranuje alternativni moznost pro zavedeni ekvivalentni
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2 x>

sitky, a sice tzv. autokorela¢ni Sirka, coz je ekvivalentni sitka autokorelace

_}O s(t) % s()dt

[5(£) % s()]e=0 -

Diky (3.41) muzeme autokorelacni §itku psat alternativné jako

Ws*s -

f_oooo s(r)dr ffooo s(t)dr
ffooo S(T)de .

Ve jmenovateli je tedy hodnota autokorelace v bodé 0, kterd je vzdy maximalni bez ohledu
na eventudlni posun samotné autokorelované funkce vuci ¢asovému pocatku (viz dodatek D.18).
Pro nékteré signély, napt. pro pravoihelnikovou funkci, jejiz autokorelaci je troihlenikova funkce
se stejnou plochou pod kiivkou a stejnou hodnotou v nule, je autokorelacni sitka rovna ekvi-
valentni §iice. Pro vétsinu signalu je vSak autokorelac¢ni Sitka vétsi nez §itka ekvivalentni a
nemd tak nazorny ,geometricky“ vyznam vztahujici se k danému signdlu. Pro tucely relativniho
porovnavani §itky ruznych signéalu je vsak vyhovujici.

Jak vime z odstavce 3.8, spektrem autokorelace je vykonové spektrum. Ve spektralni oblasti
je tedy autokorelac¢ni sitka dédna vyrazem

Ws*s -

fIS HFdf
SO

Stejné jako ekvivalentni sitka, ani tato sitka spektra neni definovana pro signdly, pro jejichz
spektrum je S(0) = 0. Pro ostatni signdly plati princip neurcitosti ve tvaru

Wisz =

[ (sxa)(0at ] 180 NPIT g [REGIRY,
WS*SI/V\SP == N o - 3 =1.
IO O Fisppay PO
Disperze

Dalsi moznosti jak ocenovat sirku signalu je tzv. ¢asova disperze At v ¢asové oblasti a
frekvencni disperze Af ve spektrdlni oblasti. Jsou definovany pomoci vztahu

o0

J (= (6)?[s(t)Pdt
(At)? ==

f |s()[>dt

T = (IS Py
(Af) ==

o0

JIS()Pdf

—x0
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Opét poznamenejme, Ze pro realné signdly s(t) se vzorec pro frekvenéni disperzi zjednodusi,
nebot téziste (f) je rovno nule.

7 defini¢nich vztahu vidime, ze kvadrat disperze je vlastné roven varianci kvadratu modulu
signalu, poptipadé spektra, tedy samotna disperze predstavuje smérodatnou odchylku kvadratu
modulu, At = Ts()|2> Af = 015(f)|2-

Pro ¢asovou a frekvenéni disperzi plati, ze jejich souc¢in nemuze klesnout pod jistou konstantni
hodnotu:

Véta (Princip neurcitosti pro ¢asovou a frekvenéni disperzi):
Jestlize At je ¢asova disperze funkce s(t) # 0 takové, ze ‘l|im Vt|s(t) = 0, a Af frekvenéni
t|—o0

disperze jejiho spektra S(f), pak pro jejich sou¢in plati

1
AtAf > —. 4
IAf2 (3.43)

Rovnost plati pouze pro Gaussovu funkei s(t) = C exp(—a(t — t)?),a > 0,C # 0.
Frekvenéni disperzi muzeme definovat téz pro uhlovou frekvenci, Aw = 27Af. Princip
neurcitosti pak zapiSeme jako AtAw > 1/2.

Dikaz:

Podle predpokladu véty je s(¢) nenulova funkce a proto nemuze byt ani ¢asova ani frekvenéni dis-

perze rovna nule. Pokud by alespon jedna z disperzi byla rovna oo, nerovnost (3.43) je samoziejmé

splnéna. Pii dikazu se tedy zaméiime na signaly s koneénymi disperzemi. Z defini¢nich vztahu

vidime, ze jak ¢asovd, tak frekvencni disperze jsou invariantni viuéi posunuti signdlu (posunuti

spektra), tj. nezavislé na volbé pocdtku na ¢asové resp. frekvencéni ose. Bez jmy obecnosti

mizeme tedy pro zjednoduseni ditkazu piedpokladat, ze jak () tak (f) jsou rovny nule'*.
Budeme uvazovat soucin

[ els@Pde [ IS(HPds
(AD2(AS) = = -

o

°_ . (3.44)
S lstopar [ Is(opds

7 Rayleighova teorému plyne, ze vyrazy ve jmenovatelich obou zlomku jsou si rovny

[ 1soras= [Istora= [ s
Z odstavce 3.8 vime, ze spektrum derivace je F(s'(t)) = 27 fS(f); pro kvadrat modulu tedy
mame

| F(s'(1) ] =i2m fS(f) - (=1)2m fS(f) = 47> F*|S(f)]”.

14Ppiipadnd zména pocatku na souiadné ose zde neovlivni disperzi signalu/spektra, méla by vsak vliv napi. na
jeho symetrii, jeho ekvivalentni §itku apod.
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Rayleightuv teorém pro derivaci ndm tedy umoznuje piepsat ¢itatel druhého zlomku v (3.44)
2 2 1 1|2
[ Pisras = o [

Soucin kvadratu disperzi (3.44) je tedy

o0

T s @@t [ 5@
(AD2(AS)? = == o |

e ( 70 s(t)%dt) 2

— O

V diisledku Schwarzovy nerovnosti ve tvaru (D.12.3) dostaneme
(T 50070 + e
1672 (Zz S(t)ﬁdt> i
(T &)
1672 ( / s(t)@dt)

— 00

(At)*(Af)? >

3

Integral v ¢itateli vyjadiime metodou per partes

[ 5ot = st [ st =~ [ s

Posledni rovnost je dusledkem toho, ze ¢len v hranatych zavorkach musi byt roven nule podle
predpokladu dokazované véty.
Celkem tedy dostavame

( i s(twdt)Q

— 00

1672 ( T s(t)@dt)g ~ I6r?

— 00

1 1

(A1) (Af)? > AtAf > o c.b.d.

Princip neurc¢itosti se netyka pouze disperze nebo ekvivalentni (¢i autokorela¢ni) siiky. Ob-
dobné nerovnosti (resp. rovnosti) svazujici soucin $itky signalu a spektra s néjakou konstantou,
kterd bud je tomuto sou¢inu pifmo rovna nebo jej omezuje zdola, plati pro viechny miry sifky
signéalu/spektra diskutované v tomto odstavci, jakoz i vSechny dalsi, zde neuvadéné. Princip
neurcitosti je obecnou vlastnosti Fourierovy transformace a jednotlivé konkrétni formulace to-
hoto principu se lis{ pouze formalné — velikosti zminéné konstanty.

Jak jiz bylo Teceno, existuje velmi mnoho ruznych zpusobu jak kvantifikovat sitku signalu
(nebo spektra). Maji své vyhody i nevyhody, vétsinou jsou vhodné jen pro urcity typ signalu
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a pro jiné signaly nejsou pouzitelné. Univerzalni mira §itky vhodna pro vSechny typy signalu
neexistuje. Vzdy je tieba zvazit také konkrétni ucel, pro ktery chceme sitku kvantifikovat. V
nékterych aplikacich postac¢i mnohem hrubsi a robustnéjsi odhad sitky nez ty, zavedené v tomto
Piislusna sitka Dy je tedy vzddlenost dvou frekvenci v okoli pfevlddajici frekvence, ve kterych
amplituda dosahuje poloviny maximalni hodnoty, viz obrazek 3.17a. Tuto §itku je mozné odéitat
i na vykonovém spektru (které zvyraznuje frekvenéni maxima). Nékdy na amplitudovém spektru
odecitdme v jiné vysce nez je polovina maxima, napt. ve vysce Spaz(f)/V2 = 0.7Smaee(f), coz
prave odpovida poloviné vysky vykonového spektra. V kazdém piipadé tento zpusob méteni sitky
neni vhodny pro signdly s vice maximy, zejména pokud vedlejsi maxima nedosahuji poloviny
maxima hlavniho (obrdzek 3.17b).

2) | b)

Obrazek 3.17: Tlustrace §itky métené v poloviné maximalni hodnoty. Typ signdlu vhodny (a) a
nevhodny (b) pro méreni sitky timto zpusobem.

3.10 Vlastnosti Fourierovy transformace — ubyvani spek-
tra.

Uved'me tento odstavec zndmym Riemann-Lebesgueovym lemmatem. Mizeme jej formulovat
naptiklad takto:

Véta (Riemann-Lebesgueovo lemma):

Jestlize je funkce f(t) € Li(a,b), pak pro redlné « plati

|a] =00

b
lim /f(t) exp(iat)dt = 0.

Dikaz tohoto zndmého lemmatu je mozno najit v mnoha ucéebnicich matematické analyzy
nebo napfiklad v knize Kadlec & Kufner (1969). Pro nds je dulezité, ze lemma plati i pro
neomezené intervaly, tedy i pro funkce f(¢) € Li(—o0,0).
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Oznac¢ime-li s(t) = f(t) a @« = —2x f, plyne z Riemann-Lebesgueova lemmatu, ze Fourierovo
spektrum S(f) ubyva pro frekvence blizici se 4-00'5:

[e¢]

‘fl‘im S(f) = |fl‘im s(t) exp(—i2n ft)dt = 0. (3.45)

Lemma vSak neiikd nic o tom, jak rychle spektrum s rostouci frekvenci ubyva. Pravé tato
otazka je vSak klicova v praktickych aplikacich, kde potiebujeme spektrum vycislovat numericky.
Pti numerickém vypoctu nelze uvazovat interval (—oo, 00), ale vzdy se musime omezit na néjaky
kone¢ny interval. Ubyvé-li spektrum s rostouci frekvenci rychleji, je vétsi Sance, ze se timto
,ofiznutim“ dopustime mensi chyby.

Rychlost ubyvani spektra tzce souvisi s hladkosti signdlu v casové oblasti. Zjednodusené
feceno, ¢im je signdl hladsi, tim rychleji jeho spektrum ubyva. Pritom hladkost funkce se posuzuje
poctem jejich spojitych derivaci — funkci majici spojitych n prvnich derivaci nazveme hladkou
fadu n. Nespojitost v samotné funkei (napt. u pravoihelnikové funkce) se chépe jako nespojitost
0-té derivace; takovou funkci budeme pro tcely dalsiho vykladu oznacovat jako hladkou tadu -1.

O ubyvani spektra plati dulezitd véta:

Véta (O asymptotickém chovani Fourierova spektra):

Jestlize je signél s(t) € Li(—o00, 00), spojitou funkei véetné svych n — 1 derivaci (n > 1) a
jeho n-t4 derivace s (t) € Li(—o00,00), pak S(f) = F(s(t)) ubyvé pii | f| — oo alespoit
jako |F|-+ 1), ¢

lim |f|"S(f)=0.

|fl=o0

Dukaz:

Je-li s (t) € L(—o00,00), pak existuje jeji Fourierovo spektrum a podle Riemann-Lebesgueova
lemmatu je limita tohoto spektra pii | f| — oo rovna 0. Spektrum n-té derivace je podle (3.34)

F(s" (1) = (27 /)" S (/).
Limita tohoto vyrazu pfi |f| — oo tedy musi byt 0. V dusledku toho i

lim |f|]"S(f) =0, cb.d.

|fl—o0

Poznamenejme, ze v dukazu jsme potrebovali absolutni integrovatelnost n-té derivace pouze kvuli
existenci jejiho spektra. Pokud zobecnime naSe uvahy i na signaly, které nejsou Fourierovské
standardntho typu, muzeme podminku absolutni integrovatelnosti prosté nahradit podminkou

15V praxi vétSinou pracujeme se signdly primdrné zadanymi na koneéném intervalu a roziffenymi na cely
definiéni obor doplnénim nulami. Takové signédly vétsinou patif i do tifdy Lz(—o00,00) a ubyvéni spektra v
tom piipadé plyne i z Rayleighova teorému, podobné jako jsme ubyvani koeficientu Fourierovy tady odvodili
z Parsevalovy rovnosti. Ostatné pro signaly patiici do obou tfid (L a Ls) je ubyvéani Fourierova (spojitého)
spektra také dano vztahem (3.11) a ubyvanim Fourierovych koeficientu.
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existence spektra. Takovou podminku pak budou splinovat i specialni signdly probirané v odstavci
3.5.

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze napiiklad pravouhelnikova funkce, kterd je dle nasi termi-
nologie hladka fadu -1, mé Fourierovo spektrum (funkce sinc) ubyvajici alespoii jako |f|!.
Spektrum trojihelnikové funkce (kvadrat funkce sinc), kterd je hladkd fadu 0 (prvni derivace je
nespojita), ubyva jako |f|~2, apod. Pro snadnéjsi zapamatovani pieformulujme vyse uvedenou
vétu do jednoduchého pravidla: obsahuje-li k-t& derivace signdlu o-funkei (tj. (k — 1)-ni derivace
je nespojita a (k — 2)-h4 derivace obsahuje hrot), pak spektrum tohoto signdlu ubyva jako |f|*
pii |f| = 00. Toto pravidlo muzeme pouzit rovnéz na specialni signaly, jejichz Fourierovu trans-
formaci jsme zavedli v odstavci 3.5. Pro ilustraci tohoto pravidla muze dobte poslouzit obrazek
3.18.

s(t) S(f) |
/1
) L ,[. 1 1 'f
// ‘\Y/’f|_1
/ \
/// \\\
l I IL \-/ \/f
L =2
II \\//U’
/ \
/ \ 7 1\
A T

Obrazek 3.18: Asymptotické chovani Fourierova spektra nékterych signdlu (podle Bracwella,
1978): o-funkce (nahote), pravoihelnikové funkce (uprostied) a trojihelnikové funkce (dole).

Uvedenému pravidlu vyhovuje i Gaussova funkce (exp(—7t?)), jejimz spektrem je opét Gaussova
funkce (exp(—7f?)). Gaussova funkce je spojita véetné vsech svych derivaci. Ve spektralni oblasti
Gaussova funkce ubyva rychleji nez libovolnd inverzni mocnina frekvence.

Jak zndmo, operace konvoluce s(t) s néjakou jinou funkei (ruznou od d-funkce) vede k vyh-
lazeni puvodniho signalu. Specidlnim ptikladem byla operace , klouzavy primér* diskutovand v
odstavci 3.8. Vysvétleni je jednoduchym dusledkem zde probirané vlastnosti Fourierovy trans-
formace. Predpokladejme konvoluci funkce f;, hladké radu k£ — 2, s funkei f5, hladké radu m — 2.
Spektrum Fy(f) = F(fi(t)) ubyva jako |f|*, zatimco spektrum Fy(f) = F(f2(t)) ubyvd jako
|fI7™. Spektrum konvoluce FyFy = F(fi(t) * f2(t)) pak ubyva jako |f|~*+™). To znamen4, ze
konvoluce v ¢asové oblasti je hladkd radu (k +m) — 2, je tedy hladsi nez puvodni funkce f; a fs.

Rychlost ubyvani spektra se nejlépe posuzuje v tzv. log-log reprezentaci. Jedna se o grafické
znazornéni amplitudového spektra, kdy na vodorovné ose vynasime log(f) misto f a na svislé
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ose log(]S(f)]) misto |S(f)|- V této reprezentaci je pak ubyvéani spektra ddno sklonem (smérnici)
piimky ohranicujici spektrum shora. Ubyva-li totiz spektrum s rostouci frekvenci jako f=", je

dlog(|S(f)l)
dlog(f)

V souvislosti s logaritmickymi osami se nékdy pouziva tradi¢ni terminologie, kterd mé puvod
ve sdélovaci technice. Tak naptiklad frekvencni rozsah se urcuje v oktavach a dekddach. Rozsah
jedné oktavy odpovida narustu frekvence na dvojndsobek, f — 2f, tedy napt. z 2 na 4 Hz,
nebo z 10 na 20 Hz. Jedna dekdada pak odpovida narustu frekvence na desetinasobek, f — 10f.
Frekvenc¢ni rozsah 1 — 100 Hz tedy ptedstavuje rozsah 2 dekad. Rozsah 1 — 1000 Hz odpovida
3 dekdddm nebo téz piiblizné 10 oktdvam (2'° = 1024). Rozsah na vertikdlni ose urcujeme
v decibelech (dB) definovanych jako 101log,o(|S(f)[*/1S(f)[7e;) = 2010gyo(ISCHI/IS(f)lrer),
kde |S(f)|res predstavuje referen¢éni hodnotu amplitudového spektra vuéi niz ndrust ampli-
tudy poméiujeme. Narustu amplitudy vykonového spektra na dvojndsobek, |S(f)[> — 4|S(f)[%,
odpovidaji piiblizné 3 dB, nebot log;y(2) ~ 0.3. Nédrust z hodnoty 0.001 na 1.024, tj. 2'%-krat,
predstavuje pfiblizné 30 dB, apod. Spad spektra pravoiihelnikové funkce je tedy (v log-log spek-
tru smérnice -1) 3 dB na oktdvu. Naproti tomu spad spektra trojihelnikové funkce (v log-log
spektru smérnice -2) odpovidd 6 dB na oktdvu nebo téz 20 dB na dekddu (viz obrazek 3.19).
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Obrazek 3.19: Ubyvédni amplitudového spektra pravoihelnikové funkce |F(II(f))| = |sinc,(f)]
(¢erné) a spektra trojuhelnikové funkce |F(A(f))| = |sinc, (f)[* (Sedé) v log-log reprezentaci.

Zavérem tohoto odstavce poznamenejme, ze z duvodu reciprocity Fourierovy transformace
(vlastnost (3.26)) muzeme naopak z rychlosti ubyvani signalu v ¢asové oblasti pii || — oo
usoudit na hladkost jejiho spektra.

3.11 Casové a frekvenéné omezené sindly

Termin casové ¢i frekvenéné omezeny signdl jsme jiz v tomto kurzu nékolikrat pouzili, pficemz
jsme se spoléhali na intuitivni pochopeni vyznamu téchto pojmu. Tyto sindly se vyskytuji v
fadé praktickych aplikaci. Je to ddno jistymi limity zafizeni, kterymi signdl generujeme, mérime,
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pripadné zpracovavame — mérime napiiklad pouze v urc¢itém omezeném casovém intervalu, reg-
istracni zafizeni méa omezeny frekvenéni rozsah apod. Casové (frekvenéné) omezené signaly maji
zajimavé vlastnosti a splnuji ruzné dulezité teorémy, z nichz nékteré budou zminény v tomto
odstavei. Z nich nejdulezitéjsi (z hlediska praktickych aplikaci) je teorém Paley-Wieneruv. Pro
ucely nasledujiciho vykladu zadefinujme nejprve presné, co budeme rozumét ¢asové (frekvencné)

omezenym signdlem.

Definice:

Casové omezenym signélem nazveme signél s(t) € Ly(—00,00), t € R (proménnd v éasové
oblasti), pro ktery existuje 7 < oo takové, ze

s(t)=0 pro [t|>T.

Frekvenéné omezenym signilem nazveme signédl s(t) € Lo(—o0,00), t € R, pro ktery
existuje o < oo takové, ze

S(f)=F(s(t)) =0 pro [f]> o0

Pripomenme, ze podminka s(t) € Ly(—00, 00) znamend

Integralnimu vyrazu ve vyse uvedené rovnici se nékdy iika energie signélu — signdly z Ly(—00, 00)
maji tedy na mnoziné R konec¢nou energii. Z Rayleighova teorému okamzité dostaneme, ze i jejich
spektra maji konecnou energii (ve spektralni oblasti):

7|8(t)|2dt: 7|5(f)|2df<oo.

V definici frekvenéné omezeného signilu bychom tedy mohli namisto podminky s(¢) € Lay(—00, 00)
alternativné pozadovat S(f) € La(—00, 00).

Nésledujici vyklad se bude tykat frekvenéné omezenych signalu. Ze symetrie (reciprocity)
Fourierovy transformace je ziejmé, ze déle uvadénd tvrzeni maji své ,protéjsky“ pro casové
omezené signaly.

V piipadé frekvenéné omezeného signalu se zjednodusuje vyraz pro inverzni Fourierovu trans-
formaci — signal z Ly(—00, 00) integruje se v koneénych mezich

s(t) = / S(f) exp(i2m fr)df.

V dusledku toho dostavame, ze spektrum frekvenéné omezeného signalu musi byt absolutné
integrovatelné (tj. S(f) € Li(—o0,00))

/ S()Idf < o
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Diukaz plyne okamzité ze Schwarzovy nerovnosti (dodatek D.12, rovnice (D.12.2)):

2

[1stias| <2a [1s(opas = 2ap.

kde E jsme oznacili konecnou energii signalu (spektra).

Frekvencné omezeny signél patii do tiidy tzv. funkei exponencialniho typu. Rl’kéme, ze funkce
f(2) komplexni (ve specidlnim piipadé redlné) proménné z je funkci exponencidlniho typu A,
existuji-li dvé kladné konstanty C' a A takové, ze

|f(2)| < Cexp(Alz]).

Konkrétné, pro frekvencné omezeny signal plati véta

Véta (O exponencidlnim typu frekvenéné omezeného signalu):

Frekvencéné omezeny signdl s(t) s hrani¢ni frekvenci o a konecnou energii E spliuje
podminku

|s(t)] < V20 FE exp(2ralt]).

Dikaz:

Jelikoz nenulovych hodnot spektrum dosahuje pouze pro |f| < o, muzeme pro exponencidlni
faktor v integrandu inverzni Fourierovy transformace psat

|exp(i27 ft)| < exp(27o|t])

a proto |s(t)| muzeme shora odhadnout jako
|s(t)| < / |S(f) exp(—i2n ft)|df < exp(?wa\t!)/!S(f)]df < V20FEexp(2nolt]), c.b.d.

D4 se také snadno dokdzat (viz napt. Papoulis, A: Signal Analysis, McGraw-Hill, 1984), ze
frekvencéné omezeny signdl je celistvou funkei, tj. funkei holomorfni v kazdém bodé celé komplexni
roviny pii rozsiteni proménné ¢ do komplexniho oboru. Termin holomorfni znamenad, ze funkce
je komplexné diferencovatelnd v kazdém bodé svého definiéniho oboru. Funkce, ktera je jejim
zuzenim na redlnou osu je pak nekonecnékrat diferencovatelna v redlném oboru a lze ji rozvinout
do Taylorova rozvoje (dodatek D.13). '

Dosavadni vyklad lze shrnout do jednoduchého tvrzeni: Je-li signdl s konecnou energii frekvencéné
omezeny, pak je celistvou funkei exponencidlniho typu (piesnéji feceno jejim zizenim na redlnou
osu). Nasledujici véta zahrnuje i opacnou implikaci:

Y Holomorfni funkce se nékdy nazyvaji téz analytické. Zde vSak ddme prednost pojmu holomorfni, abychom
piedesli zdméneé s terminem , analyticky signdl“, viz odstavec 3.13.
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Véta (Paley-Wieneruv teorém):

Signdl s(t) € Ly(—00,00) (tj. signdl s koneénou energii) je frekvenéné omezeny, tj. jeho
Fourierova transformace existuje a plati, ze S(f) = F(s(t)) = 0 pro |f| > o pravé
tehdy, kdyz s(t) je zizenim celistvé funkce exponencidlntho typu 27wo na realnou osu.

Dukaz netrividlni ¢dsti tohoto tvrzeni (tj., ze kazdé ziuzeni celistvé funkce exponencidlniho typu
predstavuje frekvenéné omezeny signdl s kone¢nou energii) 1ze opét najit napiiklad v knize Pa-
poulis, A: Signal Analysis, McGraw-Hill, 1984. Jak uz bylo fe¢eno, analogicka ekvivalence plati
i pro komplementdrni oblast, tj. spektrum s konecnou energii je spektrem casové omezeného
signdlu (nulového mimo interval (—7,7)) pravé tehdy, kdyz je zizenim celistvé funkce expo-
nencialniho typu 277 na realnou osu.

Paley-Wieneruv teorém maé zasadni dusledky pro praktické aplikace zejména pokud jde o
piipadny vyskyt tzv. efektu alias (prekryvan{) pfi periodizaci signdlu. Znamena totiz, ze plati
ekvivalence mezi koneénym nosi¢em v jedné oblasti a celistvosti signdlu exponencialniho typu v
komplementarni oblasti. To mimo jiné znamenad, ze zadny signdl nemuze byt zaroven casové i
frekvenéné omezeny. O celistvych funkcich je totiz zndmo, ze jsou-li nulové na néjakém intervalu,
musi byt nulové vsude. Kazdy casové omezeny signal mé tedy vzdy spektrum s neomezenym
nosicem a kazdé frekvencéné omezené spektrum je spektrem signdlu s neomezenym nosicem v
casové oblasti (viz napi. Fourieruv pér sinc,(f) = F(II(t))). Jednd se o jakousi dalsi formu
principu neurcitosti ve spektralni analyze.

3.12 Hilbertova transformace a spektrum kauzalnich funkci

Ve spektrdlni analyze nas casto zajima vztah mezi redlnou a imagindrni ¢asti spektra. Pro tzv.
kauzalni signaly (viz déle) je tento vztah déan Hilbertovou transformaci, a proto ji vénujeme tento
odstavec. Hilbertova transformace také umoznuje definovat tzv. analytické signély (vis odstavec
3.13). Tyto signély, kromé fady dalsich uziteénych vlastnosti, mohou byt vyuzity pro efektivni
vycisleni Fouriérovy transformace.

Hilbertova transformace je transformace prevadeéjici signal v ¢asové oblasti na jiny signal v
casové oblasti (transformaci tedy neptechazime do oblasti spektraln{), pFicemz se tato transfor-
mace zavadi pouze pro redlné signdly. Jeji definici a zdkladni vlastnosti najde ¢tenai v dodatku
D.19. V kompaktni formé muzeme Hilbertovu transformaci definovat predpisem (viz (D.19.1)):

H(s(t)) = — =+ s(1),

7t

zatimco inverzni Hilbertova transformace je dana jako (viz (D.19.3)):

H(s(t) = —— = s(t).

7t

Odtud jiz snadno vyplyva, ze provedeme-li Hilbertovu transformaci signdlu s(t), h(t) =
H(s(t)), bude Fourierovo spektrum Hilbertovy transformace souviset se spektrem S(f) = F(s(t))
nasledujicim zpusobem:
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Véta (O Fourierové transformaci Hilbertovy transformace):

Je-li S(f) = F(s(t)) Fourierovym spektrem signélu s(t), pak
H(f) = F{H(s(t))} = —i sgn(f)S(f)

je Fourierovym spektrem jeho Hilbertovy transformace.

Dikaz:

Vétu dokazeme jednoduse pomoci spektra konvoluce

F(0) = (£ 50)) =7 (5 ) Fs(0) = = smn(DS(). eba

s 7t

Posledni rovnost je dusledkem (3.19) a reciprocity Fourierovy transformace, tedy:

Flsgn(t) = — = F(sen() = .

Poznamenejme, ze pro Fourierovu transformaci definovanou s opacnym znaménkem v ex-
ponentu bychom museli tvrzeni véty modifikovat na H(f) =i sgn(f)S(f). V kazdém piipadé
je vsak ziejmé, ze signal a jeho Hilbertova transformace maji stejné amplitudové spektrum,
nebot multiplikativni faktor i sgn(f) mé za ndsledek pouze zménu fize o +7/2 (pro kladné
frekvence o /2, pro zdporné o —m/2). Dovedeme-li tuto ivahu jesté déle, zjistime, Ze signdl a
jeho Hilbertova transformace maji stejnou autokorelaci, nebot jsou-li si rovna amplitudova spek-
tra, jsou si rovna i spektra vykonova. Snadno také nahlédneme, ze Hilbertova transformace sudé
realné funkce je redlnd lichd funkce a naopak. Spektrum redlné sudé funkce ¢asu je totiz redlna
suda funkce frekvence a jejim prendsobenim faktorem i sgn(f) se z ni stane imaginarni licha
funkce frekvence, coz v ¢asové oblasti odpovida pravé redlné liché funkci. Tyto zavéry odvozené
ze spektra Hilbertovy transformace dobre ilustruje obrazek 3.20 na piikladu Hilbertova paru
H(sin(7t)) = cos(mt) (viz dodatek D.19). Poznamenejme, ze mezi funkcemi sinus a kosinus je
fazovy posun pravé 7/2; obrazek tak muze zéroven slouzit jako ilustrace translaéniho teorému
(3.31).

Ptendsobeni Fourierova spektra néjakého signdlu faktorem i sgn(f) nepfedstavuje z num-
erického hlediska pftilis narocnou operaci. Nabizi se tedy moznost pocitat Hilbertovu transfor-
maci daného signalu vypoctem jeho spektra, pfenasobenim zminénym faktorem a prechodem do
¢asové oblasti inverzni Fourierovou transformaci. Pro mnohé signaly muze byt tato cesta efek-
tivnéjsi nez primy numericky vypocet integralu definujiciho Hilbertovu transformaci v casové
oblasti (je-li do vypoctu zapojen algoritmus rychlé Fourierovy transformace, viz kapitola 5).
V nasledujicim odstavci 3.13 si vSak ukdzeme jesté efektivnéjsi zpusob numerického vypoctu
Hilbertovy transformace s vyuzitim tzv. analytického signdlu.

Vyse uvedend véta ndm také umozni snadno dokdzat nékteré vlastnosti Hilbertovy transfor-
mace uvedené v dodatku D.19. Tak naptiklad rovnost energii mgnalu a Jeho Hllbertova obrazu je

jednoduchym dusledkem Rayleighova teorému pro redlné funkce f f S(f f

—o0
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Obrazek 3.20: Hilbertova transformace H(sin(nt)) = cos(nt) v ¢asové a spektralni oblasti.

Pro kvadrét Hilbertovy transformace h(t) = H(s(t)) dostaneme na zakladé stejného teorému

S h@)2dt = [ i sen()S() (=i sen(FSTFAf = [ S(HSF)df
o8] U 00
J(s(®)?dt = [ (h(1)*dt.

Rovnéz ortogonalitu signélu a jeho Hilbertovy transformace na (—oo, 00) lze snadno dokézat
ze znalosti spektra H(f) = F{H(s(t))} = F(h(t)). Uvazme konvoluci s(t) * h(—t). Jakozto

realnou funkei ji mazeme vyjadiit inverzni Fourierovou transformaci pomoci (3.25)

[ st = tiar =23 [ S0 sea(-£)S(-)expliznfo)df o
oo 0
kde jsme pouzili (3.30). Tato rovnost musi platit i pro ¢ = 0, tudiz
/ s(T)h(r)dr = —2R /iS(f)Wdf :
—0o0 0

piicemz jsme vyuzili (3.24). Jelikoz vsak S(f)S(f) = |S(f)[* a realnd ¢4st ryze imagindrni funkce
je nulova, z ¢ehoz uz okamzité plyne

o0

/sﬁMﬁﬁh:&

— 00

Provedeme-li Hilbertovu transformaci opakované, tj. vytvoifme-li g(t) = H(h(t)) = H{H(s(t))},
dava (3.12) okamzité, ze g(t) = —s(t), nebot ve spektrdlni oblasti znamend opakovand Hilbertova



128 KAPITOLA 3. FOURIEROVA TRANSFORMACE SPOJITEHO SIGNALU

s(t) S(f)

. !
H{H(IL(t)} \
- —(sgn(f))*sinc-(f)

Obrazek 3.21: Hilbertova transformace pravoihelnikové funkce v casové (vlevo) a
spektralni (vpravo) oblasti. Pravodhelnikovd funkce a jeji Fourierovo spektrum (nahorte),
pravoihelnikova funkce po aplikaci Hilbertovy transformace a odpovidajici spektrum (up-
rostied), pravoihelnikova funkce po dvoji aplikaci Hilbertovy transformace a odpovidajici spek-
trum (dole).

transformace dvoji ndsobeni faktorem i sgn(f), tedy zménu znaménka. Na piikladu pravoihelnikové
funkce ukazuje tuto vlastnost obrazek 3.21. Pfesny puvodni signal bychom dostali ¢tyifnasobnou
aplikaci Hilbertovy transformace.

Jelikoz Hilbertovu transformaci zavadime pro realné funkce, muzeme pii vyjadieni Hilbertova
paru vyuzit alternativni vyjadfeni inverzni Fourierovy transformace (3.25). Je tedy

ht) = H(s(t)) = 2R {Off(h(t)) exp(i2r 1) df} — o {:fl san(£)S(f) exp(i2r f1) df}
B {iZ‘OS(f) exp(i27 f1) df} 23 {ZOS(f) exp(i27 ft) df} .

Obdobné bychom postupovali i pro inverzni Hilbertovu transformaci. Pro Hilbertuv par muzeme
tedy souhrnné psat alternativni vyjadieni

s(t) = - 2%{7‘05(f>exp(12wft>df},
% (3.46)
h(t) = 2%{({5(]0) exp(i27 ft) df}.

Vyklad o Hilbertové transformaci nam pomuze pochopit dalsi dulezitou vlastnost Fourierovy
transformace — specialni symetrii spektra redlnych kauzalnich funkci. Kauzélni funkci rozumime
funkci, kterd nabyva nenulovych hodnot pouze pro ¢ > 0, piipadné ¢ > t, (zména pocatku casové
osy neni pro nasledujici vyklad podstatnd). Takové funkce se ¢asto vyskytuji v praktickych ap-
likacich. Odpovidaji ,fyzikalnimu“ principu, kdy nasledek neptedbihd pficinu. Jindy je kauza-
lita ddna pouze okolnostmi méfeni signalu, ktery je pak nasledné podroben spektrilni analyze
(méfeni zac¢ind az v ur¢itém okamziku, pred timto okamzikem dopliujeme signal nulami).
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Pro spektrum kauzélni funkce plati véta:

Véta (O Fourierové transformaci redlné kauzdlni funkce):

Predpokladejme redlny signdl s(t) a jeho Fourierovo spektrum S(f) = F(s(t)). Signal s(t)
je kauzalni pravé tehdy, kdyz redlna a imaginarni ¢ast jeho spektra tvori Hilbertuv par,
presnéji

s(t) = 0,t < 0 S{S(f)} = —HRIS()D). (3.47)

Duikaz:

Véta mé tvar ekvivalence, musime ji tedy dokdzat obéma sméry. Nejprve dokdzeme, ze je-

i {S(f)} = —HXR{S(f)}) = —# « R{S(f)}, je inverzni Fourierova transformace s(t) =

F~HS(f)) kauzalni funkci ¢asu. NapiSeme s(t) ve tvaru inverzni Fourierovy transformace'” a

vyuzijeme predpoklddany vztah mezi redlnou a imagindrni casti spektra

st) = [ S(explizrft)df = [ (R{S(F)} +iS{S(H)}) expliznfe)df
_ _T (éR{S(f)} _ # *éR{S(f)}> exp(i2m f)df
= _{o (?R{S(f)} * {(5(]‘) - ﬁ}) exp(i27 ft)df.

Vyraz v hranatych zavorkdch predstavuje spektrum dvojndsobku Heavisideovy funkce wu(t),
S(f)—i/mf = F(2u(t)), viz (3.20). Konvoluce ve spektralni oblasti odpovidd ndsobeni v oblasti
casove, tudiz

s(t) = 2F H(R{S(H)Pu(t),

tedy signdl s(t) je diky nédsobeni Heavisideovou funkei nutné kauzalni, c.b.d. Nyni je tfeba
dokdzat obrdcenou implikaci: je-li redlny signdl kauzdlni, jeho spektrum ma vyse uvedenou
symetrii. Jak vime, kazdy signdl muzeme rozlozit na sudou a lichou ¢ast, s(t) = e(t) + o(t),
kde e(t) = 3(s(t) + s(—t)) a o(t) = £(s(t) — s(—t)). Jelikoz my piedpoklidddme kauzalni signal,
musi se sudd a lichd ¢ast navzdjem odecist pro ¢ < 0, pficemz ani e(t) ani o(¢) nejsou pro zaporné
¢asy nulové. Musi tedy platit

o(t) = sgu(t)e(t),
a mame tedy
s(t) = (1 + sgn(t))e(t).
Fourierova transformace takového signédlu je tedy
i
Tf

1"Mohli bychom pouzit néktery z alternativnich tvart z tabulky 3.3, nebot signal s(t) je redlny, neni to véak
nutné.

ﬂﬁz@ﬁ) )*fﬂmszm—i%fﬂm.
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Funkee e(t) je redlna a sudé, jeji spektrum je tedy také redlné (a sudé) a predstavuje tedy redlnou
c¢ast spektra S(f), R{S(f)}. Jeho imaginarni ¢ast je pak

o

R) ——i* _ 1 RSO} c
SN =~ RSP} = -1 [ e eba

— o0

Napiseme-li spektrum jako S(f) = A(f)/2 —iB(f)/2, viz odstavec 3.4, plati

B(f) =H(A(f)), A(f)=H "(B(f)). (3.48)

Tyto vztahy se nazyvaji Kramers-Kronigovy relace!®. Jsou to dulezité podminky kauzality v
casové oblasti a uplatiuji se pii zkoumani fady fyzikdlnich procesu.

Cviceni 3.12.1:
Overte, Ze Heavisideova funkce vyhovuje Kramers-Kronigovym podminkdm kauzality.

Ne vzdy lze platnost Kramers-Kronigovych vztahu provést tak jednoduchym zpisobem jako
v piredchozim cviceni. Nasledujici ptriklad ukazuje dalsi, standardni, metodu vypoctu pomoci
konturnich integralu v komplexni roviné.

Priklad:

Oveérte platnost Kramers-Kronigoviych podminek kauzality pro funkci ze cvicend 8.2.4, tj. ,pravos-

tranné“ exponencidly s(t) = 0 b<0
P y | exp(—at), a>0, t>0"

Ze cviceni 3.2.4 vime, ze spektrum dané funkce je

1
S(f) = a+i2nf’
Jeho redlnd a imagindrni ¢ast jsou tedy
_AS) o« S __B({) _ 2 f
%{S(f)}_ 9 - Oé2—|-47T2f27 ‘S{S(f)}_ 2 - a2+477'2f2'
Je tedy treba ovérit, ze
2 f 1 r Q
ErAnf % / (TR — )% (3.49)

K vypoctu tohoto integralu pouzijeme reziduovou vétu, viz dodatek D.14. Redlnou proménnou
¢ rozsitime na proménnou komplexni: & = & + i&. Integrand mé jednoduché poly v bodech
£ = faf=+ia/2r. Zvolme integracni cestu analogicky k obrdazku D.3, pouze s tim rozdilem,
ze ,obejdeme* pol na redlné ose. Zvolenou integracni cestu ukazuje obrazek 3.22. Skladd se z

18K dybychom je chtéli preformulovat pro R{S(f)} a S{S(f)}, byla by role Hilbertovy transformace pifmé a
inverzni prohozena, nebot napt. S{S(f)} = —H(R{S(f)}) = H L (R{S(f)})-
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pulkruznice C'g v horni poloroviné o poloméru R a stiedu [0, 0], pulkruznice C¢ v horni poloroviné
o poloméru € a stiedu [f,0] a linedrnich tseka podél reilné osy od —R do f —e aod f+ €
do R. Sjednocenim téchto c¢asti ziskame uzavienou kiivku C, kterou orientujeme proti sméru
hodinovych rué¢icek. Integrand splnuje predpoklady reziduové véty a pro integrdl muzeme tudiz
psat

(8 . (8
f @ TR (f - ek (a6 (3:50)

nebot uvniti integracni cesty se nachdzi jediny pdl v bodé € = ia/27.

&

—-Ho2r @

Obrazek 3.22: Integracni cesta pro vypocet integralu v rovnici (3.50).

Reziduum v (3.50) spoéteme snadno jako limitu

lim (¢ — o) : — lim priGRL
iz a2 AT (f -6 ek (at 127T1'§)(04 —i2r€)(f =€)
Q@
T 27 (o —i2mie)(f — i)
1
- 2027 f + )’
Integral v (3.50) je tedy
Q i
f e U R T ) &0
Kiivkovy integral na levé strané rovnice rozepiSeme jako soucet
Q@ Q@
d d
Jwrmpir-g*t wrmmi-o®

e a R a iT (3.52)
e+ | d5:2(127rf+a)‘

S ey Ty s R Y P ey Ty

Rovnice (3.52) zustdva v platnosti i pro R — 0o a € — 0. V tom piipadé prvni élen v (3.52)
jde k nule a soucet tietiho a ¢tvrtého konverguje k integrélu (3.49) ve smyslu Cauchyovy hlavni
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hodnoty. Dostavame tedy

(6% iV (07
| @ @ / A9

Zbyva tedy urcit integral po kiivce C,. Ten je roven poloviné integralu po uzaviené kruznici o
plomeéru € a se stiedem v bodé £ = f. Ten je podle residuové véty roven

«

(02 +4m?f2)(f =€)

@ .
7{ (02 +4m2f2)(f = &) d§ = —i2mRes¢—y

€

(znaménko minus na pravé strané je dusledkem obchézeni pélu po sméru hodinovych ruéiéek).
Residuum v bodé & = f spoc¢teme snadno jako limitu

a . « @
R v ampr-g e Darme -~ ar e
Celkem tedy mame
00 Q dg _ 17 iTa

27f+a a2 +4n2f?

= i 1 « _ m(2nf) b
= im <127rf+oz_ (a—l—i27rf)(a—127rf)> T2t Arrf? c.b.d.

R ey s

PovSimnéme si jesté jedné zajimavé vlastnosti spektra kauzalni funkce z pfedeslého piikladu.
Zatimco imagindrni ¢dst spektra ubyva s rostouci frekvenci jako f~!, jeho redlnd ¢ast ubyva
rychleji'?, jako f~2. Takové asymtotické chovani spektra muzeme oc¢ekdvat i u jinych kauzélnich
funkei, které maji nespojitost v nule, tj. lim; ,o+ s(¢) # 0. Podrobnéjsi diskuse tohoto jevu jde
vSak jiz nad rdmec naseho kurzu.

3.13 Fourierova transformace analytickych signala

Analyticky signal definujeme jako komplexni funkci jejiz imagindrni ¢ast je rovna Hilbertoveé
transformaci ¢asti redlné. Predpoklddejme redlny signél s(t), pak odpovidajici analyticky signél
je (viz (D.12))

sW(t) = s(t) + iH(s(t)).
Rozsiteni redlného signdlu s(t) vyse uvedenym zpusobem muzeme chipat jako dalsi ze série

standardnich matematickych operaci, jejichz vliv na Fourierovo spektrum jsme zkoumali v odstavci
3.8. Spektrum analytického signdlu je v jednoduchém vztahu ke spektru jeho redlné ¢ésti:

19Coz neni v rozporu s pravidlem v kapitole 3.10, které implikuje tibytek alespoi jako f~1.
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Véta (O Fourierové transformaci analytického signilu):

Je-li S(f) = F(s(t)) Fourierovim spektrem a s((¢) analytickym signdlem odpovidajicim
signdlu s(t) € R, pak
25(f) f>0
st =s() +iH(s(t) =  FWO)) =L +sen(f)S(H=4q S f=0.
0 f<0
(3.53)

F(sW() = F(st) +iH(s(t)) = F(s(t)) +iF{H(s(t))} = S(f) +i(—=i sgn(f)S(f))
= (1+sgn(f))S(f), cb.d.

Vyraz za poslednim rovnitkem je roven sou¢inu spektra puvodniho signédlu (redlné ¢dsti analyt-
ického signdlu) a dvojndsobku Heavisideovy funkce u(f). Muzeme tedy psét

F(sW(t)) = 2u(f)S(f).

Fourierovo spektrum analytického signdlu je tedy nulové pro zaporné frekvence. Opét se zde pro-
jevuje reciprocita Fourierovy transformace, nebot jak vime z piedchoziho odstavce, je-li naopak
spektrum analytickym signdlem proménné f, je signal v casové oblasti nulovy pro zaporné casy
(kauzalni).

Grafickou ilustraci spektra analytického signdlu odpovidajictho tzv. Gaborovu signdlu (viz
(D.19)) najde ¢tendi na obrazku 3.23. Poznamenejme, ze konkrétné spektrum Gaborova signalu
je redlné a tudiz je redlné i spektrum celého analytického signdlu (obecné je spektrum analyt-
ického signdlu samoziejmé komplexni). Obrizek muze zaroven slouzit jako dalsi demonstrace
modulac¢nich teorému z odstavce 3.8.

Fakt, ze spektrum analytického signalu je na zdpornych frekvencich nulové, ma nesmirny
vyznam 7z numerického hlediska. Vlastnost (3.53), také umoznuje snadny numericky vypocet
analytického signélu (a potazmo Hilbertovy transformace) ve spektralni oblasti, nebot offznuti
spektra (odstranéni zapornych frekvenci) a zdvojndsobeni spektralnich hodnot pro f > 0 je z
numerického hlediska velmi jednoduché operace. Vysvétleme si tuto ideu pro piipad vypocétu
Hilbertovy transformace H(s(t)). Postup ma nasledujici 3 zakladni kroky:

e Vypocet Fourierova spektra S(f) = F(s(t))

25(f) f>0
e Ofiiznuti a zdvojnasobeni spektralnich hodnot: F(s(t)) —  F(sW(#) =4 S(f) f=0
0 f<0

e Inverzni Fourierova transformace, imaginarni ¢ast: H(s(t)) = S{F[F(sW(1))]}.

Vlastnost (3.53) také usnadniuje dukazy nékterych vlastnosti analytického signdlu, zminénych
v dodatku D.12, ve spektrdlni oblasti.
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a)
s(t) F(s(t)) = S(f)
f
b) F(sW(t)) =25(f)

Obrazek 3.23: Gaboruv signal (¢ast a, vlevo) a jeho Fourierovo spektrum (¢dst a, vpravo) spolu
s odpovidajicim analytickym signdlem (¢dst b, vlevo) a jeho Fourierovym spektrem (&ast b,
vpravo). Teckované je vyznacena imaginarni ¢ast analytického signélu.

Priklad:
Nagjdéte spektrum posunutého analytického signdlu F (s (t —ty)), kde ty je redind konstanta, a
pomoci ného dokazte (D.20.5) pro a =1, tj. Ze sV (t — 1) = SN (L —to) x 5(t), kde 6 (1 —ty) =

: 1
Ot = to) + iy

Reseni je velmi snadné. Spektrum posunutého analytického signlu musi byt rovno
F(s(t —tg)) = F(sW (1)) exp(—27 fto),

pficemz exponencidlni faktor pfedstavuje podle cviceni 3.5.1 a tabulky 3.2 spektrum posunuté
d-funkce. V ¢asové oblasti odpovida soucinu spekter konvoluce ptislusnych casovych signalu. Je
tedy

st —tg) = s () % 8(t — to) = s(t) x s (t — to).

kde posledni rovnost je dusledkem vlastnosti (D.20.7).

V oblasti zpracovani dat se analytické signdly vyuzivaji zejména pro vypocet obalky signalu
v ¢asové oblasti a pro vypocet tzv. okamzité frekvence. Reprezentujme analyticky signdl pomoci
modulu a faze

s (1) = s (1) exp(ivs (1)),
kde
s ()] = [s(t)* + (H(s(t)))*]"?

Y(t) = arg(s™(t)) = arctan (Hiig))> .
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V priipadé faze se opét jedna o hlavni hodnotu argumentu v intervalu (—m,7), podobné jako u
fazového spektra. Faze 1 (t) analytického signdlu se nazyvd fazogram.

Modul analytického signalu predstavuje obalku?” generujictho signilu. Je to zaroven i obdlka
jeho Hilbertovy transformace, jak ukazuje obrazek 3.24 na prikladu Géborova signdlu.

Obréazek 3.24: Gdboruv signdl (Cernd plnd ¢dra), jeho Hilbertova transformace (¢ernd te¢kovand
¢ara) a jejich spoletnd obdlka (Seda plna cara), kterd zaroven predstavuje modul analytického
signalu.

Véta (O obdlce signélu):

Piedpoklddejme redlny signal s(t) generujici analyticky signal s(4 () = s(t) +iH(s(t)), kde
H(s(t)) je Hilbertova transformace signélu s(¢). Pak modul analytického signélu s (¢)| =
[s(t)2+ (H(s(t)))?]'/? predstavuje obalku jak signalu s(¢), tak jeho Hilbertovy transformace
H(s(t))-

Dikaz:

Uvazujme funkci
f(a,t) = R{exp(ia)s (1)} = s(t) cos(a) — H(s(t)) sin(a), (3.54)

kde « je redlny parametr. Specidlné, pro a = 0, f(0,t) = s(t) a pro « = —7/2, f(—7/2,1) =
H(s(t)). Rovnici (3.54) muzeme téz piepsat jako

flat) = R{IsD (@) exp(ila + (1))} = |s“D ()] cos(a + (1)) (3.55)

Najdeme-li obalku f(c«,t), najdeme tim zdroven i obalku jak s(t), tak H(s(t)). Pro ménici
se «, reprezentuje (3.55) jednoparametricky systém kiivek, viz dodatek (D.21), jehoz obélku

20Pojem obalka je vysvétlen v dodatku D.21.
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najdeme standardnim zpusobem: najdeme takové a, aby 0f(a,t)/0a = 0 a to pak dosadime do
(3.55). Méame tedy

—3féz, t = —|sW(0)]sin(a+1(t) =0 = a=—p().

Obélka je tedy déna rovnici

FE@) = fla,t) =[s(1)], cbd.
a=—(?)

Kromé obdlky se pii zpracovani redlnych dat ¢asto vyuziva i fazogram analytického signalu.
Slouzi k urcent tzv. okamzité frekvence (nebo téz lokdlni frekvence). Tato problematika spada
nikoliv do spektraln{ analyzy (kde se v principu uréuje frekvenéni obsah signélu jako celku —
Fourierovo spektrum), ale do tzv. ¢asové-frekvenéni analyzy, kterd neni predmétem tohoto kurzu,
a proto se o okamzité frekvenci zminime pouze strucné.

Protoze frekven¢ni zastoupeni u konkrétniho signalu s(t) se obecné s ¢asem meéni, je dulezité
v mnoha aplikacich znat, jaka frekvence odpovidd danému okamziku na ¢asové ose. Objasnéme si
zde nejjednodussi metodu uréovani takové okamzité frekvence?!. Vyuziva se aproximace signdlu
nejvhodnéjsim harmonickym signdlem v daném bodé, jak je ukdzano na obrazku 3.25.

| U

C cos(2m f1(to)t)

[ —

1/ fi

Obrazek 3.25: Aproximace s(t) v bodé ¢y harmonickym signdlem s frekvenci fr, ktery je redlnou
casti ptislusného analytického signdlu.

Predpokladejme, ze v okoli ¢y je signdl s(t) lokdlné harmonicky, tj. piislusny analyticky signal
lze aproximovat jako

s\ (t) &~ Cexp(i27 f1(to)t). (3.56)

Zaroven vsak mame

s(t) = s (1) exp(iv(1)).

2INeni to zdaleka metoda jedind, v ¢asové-frekvenéni analyze se pouzivd fada alternativnich metod
odpovidajicim ruznym definicim okamzité frekvence.
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V okoli bodu ¢, muzeme analyticky signal aproximovat Taylorovym rozvojem (dodatek D.13).
Pro pomalu se ménici obalku dostaneme

s (1) ~ |3(A) (to)| exp (iw(to) +1i %z(ft)

(t—t0)+...> ~ Cexp (i%it) t). (3.57)

Porovnanim obou aproximaci okamzité dostaneme hledany vztah pro okamzitou frekvenci

f) L d00)

~ 3.58
27 dt ( )

t=to

Okamzita frekvence je tedy dana ¢asovou derivaci fazogramu. Problém nastane, je-li fazogram
v néjakém bodeé nespojity. Kromé skuteénych nespojitosti ,,fyzikdlniho“ puvodu muze fazogram
obsahovat i fadu formdlnich skoki o +27 (z diuvodu definice hlavni hodnoty argumentu; tyto
skoky 1ze odstanit napiiklad forméalnim prevedenim fazogramu na vélcovou plochu).

Obréazek 3.26 poskytuje ukdzku redlnych dat a ¢asového prubéhu okamzité frekvence.

Obréazek 3.26: Redlny signdl (nahofe) a odpovidajici prubéh okamzité frekvence (dole).

Kromé zpracovani dat maji analytické signaly velky vyznam i v teoretické oblasti, napf.
pii modelovani vlnovych procesu. Reseni prislusné pohybové rovnice se predpoklada ve tvaru
analytického signalu a pii vypoctech se Siroce vyuziva vyhodnych vlastnosti tohoto signdlu. K
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realné ¢asti (kterd nese vlastni fyzikalni vyznam feSeni daného problému) se prechdzi az v samém
z4dvéru vypoctu 22,

3.14 Dvoudimenzionalni Fourierova transformace spojitého
signalu

V praxi ¢asto pracujeme s vicedimenzionalnimi signaly, tj. signdly zavisejicimi na vice proménnych.

vvvvv

aplikace ma dvoudimenzionalni Fourierova analyza. Uplatiuje se zejména pii zpracovani obrazu
(napf. fotografif).

V analogii k dvojnasobné Fourierové fadé probirané v odstavci 2.11, definujme dvoudimen-
ziondlni (2-D) Fouriertiv par.

Definice: (2-D Fourierova transformace spojitého signilu pro obycejnou frekvenci)
Fourierovou transformaci (spektrem) spojitého signalu s(¢;,t5) nazveme funkci S(fi, fo)

S(fi, o) = Fls(tr,t)} = / / st t) expl—i2n(fits + fota)} dtrdts.  (3.59)

—00 —O0

Inverzni Fourierovou transformaci odpovidajici spektru S(fi, f2) je

sl ta) = FUS(fu, fo)} = / / S(h fo) explizn(fits + fota)} dfidfo. (3.60)

—00 —O0

Tyto vzorce bychom snadno odvodili, kdybychom signal s(t;,%5) podrobili nejprve jednodi-
menzionalni Fourierové transformaci, napt. pro proménnou %, a na vysledek znovu aplikovali
jednodimenzionalni transformaci pro proménnou ¢5. Analogicky, inverzni 2-D transformaci by-
chom dostali dvoji po sobé nésledujici jednodimenzionalni inverzni transformaci.

Poznamenejme, ze piestoze z duvodi konzistence znaceni s predchazejicimi odstavci pouzivame
proménné tq, t; v oblasti vzoru transformace (,,casové“), sotva budou obé proménné mit vyznam
casu. V problematice zpracovani seismickych dat se muzeme setkat s kombinaci cas-hloubka,
vétsinou se ale jednd o dvé prostorové souradnice. Proto budeme v souvislosti s dvoudimen-
ziondlni Fourierovou transformaci uzivat termin prostorova oblast (namisto ¢asovd). Ve spektralni

oblasti pak maji odpovidajicif proménné vyznam tzv. prostorové frekvence??.

I ve dvoudimenziondlnim piipadé se ¢asto misto obycejné frekvence pouziva frekvence tihlova.
Vzorec pro piimou transformaci zustava stejny jako (3.59), pouze misto fi, fo piseme tradi¢né

22Tento postup vsak nelze aplikovat, pokud Feseni vstupuje do néjakych nelinedrnich vyrazu.
23Nékdy se uziva termin vlnové éislo.
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w1, ws a v exponentu neni faktor 27. Vzorec pro inverzni transformaci je

st ts) = F- {S(wn,ws)} = — / / w1, w) explilwits + wots)} dwndws.  (3.61)

T 4n?

—0o0 —CC

Aby vyse uvedené formalni vzorce definujici 2-D Fourierovu piimou a inverzni transformaci
popisovaly vzdjemné jednoznacné prirazeni mezi signalem a jeho spektrem je tifeba pozadovat
splnéni urcitych podminek. Uz jenom existence prislusnych nasobnych integralu je obecné podminéna
absolutni integrovatelnosti signalu respektive spektra, tj. pro signal v prostorové oblasti pozadujeme,

aby
/ / ’S(tl,tz)’dtldtg < 0Q,

—00 —0C

coz zkrécené zapiseme s(ty,t2) € L1(R?). Obdobné pro spektrum.

Podobné jako v odstavci 3.2, kde k tomu, aby existovala inverzni Fourierova transformace
postacovalo splnéni Dirichletovych podminek, i v 2-D piipadé plati (3.60) a (3.61), splnuje-li
signél s(ty, t2) Dirichletovy podminky (éi nékterou jejich slabsi variantu) pro kazdou proménnou.
Jednd se o podminky postacujici, ze kterych existuji vyjimky (tj. i nékteré specidlni signaly, které
tyto podminky nespliuji, mohou vystupovat ve Fourierovych pérech).

Jak signal, tak spektrum jsou obecné komplexni. V analogii k jednodimenzionalnimu piipadu
komplexni spektrum nejcastéji reprezentujeme modulem (amplitudovym spektrem, |S(f1, f2)]) a
hlavni hodnotou argumentu (fizovym spektrem, ¢( f1, f2)). Jako ukdzka zde slouzi obrazek 3.27.
Prestoze tento obrézek je ve skutecnosti digitalni a byl zpracovan metodou diskrétni Fourierovy
transformace (viz kapitola 5), zde slouzi pro tucely vykladu modelem Fourierovy transformace
spojitého signalu. Pii dostateéné jemném rozliseni obrdzku (odpovidajicim dostateéné hustému
vzorkovani spojitého signilu) predpokldddame, ze muzeme spojity signal diskrétnim dobie aprox-
imovat. Detailné je souvislost diskrétni Fourierovy transformace a transformace spojitého signalu
diskutovana praveé v kapitole 5. Obrazek mimo jiné ukazuje ubyvani amplitudového spektra s
rostouci frekvenci, tj. smérem od stiedu obrdzku (spektrum samoziejmé pokracuje do oo v
obou spektralnich souradnicich; obrazek ukazuje jen vytez).

c)

Obrazek 3.27: Fotografie geparda (a) modelem 2-D spojitého signdlu. Odpovidajici amplitudové
spektrum ukazuje ¢dst b a fadzové spektrum ¢ast ¢ (podle Gonzales & Woods, 2002). Obé spektra
pokracuji do +o00, obrdzek ukazuje pouze vyiez okolo centralniho bodu [0,0].
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Pro reédlné signaly plati, ze S(—f1, —f2) = S(f1, f2). V takovém piipadé ma (3.60) ndzornou
,geometrickou® interpretaci. Podobné jako jsme v odstavci 2.11 chépali dvojnasobnou expo-
nencialni Fourierovu fadu jako superpozici spocetné mnoha funkci typu ,,vinity plech®, i zde
se jedna o superpozici (tentokrdt integralni) funkci cos(2n(fit1 + fota) + ¢(f1, f2)). Odpovidaji
vzdy souctu dvou protilehlych (viéi bodu [f; = 0, fo = 0] zrcadlové symetrickych) harmonickych
slozek. Pifmky konstantni féze sviraji s osou t; hel arctan(fo/f1). Perioda kosinu je 1/f; ve
sméru osy t; a 1/f, ve sméru osy f»; kolmo na ptimky konstantni faze je perioda (\/f2 + f2)~'.
Obrazek 3.28 ukazuje 2 piiklady takovych funkei (pro dvé ruzné dvojice fi, f2). Ve spodni ¢ésti
obrdzku vidime v roviné (fi, f2) dvojici bodu, jejichz poloha vyznacuje, které 2 harmonické
slozky v souctu tvori dany 2-D kosinus. V integrdlni superpozici je pak tento kosinus vazen fak-
torem 2|S(f1, f2)], jehoz polovinu muzeme odeéist z amplitudového spektra v daném bodé (tj.
pro danou dvojici fi, f2). Fazové spektrum v daném bodé pak udéva fazovy posun tohoto 2-D

/
| /

t1
fl fa

to t

[\)

Obrazek 3.28: Dvé konkrétni realizace funkei typu ,,vInity plech®, které se sklddaji v integralni
superpozici pii inverzni 2-D Fourierové transformaci. Blizsi vysvétleni viz text.

Pro 2-D Fourierovu transformaci plati dulezita vlastnost, které rikame separabilita.
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Véta (O separabilité 2-D Fourierovy transformace):

Je-li s(t1,t2) ndsobnym signdlem, tj. s(t1,t2) = s1(t1)s2(t2), pak pro jeho Fourierovu trans-
formaci plati

S(f1, f2) = Fs(ti, ta)) = Fls1(ta)) F(s2(t2)).

Dikaz je trividlni, plyne okamzité z konstrukce 2-D Fourierovy transformace postupnou dvoji
aplikaci transformace jednodimenziondlni, jak je popsano v tivodu tohoto odstavce.

Vlastnosti 2-D Fourierovy transformace jsou analogické jako v ptipadé signédlu jedné proménné.
Zminme napiiklad reciprocitu

S(fl;fl) = f(s(tl,tQ)) <~ S(—fl, —fz) = f(S(tl,tg))

vvvvvv

dusledky v oblasti spektralni. Az na jednu vyjimku (rotace) jsou to vSechno ziejma zobecnéni
vlastnosti, které zndme pro signaly jedné proménné. Pouzité znaceni je analogické, jako v odstavci
3.8, tedy velkym pismenem se znaci signal ve spektralni, zatimco malym v ¢asové oblasti. Operaci
vznikd novy Fourieruv par H(f1, f2) = F(h(t1,12)).

Translace

h(ti,t2) = s(ti —a,to = b) <> H(f1, o) =S(fi, f2) exp(=27i(afi + bf2)).

Translaci je samoziejmé mozné provést i jen v jedné proménné, piislusnd modifikace vzorce je
ziejma.

Modulace

h(tl, t2) = S(tl, t2) exp(27ri (at1 + btg)) < H(fh f2) = S(fl — a, fg — b)

Specidlné muzeme modulovat kosinem nebo sinem i pouze v jedné proménné. Pak bychom v
analogii k modulaénim teorémum v odstavci 3.8 dostali

h(ty, bs) = sty ta) cos(2maty) < H(f1, f2) = 3S(f1 + a, f2) + 35(f1 — a, f2)
h(t1,t2) = s(ti, t2) sin(2maty) < H(f1, f2) = 5(f1 +a, f2) — 3:5(/1 — a, f2)

a obdobné pro druhou proménnou.
Rotace
Uvazme rotaci o tihel 7 (ve sméru hodinovych ruci¢ek) v prostorové oblasti. Rotaci piejde sloup-

covy vektor t = (t1,%9)7, kde T' v hornim indexu znaéf transpozici, na vektor t' = (¢, cos(7y) +
tysin(y), —t1 sin(7y) + t2 cos(7))” = Rt, kde matice rotace je

R:< cos(y)  sin(y) )

—sin(y) cos(y)

Tim vznikne novy signdl h(t, ;). Plati

h(ti,ta) = s(t},t5) < H(f1, f2) = S(ficos(y) + fasin(y), — fisin(y) + f2cos(v)) = S(f1, f2)-
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Tato vlastnost nema analogii v jednodimenzionalnim ptipadé, proto se u ni zastavme podrobnéji.
Struéné se da shrnout takto: nato¢ime-li (pfislusnou transformaci soufadnic) signal v prostorové
oblasti o néjaky thel v, odpovidajici spektrum bude v roviné (fi, fo) oproti puvodnimu spek-
tru natoCeno o stejny thel ve stejném sméru. Dukaz je jednoduchy, vyuzivd neomezenosti
integracniho oboru. Pouzijeme-li ve spektralni oblasti Fadkovy vektor f = (fi, fo), muzeme
Fourierovu transformaci pred rotaci zapsat v kompaktnim tvaru

= // ) exp(—i27f - t)dt;dis,

—00 —O0

kde f-t = fit; + foto znamend skaldrni soucin v R?. Spektrum rotovaného signalu pak musi byt

= / / s(R - t) exp(—i27f - t)dt dty = / / s(t') exp(—i2rf - R - t')d¢t,dt),

—00 —00 —00 —00
kde k integra¢nim proménnym t|, ¢, jsme mohli pfejit diky tomu, Ze integrujeme ptes celou

rovinu a muzeme tedy integrovat v libovolnych dvou navzdjem kolmych smérech. Oznacime-li
f' =f-R ! dostdvdme

-]

kde predposledni rovnost plyne ze srovnani se vzorcem pro spektrum nerotovaného signalu.

s(t) exp(—i2rf’ - t)dt|dt, = S(F) = S(f-R 1), c.bd,

8\8

Projekce do jedné souradné osy

V porovnani s ostatnimi operacemi se projekce lisi zejména tim, ze z 2D signdlu vznika signal
jedné proménné a téz odpovidajici spektrum je jednodimenziondlni. Piesto ma dobry smysl se
ptat, v jakém vztahu je toto spektrum k puvodnimu 2D spektru. Operaci projekce do souradné
osy budeme rozumét integraci pies jednu proménnou v casové oblasti. Ve spektralni oblasti pak
dostaneme tez puvodniho 2D spektra ve sméru kolmém na odpovidajici frekvenci, tj. napt. pro
projekci do soutadné osy %,

[ee])

hty) = / s(hut)dt, & H(f) = S(h, fo)

—00 f2=0

Dikaz je jednoduchy

H(fth) = f { f tl,tQ dtg}exp(—127rt1f1)dt1

-0 —Oo0

= f f thtg exp —127Tt1f1){ exp(—127rt2f2)|f2 O}dthtl

—00 —00

= S(f1,0) cbd.

.....

funkce dvou promennych.
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V kombinaci s rotaci (natocenim soufadnych os) snadno zjistime, ze muzeme uvazovat pro-
jekci do obecného sméru a té musi ve spektru odpovidat fez v tomto obecném sméru?t.

Zména méfitka

h(thtg) = S(O{tl,/BtQ) — H(fl,fg) = LS (ﬁ é) .

lap|” \a’ B
Zrcadleni
h(ti,ta) = s(—ti,ta) < H(f1, fo) = S(=fi, f2)
h(ti,t2) = s(ti, —ta) < H(f1, fo) = S(f1,—fo)
h(ti,ta) = s(—t1, —t2) < H(f1, f2) = S(=f1,—f2).
Derivace
ot = 0 (s, ) = omifiS (2
h(ti,t2) = %}15;152) H(fy, f2) = 27if2S(f1, f2)
2
h(ti,t2) = % H(f1, f2) = =47 f1 f2S(f1, f2),
Obecné

it = (5) (5) st & HUwE) = @rif) @i S 1)

Konvoluce

h(t17t2): / /31(71,72)52(t1—T1,t2—7'2)d7'1d7'2 & H(f17f2):Sl(flan)SQ(flan)

—00 —CC

Korelace a autokorelace

h(t1,t2) = 70j?81(7'1,T2)32(t1+T17t2+72)d71d7'2 A H(f17f2):Sl(flan)SQ(flan)
h(tl,tQ) = j? j?81(7'1,7'2)81@1+7'17t2+7'2)d7'1d7'2 <> H(f17f2):|51(f1,f2)|2

Spektrem autokorelace je tedy opét kvadrat amplitudového spektra, tj. vykonové spektrum.

V ptipadé 2-D Fourierovy transformace rovnéz plati Rayleighuv i Parsevaluv teorém, piislusné
vzorce jsou pifmocarym zobecnénim vzorcu (3.39) a (3.40) pro dvé proménné.

7 integréalnich vlastnosti uved'me:

24Projekce do obecného sméru m4 blizko ke konceptu tzv. Radonovy transformace §iroce vyuzivané napiiklad
v mediciné pii rekonstrukci obrazu pomoci CT tomografie. Podrobngjsi informace o Radonové transformaci muze
Ctenaf najit napf. v knize Gonzales a Woods, 2008.
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Urcity integral

/ / s(t1, ta)dt dty = S(0,0).

—0 =00

—1 95(f, o)
21iS(0,0)  9fy

—1 95(f1, f)

(t2) = :
F1=0,f2=0 2miS(0,0)  Ofs P

(t1) =

kde (t1) a (to) predstavuji souradnice bodu tézisté v roviné (t1,ts).

Prvni momenty

[T 1 0S(f,,

T T sthnana, = o3 85Uk
f1=0,fo=0

[T 1 0S(f,,

T Tttt tganar, = SLOURB
f1=0,f>=0

Diky linearité integralu muzeme vyse uvedené vzorce zobecnit zavedenim libovolného tihlu rotace
v v rovineé (tq,1s)

[ [ (t1cos(y) + t2sin(y))s(t, t2)dt dty = __1 cos(7) 9S(f1, f2)
o0 —0 2mi of
f1=0,f>=0
+ sin(V)—aS(éf}7 /2
? f1=0,f2=0

Druhé momenty

[ [ sty t)dtydty, = Tﬂ#
RS : N
f1_07f2—0

[ [ sty t)dtydty, = Tﬂ#
RS 2 N
f1_07f2—0

0o 00 -1 82S(f1 f2)

titas(ty, to)dtydty, = — ——1 2222
S sttt = o | L

a 7 linearity také

/ / (2 + B)s(tn, t)dindt, = — | L3N 1) +325(f17f2)}

Ar? 0 f? of2

fl:07f2:0
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Ekvivalentni Sitka

f f s(t1, t2)dt 1 dty

I _ oo _ 5(0,0) 1
5(0.0) [T st fdndn s

Z rovnice téz plyne platnost principu neurcitosti: W,Wg = 1.

Vyse uvedené integralni vyrazy lze snadno pfepsat i pro spektrum. Dukazy jsou jednoduché,
plynou pfimo z definice 2-D Fourierovy transformace.

Vénujme nyni pozornost pripadnym symetriim spektra v roviné fi, fo. Uz jsme zminili,
ze spektrum redlného signalu pro zaporné frekvence je jen komplexné sdruzené ke spektru v
kladnych frekvencich. V jednodimenzionalnim ptipadé jsme v odstavci 3.4 dokazali, ze pro realny
signdl v casové oblasti, je redlnd cast spektra sudou funkei frekvence (stejné jako amplitudové
a vykonové spektrum), zatl'mco imaginérni cast spektra je 1ichou funkei frekvence (stejné jako
a spiSe nez o sudych a llchych funkcich bude lépe mluvit o symetrickych a antisymetrickych
funkcich.

Rozepisme spektrum redlného 2-D signdlu na ¢asti A(fi, fo) a B(fi, f2) (s analogickym
znatenim jako v odstavci 3.4) S(f1, f2) = A(f1, f2)/2 — iB(f1, f2)/2, kde funkce A a B jsou
pro realny signal redlné a jsou dény vzorci

A(fl, fg) = 2 S(tl, tg) [COS(Q’/Tfltl) COS(27Tf2t2) — sin(27rf1t1) sin(27rf2t2)]dt1dt2

§ =88 =8
§ =88 =8

B(fl, fg) = 2 S(tl, tg) [COS(Q’/Tfltl) Sin(27’(’f2t2) + Sil’l(27Tf1t1) COS(??TthQ)]dtldtQ.

Pro realnou céast spektra plati, ze je symetrickd v nasledujicim smyslu

A(f1,0) = A(=f1,0)
A0, f2) = A0, - f2)
A(fl»f?):A( I1, f2)
A( f1>f2) A(fb f2)

Stejné symetrie bychom dostali i pro amplitudové spektrum (viz obrdzek 3.27b) a vykonové
spektrum, které je kvadratem amplitudového. Analogicky, imaginarni ¢ast je antisymetricka v
nasledujicim smyslu
(f1,0) = =B(-f1,0)
B(()? f2) = _B(07 _fQ)
(f1, f2) = =B(=f1,— f2)
B(—fi, f2) = —=B(f1,— [2)-

Podobné vzorce bychom mohli napsat i pro fazi. Pro snadnéjsi zapamatovani muze poslouzit
schema sméru symetrie na obrazku 3.29.

Navzdory ponékud komplikovanéjsimu zapisu jsou tyto symetrie ziejmymi analogiemi symetrii
v 1-D piipadé a i jejich dikazy jsou zcela analogické. Dvoudimenzionalni Fourierova transformace
vSak muze vykazovat jesté jednu velmi dulezitou symetrii, kterd z principidlnich duvodu v 1-D
pripadé nemuze mit obdobu. Jedna se o radidlni symetrii spektra v roviné (f1, f») odpovidajictho
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—f1. [z fi: f2

=10 \ f1.0

—f1,—/f2 Ji.=f

Obrazek 3.29: Mozné sméry symetrii (antisymetrii) spektra v roviné (f1, f2).

radidlné symetrickému signdlu v prostorové oblasti. Radidlni symetrii zde rozumime symetrii vici
natoceni, kdy funkéni hodnota zavisi pouze na vzdélenosti od pocdtku coby stfedu rotace (¢asto
nazyvané radius), a nikoliv na dhlu natoceni. V tomto smyslu bychom také mohli hovofit o
rotacni symetrii.

Véta (O radialnf symetrii v 2-D Fourierové transformaci):

Je-li s(tq1,t2) = s(r), kde r = /% + #3 radidlné symetricky signdl v prostorové oblasti, pak

jeho spektrum S(f1, f2) = S(q), kde ¢ = /f# + f2 je radidlné symetrickym signdlem ve
spektralni oblasti.

Tato véta neni prekvapenim uvédomime-li si, ze radialné symetricky signal muzeme ziskat
rotaci o libovolny thel prochazejici interval (0,27), pficemz stejnd rotace bude probihat ve
spektralni roviné. Zde vsak provedeme podrobny diukaz abychom ziskali explicitni vztah mezi
spektrem radidlné symetrického signdlu a timto signdlem.

Dikaz:
Uvazme transformaci soutadnic t;,t5 — 7,0

ty =rcos(f), ty=rsin(f), re(0,00), 6¢€/(0,2m).

Diky radidlni symetrii zavisf signdl v téchto novych soufadnicich pouze na r. Provedme analog-
ickou transformaci souradnic i ve spektralni oblasti, fi, fo — ¢,©

fi=qcos(®), f,=g¢sin(0), g€ (0,00), © € (0,2n).

PrepiSme vzorec pro 2-D Fourierovo spektrum v téchto soutadnicich

S(fl, f2) = f f (th tg exp{—127r(f1t1 + fgtg)} dtldtg

—00 —CC

2w

2w
= fs [f exp(—i2mqr cos(f — @))dﬁ] rdr
0
[f exp(—i2mqr cos(a))da} rdr,
0

I
0%80
Co

kde pri substituci o = 8 — O jsme mohli ponechat puvodni meze diky 27-periodicité integrandu.
Vyraz v hranatych zdvorkach je roven 2r-ndsobku Besselovy funkce prvniho druhu Jo(2mgr) (viz



3.14. DVOUDIMENZIONALNI FOURIEROVA TRANSFORMACE SPOJITEHO SIGNALU147

dodatek D.15, rovnice (D.15.3)). Mame tedy

S(f1, f2) = 27r/s VJo(2mgr)rdr = S(q), c.b.d. (3.62)
0

Pro radidlné symetrické signdly tedy vlastné 2-D Fourierova transformace prechédzi na trans-
formaci jednodimenziondlni. Tato transformace ma specidlni ndzev — Hankelova transformace
(nultého Fadu). Poznamenejme, Ze pro inverzni Fourierovu transformaci bychom analogickym
odvozenim dospéli ke zcela shodnému vyjadieni s(r) pomoci S(q), tedy Hankelova transformace
je symetrickd (vzorce pro pifmou a inverzni transformaci jsou totozné). Vlastnosti Hankelovy
transformace v podstaté kopiruji vlastnosti 2-D Fourierovy transformace. V piipadé operaci je
tieba vyloucit ty, které by narusily radidlni symetrii (posunuti, modulace)

Piiklad:
Najdéte 2D spektrum signdlu

(t1, 1) = 1 v kruhu 7 +¢3 < a?
o2 0 jinde

Signdl je radidlné symetricky a jeho 2D spektrum je podle (3.62)

27r/3 )Jo(2mgr)rdr = 27T/J0(27rqr)7"dr = l/27rq7"Jo(27rqr)d7".
0 0 3
Zaved me substituci y = 2rgr. Pak
2rqa
S(g) = — yJo(y)dy.
27q?

Podle rovnice (D.15.6) z dodatku D.15 pro Besselovy funkce prvniho druhu plati

j—y<yJ1<y>> — yholy).

Pro spektrum tedy dostdvame

S(q) =

1
27 q?

Tga a
[y 11 ()™ = §J1(27Tqa),
nebot J;(0) = 0.

Obrézek 3.30 srovnava 2-D Fourierovu transformaci radialné symetrického a nesymetrického
signdlu. Oba signaly maji stejny fez v rovindch ¢, = 0 a to = 0, odpovidajici 1-D fezy spektra
se vsak lisi.

Obréazek nazorné ilustruje, ze obecné

F(s(t1,0)) # S(f1,0),  F(s(0,12)) # 5(0, f2),
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ty
S(tl, tg)
t
S(tl, 0)
141
S(f17 0)
N\,

123

S(tl,tQ)
1
S(tl,O)
t
S(fla O)
NSO fl'
S(f1, f2)

Obrazek 3.30: Srovnani dvoudimenziondlni Fourierovy transformace signalu bez radidlni symetrie
(vlevo) a signdlu s radidlni symetrii (vpravo). Shora dolu: signdl v roviné (ti,t5) (Sedd barva
odpovidd hodnoté 1 a bild hodnoté 0), fez signalu pro ¢t = 0, Tez spektra pro fo = 0, spektrum
v roviné (f1, f2). Poznamenejme, Ze v obou pfipadech je spektrum realné.

tj. fez 2-D spektra napf. v roviné f, = 0 obecné neodpovida spektru jednodimenzionalniho
signélu, ktery by vznikl fezem s(t1,3) v roviné ¢, = 0. Signal na obrazku 3.30 vlevo, u kterého
fez spektra v roviné f, = 0 predstavuje spektrum odpovidajiciho jednodimenzionalniho signalu,
patii do kategorie ndsobnych signidlu a uplatiiuje se u néj vlastnost separability (viz rovnice

(4.9)).
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3.15 Zaklady linearni filtrace

Filtrem budeme rozumét linedrni ¢asové invariantni systém, do néhoz vstupuje komplexni signdl
fi(t) (input) a vystupuje obecné jiny komplexni signdl f,(¢) (output), viz schema na obrézku
3.31.

LINEARNI FILTR

fi(t)

fo(t)

Obréazek 3.31: Signél f;(t) vstupuje do linedrniho filtru. Vystupem (vysledkem filtrace) je signal
fo(t). Signély jsou obecné komplexni, specidlné muze byt jeden z nich nebo oba reilné.

Takovy systém budeme reprezentovat operdtorem L:

L(fi(1)) = [o(1)-

Tento zapis interpretujeme tak, ze operator L pusobi néjakym konkrétnim zpusobem na signal f;
proménné ¢ (nikoliv jen na jednu funkéni hodnotu pro jedno dané ¢) a vysledkem tohoto pusobeni
je novy signél proménné ¢, f,(t). Z tohoto pohledu by tedy bylo spravnéjsi uzivat znaceni L(f;) (%),
avsak vzhledem k tomu, ze znaceni ve vySe uvedené rovnici se Siroce pouziva, budeme jej uzivat i
v tomto kurzu. Muze predstavovat naptiklad néjaky fyzikalni proces, popsany piislusnou linearni
diferencialni rovnici, nebo vliv méfictho pristroje apod. Operator L definujeme tak, zZe musi byt
linearni

L(ay fa () + a2 fia(t)) = a1 L(fir (1)) + asL(fia(t)) = a1 for (t) + aafor(2),

kde ay, as jsou néjaké realné nebo komplexni konstanty, a ¢asoveé invariantni

L(fi(t + h)) = fo(t + h),

kde h predstavuje libovolny redlny ¢asovy posun. Casovd invariance znamend, ze casovy odstup
dvou uddélosti na vstupu je stejny jako ¢asovy odstup téchto dvou udalosti na vystupu — nic se
neiikd o piipadném ¢asovém posunu mezi vstupem a vystupem. Casovd invariance je podminéna
tim, Ze vlastnosti systému (filtru), véetné jeho parametru a charakteristik probiranych v nasledujicim
textu, se s casem nemeéni.

7 . fyzikdlnich“ duvodu vétsinou klademe na filtr jesté dalsi pfirozeny pozadavek: stabilitu.
Je-li vstup omezeny, musi byt omezeny i vystup

i) <A Vt=3B>0,[f,(t) <B V.

Filtr je jednoznac¢né urcen, je-li znam vztah mezi f, a f;. Tento vztah vétsinou kvantifikujeme
pomoci tzv. charakteristik filtru, coz jsou odezvy filtru na nékteré specialni vstupy (harmonicky
signal, d-funkce, Heavisideova funkce apod.). Tyto charakteristiky pochopitelné nejsou nezavislé
— zname-li jednu z nich, ostatni z ni muzeme dopocitat.

Prvni charakteristikou filtru, kterou zde probereme, je tzv. impulzni odezva i(t), tj. f,(t)
pro f;(t) = (t). Jak ndm znalost i(t) pomuze najit vystup f,(t) odpovidajici obecnému vstupu

fi(t)?
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Véta (O impulzni odezvé linedrniho filtru):

Je-lii(t) = L(6(t)) impulzni odezvou linedrniho ¢asové invariantniho filtru, pak pro obecny
vystup fo(t) = L(fi(t)) plati

fo(t):/fi(T)z'(t—T)dT:fi(t)*z'(t).

Obecny vystup je tedy jednoznac¢né urcen konvoluci obecného vstupu a impulzni odezvy.

Dikaz:

Diky vlastnostem o-funkce (viz dodatek D.17), muzeme kazdy obecny vstup napsat pomoci
konvoluce s §-funkei

fi(t) = / fi(m)d(t — 7)dr.

7 linearity systému pak plyne, ze obecny vystup musi byt dan jako
folt) = L(fi(t) =L / fi(m)d(t—7)dr | = / fi(r)L(6(t — 7))dr.

Je-li i(t) = L(6(t)), musi byt diky casové invarianci i(t — 7) = L(6(t — 7)) pro kazdé 7. Mame
tedy

fo(t) = L(fi(t)) = / fi(m)i(t —7)dr = f;(t) xi(t), c.b.d

Poznamenejme, ze na Hilbertovu transformaci definovanou v dodatku D.19 a diskutovanou v
odstavci 3.12 se 7 tohoto hlediska muzeme divat jako na specidlni filtr s impulzni odezvou 1/7t.

Dalsi velmi ¢asto pouzivanou charakteristikou filtru je tzv. pfenosova funkce. Tato funkce
uzce souvisi s odezvou filtru na harmonicky signdl.

Véta (O odezvé na harmonicky signdl):

Ptredpoklddejme obecné komplexni harmonicky signél s tihlovou frekvenci wy, exp(iwgt).
Pro odezvu na tento signdl plati

fo(t) = L(exp(iwot)) = k exp(iwgt),

kde konstanta k = f,(0).
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Funkce exp(iwgt) predstavuje tedy vlastni funkci filtru a konstanta k je pak odpovidajici vlastni
¢islo (obecné komplexni)?.

Duikaz:

Diky ¢asové invarianci musi platit
L(exp(iwo(t + h))) = fo(t + h),
kde h je libovolny ¢asovy posun. Zaroven vsak z linearity mame
L(exp(iwo(t + h))) = L(exp(iwgh) exp(iwgt)) = exp(iwph)L(exp(iwpt)) = exp(iwph) fo(t).
Tudiz
fot + h) = exp(iwgh) fo(1).
Tato rovnost musi platit pro kazdé ¢, tedy i pro t = 0:
fo(h) = f5(0) exp(iwgh).

V této rovnici h je libovolné redlné cislo majici rozmér casu — muzeme jej tedy chapat jako
proménnou a pro vétsi ndzornost bez Ujmy obecnosti pieznacit h — ¢; fo(t) = f,(0) exp(iwot),
c.b.d.

Konstanta k je konstantou (vzhledem k ¢asu) pii fixovaném wy. Pro jinou frekvenci harmon-
ického signalu by obecné vysla tato konstanta jind. Chapeme-li frekvenci jako proménnou, k
je funkef této frekvence, k(w). Funkci k(w) budeme znacit T'(w) a nazyvat prenosovou funkciZ
filtru. Vystup filtru pro obecny harmonicky vstup je tedy mozné psat jako funkei ¢asu i frekvence

L(exp(iwt)) = T(w) exp(iwt). (3.63)

Vyjadiime-li ptenosovou funkci T'(w) pomoci modulu a fize, T(w) = |T(w)|exp(if(w)), pak
|T(w)| se nazyvé zisk filtru a 6(w) je tzv. fazové zpozdéni filtru.

Piiklad:
Najdéte vistup fo(t) filtru (linedrniho casové invariantniho systému), ktery je odezvou na vs-
tupugici f;(t) = C cos(wt + B).

Kosinus je redlnou ¢asti exponencidlni funkce, muzeme proto psat
L(cos(wt)) = R{T(w) exp(iwt)} = |T(w)]| cos(wt + f(w)).
Diky linearité a casové invarianci filtru pak muzeme psat
L(C cos(wt + B)) = C|T (w)]| cos(wt + 8 + 8(w)).

Vidime tedy, ze z filtru vystupuje opét kosinus, avSak s obecné modifikovanou amplitudou
(C|T(w)|) a fdzovym posunem vuci vstupnimu signalu o 6(w), viz schematicky obrazek 3.32.
Dilezitym poznatkem je, ze filtr neméni frekvenci (periodu) kosinu. Obdobné zavéry bychom
dostali i pro sinus.

25 Je konstantni pouze v proménné t, obecné zavisi na hodnoté parametru wy.
26 Anglicky ,transfer function
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Obrazek 3.32: Signdl f;(t) = Ccos(wt) vstupuje do linedrniho filtru. Vystupem (vysledkem
filtrace) je signal f,(t) = C|T(w)| cos(wt+ 6(w)), kde T'(w) je prenosova funkee filtru a 6(w) jeho
fazové zpozdéni. Frekvence (perioda) vstupujiciho a vystupujiciho harmonického signdlu jsou
stejné.

Specidlnim vstupem f;(¢), pro ktery muzeme okamzité urcit vystup f,(¢) pomoci vztahu
(3.63), je konstantni funkce:

fi(t) = Cexp(iwt) = fo(t) = C T(w)exp(iwt) = CT(0).

w=0 w=0

Vystupem filtru, ktery je odezvou na vstupujici konstantni funkci, je tedy opét konstantni funkce,
L(C) = CT(0).

Abychom vsak mohli o prenosové funkci mluvit jako o charakteristice filtru, musime pomoci
ni byt schopni spoc¢itat vystup f,(¢) pro obecny vstup f;(t).

Véta (O ptenosové funkei):

Predpokladejme filtr (linedrni casové invariantni systém) s prenosovou funkei 7'(w), do
kterého vstupuje obecny vstup f;(t), pro néjz existuje Fourierova transformace. Pro odezvu
na obecny vstup f;(t) plati

fot) = F HT(W)F(fi(t) = F (T (w)Fi(w)). (3.64)

Dikaz:

Kazdy takovy obecny vstup muZeme zapsat pomoci inverzni Fourierovy transformace (v
piipadé tihlové frekvence pouzijeme vztah (3.4)) jeho spektra Fj(w). Diky linearité filtru pak
obecny vystup je

£ =L % / Fi(w) exp(iwt)dw :% / Fi(w) L (exp(iwt))duw = % Fi(w)T(w) exp(it)duw.

Spektrum vystupniho signdlu je tedy
F,(w) = F(fo(t)) = T(w)F;(w), c.b.d (3.65)

Podle tvaru pienosové funkce (presnéji receno jejtho modulu) muzeme rozlisit, zda filtr je
nizkofrekvenéni (tj. predstavuje tzv. nizkofrekvenéni propust) nebo vysokofrekvenéni (vysokofrekvenéni
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propust). V prvnim pifpadé filtr propousti nizké frekvence®” a vysoké potlacuje?® a ve druhém

piipadé je tomu naopak. Oba piipady ilustruje obrazek 3.33, ktery predstavuje vzdy jednu
konkrétni realizaci daného typu filtru (v detailnim tvaru ptenosové funkce se jednotlivé konkrétni
vysokofrekvenéni a nizkofrekvenéni propusti 1isi). Nékteré ukézky tohoto typu filtrace dat posky-
tuje obréazek 3.34. Dobie je zde vidét, jak nizkofrekvenéni propust zpusobuje odstranénim vysokych
frekvenci vyhlazeni dat. Casto se pouzivaji také pasmové filtry, které propoustéji nebo naopak
potlacuji pouze frekvence v urcitém rozsahu.

a)

T(f)l

b)

T

Obrazek 3.33: Zisk filtru |T(f)|, ktery funguje jako nizkofrekvenéni (a) nebo vysokofrekvenéni
(b) propust.

Z (3.65) a (3.15) je ziejmé, ze prenosova funkce musi byt Fourierovou transformaci impulzni
odezvy.

Véta (O vztahu prenosové funkee a impulzni odezvy):

Ptredpokladejme filtr (linedrni ¢asové invariantni systém) s pienosovou funkei T(w) a im-
pulzni odezvou i(t). Pak pienosovd funkce a impulzni odezva jsou ve vztahu Fourierovy
transformace

T(w) = F(i(t), i(t)=F YT (w)). (3.66)

Dukaz:

Diky jednoznac¢nosti Fourierovy transformace staci dokdzat pouze jednu z rovnosti (3.66). Dukaz
druhé rovnosti je ptimocatejsi a jednodussi, a proto jej ponechame do cviceni. Zde se zamérime
na dukaz prvni rovnosti, ktery stoji na rovnici (3.63). Necht do filtru vstupuje f;(t) = exp(iwot).
Odpovidajici Fourierovo spektrum vstupu je podle cviceni 3.5.1 F;(w) = F(fi(t)) = 27 (w —wp).

27Co lze jesté povazovat za nizkou frekvenci je samoziejmé relativni, z4visi na konkrétni aplikaci.
28Proto se takovy filtr nékdy alternativné nazyva vysokofrekvenéni zadrz.
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Obrazek 3.34: Ukazky vysokofrekvencéni a nizkofrekvencni filtrace: a, d puvodni data, b, e data
po aplikaci nizkofrekvenéni propusti, ¢, f data po aplikaci vysokofrekvenéni propusti. (Obrazky
d — f jsou digitalni, zde jsou vsak pro tcely vykladu modelem transformace spojitého signélu.)
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Pro spektrum vystupu pak musi platit
F(fo(t)) = F(fi(t) xi(t)) = 2md(w — wo) F(i(t)) = 2w (w — wo) I (w) = 27§ (w — wp) I (wy).

Vystupni signdl v casové oblasti je pak inverzni transformaci tohoto vyrazu

£.(8) = L{exp(iwot)) = % / Fy(w) expliot)dw = I(wp) / 5 (w—wy) exp(iwt)dw = I(wp) exp(icot)

pro libovolné wy. Porovnénim s (3.63) dostdvame
I{w)=F(i(t)) =T(w), cb.d.

Chceme-li tedy uréit vystup z filtru odpovidajici obecnému vstupu, mame na vybér minimalné
dvé moznosti. Zname-li impulzni odezvu, muzeme v ¢asové oblasti provést konvoluci vstupu s
touto impulzni odezvou. Alternativnhé muzeme filtraci provést ve spektralni oblasti: najdeme
Fourierovo spektrum vstupu, piendsobime jej prenosovou funkei (spektrem impulzni odezvy)
a inverzni Fourierovou transformaci ziskdme pozadovany vystup. Situaci schematicky ukazuje
obrézek 3.35. Je-li k dispozici efektivni algoritmus pro vypocet Fourierovy transformace (viz
odstavec 5), je tento druhy zpusob vétsinou vyhodnéjsi? a proto se v praxi ¢asto pouzivd. Jednd
se o dulezitou praktickou aplikaci Fourierovy transformace.

Cviceni 3.15.1:

Dokazte primgm odvozenim druhou rovnost v (3.66).

Priiklad:
Jakd must byt prenosovd funkce filtru, ktery zachovdvd tvar signdlu (tj. vistup je oproti vstupu
pouze posunuty v ¢ase a prendsobeny konstantou)?

Podle zadani musi tedy platit, ze
fo(t) = K f;(t — to).
Spektrum vystupu je tedy podle (3.31) a samoziejmé i pomoci (3.27)
F,(w) = KF;(w)exp(—iwty), Fi(w) = F(fi(1)).
Pienosova funkce je tedy
T(w) = K exp(—iwty) = [T() [ exp(6(w), [Tw)| =K, ()= —wty.

Filtr musi tedy mit konstantni zisk a linedrni fazové zpozdéni. Nékdy se takovym filtrim iika
filtry s linedrni fazi.
Dulezitou skupinou jsou tzv. kauzalni filtry. Jsou definovany nasledujici podminkou

fit)=0, t<0 = f(t)=0, ¢<0. (3.67)

2974lezi vsak na velikosti nosi¢e impulzni odezvy a pienosové funkce, piipadné na délce intervalu, na kterém
lze tyto charakteristiky povazovat za efektivné nenulové.
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FILTRACE V CASOVE OBLASTI

. — j‘:
= x |, = 3
— x: ‘ . \
fi(0) filt) = / fi()s(t —7)dr 2% / F,(w)exp(iwt)dw - (#)

- ol
ﬂ/\/\— LINEARNI FILTR 1/\/&

Fi(w) = / fi(t) exp(—iwt)dt (W) = T(w)Fi(w)

FILTRACE VE SPEKTRALNI OBLASTI
Obréazek 3.35: Schema filtrace v ¢asové a frekvenéni oblasti.

Takovy filtr tedy zachovava kauzalitu — vstupuje-li kauzalni vstup, vystupuje kauzalni vystup.
Jak pozname, ze dany filtr je kauzdlni? Mame v principu 2 moznosti. Impulzni odezva takového
filtru mus{ rovnéz byt kauzalni funkei ¢asu, nebot se jednd o dezvu na J-funkei, kterd podminku
kauzality spliuje. Druhou moznosti, spise vSak teoretickou, by bylo ovérit, ze prenosova funkce
vyhovuje Kramers-Kronigovym relacim. V praxi je pochopitelné vétsinou jednodussi prvni postup.
V pripadé kauzalnich filtru se diky kauzalité impulzni odezvy zjednoduSuje vzorec pro vypocet
obecného vystupu. Konkrétné, vstupuje-li nekauzalni vstup, je vystup dan jako

= /tfi(T)z‘(t—T)dT

Vstupuje-li kauzdlni signdl, mdme dokonce

Impulzni odezva a pfenosova funkce jsou moznd nejznameéjsi, nikoliv vsak jediné charakteris-
tiky filtru. Casto se pouziva i odezva na Heavisideovu funkci h(t) = L(u(t)). Divod pro pouziti
této charakteristiky je jeji snadna meéritelnost — je to napt. odezva na zapnuti néjakého zarizeni.

Stejné jako impulzni odezva a pienosova funkce nejsou nezdvislé (je mezi nimi vztah Fourierovy
transformace), i odezva na Heavisideovu funkci neni nezavisla a je svdzéna s témito charakter-
istikami ndasledujicimi vztahy:
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Véta (O vztazich mezi charakteristikami filtru):
Predpokladejme filtr (linedrni ¢asové invariantni systém) s pienosovou funkei T(w) a im-
pulzni odezvou i(t). Pak pro odezvu na Heavisideovu funkci plati

t

h(t) = / i(r)dr,  lim h(t) = T(0). (3.68)

t—00
—00

Ve spektralni oblasti pak plati vztah

H(w) = F(h(t) = LT (w) + 7T(0)5(w). (3.69)

Poznamenejme, ze pro kauzdlni filtr dokonce mame h(t) = f(f i(r)dr.

Dukaz:

Odezva h(t) musi byt konvoluci Heavisideovy funkce s impulzni odezvou

h(t) = f@(T)u(t —T7)dr = /t i(r)dr,

kde posledni rovnost je dusledkem kauzality Heavisideovy funkce. V limité pro ¢ — oo z toho
okamzité plyne pomoci (3.41)

lim A(1) = / i(r)dr = T(0), c.b.d.

Spektralni vztah se pak dostane pfimo ze vzorce pro spektrum integralu (3.37).

Disledkem této véty je téz uziteény vztah i(t) = %(:). Zmétime-li odezvu na Heavisideovu

funkei (kterd je v praxi snize méritelnd), jejim zderivovanim ziskdme impulzni odezvu. Provedeme-
li ,derivovani* ve spektralni oblasti, tj. ndasobime-li spektrum H(w) faktorem iw, dostaneme
prenosovou funkci: T(w) = iwH (w).

Zname-li odezvu na Heavisideovu funkci, neni nutné pirechazet k impulzni odezveé ¢i prenosové
funkei. Obecny vystup filtru muzeme uréit piimo s pomoci odezvy h(t) a jejtho spektra, pomoci
nasledujici véty
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Véta (O odezvé na Heavisideovu funkei):

ma konecnou limitu pro t — —oo, plati

Predpoklddejme filtr (linedrni ¢asové invariantni systém) s prenosovou funkei T'(w) a
odezvou na Heavisideovu funkei h(t) = L(u(t)). Pak pro odezvu na obecny vstup, ktery

fo(t) = ( lim f;(¢ ) )+ / fi(r)h(t — 7)d (3.70)
t——o00
kde f! oznacuje derivaci. Ve spektralni oblasti pak plati vztah
F,(w) =iwH(w)F;(w), (3.71)
kde H(w) = F(h(1)), Fi(w) = F(fi(t)), a Fo(w) = F(fo(t))-
Dikaz:
Ozna¢me K kone¢nou limitu f; v. —oo. Obecny vstup pak muzeme psat jako
K+/f dT—K+/f u(t —7)d
Obecny vystup je pak
fo(t) = L(fi(1)) = +/f; ult - 7))dr = KT(0 +/f; Wt —7)dr, cbd.

Spektralni vztah (3.71) je piimym dusledkem (3.69) a (3.65).
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V predchéazejicich kapitolach jsme v ¢asové oblasti uvazovali spojité signaly. V praxi ovsem
vétsinou signdl nezname pro ¢asy z redlného oboru, ale spise v néjakych diskrétnich bodech. Také
pro tcely zpracovani za pomoci vypocetni techniky je tfeba pracovat s diskrétnimi a nikoliv spo-
jitymi signdly. Proto je dulezité i v oblasti teoretické piejit ke spektralni analyze diskrétnich
signalu a dobfe vyjasnit vztahy mezi Fourierovskymi transformacemi diskrétnich signdlu a je-
jich spojitych protéjsku, tj. spojitych signdlu, ze kterych signaly diskrétni vznikly piislusnym
vzorkovanim.

Zacnémé s Fourierovou transformaci diskrétniho signdlu. Tato transformace pritazuje diskrétnimu
neperiodickému signdlu v ¢asové oblasti spojity periodicky signal ve spektralni oblasti. Opét se
zde vlastné projevuje ,dualita“ diskretizace a periodidozace diskutovana v ptredchazejici kapi-
tole. Tato transformace nemé velky vyznam pro praktické vypocty, nebot spektrum je spojitym
signalem a vypocetni technika s takovymi signdly neumi pracovat. Ma vsak velky vyznam teo-
reticky jako jakysi logicky predstupen Fourierovy fady diskrétniho signdlu (nebo téz diskrétni
Fourierovy transformace) probirané v nasledujici kapitole. Velmi dulezitou aplikaci této trans-
formace je tzv. vzorkovaci teorém, viz odstavec 4.5.

4.1 Definice Fourierovy transformace diskrétniho signalu.

Vyjasnéme nejprve, co presné budeme rozumét diskrétnim signdlem. Podle definice v kapitole 1.2
je diskrétni signél obecné komplexni funkce celo¢iselné proménné: s(n); n € Z. Pro tcely definice
Fourierovy transformace diskrétniho signalu specifikujme jesté dale, ze n € Z tvoii po sobé jdouci
posloupnost celych ¢isel. Na obrazku 4.1a je znazornén piiklad takového signalu v porovnani s
obrazkem 4.1b, ktery nasi specifikaci neodpovidd. Vzdalenost ,vzorku“! na vodorovné ose je
tedy vzdy 1.

HH .

10 15 20 25 30 N 0 n

Obrazek 4.1: Specifikace diskrétniho signalu, a) piiklad diskrétniho signdlu pouzivaného pro
Fourierovu transformaci, b) obecnéjsi typ diskrétniho signdlu.

! Tento pojem zde neni zcela namisté, nebof se zatim nejednd o diskretizaci ptivodné spojitého signalu.
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Definice: (Fourierova transformace diskrétniho signilu pro dhlovou frekvenci)

Fourierovou transformaci (spektrem) diskrétniho signdlu s(n) nazveme funkci S(Q)

o0

S(Q) = Fls(n)] = > s(n) exp(—iQn). (4.1)

n=—0o0

Inverzni Fourierovou transformaci odpovidajici spektru S(Q) je

s(n) = FUS(Q)] = % / 3(9) exp(iQn)d. (4.9)

Porovnéme-li vzorec pro primou transformaci diskrétniho a spojitého signdlu vidime, ze vzorec
(4.1) je ziejmou diskrétni analogii vzorce (3.5), kde pouze spojity signal s(t) je nahrazen diskrétnim
s(n) (tj. misto proménné ¢ mame proménnou n) a tim padem integral je pfirozené nahrazen
sumou. Zamérné zde pouzivame jiny symbol pro proménnou ve frekvenéni oblasti (nez tradiéni
w, které jsme pouzivali dosud), abychom zduraznili rozdil mezi dhlovou frekvenci spojitého a
diskrétniho signalu. To je dulezité zejména tehdy, zkoumdame-li vztah Fouriérovy transformace
obou typu signalu (viz odstavec 4.4). Jak uvidime dale, obé frekvence maji také jiny fyzikdlni
rozmer.

Z numerického hlediska se dokonce na vzorec (4.1) muzeme divat jako na aproximaci vzorce
definujiciho spektrum spojitého signdlu (3.5), pokud piislusny integral vyjadiime pomoci li-
chobéznikového pravidla (obrazek 4.2). Rozdélme integracni obor na intervaly délky At

00 (n+1)A
S(w) = / s(t) exp(—iwt)d Z / t) exp(—iwt)dt.
—00 T AL

Aproximaci lichobéznikovym pravidlem dostaneme

Swa 3 %At[s(nAt) exp(—iwnAL) + s((n + 1)AL) exp(—iw(n + 1)AL)].

n=—0oo

Jelikoz se diky nekoneénym mezim vlastné jednd o soucet dvou identickych sum, muzeme psat

S(w) ~ At Z s(nAt) exp(—iwnAt).
Pouzijeme-li substituci
Q= wAt, (4.3)

oznacime-li S(Q) = 75 (wAt) a ztotoznime-li vzorky s(nAt) s hodnotami diskrétniho signalu
s(n), dostaneme defini¢ni vzorec Fourierovy transformace diskrétniho signélu

0.9}

S(Q) ~ Z s(n) exp(—iQn)

n=—oo
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ve tvaru aproximace. Tudiz tvar vzorce (4.1) je pfirozenou diskrétni analogii vzorce (3.5) i
s ohledem na jeho numericky vypocet. Tuto tvahu muzeme dovést jesté dale a uvédomit si
souvislost pfesnosti vypoctu prislusného integralu lichobéznikovym pravidlem a vztahu spektra
diskrétniho a spojitého signalu. Tento vztah je podrobné diskutovan v odstavci 4.4 a je, jak jiz
vime, dan periodizaci spektra spojitého signalu s pripadnym efektem alias. Muzeme tedy fici,
ze chyba diskretizace pti uplatnéni numerického vypoctu integralu Fourierovy transformace v
¢asové oblasti je spjata s efektem alias v oblasti spektralni.

Alternativné muzeme spektrum diskrétniho signalu vyjadtit i pomoci tihlové frekvence spo-
jitého signdlu® w. Prepotet mezi obéma frekvencemi je ddn vzoreckem (4.3) a spektrum (4.1)
vyjadiené pomoci w je tedy

o0
S(w) = Fls(n)] = Z s(n) exp(—iwAtn).
n=—oo
Ze vzorecku (4.3) je také ziejmé, ze je-li jednotkou ihlové frekvence spojitého signélu (w) radidn
za sekundu, je jednotkou tihlové frekvence diskrétniho signalu () radidn na vzorek, nebot ¢asovy
krok mérime v sekundach na vzorek.

Obrazek 4.2: Aproximace integralu z funkce s(t) lichobéznikovym pravidlem pii diskretiza¢nim
kroku At. Soucet Sedych lichobézniku se ptiblizné rovna plose pod kiivkou.

Jaké jsou podminky existence Fourierovy transformace diskrétniho signdlu? Souhrnné lze

fici, ze fada (4.1) musi mit koneény soucet, presnéji feceno, posloupnost ¢dsteénych souctu
N
Sn(Q) = D s(n)exp(—iQn) (4.4)
n=—N

musi v néjakém smyslu pii N — oo konvergovat ke koneénému éislu S (Q). Z teorie tad je
Zndmo, 7e soucet na pravé strané (4.1) existuje a d4vé spojitou funkei S(Q) (ve smyslu spojitosti
matematické funkce, nikoliv jen spojitosti signalu), pokud plati

Z |s(n)| < oo.

n—=—oo

V tomto piipadé se jednd o stejnomérnou konvergenci ¢asteénych souctu (4.4). Existence souc¢tu
bez spojitosti dané funkce je zajisténa jiz pri slabsi podmince

> Is(n)f? < o

n=—oo

2V jaké proménné danou funkci vyjadiujeme je form4lni a je to véci dohody, musime vsak vidy odpovidajicim
zpusobem upravit piislusné funkéni vztahy.
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Céstecné soucty pak konverguji ve smyslu Ly normy:

lim /|s (Q)[2dQ = 0.
N—oo

Spektrum pak muze byt v nékterych bodech (na mnoziné miry nula) nespojité. V praxi vétsinou
pracujeme se signaly s omezenym nosicem, naptiklad takovymi jako na obrazku 1.2, a pro né
jsou podminky existence Fourierovy transformace bez problému splnény.

Dulezitym rysem této transformace je, Ze v sumé na pravé strané v (4.1) séitdme expo-
nencidly, které jsou 2m-periodické v proménné Q. Tedy i jejich soucet, spektrum S(Q) je 27-
periodicky spojity signdl (coz také znac¢ime vinkou nad symbolem S). Jedna se tedy o vzijemné
jednoznacné pritazeni mezi diskrétnim neperiodickym signalem v ¢asové oblasti a spojitym pe-
riodickym signdlem ve spektralni oblasti. Vzdjemnou jednoznacnost pritazeni ovéiime snadno
s vyuzitim periodicity exponencidl a jejich ortogonality na intervalu délky periody. Vyndsobme
S(Q) faktorem exp(i¥m) a integrujme od —x do m:

™

/S(Q) exp(iQm)dQ2 = / Z n) exp(—iQ2n) exp(iQ2m)dSQ.

n=—oo
-

Predpoklddejme, 7ze muzeme prohodit pofadi sumace a integrace (napi. fada konverguje ste-
jnomérné), pak

™
oo

/S(Q) exp(iQdm)dQ? = Z s(n)/exp(—iQ(n—m))dQ.

n—=—0oo
-7

Spoctémé integral na pravé strané, nejprve pro n =m
s

/exp(—iQO)dQ = 2.

-7

Pro n — m =1 # 0 mame

71' —Q T o . 1
/ exp(—iQ)dQ = [W} = —eXp(il 17Tl)+e}q‘°i(lml) = ~(cos(wl)—cos(ml)+2sin(rl)) = 0,

kde piedposledni rovnost je dusledkem (D.8.1) a posledni rovnost plati nebot sinus celo¢iselnych
nasobku 7 je roven 0. Souhrnné tedy mame
/exp(—iQ(n —m))dQ = 270y,

kde &, je tzv. Kroneckerovo 6 (0p, = 1 pro n = m a &y, = 0 pro n # m). Celkem tedy

dostavame
o

/S(Q) exp(im)dw = Z $(n)2mopm = 2ms(m),

n=—0oo
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odkud jiz okamzité plyne vzorec pro inverzni transformaci (4.2). Obrécené, kdybychom do tohoto
vzorce dosadili za spektrum S(Q) vyraz (4.1), dostaneme po stejnych tpravich
o
s(n) = Z $(m)0pm = s(n),
m=—00

¢imz je dukaz vzdjemné jednoznacnosti dokoncen.

Podobné jako v pripadé Fourierovy transformace spojitého signélu, i zde muzeme Fourierovu
transformaci definovat alternativné pro obyc¢ejnou frekvenci F' namisto thlové Q, € = 27F =
2w fAt, kde f je obycejnd frekvence spojitého signalu.

Definice: (Fourierova transformace diskrétniho signilu pro obycejnou frekvenci)

Fourierovou transformaci (spektrem) diskrétniho signalu s(n) nazveme funkci S(F)

o0

S(F) = Fls(n)] = Y _ s(n)exp(—i2nFn). (4.5)

n=—0oo

Inverzni Fourierovou transformaci odpovidajici spektru S(F) je

1/2
s(n) = FUS(F)] = / S$(F) exp(i2rFn)dF. (4.6)

—-1/2

Poznamenejme také, 7e v obycejné frekvenci F' je perioda spektra rovna jedné®. V piipadé
spojitych signéalu jsme obycejnou frekvenci preferovali z duvodu symetrie vzorcu pro piimou a
inverzni transformaci. Pro diskrétni signdly vsak mame vzorce pro primou a inverzni transformaci
zcela rozdilné (jeden obsahuje sumaci, druhy integral) i pro oby¢ejnou frekvenci, a proto budeme
v této kapitole z duvodu jednodussiho zapisu pouzivat frekvenci thlovou. Uhlova frekvence se
také v souvislosti s timto typem transformace vyskytuje nejcastéji v literatuie. Modifikace vzorcu
probiranych v nasledujicich odstavcich pro obycejnou frekvenci je jednoducha.

Srovnanim (4.5) s (2.16) vidime, Ze az na znaménko v exponentu (které je zélezitosti konvence,
jak vime) predstavuje piiméa Fourierova transformace diskrétniho signdlu vlastné Fourierovu
fadu spojitého signalu S (F) s periodou 1 a inverzni Fourierova transformace diskrétniho signalu
pak neni nic jiného, nez vzorec pro piislusny Fourieruv koeficient. Na Fourierovu transformaci
diskrétniho signalu se tedy muzeme divat jako na Fourierovu fadu, u které jsou vsak casova a
spektralni oblast prohozeny.

Priklad:
Najdéte spektrum funkce
_J 1 pro |n|<N
s(n) = { 0 pro |n|>0

3Spravné bychom pro oznaceni spektra v obyéejné a thlové frekvenci meli pouzit rizné symboly. Protoze viak
nebudeme obé reprezentace pouzivat zaroven a nebezpeci zamény tedy nehrozi, vystac¢ime s jednim symbolem,
napf. S.
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Jednd se o diskrétni obdobu pravothelnikové funkce. Jeji spektrum je podle (4.1)

N N
Z exp(—iQdn) = 1+QZCOS (n€2),
—N n=1

kde jsme vyuzili (D.8.1) a fakt, Ze kosinus je funkce sudd, zatimco sinus licha. S pomoci vzorce
(D.9.4) pak dostdvame

Sn((N +1/2)0) | sin(V +1/2)0)

SO =1+ —q T s

Pro N = 2 je spektrum diskrétni pravoihelnikové funkce znézornéno na obrazku 4.3. Z vykladu
v predchézejici kapitole je Ctendii ziejmé, ze funkce na obrazku 4.3 dole vznikne nascitanim
periodickych opakovéani funkce sinc (Pozor: jde o nas¢itani, proto se tato funkce nerovnd funkci
sinc ani v intervalu (—m,7)).

o T | T = o

Obrazek 4.3: Fourierova transformace diskrétni pravouhelnikové funkce, nenulové v intervalu
(=N, N), pro N = 2.

Zobecnéni na dvoudimenzionalni ptipad je jednoduché. Definujme
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Definice: (2-D Fourierova transformace diskrétniho signdlu pro thlovou frekvenci)

S(Qq,80)

Fourierovou transformaci (spektrem) diskrétniho signdlu s(ny,ns) nazveme funkci

S(Qh QQ) = ]:[s(nl, ng)] = Z Z s(nl, TLQ) exp(—innl - iQQTLQ). (47)

N1=—00 N3=—00

Tnverzni Fourierovou transformaci odpovidajici spektru S(Qy, Q) je

5 1 ™ ™ R . .
st m) = FUS(, )] = / / 3(, ) expiymy + iQmo)d . (4.8)

Priklad: )
Najdéte spektrum S, Q) funkce

1 pro —-1<n <1,-1<n, <1
slmana) =9 jinde

Signél je schematicky zndzornén na obrazku 4.4.

n1

Obrazek 4.4: 2-D diskrétni signdl rovny jedné pouze pro —1 < n; < 1,—1 < ny < 1, jinde
nulovy.

1 1
S(Ql, Qg) = Z Z eXp(—innl - iQQTLQ)

ni=—1ng=—1
= 14 exp(—i€) + exp(—i€ds) + exp(i€2;) + exp(i€ds)

-+ exp(—in - IQQ) —+ exp(—in —+ IQQ) -+ exp(in - IQQ) + exp(—l—in + IQQ)
= (1+2cos(21))(1 + 2cos(s)).

Srovnanim s piredchézejicim 1-D piikladem pro N = 1 vidime, Ze i pro 2-D diskrétni signaly
se uplatiuje vlastnost separability, kterou zndme z minulé kapitoly.
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Véta (O separabilité 2-D Fourierovy transformace diskrétniho signalu):

Je-li s(ny,n9) ndsobnym signdlem, tj. s(ny,ny) = s1(ny)sa(n2), pak pro jeho Fourierovu
transformaci plati

S(Ql,QQ) = F(S(nl,ng)) = T(sl(nl))}"(sQ(ng)) (49)

Dukaz opét plyne jednoduse z konstrukce 2-D Fourierovy transformace postupnou dvoji aplikaci
transformace jednodimenziondlni.

Podobné jako u predchazejicich transformaci, i spektrum diskrétniho signalu je obecné kom-
plexni. Reprezentujeme ho nejcastéji amplitudovym |S(Q)| a fazovym qg(Q) spektrem, jejichz
definice jsou stejné jako v pripadé spojitych signalu.

4.2 Vlastnosti Fourierovy transformace diskrétniho signalu.

Vlastnosti Fourierovy transformace diskrétniho signdlu jsou analogické vlastnostem transformace
signalu spojitého. Shriime je proto pouze ve stru¢ném prehledu, viz tabulka 4.1.

Jejich ditkazy lze snadno provést piimo z definice dané transformace. Provedme zde pro
ukazku jen dva z nich: diukaz, ze konvoluce dvou diskrétnich signala se transformuje na soucin
jejich spekter a diikaz Parsevalova teorému. Konvoluce diskrétnich (neperiodickych) signalu f(n)
a g(n) je definovana vztahem

fn)xgn) =" f(m)g(n—m).

m=—o0

Zapis f(n) * g(n) je tieba spravné chapat jako n-ty prvek diskrétni posloupnosti f x g, tedy
(f % g)(n). Priklad takové konvoluce pro dva jednoduché diskrétni signaly ukazuje obrazek 4.5.
Dukaz vyse uvedeného tvrzeni provedeme pirimo z definice Fourierovy transformace diskrétniho
signalu.

Dikaz (spektrum konvoluce):

FUmegn) = 3 ( > f(m)g(n—m>) exp(—in)

n=—oo m=—0o0
o0 o

= 2 2 [m)gn—m)exp(=iQ(n —m) +m)

n=—oo m=—oo
[ee] [e¢)

= 2 [f(m)exp(=iim) 3. g(k)exp(—iQ2k)

n=——ox k:foo

= F()G(Q), cbd

V dukazu jsme pouzili substituci £ = n —m, kterd v8ak neovlivni nekone¢né sumacni meze. Také
jsme piredpokladali moznost prohozeni pofadi sumaci.

Cviceni 4.2.1:
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VLASTNOST DISKRETNI SIGNAL | FOURIEROVO SPEKTRUM
lin. kombinace af(n) + pg(n),a,peC aF(Q) + BG(D)
posunuti s(n —m) 5(Q) exp (—imQ)
modulace s(n) exp (in) S(Q2— Qo)
zrcadleni s(—n) S(—9Q)
komplexni sdruzeni 5(n) 5(—9)
S(Q2
derivace spektra —ins(n) 8;(9 )
0 ~ ~
konvoluce > f(m)g(n—m) F(Q)G(Q)
m=—o0
. ; 1 7 - ~
nisobeni f(n)g(n) oy [ F(&G(Q—¢)de
o - .
korelace > f(n)g(n+m) F(Q)G(Q)
m=—o0
o @] = ~ ~
autokorelace > S(n)s(n+m) S(2)S(2) = |S(2)|?
00 1 7 . _
Parsevaluv teorém > f(n)g(n) = — [ F(Q)G(2)dQ
n=—00 27 —r
o0 1 ™ .
Rayleightiv teorém oo s(n)F=— [ ]S(Q)2dQ
n=—00 2m —r

NS4
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x(n)

é‘lx

ix(m),h(z-m)

=5 2 4
x(m),h(10-m)
X X X X 0©
o o n=10
o® °
S H—H—H—— % m
8 34 10
x(m), h(11-m)
XX XX s 0©°
o n=t

—o—o—c—o—‘—c—t-jllm-h—’—t—‘—% n

y(n)=x(n)- h(n)
Obrazek 4.5: Piiklad konvoluce dvou diskrétnich signdlu (podle Rabiner & Gold, 1975).

Spoctete diskrétni konvoluci h,, = f, * gn, kde hy,, g, # 0 pro 0 < n < 4 a nenulové prvky tvori
¢tuerice [1,2,3,4] a [0,1,2,3].

Dikaz (Parsevaliv teorém):

Pomoci spektra soucinu a spektra komplexné sdruzeného signalu mame

F(Fm)gin) = — / FOG(—Q+ 60,

2

—T

Zaroven vime, ze

F(mgn) = 3 fnjan) exp(—ion) = 3 fn)gln) = F(f(n)a(n)
=5 [ FoGene cha
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Podobné jako pro spojité signdly, muzeme i zde pomoci vlastnosti modulace formulovat
uzitecné tzv. modulacni teorémy

(S(Q — Q) + S(Q+ Q)

(S(2 — Qo) — S(Q + Q). (4.10)

NI

h(n) = s(n) cos(£2pt)
s(n) sin(Qt)

o ()
o H(f)

B[

i

yyyyyy

jisté neprekvapi, ze jsou zcela analogické symetriim, které jiz zname z predchdazejicich kapitol.
Rozepisme jak signdl v ¢asové oblasti s(n), tak jeho spektrum S(£2) na redlnou a imagindrni
cast
s(n) =R{s(n)} +iS{s(n)}, S(Q) =R{S(Q)} +iS{S()}.
Déle pak definujme pro signal (spektrum) tzv. sudou ¢ast e(n) (E(2)) a lichou ¢éast o(n)
(O(€2))béznym zpusobem.

ewz%m+wm
ofn) = 5ls(n) — s(~n)]
B(Q) = S[S(9) + S(-9)

Jak diskrétni signal, tak spojité spektrum muzeme tedy rozepsat pomoci sudé a liché ¢asti
s(n) =e(n) +o(n), S(Q)=E)+0(Q),

kde, jak je ziejmé z definic, pro sudé ¢asti plati

a pro liché
o(n) =—o(—n), O(Q)=-0(-9Q).

Sudou i lichou ¢ast jak signdlu tak spektra také muzeme rozlozit na redlnou a imaginarni ¢ast:
napi. e(n) = R{e(n)} +iS{e(n)} a podobné ostatni. Zakladni symetrie Fourierovy transformace
diskrétniho signalu jsou pak shrnuty v tabulce 4.2.

Pro snadnéjsi zapamatovani nékterych z téchto symetrii se opét mize hodit grafickd pomucka:

s(n) = o(n) + en) = R{on)} + iS{o(n)} + %{el(n)} + ii\s{el(n)}

S(Q) = 0Q) + EQ) = R{OQ)} + i3{O0Q)} + R{EQ)} + iS{EQ)}

Dukazy symetrii plynou okamzité z linearity a spektra zrcadleni ¢i komplexné sdruzeného signalu.

Pro redlny signal 3{s(n)} = 0 a s(n) = s(n), z ¢ehoz okamzité plyne:

)
032?22
{OA/\
=2B=
——
1
gy =
| .~
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Diskrétni signal | Fourierovo spektrum

s(n) 5(62)
R{s(n)} 3IS(9) + 5(—9)]
i3{s(n)} 315(2) = S(-9)]

L(s(n) +5(=n)] R{S(Q)}
Lis(n) +5(—n)] iSO}

e(n) E(Q)

o(n) o)

sle(m) +2(m)] | 3E(Q) + EQ)

Tabulka 4.2: Nejdulezitéjsi symetrie Fourierovy transformace diskrétniho signalu.
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Také Fourierova transformace 2D diskrétnich signali ma analogické vlastnosti, jaké jsme
o ziejmé zobecnéni vlastnosti 1D transformace. Ctendf si jisté povsimne, ze 2D pifpad nabizi i
néekteré dalsi vliastnosti, které v 1D piipadé nelze z principidlnich duvodi uvazovat (separabilita,
transpozice, zrcadleni, projekce apod.). S analogiemi vSech téchto vlastnosti jsme se jiz setkali v
odstavci 3.14 pro pripad spojitych signélu.

Cviceni 4.2.2:
Dokazle vlastnost projekce z tabulky 4.35.

Pro 2D DF'T opét plati zcela analogické symetrie jako v ptipadé 2D Fourierovy transformace,
probirané v predchdzejici kapitole. Hlavni sméry téchto symetrii ukazuje obrazek 3.29.

4.3 Linearni filtrace diskrétnich signali.

V odstavci 3.15 jsme se seznamili se zdklady teorie linedrnich, ¢asové invariantnich systému
(filtra). Systémy s analogickymi vlastnostmi (linearita, ¢asova invariance, popiipadé stabilita)
muzeme zavést i pro diskrétni signély.

Uvazujme linedrni filtr do néhoz vstupuje komplexni signdl f;(n) a vystupuje obecné jiny
komplexni signdl f,(n), viz schema na obrizku 4.6.

filn),ne Z

LINEARNI FILTR —— fo(n),n € Z

Obrazek 4.6: Signél f;(n) vstupuje do linedrniho filtru. Vysledkem filtrace je signal f,(n). Signaly
jsou obecné komplexni, specidlné muze byt jeden z nich nebo oba redlné.

Takovy systém budeme reprezentovat operatorem L:

L(fi(n)) = fo(n),

kde oznaceni L( f;(n)) chapeme ve smyslu L{ f;)(n), operdtor tedy nepusobi jen na jeden konkrétni
(n-ty) vzorek signélu f;.

Systém je kompletné popsan nékterou ze svych charakteristik. Tou muze by napiiklad im-
pulzni odezva h(n), tj. vystup filtru pro vstupujici 6-funkci. V diskrétni reprezentaci rozumime

O-funkei signal
_J 1 pro n=20
on) = { 0 jinde '
Znézornéni diskrétni 0-funkce ¢tenaf nalezne napf. na obrazku 4.15 vpravo. Je-li h(n) = L((n)),
pak obecny vystup f,(n) = L(fi(n)) je dan diskrétni konvoluci s impulzni odezvou

foln) = > fi(k)h(n — k).

k=—00
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VLASTNOST

2D DISKRETNI SIGNAL

2D FOURIEROVO SPEKTRUM

separabilita,
lin. kombinace
posunuti
modulace
transpozice

zrcadleni

komplexni sdruzeni
redlny signal

derivace spektra

konvoluce
nasobeni
korelace
autokorelace

projekce

= f(n1)g(n2)

af(ni,n2) + Bg(n1,n2),a,p €C

s(n1,n2)
s(ny —my,ng — mo)
s(n1,n2) exp (i1m1 + Eanz)
s(ne2,n1)
s(—n1,m2)
s(n1, —na)
s(—n1, —n2)
s(ny,n9)

s(n1,n2) =3(n1, ng)

—inys(n1,ng)
—ings(ni,ng)
—nings(ni, ng)

o0 o0
> > f(m1,m2)g(ni—mana—ms)
mi=—00 Ma=—00

f(n1,n2)g(n1,n2)

o oo

; ; ?(m,m)g(m + m1,ng + my)
>

mp=—00 Ma=—00

5(n1,n2)s(ny + my,ng + my)

o0

plm) = 3. s(m,no)
dn) = 3 alm.m)

S(Q, Q) = F(Q1)G(Q)
OéF(Ql, QQ) + ,Bé(Ql, QQ)
g(Ql, QQ) exXp (—inml — ngz)

S — &, — &)

F(£1, £2) G (Q—€1,Qo—E0 )A€ dEy
F(Qlu 2)G(Q1, Q)

S(Q1,92)8(Q1, D) = |S(Q1, Qo) |2

P(Q) = 5(021,0)

Q) = 5(0,9)

Parsevaltv teorém

Rayleighuv teorém

S5 gl = 2
> 5

n1=—00 N2=—00

|s(n1,m9)|* = 12 -

1

F(Q1, Q)G (0, 22)dQ1dQs

|§(Ql, 02)[2dQ,dQs

:]\:] :\%zi
:‘H:, g%ﬂ
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Dukaz:

Kazdy diskrétni signal, tedy i vstup filtru, muzeme reprezentovat pomoci diskrétni konvoluce s
o-funket:

o0

filn) = Y fi(k)o(n — k).

k=—o00

Diky linearité a casové invarianci filtru pak okamzité dostavame

o) = L) = LOS. fik)om—k) = S fik)LGn—k) = S fik)h(n—k), cbd.

k=—o0 k=—o00 k=—o0
Chceme-li tedy urcit vystup z filtru pro obecny vstup, postupujeme v néasledujicich krocich:
e provedeme zrcadleni impulzni odezvy h(k) — h(—k)
e impulzni odezvu posuneme o n vzorku h(—k) — h(—(k —n)) = h(n — k)
e ndsobime posloupnosti f;(k) a h(n — k) a sec¢teme pro vsechna k.

Vlastnosti impulzni odezvy urc¢uji vlastnosti filtru. Tak napiiklad impulzni odezva kauzalniho
filtru (generujiciho kauzalni vystup pro libovolny kauzéalni vstup) musi byt také kauzalni, tj. musi
spliovat h(n) = 0 pro n < 0. Stabilita filtru (ohrani¢eny vystup pro ohraniceny vstup) je zase
dana absolutni sumovatelnost{ impulzni odezvy, tj. podminkou > >° _|h(n)| < co.

Podle nosi¢e impulzni odezvy také ¢asto délime filtry na tzv. FIR filtry (zkratka z anglického
»finite impulse response ), pro které plati, ze existuji dvé po sobé jdouci pfirozend ¢isla Ni < Ny
takova, ze h(n) = 0 pro n < Ny nebo n < Ny, a tzv. IIR filtry (infinite impulse response), pro
které zminéna podminka neplati.

Fourierovym spektrem impulzni odezvy je v pripadé neperiodickych diskrétnich signdlu spo-
jity signdl 2m-periodicky v proménné Q: T(Q) = F(h(n)). V analogii s odstavcem 3.15 jej
budeme opét nazyvat frekvenéni odezvou nebo téz prenosovou funkci. Frekvencni odezva je jed-
nou z dalsich casto pouzivanych charakteristik filtru. Obecny vystup lze ziskat jako inverzni
Fourierovu transformaci souc¢inu spektra vstupu s pienosovou funkei.

Uvedme jako piiklad filtr, ktery predstavuje tzv. idedlni nizkofrekvenéni propust?. Jeho
frekvenc¢ni odezva je na obrazku 4.7a. Obr. 4.7b znizornuje ¢ast jeho impulzni odezvy — jedna
se o IIR filtr, tedy impulzni odezva pokracuje do +oo. Tyto charakteristiky jsou dany vztahy

. {1 pro || < Q.

Qe
1 . Q. . Q.n
T(Q) = 0 pro Q<0 <r h(n) = — / exp(in)dQ = —sinc, <—> (4.11)

27 T s

c

D4 se ukézat, ze impulzni odezva h(n) v rovnici (4.11) neni absolutné sumovatelna. Presto
je filtr stabilni, tj. vzdy produkuje omezeny vystup.

Tento filtr patii do kategorie IIR filtrii, nebot nosi¢ impulzni odezvy je neomezeny. V prak-
tickych aplikacich v§ak c¢asto impulzni odezvu modifikujeme ofiznutim, tj. pracujeme s koneénym
poctem vzorku. Takova impulzni odezva pak je vzdy absolutné sumovatelna. Ofiznutim tedy
obecné dojde ke stabilizaci filtru (u filtru, ktery pied ofiznutim stabilni nebyl). V piipadé

4Nizkofrekvenéni propust by piedstavoval i napi. filtr s pfenosovou funkei na obrdzku ?7, pokud by se tato
vesla do intervalu (—,7), nejednalo by se viak o idealni nizkofrekvenéni propust.
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a) 7(Q)

Obrazek 4.7: Frekven¢éni odezva (pfenosova funkce) (a) a impulzni odezva (b) idedlni
nizkofrekvenéni propusti pro hraniéni frekvenci €. = 7/2.

takového ofiznuti se vSak u idedlni nizkofrekvenéni propusti setkdme s jevem analogickym Gibb-
sovu jevu z odstavce 2.7: frekvenéni odezva bude vykazovat v okoli bodu w, a —w, ,,ptekmit
funkéni hodnoty o cca 9%. Tato diference neni v principu odstranitelnd pribrdnim dalsich vzorku
impulzni odezvy. Obrazek 4.8 ukazuje frekvenéni odezvu FIR verze filtru z obrazku 4.7, modi-
fikovaného ponechanim pouze 71 vzorku (symetricky okolo nuly) impulzni odezvy.

T(Q)

Ve AAS

Q

Obrazek 4.8: Frekvencni odezva FIR verze idedlni nizkofrekvencéni propusti s hranicni frekvenci
Q. =7/2 pro h(n) # 0 pouze pro n < 35.

Cviceni 4.3.1:
Najdeéte impulzni odezvu idedlni vysokofrekvencni propusti definované prenosovou funkect

~ _J 0 pro |Q<7m—QQ,
va(Q)_{l pro m—Q. <|Q <7’

PouZijte znalost nizkofrekvenéni propusti (4.11) a vlastnost modulace (translace spektra).

4.4 Vztah Fourierovy transformace spojitého a diskrétniho
signalu.

A7z dosud jsme o Fourierové transformaci diskrétniho signalu hovofili jako o svébytném matem-
atickém objektu definovaném v odstavci 4.1, ktery mé vlastnosti diskutované v odstavci 4.2, aniz
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bychom zkoumali, jaky je vztah prislusného diskrétniho signalu k néjakému odpovidajicimu spo-
jitému signalu. Pokud se na diskrétni signal zacneme divat jako na diskrétni podobu spojitého
signélu (vzniklou vzorkovanim spojitého signdlu), ma smysl se ptét, jaky je vztah mezi spektrem
diskréniho a spojitého signdlu.

Vyjasnéme nejprve, jak vznikd diskrétni signdl vzorkovanim. Z minulé kapitoly vime, ze
vznikd prenasobenim vzorkovaci funkei, nicméné zalezi na tom, jakou konkrétni vzorkovaci funkei
nasobime (jak daleko od sebe jsou prislusné o-funkce). Obrazek 4.9 ukazuje dva ruzné diskrétni
signaly vzniklé z téhoz spojitého signdlu ruznym vzorkovanim. Naopak, stejny diskrétni signal
muze odpovidat ruznym spojitym signalum, jak ukazuje obrézek 4.10 na piikladu funkei sin(?)
a sin(—7t).

s(nAt) . s(nAt)
il Wﬂﬂhﬁ.ﬁ .J”H]Hhht

s(n) " s(n)
il Wﬂﬂhh..% Jmﬂ]hkw

Obrazek 4.9: Vznik diskrétniho signdlu vzorkovdnim (diskretizaci) spojitého signdlu. Ruzny
vzorkovaci krok v ¢ésti a) a b) vede k ruznym diskrétnim signdlum. V ¢dsti a) je vzorkovaci
krok roven jedné.

Obrazek 4.10: Vznik diskrétniho signalu vzorkovanim (diskretizaci) spojitého signdlu. Dva ruzné
spojité signaly (rychleji oscilujici funkce sin(—7¢) a pomaleji oscilujici funkce sin(t)) v ¢asti a)
ddvaji pfi poc¢tu 8 vzorki na intervalu (0, 27) stejny diskrétni signal v ¢asti b).

Jelikoz nasobeni v ¢asové oblasti odpovidd konvoluce v oblasti spektralni a spektrum vzorko-
vaci funkce je opét vzorkovaci funkce, musi byt spektrum diskrétniho signdlu periodické, nebot
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pii konvoluci puvodniho spektra (odpovidajiciho spojitému signalu) se vzorkovaci funkei se up-
latni jeji replika¢ni vlastnost. Vzorkovaci krok zde hraje zdsadni roli: jak v ¢asové oblasti (s
jinym vzorkovacim krokem vznikne jiny diskrétni signdl, viz obrazek 4.9 vlevo a vpravo dole),
tak ve spektrdlni oblasti (ruznym diskrétnim signdlum pak odpovidaji ruzna spektra; perioda
spektra je prevracenou hodnotou vzorkovaciho kroku).

Uvazme spojity signdl s(¢) a jemu odpovidajici Fourierovo spektrum® S(w) = F(s(t))

o

S(w) = /s(t) exp(—iwt)dt.

— 00

Pro inverzni Fourierovu transformaci mame

s(t) = FUS(w)] = % / S(w) explicot)dw.

Necht ekvidistantnim vzorkovdnim s krokem At vznikne ze spojitého signéalu signdl diskrétni
sp = s(nAt) (zdmérné zde pouzivame alternativni oznaceni diskrétniho signilu s,, namisto s(n),
abychom ptedesli mozné zdméné se spojitym signalem — i pies stejné funkéni hodnoty se oba
signély stdle lisi svoji proménnou). Musi tedy platit

$p = s(nAt) = 2i / S(w) exp(iwnAt)dw.
m

Substituci ¢ = wAt piejde tento integral na tvar

1 [
Sn = 5 ES (%) exp(ing)de.

Poznamenejme, ze exponencidly v integrandu jsou periodické s periodou 27 — bude tedy vyhodné
rozdélit integracni obor na intervaly délky 27: I(l) = (—n + 27,7 + 2wl), kde { = 0, £1, 42, .. ..

Pak muzeme psat
42wl

Sp = % Z / Aits (%) exp(ing)de.

- —nm+2nl

Vyhodou tohoto postupu je, ze nyni muzeme substituci {2 = ¢ — 27/ prevést vSechny integrély
v sumé na stejné meze od —n do 7 a vyuzit periodicity exponencidl exp(Q + 2nl) = exp(€2).

Dostaneme i
I o« 1 (4 2rl
n=— — S| — in{))d).
=g D /At ( At )eXp(m )
l:—oo_ﬂ
Predpokladejme, ze fada konverguje stejnomérné a lze tedy prohodit poradi sumace a integrace
a psat
1 1 < Q + 2nl
n=— | — S| —— in$2)dS2.
o [ 525 (B et

®Budeme uvazovat tihlovou frekvenci s ohledem na preferovanou definici Fourierovy transformace diskrétniho
signalu.




178 KAPITOLA 4. FOURIEROVA TRANSFORMACE DISKRETNIHO SIGNALU

Tato rovnice uz je ve tvaru inverzni Fourierovy transformace diskrétniho signilu (4.2), za predpokladu,
ze

. 1 & Q + 27l
SO =+ ZZ S (%) : (4.12)

Vyjadfenim v thlové frekvenci spojitého signdlu w dostavame (s vyuzitim (4.3))

o}

S(w) = é ZZ s (w + 2—”;) | (4.13)

Rovnice (4.13) reprezentuje vztah mezi Fourierovym spektrem spojitého signalu a signdlu, ktery
vznikl jeho diskretizaci s krokem At (pro vétsi prehlednost zde vyjadiujeme obé spektra ve stejné
proménné). Tento vysledek shrnuje nésledujici véta.

Véta (O vztahu Fourierovy transformace spojitého a diskrétniho signalu):

Je-li s, diskrétni signdl vznikly vzorkovanim spojitého signdlu s(t) s krokem At, pak jeho
Fourierova transformace S(w) = F(s,) je ddna periodizaci Fourierovy transformace S(w) =
F(s(t))

Sw) = 5, iS(er%).

l=—00

Poznamenejme pro uplnost, ze zcela obdobnym odvozenim bychom dospéli i ke vztahu Fourierovy
transformace spojitého a diskrétniho signalu vyjadienému v obyc¢ejné namisto ihlové frekvenci

o.¢] o.¢]

S(F) = élz s (FA—*;Z> — él; <f+ é) , (4.14)

—0

ve kterém, narozdil od (4.13), symboly S a S oznacuji spektra piislugnych signalii pro obycejnou
frekvenci. Pii periodizaci spektra se muzeme setkat s prekryvanim vzdjemné posunutych spek-
ter spojitého signalu. Situaci ilustruji obrazky 4.11 a 4.12. Na prvnim z nich k pfekryvani pfi
periodizaci dochazi. Tento nezddouci jev nazyvame efekt alias. Zda k tomuto efektu dojde nebo
ne zavisi na tom, jestli je puvodni spojity signal frekven¢éné omezeny (tj. spektrum ma omezeny
nosi¢) a déle je-li délka intervalu, na kterém je spektrum nenulové, mensi nez 2w (perioda ve
spektréalni oblasti pro ihlovou frekvenci) popiipadé 1 (perioda ve spektralni oblasti pro obycejnou
frekvenci).

Cviceni 4.4.1:

Dokazte vztah (4.13) mezi spektrem spojitého a diskrétniho signdlu s pouzitim formalismu vzorko-
vact funkce.
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Obrézek 4.11: Diskrétni signal (vlevo dole) vznikly vzorkovanim spojitého signilu (vlevo nahote),
spektrum diskrétniho signdlu (vpravo dole) a spektrum spojitého signélu (vpravo nahote). Spek-
trum diskrétniho signélu je periodizaci spektra puvodniho spojitého signalu. Pii periodizaci muze

dojit k prekryvani.
,ﬂﬂm Hmh, /\g%

0 n

0 Q
2

Obrazek 4.12: Diskrétni signél (vlevo dole) vznikly vzorkovanim spojitého signilu (vlevo nahore),
spektrum diskrétniho signdlu (vpravo dole) a spektrum spojitého signdlu (vpravo nahote). Spek-
trum diskrétniho signalu je periodizaci spektra pivodniho spojitého signdlu. V tomto piipadé
nedochazi pii periodizaci k prekryvani.

4.5 Vzorkovaci teorém.

Méjme spojity signal s(t), ktery navzorkujeme se vzorkovacim krokem At¢. Vznikne tak diskrétni
signdl s, = s(nAt). Zavedme tzv. ihlovou Nyquistovu frekvenci®

™

WN

Tato frekvence je tedy jednoznacné urcena vzorkovacim krokem v Casové oblasti. Proc je tato
frekvence dulezitda? Dvojnasobek Nyquistovy frekvence urcuje délku intervalu ve spektrdlni
oblasti, na kterém muze byt spektrum puvodniho spojitého signdlu nenulové, aniz by pii pe-
riodizaci dochéazelo k efektu alias. Jinak Teceno: je-li maximalni frekvence wy,., zastoupena

6V dalsim textu se jiz pro jednoduchost z4pisti omezime pouze na tihlové frekvence.
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ve spektru’ spojitého signalu mensi (popifpadé rovna) wy, nedojde pii periodizaci ndsledkem
vzorkovani v ¢asové oblasti k prekryvani. Tento piipad odpovida obriazku 4.12. Perioda spek-
tra diskrétniho signédlu je rovna 27 /At v proménné w, coz odpovidd periodé 27 v proménné
2 = wAt. Jde tedy o to, aby spektrum spojitého signdlu v proménné w, S(w) bylo nulové vné
intervalu (—m/At, 7/At) = (—wy, wy).

Za této podminky pii periodizaci nedochézi k prekryvani a v ramci jedné periody plati mezi
spektrem spojitého a diskrétniho signdlu zjednoduseny vztah

(w) = és (). (4.15)

Ctenéfe jisté nepiekvapi, ze se ndm zde vlastné uplatiiuje vlastnost zmény meéfitka (3.29). Vadyt
také podle nasi definice Fourierovy transformace diskrétniho signdlu vzorkovaci krok obecné
délky At v navzorkované funkci s(nAt) prevddime na krok 1 v samotném diskrétnim signalu
(viz obrazek 4.9 vpravo).

Zopakujme jesté jednou podminky, za kterych plati vzorec (4.15)

e spektrum spojitého signalu je frekvenéné omezené (podminka nutnd, nikoliv v8ak postacujici)

e vzorkovaci krok v ¢asové oblasti je dostatecné maly, aby we: < wy, tj. krok musi vyhovo-

vat podmince At < 7/Wmaz, kde Wpee = max(|w, . |, w

men mam)

Pokud je spektrum frekvenéné omezené, muzeme v principu vzdy urcit hraniéni vzorkovaci
krok (Nyquistovo vzorkovani) pro splnéni vyse uvedenych podminek. Na druhé strané, v prak-
tickych aplikacich nebyva ¢asto mozné z nejruznéjsich duvodu dostatecné malého vzorkovaciho
kroku dosdhnout.

Jsou-li splnény vyse uvedené predpoklady, 1ze spektrum spojitého signalu jednoznacné rekon-
struovat ze spektra diskrétniho signdlu pomoci vzorce (4.15). Pak ovSem je znalost spektra
diskrétniho signilu (ktery predstavuje spoc¢etnou mnozinu hodnot) rovnocennd znalosti spektra
spojitého signilu (ktery je dan nespocetnou mnozinou hodnot).To ale znamend, ze hodnoty spo-
jitého signalu lezici mezi vzorky diskrétniho signalu jiz nenesou zadnou dodate¢nou informaci
a spojity signdl lze jednoznacné rekonstruovat pomoci diskrétniho signalu inverzni Fourierovou
transformaci.

Vyse uvedena tvaha je zdkladem odvozeni tzv. vzorkovaciho teorému, coz je vlastné in-
terpolacéni vzorec umoznujici interpolovat mezi vzorky s(nAt). Vzorkovaci teorém se nékdy té7
nazyva Shannonuv teorém, piipadné Nyiquist-Shannonuv, Shannon-Whittakeruv, nebo WKS-
teorém (zkratka jmen Whittaker, Kotelnikov, Shannon).

Véta (Vzorkovaci teorém pro neperiodické signaly):

Predpokladejme frekvenéné omezeny spojity signdl s(¢), jehoz Fourierovo spektrum S(w) je
nulové vné intervalu (w,;., wha, ). Je-li s, diskrétni signal vznikly vzorkovanim spojitého
signdlu s(t) s krokem At, At < 7/Wmaz, kde Wipee = max(|w,;.|,w..), pak hodnoty

spojitého signalu s(t) Ize rekonstruovat z hodnot diskrétniho signdlu s, pomoci vzorce

Z Spsinc ( (t — nAt)) (4.16)

"To znamen4, ze za touto frekvenci je spektrum nulové.
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Poznamenejme, ze za vySe uvedenych predpokladu je tato interpolace zcela presna, nejedna se
o aproximaci hodnot (jako tomu byva u nékterych jinych typu interpolaci).

Dikaz:
Za vyse uvedenych podminek plati, ze spektrum spojitého signalu muzeme vyjadfit v intervalu
(—m/At, 7w/ At) jako )

S(w) = AtS(w), (4.17)

kde S je spektrum diskrétniho signalu. Vyraz (4.17) dosadime do vzorce pro inverzni Fourierovu
transformaci spojitého signalu:

w /At
s(t) = f S(w) exp(iwt)dw _ L [ S(w)exp(iwt)dw
27T77r/At
1 W/At
= [ AtS(w) exp(iwt)dw.
27T —7 /At

Za S dosadime ze vzorce (4.1) pro Fourierovu transformaci diskrétniho signélu

w /At w /At
s(t) = / Z $p exp(—inAtw) exp(iwt)dw = Z Sp, / exp(iw(t — nAt))dw.
77T/At n=Teo n=Te —w /At

Po vypoétu integralu v posledni rovnici (s rozkladem exponencidly podle vzorce (D.8.1) a
uvazenim sudosti funkce kosinus) dostaneme

s(t) = Z snsméA(tt(__nZtA)t)) = Z Spsine (A—(t—nAt)) c.b.d

n=—oo n=-—oo

Vzorec (4.16) predstavuje konvoluci diskrétniho signédlu s, se spojitym signdlem sinc. Duvod
je ziejmy: pri ,,ztotoznéni* spektra diskrétniho signalu se spektrem spojitého signalu se omezu-
jeme na zakladni interval délky jedné periody, tj. de facto spektrum diskrétniho signalu ptenasobujeme
pravotuhelnikovou funkci.

Na obréazku 4.13 vidime nézorné, jak se spojity signal dostava podle vzorce (4.16) nas¢itavanim
posunuté funkce sinc. Obrazek 4.14 demonstruje pravé odvozeny vzorkovaci teorém pro hrani¢ni
Nyquistovo vzorkovani.

I pii pouziti Nyquistova vzorkovani stiale muzeme presné zrekonstruovat puvodni spojity
signdl s vyjimkou eventuelni harmonické slozky o frekvenci wy. Jak vime z odstavce 3.5, napf.
spektrum sinu obsahuje dvé d-funkce s navzajem opac¢nym znaménkem, které se pii periodizaci
s periodou 2wy pravé odectou. To také odpovidd tomu, ze sin(wyt) by byl pii vzorkovani At =
7 /wy navzorkovan presné ve svych nulovych hodnotach a tim paddem piitomnost takové sinové
slozky ve spojitém signalu nelze pii daném vzorkovani zjistit. To je také duvod, pro¢ ve vyse
uvedené vété uvadime krok At < 7/wpmqe. (a nikoli <). Pokud se na vzorkovaci teorém divame
jako na metodu interpolace, je , ptipustny “ vzorkovaci krok za splnéni vyse uvedenych podminek
vétsinou mnohem vétsi, nez vyzaduji jiné metody interpolace.

V jistém smyslu extrémn{ piiklad hraniéniho Nyquistova vzorkovani umoznuje funkce sinc, (¢)
na obrdzku 4.15. I pii pouziti kroku At = 1 muZeme sinc zpétné rekonstruovat, nebot jeho
spektrem je pravouhelnik délky 27 (v dhlovych frekvencich; pro obycejnou frekvenci by byla
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s(t)

At

Obréazek 4.13: Grafickd ilustrace vzoce (4.16).
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Obrazek 4.14: Ilustrace vzorkovaciho teorému. Signdl v ¢asové oblasti je navzorkovan s krokem
At = m/wy, ktery je maximalni mozny s ohledem na eliminaci efektu alias ve spektralni oblasti. Z
diskrétniho signalu je pak na zakladé vzorkovaciho teorému zpét rekonstruovan puvodni spojity
signal. Rekonstrukce je zcela piesna.

délka rovna jedné). Pti periodizaci s periodou 27 tedy k piekryvani nedochdzi. Poznamenejme,
ze periodizaci vznikne konstantni funkce, kterd je spektrem §(¢). Omezenim na jednu , periodu*
délky 27 ve spektru pak dostaneme v ¢asové oblasti konvoluci d-funkce s funkei sinc, jejimz
vysledkem je rekonstruovana funkce sinc.

Jak jiz bylo feceno, jsou-li splnény predpoklady véty o vzorkovacim teorému (fekvenéni
omezenost a dostateéné husté vzorkovani v ¢asové oblasti), je interpolace pomoci vzorce (4.16)
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Obrazek 4.15: Hrani¢ni Nyiquistovo vzorkovani funkce sinc,(¢).

zcela presnd. V praxi se vSak s takovou situaci setkdme ztidka a proto pouzivime vzorkovaci
teorém i pro signaly, které bud nejsou frekvenéné omezené nebo jsou-li, pak maximélni frekvence
ve spektru zastoupend prevysuje frekvenci Nyquistovu (tj. vzorkovani neni dostateéné husté).
Pokud jejich spektrum ubyva ,rychle“ a spektralni hodnoty pro vysoké frekvence jsou relativneé
malé, pak efekt alias ve spektralni oblasti sice existuje, ale jeho vliv se projevi relativné méné
a Casto vede pouze ke snizeni piesnosti této metody interpolace — tedy interpolant jiz neni
zcela presnou rekonstrukei puvodniho spojitého signalu, nicméné v hrubych rysech ho vystihuje.
Neékdy se tohoto postupu vyuziva zdmérné k vyhlazeni puvodniho signdlu, nebot efekt alias
potlaci vysokofrekvenéni rysy tohoto signdlu, viz ilustrace na obrazku 4.16. Poznamenejme, Ze
uz samotny obrazek ofiznutého spektra na obrazku 4.16 vpravo dole jasné signalizuje, ze k efektu
alias ve spektralni oblasti s velkou pravdépodobnosti dochdzi, nebof spektralni hodnoty nejdou k
nule na krajich intervalu periody. Abychom méli jistotu, ze se nejedna o specialni piipad spektra
frekvenéné omezeného, které nespojité prechazi z nenulové hodnoty na nulu pravé na hranici
intervalu periody (a odpovidd hrani¢nimu Nyiquistovu vzorkovani), stacilo by zmensit alespon
o néco vzorkovaci krok v ¢asové oblasti. V piipadé, ze k efektu alias nedochézelo, spektrum by
zustalo beze zmény, jen zvétseni periody by vedlo k tomu, Zze na krajich intervalu periody by
se jiz objevila nula. V opa¢ném pripadé by zména kroku vedla ke zméné spektra a to nejen v
krajnich bodech, ale i uvnitt intervalu periody.

s(t) 1S (w)]
AT : // \M )
s(nAt) |S(w)]
) \__/\__/,
sttt == Pl
t WN w
o) =)
1 o =
t WN w

Obrazek 4.16: Vyhlazeni funkce podvzorkovanim a pouzitim vzorkovaciho teorému (podle
Bracwella, 1978). V levé ¢asti jsou puvodni spojity signal, vzorkovany signal a vyhlazeny spojity
signal v ¢asové oblasti, vpravo pak odpovidajici amplitudova spektra.
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Obrazek 4.16 ukazuje, ze podvzorkovani signdlu muze vést k aproximaci® ptivodniho signélu
pti rekonstrukci pomoci vzorkovaciho teorému. Nejvétsi chybu aproximace v tomto ptipadé
obdrzime v okol{ ostrého maxima signélu s(t), které neni v aproximovaném (vyhlazeném) signalu
o(t) ptitomno. Pfesnost aproximace by se vSak vyrazné nezlepsila ani v pripadé, ze by jeden ze
vzorku ,,padl* do zminéného maxima. Pak by sice toto maximum bylo spravné rekonstruovano,
ale presnost by byla vyrazné ovlivnéna diky oscilacim integrandu v okoli tohoto maxima. Prudka
zména funkéni hodnoty od jednoho vzorku ke druhému by totiz vedla k jevu, ktery je analogii
Gibsova jevu v okoli nespojitosti funkce (viz odstavec 2.7).
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Obrazek 4.17: Ukazka interpolace hodochrony odrazené vlny pro piipad hladkého odrézejiciho
rozhrani (podle Brokesova, 1996). Cést a) ukazuje paprskovy diagram pro dany seismicky profil,
¢ast b) referenéni hodochronu (plnou ¢arou), hodochronu interpolovanou linedrné (¢arkované s
dlouhymi ¢arkami) a pomoci vzorkovaciho teorému (¢drkované s kratkymi ¢arkami) pii vzorko-
vacim kroku 500m podél profilu. Cést ¢) ukazuje chybu téchto dvou interpolaci pro vzorkovaci
krok 500m, ¢ast d) pak tuto chybu pfi kroku 250m.

Takové chovani integrandu dobfe ilustruje srovnani obrazku 4.17 a 4.18. Na prvnim z nich
jsou v Casti a znazornény seismické paprsky odpovidajici odrazené vlné na seismickém profilu.
Paprsky vychazeji z bodového zdroje a kazdy koné¢i v jednom piijimaci profilu. Hodnoty ¢asu
piichodu viny v tomto hustém systému pfijimacu jsou na obrazku 4.17b zndzornény pro lepsi

8 Aproximaci v leps§im piipadé — silny vliv efektu alias by mohl vést k uplné deformaci pivodniho spojitého
signalu.
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orientaci spojitou plnou carou jakozto funkce polohy na profilu (tato kiivka predstavuje tzv.
hodochronu). Pfijimace byly nésledné decimovany (ponechdn kazdy desaty). Casy piichodu v
téchto prijimacich slouzi k interpolaci do ostatnich pfijimac¢u dvéma metodami: linearni inter-
polaci (¢drkovand ¢ara s dlouhymi ¢arkami) a pomoci vzorkovaciho teorému (Carkovand ¢éra s
kratkymi ¢arkami). V ¢ésti ¢ je znazornéna chyba téchto interpolantu vzhledem k referen¢nimu
feseni. Cést d ukazuje tuto chybu pii dvojndsobné hustém vzorkovani (ponechan kazdy paty
prijimac). Vidime, ze pfi jemnéjsim vzorkovani je chyba interpolace mensi. V kazdém piipadé je
vsak Fourierovska interpolace fadové piesnéjsi vzhledem k interpolaci linedrni, kterd ma nejvétsi
chybu v mistech nejveétsi kiivosti hodochrony. Poznamenejme, ze podminkou pro uspésné pouziti
Fourierovské interpolace hodochrony je relativné rychlé ubyvani jejiho spektra. Ubyvani spektra
zavisi na hladkosti signdlu v ¢asové oblasti. Proto byla hodochrona mimo zajmovy interval ex-
trapolovana tak, aby hladce nabyla nulovych hodnot. Extrapolace vSak presto vnesla relativneé
prudsi zmeény funkénich hodnot za hranicemi zdjmového intervalu, coz ma za nasledek nérust
chyby Fourierovské interpolace na okrajich profilu.
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Obréazek 4.18: Ukéazka interpolace hodochrony odrazené viny pro piipad odrazejictho rozhrani,
které obsahuje skok v hloubce (podle Brokesova, 1996). Cést a) ukazuje paprskovy diagram pro
dany seismicky profil, ¢dst b) referenéni hodochronu (plnou ¢arou), hodochronu interpolovanou
linedrné (¢arkované s dlouhymi ¢arkami) a pomoci vzorkovaciho teorému (¢arkované s kratkymi
¢arkami) pii vzorkovacim kroku 500m podél profilu. Cést c¢) ukazuje chybu téchto dvou interpo-
laci pro vzorkovaci krok 500m, ¢ést d) pak tuto chybu pii kroku 250m.
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Jesté markantnéji ukazuje vliv prudké zmény funkcéni hodnoty od jednoho vzorku k druhému
obrazek 4.18. Jednd se o stejny seismicky profil a stejny numericky experiment, avsak zde
obsahuje odrazejici rozhrani ,schod“, coz ma za nasledek nespojitost hodochrony. Pominme
bezprostiedni okoli nespojitosti hodochrony, kde pochopitelné musi byt chyba kazdé interpolace
znacna. Vidime vsak, Ze v tomto pripadé je chyba Fourierovské interpolace na obrazku 4.18c vétsi
nebo alespon srovnatelnd s chybou linearni interpolace na celém seismickém profilu. Porovnéani
s obrazkem 4.17c¢ ukazuje, ze chyba Fourierovské interpolace vzrostla v dusledku nespojitosti ve
stfedu profilu minimalné o jeden tad a to i na okrajich tohoto profilu. Obrazek 4.18d demon-
struje, ze ani zmenseni vzorkovaciho kroku tuto skutecnost ptilis neovlivni a chyba Fourierovské
interpolace v okoli nespojitosti hodochrony (které v daném piikladu zahrnuje vlastné cely profil)
zustava stejna. Jednd se o analogii Gibsova jevu, se kterym jsme se setkali v piipadé koneénych
Fourierovych fad. Ani tam pfidani dalsich ¢lenu fady nevedlo ke kvalitativni zméné chovani
souctu rady v okoli bodu nespojitosti.

Na zdvér tohoto odstavce uvedme jeste pro tplnost formou véty vzorkovaci teorém pro 2D
pripad.

Véta (2D vzorkovaci teorém pro neperiodické signaly):

Predpokladejme frekvenéné omezeny spojity signdl s(t1,t2), jehoz Fourierovo spektrum
S(wi,ws) je nenulové na intervalu (Wy i @1 maz) X (@omins Womaz) - Je-1i $n, n, diskrétni
signal vznikly vzorkovdanim spojitého signalu s(t1,%9) s krokem Aty v proménné ¢; a At
v proménné ty, At; < T/wimaz, kde wimee = max(|wi_,mm|,w:max), i = 1,2, pak hodnoty

spojitého signdlu s(t1,t2) lze rekonstruovat z hodnot diskrétniho signélu s, ,, pomoci
vzorce

S(tl,tQ) = Z Z Snl,n2SiHC <Ait1(tl — TLlAtl)> sinc (AitQ(tQ - T@At2)> . (418)

n1=—00 Na=—00

Praktické vyuziti tohoto teorému neni vSak tak rozsitené, jak by se ¢tenar mohl domnivat.
Napiiklad pii zpracovéni digitdalnich fotografii (zména rozliseni apod.) se vice uplatiiuji inter-
pola¢ni metody zalozené na tzv. diskrétni Fourierové transformaci (viz kapitola 5, zejména
odstavec 5.7).
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Fourierova fada diskrétniho signalu je posledni z tady ¢tyi Fourierovskych transformaci
probiranych v tomto kurzu. Ma uzky vztah jak k Fourierové radé spojitého signalu, tak k
Fourierové transformaci diskrétniho signalu a potazmo také k Fourierové transformaci spojitého
signalu. VSechny tyto souvislosti probereme v této kapitole.

Fourierova rada diskrétniho signdlu je transformace piitazujici diskrétnimu signalu diskrétni
spektrum (mnozinu Fourierovych koeficientu). Jak vime z predchézejicich kapitol, diskretizace
signalu jde ruku v ruce s periodizaci v komplementarni oblasti. Protoze jak v ¢asové, tak ve
spektralni oblasti je signal diskrétni, musi byt v obou oblastech také periodicky. Jednd se tedy
o vzajemné jednoznacné prifazeni dvou diskrétnich periodickych signalu.

Omezme se pii tomto pfifazeni jen na jednu periodu jak v ¢asové, tak spektralni oblasti (coz
muzeme diky periodicité vzdy udélat bez ijmy obecnosti). Pokud je pocet vzorku na jednu pe-
riodu v ¢asové oblasti (feknéme N) roven poétu vzorku na jednu periodu ve spektralni oblasti,
dostaneme tak pritazeni mezi dvéma N-ticemi diskrétnich hodnot. Tomuto pfitazeni rikdme
diskrétni Fourierova transformace (DI'T). Rozdil mezi Fourierovou fadou diskrétniho signédlu
a DF'T je tedy pouze formalni, je to vlastné rozdil v ihlu pohledu na tentyz matematicky objekt:
bud’ sobé piifazujeme dvé N-tice diskrétnich hodnot, nebo dva N-periodické diskrétni signdly
(tedy spocetné mnoziny periodicky se opakujicich diskrétnich hodnot). Tuto situaci schemat-
icky ilustruje obrazek 5.1. Je to podobna situace s jakou jsme se setkali v kapitole 2 pii studiu
Fourierovy fady spojitého signdlu: signél jsme mohli chdpat jako periodicky (od samého pocétku,
piipadné zperiodizovany az po secteni pifslusné Fourierovy fady), §(¢), anebo jsme se mohli
omezit jen na interval jedné periody a uvazovat signél s(¢). V obou piipadech jsme dostali stejné
vzorce pro koeficienty fady, tedy i stejné vlastnosti z hlediska symetrii spektra, operaci v ¢asové
oblasti apod.

=
0 n 0 n
N N

Obrazek 5.1: Dvoji dhel pohledu na Fourierovu tadu diskrétniho signalu: pfitazeni dvou N-
periodickych diskrétnich signala nebo dvou N-tic diskrétnich hodnot (DFT).

Diskrétni Fourierova transformace ma nesmirny vyznam zejména z numerického hlediska.
Umoziuje, za uréitych podminek, numericky vypocet Fourierovy transformace spojitého signdlu,
jakoz i Fourierovy fady spojitého signalu a Fourierovy transformace diskrétniho signalu. Je to
dano tim, ze pouziti vypocetni techniky je jednodussi pro diskrétni reprezentaci signdlu jak
v Casové, tak spektrdlni oblasti (poc¢ita¢ v minulosti dokonce ani neumél pracovat s ,anal-
ogovymi“, tj. spojitymi signdly). Diskrétni charakter signdlu byva také duasledkem metody
ziskdvani méfenych dat — odecet hodnot v urcitych okamzicich apod. Podminky, za kterych
je mozné DFT pouzit k vypoctu ostatnich transformaci jsou dany pravé zde diskutovanymi
vztahy mezi témito transformacemi.

K zavedeni Fourierovy fady diskrétniho signalu (resp. DF'T) muzeme v principu dospét dvéma
cestami na zakladé znalosti pfedchdazejicich Fourierovskych transformaci probiranych v tomto
kurzu. Vyjdéme z Fourierovy transformace spojitého signalu. Diskretizaci spektra (a tim paddem
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periodizaci signalu v ¢asové oblasti) dostaneme Fourierovu fadu spojitého signdlu. Pokud dale
diskretizujeme periodicky signdl v ¢asové oblasti, dojde k periodizaci Fourierovych koeficientu v
oblasti spektralni. Dostaneme tim pritazeni, které jiz predstavuje Fourierovu fadu diskrétniho
signalu. Je-li pocet vzorki na periodu v ¢asové i spektralni oblasti stejny!, napi. IV, a omezime-li
se na jednu periodu v obou oblastech, konkrétné na vzorky 0 az N — 1, ptejdeme k DF'T. Tento
postup zachycuje graficky obrazek 5.2. Obréazek je pouze schematicky, nezobrazuje presné vztahy
jednotlivych transformaci — napi multiplikativni faktor 1/7 ve vztahu Fourierovy transformace
a Fourierovych koeficientu (viz odstavec 3.3) je pominut. Podobné neni zndzornén multiplikativni
faktor 1/N ve vztahu mezi Fourierovou fadou spojitého a diskrétniho signdlu (odstavec 5.5).
Poznamenejme, ze pii periodizaci v ¢asové oblasti (diskretizaci spektra) muze piipadné dojit
k efektu alias v dusledku ¢ehoz diskrétni signal v ¢asové oblasti nebude odpovidat diskrétni
reprezentaci puvodniho spojitého signdlu.
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Obrézek 5.2: Grafické zndzornéni odvozeni Fourierovy tady diskrétntho signdlu a DFT z
Fourierovy transformace spojitého signalu postupnou diskretizaci spektra a nasledné signalu
v Casové oblasti. Shora dolu: Fourierova transformace spojitého signalu, Fourierova rada spo-
jitého signélu, Fourierova fada diskrétniho signalu, DFT. Vyraz n(modN) predstavuje hodnotu
n —mN, kde m je takové, aby n — mN bylo v intervalu (0, N — 1).

Alternativné muzeme k Fourierové fadé diskrétniho signdlu (a DFT) dospét tak, ze bychom
ve Fourierové paru ,,spojity signal — spojité spektrum® (S(f) = F(s(t))) nejprve diskretizovali
signél v casové oblasti (jak vime z predchézejici kapitoly, dostali bychom Fourierovu transformaci
diskrétniho signdlu) a nésledné pak periodické spektrum, é¢imz by zdroven doslo k periodizaci
diskrétniho signalu v ¢asové oblasti. Tento druhy zpusob znazornuje schematicky obrazek 5.3.
Opét by mohlo pii prvni diskretizaci (v ¢asové oblasti) dojit k efektu alias ve spektru.

Vzhledem k tésné souvislosti Fourierovy fady diskrétniho signdlu a DFT, budeme nadéle v
této kapitole hovorit jiz jen o DF'T, kterd ma bezprostiedni praktické aplikace. Rozdil je, jak jiz
vime, vice-méné formalni a projevi se ve specifickém zapisu nékterych vzorcu. Nejprve budeme
diskutovat vlastnosti této transformace jakozto svébytného matematického objektu se zamérenim
na ruzné matematické operace aplikované na diskrétni signal, N-tici vzorki, aniz bychom se

LJinym typem Fourierovy fady diskrétniho signdlu, kterd nemé stejny pocet vzorki na periodu v obou
oblastech, se v tomto kurzu zabyvat nebudeme.
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Obrazek 5.3: Grafické znazornéni odvozeni Fourierovy tady diskrétntho signdlu a DFT z
Fourierovy transformace spojitého signalu postupnou diskretizaci signalu v casové oblasti a
nasledné spektra. Shora dolu: Fourierova transformace spojitého signalu, Fourierova transfor-
mace diskrétniho signdlu, Fourierova fada diskrétniho signdlu, DFT. Vyraz n(modN) pfedstavuje
hodnotu n — mN, kde m je takové, aby n — mN bylo v intervalu (0, N — 1).

zabyvali ,,puvodem“ takovych N-tic. Potom se soustiedime na souvislost této transformace s
ostatnimi Fourierovskymi transformacemi, tj. budeme studovat pripady, kdy N-tice zucastnéné
v transformaci vzesly z puvodné spojitych signalu.

5.1 Definice diskrétni Fourierovy transformace (DFT).

Definice: (Diskrétni Fourierova transformace)

Diskrétni Fourierovou transformaci signdlu s,, = s(n),n = 0,1,..., N—1 nazveme diskrétni
signal S; = S(1),l=0,1,...,N -1

1 = nl
Sl DfT Sn = N Sp, €XP <—127TN> . (51)
n=0
Inverzni diskrétni Fourierovou transformaci odpovidajici spektru S;,l =0,1,...,N — 1 je
diskrétni signal s,,n =0,1,...,N —1
N-1
nl
=DFT! Sy exp <127T—> . (5.2)

DFT (a téz Fourierova rada diskrétniho signélu) je pfirozenou diskrétni analogii Fourierovy fady
spojitého signalu. Ke vzorci pro piimou transformaci bychom dospéli snadno nahrazenim spo-
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jitého signalu diskrétnim (a tudiz integrdalu sumou v mezich délky periody N) ve vzorci pro
koeficient Fourierovy exponencidlni fady (2.17). Podobné jako v piedeslé kapitole, i zde bychom
ke vzorci pro piimou transformaci mohli také dospét vyjadienim integralu v (2.17) numericky po-
moci lichobéznikového pravidla. Vzorec pro inverzni DF'T je zase aproximaci vzorce pro inverzni
Fourierovu transformaci diskrétniho signédlu, vyjadiime-li lichobéznikovym pravidlem integral v
(4.2). Je ziejmé, ze chyba kvadratury piislusného integralu (v daném piipadé lichobéznikovym
pravidlem) v jedné oblasti je svdzdna s efektem alias v komplementarni oblasti.

Vyse uvedend definice ma fadu alternativnich variant: nékteii autofi fadi multiplikativni
faktor 1/N k inverzni namisto piimé transformaci®, pifpadné uvazuji symetricky faktor 1/v/N
u obou vzorcu. Nékdy také byva prohozeno znaménko u exponentu, tj. u primé transformace +
a u inverzni —. Na tyto mozné odliSnosti musi dat ¢tenar velky pozor pii prejiméni vysledku,
piipadné vypocetnich programi na realizaci transformace, od jinych autora?.

Casto se té7 pouziva specidlni notace pouzivajici veliciny wy = exp(—i27/N). Vyraz wy
predstavuje primitivni kofen /N-té odmocniny z jedné. DF'T a inverzni DF'T pak zapiSeme jako

| Nl N-1
S = N E Snw%, Sp = g Slw]}"l.
n=0 =0

Uspotfadame-li N-tice s, a S; do sloupcovych vektori s a S, muzeme DFT zapsat v maticové
formé

1 __
S = NWS, s=WS, Wy =uwir

kde pruhem oznacujeme komplexni sdruzeni. Matice W se nékdy nazyva matice DFT nebo téz
Vandermondova matice. Z jeji konstrukce je ziejmé, Ze je symetrickd WT = W, tj. Wy, =
exp(—i27kn/N) = exp(—i27nk/N) = Wy, a plati pro ni NW = W™, Jednou z vyhod alterna-
tivni symetrické definice DFT, uvazujici faktor 1/ V/N u obou vzorct je, ze d4dva unitdrni matici
DFT.

Sloupce matice W jsou tvoreny vektory

wink = (Lwk, wi, ... ,wSVNfl)k)T
= (1,exp 61%) , eXP GQi%) ye e, XD G(N — 1)i%))T ,
kde £ =0,1,..., N — 1. Témto vektorum fikame baze DFT. Jsou vytvoireny vzorkovanim funkci

exp(—i2nkt),k = 0,1,...,N — 1 v bodech t = n/N,n = 0,1,...,N — 1. Na obrdzku 5.4 jsou
zndzornény pro piipad N = 8. Jednd se o komplexni veli¢iny, a proto obrazek ukazuje zvIast
redlnou (vlevo) a imaginarni (vpravo) ¢ast. Kazdy fadek v obrdzku odpovida jednomu z osmi
sloupcovych vektoru. Vzhledem k symetrii matice W se stejné hodnoty nachédzeji i v jejich
fadcich.

Vektory wnjk tvorf ortogondln{ bazi prostoru C (N-tic komplexnich ¢isel). Jsou ortogonélni
ve skaldrnim soucinu

— 2mkn 2rmn A, 2mn(m — k)

Poznamenejme, ze ruzné znaménko v exponentu v prvni rovnosti je dusledkem toho, ze pii
skdrnim nasobeni v komplexnim oboru je jeden z ndsobenych vektoru komplexné sdruzeny.

2Tak je tomu napf. i v programu Matlab.
3V giroce rozsitené knize Numerickych recepti (Press a kol., 1997) obsahujicich fadu subroutin je v definici
DFT pouzito jak opacné znaménko v exponentu, tak faktor 1/N je fazen k inverzni transformaci.
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Obrazek 5.4: Redlnd (vlevo, plnou ¢arou) a imagindri (vpravo, ¢arkované) ¢ast DET béze pro
N =8.

Posledni rovnost je odvozena v dodatku D.22 s vyuzitim ¢astecného souctu geometrické tady.
Rovnice plati, ndsobime-li skalarné vektor winyi s libovolnym vektorem baze, tedy i s wynjo,
jehoz prvky jsou identicky rovné jedné. To znamend, ze soucet prvku tvoricich bazovy vektor
pii k # 0 musi byt roven nule — srovnej souéty prvku v jednotlivych téddcich (kromé & = 0) na
obrazku 5.4.

Soucin dvou celych ¢isel v exponencidlach, které tvori prvky matice W, je opét celé cislo.
Muzeme tedy psat Wy, = exp(—i2nkn/N) = exp(—i2rm/N),m € Z odkud je jiz zfejma N-
periodicta téchto velicin:

exp(—i2rm/N) = exp(—i2x(m + jN)/N) = exp(—i2nrm/N) exp(—i27rjN/N), Vj € Z.

Prvky matice DFT a tudiz i bazové vektory DFT jsou tedy N-periodické diskrétni signdly
(konkrétné jejich redlné ¢asti diskrétni kosiny a imagindrni diskrétn{ siny).

Vidime tedy ptfimo z definice, ze signdl S;,1 = 0,1,..., N — 1 1ze N-periodicky rozsitit pii
zachovani definiéntho vzorce (5.1) na cely definiéni obor Z (S(I) = Spijn = Sn,Vj € Z),
aniz bychom evokovali moznou souvislost s periodickym opakovanim koeficientii Fourierovy fady
puvodné spojitého signdlu, naznac¢enou v ivodnim odstavci této kapitoly (obrazek 5.2). Obdobné
je z definice zfejma N-periodicita signdlu daného inverzni DFT, 5(n) = sipjv = s,Vj € Z.
To umoznuje také dalsi moznosti alternativnich definic DFT, spoc¢ivajici v ruznych mezich
uvazovanych sum pfi zachovani délky intervalu N. Diive byly napft. casto preferovany definice
uvazujici Ziv namisto Zév ~!. Bylo to ddno hlavné tim, ze nékteré programovaci jazyky pouzivané
v minulosti neumoznovaly nulovy index pole. V dnesni dobé necini programovacim jazykum
problém ani zdporny index pole a proto se ¢asto muzeme setkat se sumami Z(]\%/Zg_l pro N

sudé?, a ZSJ\(]&?{)Q/Q pro N liché.

4Jak uvidime pozdéji, pti numerické realizaci DFT byva N nejen sudé, ale dokonce rovno mocniné dvou.
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Zastavme se jesté u vzorce pro inverzni DFT. Jak jiz bylo feceno, muzeme ho formulo-
vat na zdkladé analogie se vzorcem pro inverzni Fourierovu transformaci diskrétntho signalu
(ptipadné odvodit pomoci aproximace lichobéznikovym pravidlem) a nasledné odvodit, ze se
jedna o vzajemné jednoznacné prifazeni, anebo ho muzeme odvodit pfimo ze vzorce pro pirimou
DFT. Postupujeme tak, ze (5.1) vyndsobime faktorem exp(i27lm/N) a uvdzime sumu pies [ od

0do N —1:
N-1 l 1 N-1N-1 l l
IZ% S;exp <i27r%> = Sy, €XP <—127rﬁn> exp (i27r%>

kde jsem opét vyuzili (D.22.2) z dodatku D.22. Analogicky bychom dokézali vzajemnou jed-
noznacnost DFT a inverzni DFT dosazenim (5.1) za S; do vzorce (5.2).

Definice na zacatku tohoto odstavce, stejné jako diskuse v ivodu kapitoly, naznacuje mnoho
souvislosti a analogii DFT a ostatnich Fourierovskych transformaci probiranych v tomto kurzu.
Existuji vsak také podstatné rozdily. Jeden rozdil spo¢ivd v tom, ze pii DFT se neméni typ
signdlu ani proménnd — v ,casové“ oblasti pracujeme s diskrétnim signilem proménné n a
délky N a stejné tak v oblasti ,,spektralni“. Oba signdly jsou si naprosto rovnocenné a na prvni
pohled nerozlisitelné. Dalsi rozdil, podstatnejsi z teoretického i praktického hlediska, je dan
konec¢nosti obou sum v definici DFT. Soucet koneéného poctu ¢lenu v téchto sumach existuje
vzdy a je koneény footnotePro omezené hodnoty vzorku (< +o00). Nepotiebujeme tedy zddné
specidlni podminky existence dané transformace spoc¢ivajici v omezeni tfidy signala, se kterymi
pracujeme. U ostatnich transformaci jsme takové podminky vzdy formulovali — signaly musely
byt napiiklad integrovatelné s kvadratem, nebo absolutné integrovatelné ¢i absolutné scitatelné.
K zajisténi existence inverznich transformaci jsme dokonce potiebovali podminky jesté silnéjsi,
napi. Dirichletovy. To vse u DFT odpada — koeficienty 1ze spocist vzdy pomoci konec¢ného poctu
operaci s¢itani.

Priklad:
Spoctéte DFT[5,3 — 2i, —7,3 + 2i].

Obecny predpis pro vypocet koeficientu DFT dava pro tento priklad
3
S = sp exp(—i2win/4)
n=0
[5 4 (3 — 2i) exp(—i27l/4) — Texp(—i272l/4) + (3 — 2i) exp(—i273(/4)].

NN

Dosazennim za [ postupné [ = 0,1, 2,3 pak dostaneme jednotlivé koeficienty:

So = 36+ (B-20)-T+(B+20)=1

Si = 1[5+ (3—2i)exp(—i2n/4) — Texp(—i272/4) + (3 — 2i) exp(—i273/4)]
= 1 —-iB-20)+7+i(3+21)] =2

Sy = 1[5+ (3—2i)exp(—i2m2/4) — Texp(—i2m4/4) + (3 — 2i) exp(—i276/4)]
= 15— (3-20)—7—(3+2i)]=-2

Sy = 1[5+ (3 —2i)exp(—i2n3/4) — Texp(—i276/4) + (3 — 2i) exp(—i279/4)]
= b +i3-20)+7—-i(3+2)] =4
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Souhrnné tedy méame DFTI[5,3 — 2i,—7,3 + 2i] = [1,2,—2,4].

Cviceni 5.1.1:
Najdéte diskrétni Fourierovu transformaci étveric [1,0,0,0] a [1,1,1,1].

Obé N-tice ziucastnéné v DFT (a inverzni DET) jsou obecné komplexni. Nazveme-li DFT [s,,]
DFT-spektrem signélu s,,, pak toto spektrum je obecné komplexni i v piipadé redlného signalu
s,. Reprezentujeme ho bud redlnou a imagindrni ¢ésti anebo modulem |S,| (amplitudovym
DFT-spektrem) a hlavni hodnotou argumentu ¢,, (fazovym DFT-spektrem).

[Sal = V(R{Su}? + (3{Sn})?,  ¢n =arg$, € (-7,m),

kde hlavni hodnota argumentu se urcuje stejnym zpusobem jako u Fourierovych koeficientu
spojitého signalu, tj. podle tabulky 2.1.

Obrazek 5.5 ukazuje dva priklady DF'T pétivzorkové pravouhelnikové funkce pro dvé hodnoty
poctu vzorku na periodu (5 a 10 bodu). Nézornéjsi predstavu o DFT pravoihelnikové funkce
dava obrazek 5.6, ukazujici DFT pravothelnikové funkce stejné délky, ale pro N = 64.

Obrazek 5.5: Diskrétni Fourierova transformace pravouhelnikové funkce délky n =5 pro N =5
(vlevo) a N = 10 (vpravo). Signdl s,, pfed transformaci (a,e), N-periodické opakovani 5(n) (b,f),
amplitudové spektrum DFT |S,| (¢,g — pro ndzornost je ¢drkované zndzornéna pomocnd kiivka
Fourierovy transformace diskrétniho signalu normaliovand faktorem 1/N), fizové spektrum DFT

én (d;h).

5.2 Vlastnosti DFT — symetrie

Symetrii DF'T budeme rozumét rysy, které lze popsat pomoci sudych a lichych funkei. V zapisu
piislusnych vlastnosti pujde tedy o zrcadleni vzhledem k proménné n. V piipadé Fourierovy fady
diskrétniho signalu, je zrcaleni §(n) — §(—n) pfirozenou operaci, kterd nepotiebuje zvlastni
vysvétlovani ani specidlni zapis. V souvislosti s DFT se vsak jednd o tzv. cyklické zrcadleni,
které zapisujeme pomoci vyrazu (—n)modN, kde modN ¢teme jako modulo N. Operace mod N
dava nejen celo¢iselny zbytek po déleni N, ale zaroven zajisti, ze index bude lezet v intervalu
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) N =064
0 64 n ”
1S, ] 4
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0 64 n
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Obrazek 5.6: Diskrétni Fourierova transformace pravothelnikové funkce délky n = 5 pro N = 64.
Shora dolu: signél s,, pred transformaci, amplitudové spektrum DFT [S,,|, fazové spektrum DEFT

Dn-

(0, N — 1). Libovolné celé ¢islo n lze jednozna¢né vyjadrit jako n = k + mN, kde m € Z a
E=0,1,..., N — 1. Takové k pak definujeme jako

k = nmodN.
Takze napf.
(-1)mod6 =5 ... (m=1),
3mod5 = 3, oo (m=0),
33modl6 =1 ... (m=2),
a podobné.
Cyklické zrcadleni
Jedna se o operaci, ktera vytvoii ze signdlu s,,,n = 0,1,..., N — 1 signdl h,, = 8(_pymoan, " =

0,1,..., N — 1. Priklad cyklického zrcadleni pro jeden konkrétni signal o délce 5 vzorku je v
tabulce 5.1 a graficky znazornén na obrazku 5.7.

Cyklické zrcadleni muzeme tedy slovy popsat jako operaci, pii které ponechdame vzorek s,
zatimco pro k£ od 1 do N — 1 vzorky s; zaménime se vzorky sy_i. Z obrazku 5.7 je ziejmé,
ze je to ekvivalentni postupu, pii kterém bychom signal s, nejprve periodicky rozsitili na §(n),
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n|0 1 2 3 4
(—n)mod5 |0 4 3 2 1
sn |5 4 3 2 1
51 2 3 4

S(—n)mod5

Tabulka 5.1: Cyklické zrcadleni pétice [5,4,3,2,1].

a)

-2N -N 0 N 2N 3N N

b)

-2N -N 0 N 2N 3N N

N=5

Obrazek 5.7: Operace zrcadleni N-periodického signdlu a sekvence délky N, se kterou pracuje
DFT: a) N-periodicky signalu §(n), b) jeho zrcalovy obraz, c¢) signil s,,n € (0, N —1) a d) jeho
zrcadlovy obraz v cyklickém zrcadleni d).

tento béznym zpusobem zrcadlové prevratili a nasledné se omezili opét na vzorky s indexem 0
az N — 1.

Uvazme DFT par S, = DFT(s,],l,n = 0,1,..., N — 1. Jak se operace cyklické zrcadleni,
aplikovand na signal s,, projevi ve spektralni oblasti? Projevi se rovnéz cyklickym zrcadlenim:

DFT
S(*")mOdN E ? S l)modN - (53)

Dikaz:
Rozsifme nejprve N-periodicky s(_nymoan na cely definicni obor, tj. piejdéme k §(—n). Piimo z
definicniho vzorce dostaneme koeficienty Fourierovy tady tohoto diskrétniho signalu

-1
1 [
DFT5 =% nz: n) €XP <—127rﬁn> .
Pouzijeme-li substituci £ = —n, muzeme psat
N-1

- 1 N Ik 1 . ) —1)k ~
DFT[5(-n] = N Z 5(k) €Xp (127TN> = 5(k) €Xp (—127r( N) ) =S
k=0

Omezime-li se v obou oblastech pouze na zakladni interval (0, N — 1), dostaneme

ingh

DFT[5(—nmodN] = S(—)modn, ¢.b.d.
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Komplexni sdruzeni

Uvazme opét DET péar S; = DFT [s,],l,n =0,1,..., N—1. Uvazujeme-li komplexné sdruzeny

signal namisto s,, plati
_ DFT =

Sn — S(—l)modN- (54)
Dukaz:
1 N-1 / 1 N-1 /
DFT[5, = ) 5, €Xp (—i27rﬁn> =~ Py Sp, €XP <i27rﬁn>
1 N1 " In 1Nt o (—=n
= — Y spexp|i2n— | == s,exp| —i27
N PN ) T N N

= g(fl)modN;Qb-d-
Spojenim kompexniho sdruzeni a cyklického zrcadleni muzeme také snadno zjistit, cemu
odpovida komplexné sdruzené spektrum:

_ DFT el
S(—n)modN — Sl. (55)

DFT realného signalu

Pro redlny signdl plati s, = §,. Z rovnice (5.4) a z toho, ze DFT je vzdjemné jednoznaéné
prirazeni pak okamzité dostaneme

Sp = 8p & Sl = S(fl)modN-
Plati tedy dulezita véta:

Véta (O DFT realného signélu):

Jestlize je signal s,,n =0,1,..., N — 1 redlny, pak pro jeho DFT spektrum plati

Sy = S(—l)modN- (56)

Navic redlna ¢ast jeho DFT spektra a amplitudové DFT spektrum jsou funkce cyklicky
sudé, zatimco imagindrni ¢ast jeho DFT spektra a fazové DEFT spektrum jsou funkce cyk-
licky liché
§R{Sl} = §R{S(fl)modN}
S{S} = =S{Spmoan}
‘Sl| — ‘S(—l)modN‘
oy = _QS(—l)modN

(5.7)

a koeficient Sy je redlny, tj. ¢ = 0. Pro sudé N je navic redlny i vzorek Syyo, tj. dnj2 = 0.

Slovné shrnuto: DFT spektrum redlného signélu je signal cyklicky hermitovsky. Vztahy
(5.7) jsou trividlnim dusledkem (5.6). Redlnost Sy je ddna tim, ze podle definice je Sy aritmet-
ickym prumérem vzorki s,, které jsou dle pfedpokladu redlné. Redlnost Sy/o je disledkem toho,
ze pro sudé N je (—=N/2)modN = N/2 a tudiz diky (5.6) je Snj2 = Snya.
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Symetrie DFT realného signélu jsou ilustrovany na obrazku 5.8. Na obrézku je dobfe patrna
i symetrie kolem N/2 (pro N sudé).

1
||

[IrTTTT ITTTTI I hmT ;ml i
i C\\Y{SN} g On

. _ il
d Hllwm " d 1 ‘Hf\"'/z

Obrazek 5.8: Tlustrace symetrii DFT spektra redlného signédlu: a) redlny signdl s, redlnd (b) a
imagindrn{ (c) ¢ast jeho DFT spektra S,, = DFT]s,], d) amplitudové DFT spektrum |S,|, d)
fazové DFT spektrum ¢,,. Pro lepsi ndzornost jsou Ssedou barvou zakresleny odpovidajici hodnoty
pro N-periodicky signal s,,.

Kdybychom kazdy vzorek redlného signalu ndasobili imagindrni jednotkou, dostali bychom
ryze imagindrni signdl. Ctendr snadno nahlédne, Ze jeho spektrum by se stalo cyklicky antiher-

mitovské, tj. mélo by naopak lichou redlnou a sudou imaginarni ¢ast.

DFT cyklicky sudého a lichého signalu

Kazdy obecny signdl s,,n = 0,1,..., N — 1 muzeme rozepsat na cyklicky sudou a lichou
cast:
Sp = €p + Op,
kde
[Sn + S(fn)modN]; (58)

€y =

Op =

N = N

[Sn - 3(—n)modN]- (59)

Naopak libovolny cyklicky sudy signal (lichy) muzeme doplnit libovolnym cyklicky lichym (sudym)
signdlem a interpretovat jej jako sudou (lichou) ¢dst signélu, ktery je roven jejich sou¢tu. Muzeme
tedy kazdy sudy® signdl vyjadrit ve tvaru (5.8) a lichy ve tvaru (5.9).

Z konstrukce (5.8) a (5.9) je jasné, jaké musi byt DFT spektrum takovych signdlu. Je-li
S, 1 =0,1,...,N — 1 DFT spektrem signélu s,,n = 0,1,..., N — 1, pak s vyuzitim vlastnosti

50znaceni ,cyklicky“ jiz pro zkrdceni vynechdvame.
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(5.3) a linearity sumace v definici DFT muzeme psét

1 ; 1

en = 5[5n + S(-mmoan] e LS+ Spmoan] = Ei, 1=0,1,...,N — 1, (5.10)
1 prr 1

Oy = E[Sn — S(—n)modN] — E[Sl - S(—l)modN] — Ol; [ = 07 ]-7 ey N -1 (511)

Je tedy DFT spektrem sudého signalu opét sudy signal a lichého lichy. Pokud je sudy signal
s, navic redlny, je jeho DFT spektrum redlné a sudé (nebot obecné lichd imaginarn{ ¢ast her-
mitovského spektra musi byt nulovd, ma-li byt spektrum sudé). Podobné, je-li lichy signél s,
navic redlny, je jeho DFT spektrum ryze imagindrni a liché. Obdobné symetrie bychom nalezli
i pokud by sudy/lichy signél s, byl navic ryze imaginarni. Pro snadnéjsi zapamatovani dobie
poslouzi grafickd pomucka (analogicka té, kterou jsme pouzivali i u ostatnich Fourierovskych
transformaci):

Sp = 0, + e, = R{o,}t + iS{on} + R{en} + iS{en}

| |

S, = 0O, + E = SR{O[} -+ 195{0[} + %{El} + lg{El}

Ze schématu jasné vidime, kromé symetrii, o kterych jiz byla tec¢, ze napt. DFT spektrum ryze
imagindrnfho signdlu je antihermitovské.

jednotlivé jeji fadky popsali slovy, dostali bychom tabulku 2.2. Jak vime, zcela analogické syme-
trie plati i pro Fourierovu transformaci. V predchazejicich kapitoladch jsme tyto symetrie odvozo-
vali pomoci kosinové a sinové transformace. Stejny postup bychom mohli aplikovat i pro DFT,
ale z diivodi omezeného rozsahu tohoto kurzu zde sinovou a kosinovou DFT nezavadime. Poz-
namenejme, ze i pro jiné Fourierovské transformace by zminéné symetrie bylo mozné odvodit
analogickym postupem, jaky jsme pouzili v tomto odstavci.

7 tabulky i z fadkového schématu je téz dobfe vidét, ze kazdé DFT spektrum .S;, 1ze rozdélit
na hermitovskou édst S{7 a antihermitovskou ¢dst S;*, které predstavuji DFT realné a imagindrn{
¢asti signalu s,

1 _

S =DFTR{s,}] = 5[Sl + S (“tymodn]; (5.12)
1 _

SZA = DfT[%{Sn}] = 5[31 - S(fl)modN]- (513)

Studium takovych symetrii ma velky vyznam nejen z teoretického, ale i z vypocetniho
hlediska. Muzeme jich naptiklad vyuzit pii vypoctu DFT redlnych signdlu. Bézné programy
pro vypocet DFT jsou navrzeny pro komplexni signaly a v pripadé redlnych signalu bychom
museli na misto imagindrni ¢asti dosadit nuly. Muzeme ale s vyhodou vyuzit symetrii DFT
a mistou dvou vypoctu DFT pro dva redlné signaly xz, a y, pocitat DFT pouze jednou pro
komplexni signdl ¢, = x, +iy,. Jeho spektrum pak snadno rozlozime na hermitovskou a antiher-
mitovskou ¢ast, C; = CH + Ci, podle vzorci (5.12) a (5.13), ¢imZ dostaneme CH = DFT[z,] a
C# = DFTly,] s poloviénimi numerickymi naklady.
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spmn=1,2... N—1|S,l=12,....N—1

%{Sn} =

5 [S1+ S (—moan]
i3{s,} = 3i[s, — 5,

(St = S(—tymodn]

|
[t
NI DN

en = 350 + S mymoan] | E1 = 3151 + S(—modn]
on = 5[50 — S(Cnmoan] | Ot = 5181 — S(—tymoan]
1en + &) 5B+ E
510 + 04 5101 — O]
slen — & 2B — El]
5l0n — 0] 5101+ O]

Tabulka 5.2: Nékteré symetrie signdlu pii DFT.

Vs8echny dosud uvazované symetrie nezdvisi na konkrétni definici DF'T — je jedno, zda fak-
tor 1/N je u piimé nebo inverzni transformace, a je také jedno, jaké znaménko uvazujeme v
exponentu.

Na zaveér tohoto odstavce zminme jesté symetrii ve smyslu reciprocity (duality) DFT. Jedn4
se o0 analogii vlastnosti (3.26), se kterou jsme se setkali v 3.7. Tato symetrie v matematickém
zapisu jiz zavisi na konkrétni definici DFT.

Reciprocita

Dvojnasobnou aplikaci DF'T dostaneme puvodni signal cyklicky zrcadleny a normalizovany
faktorem 1/N:

1
Sn = DfT[Sn] <~ NS(—n)modN =DFT [Sn] (514)
Duakaz:
Nejprve si uvédomime, ze (—n)modN = —n + mN, kde m je vhodné celé ¢islo, které zaruci, ze

hodnota (—n)modN lezi v intervalu (0, N — 1). Pak diky N-periodicité DFT baze plati

exp (—i?ﬁ%) = exp <127Tl(—n)+od]\7>
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a muzeme tudiz psat

1 N1 { 1 N1 I(— dN
DFTIS,] = N S exp <—i27rﬁn> =~ lgo Sy exp <i27r ( n)ﬁlo )
1 1
= ¥ DFT S]] = S(mmoan  cb.d
I=(—n)modN

Alternativné muzeme reciprocitu zapsat také jako
Sp=DFTlss] < $,=DFT [NS njmoan] -

Reciprocitu DFT ilustruje obrazek 5.9 na prikladu pétibodové pravoihelnikové funkce pii
N = 16. Dvojnéasobnou aplikaci DFT dostaneme stejnou pravouhelnikovou funkci, avsak s
Sestnactkrat mensi amplitudou a navic cyklicky zrcadlenou.

N=16

a) R{sn} SI{sn }

Obrazek 5.9: Ilustrace reciprocity DFT: a) redlnd a imagindrni ¢ast signalu s,, b) redlnd a
imaginarni ¢ast signalu S,, = DFT|[s,], ¢) redlnd a imaginarni ¢dst signdlu s, = S, d) redlna a
imagindrni ¢ast DFT spektra signélu s, = Sy, tj. DFT[S,] = DFTIDFT (sn)]-

5.3 Vlastnosti DFT — operace se signalem

Rada operaci probiranych v tomto odstavci mé svou jasnou analogii v operacich provadénych af
uz s diskrétnim ¢i spojitym signalem v ptedchazejicich kapitolach. I jejich projevy ve spektrdlni
oblasti jsou analogické, pouze formdlni zépis muze byt v nékterych pifpadech odlisny® (v indexu
je tfeba pouzit modulo N apod.). S nékterymi operacemi, typickymi pro praci s DFT, jsme
se dosud nesetkali - napf. rozsifovani po¢tu vzorku doplnénim nulami ruznym zpusobem. Jiné
operace naopak nelze z principidlnich duvodu na diskrétni signaly aplikovat (napt. derivace).
U vétsiny zde zminovanych operaci (kromé linedrni kombinace, posunuti a modulace) zavisi
prislugné vzorce na prijaté definici DF'T. Proto se ¢tenar muze u jinych autoru setkat s formalnimi
rozdily tykajicimi se napiiklad faktoru 1/N.

Signal vznikly pifslusnou operaci ze signilu s, (piipadné f, a g,) budeme ve shodé s
predchazejicimi kapitolami znacit h, a budeme zkoumat vztah jeho DFT spektra H;, k DFT
spektru S; (piipadné F; a G;). Podle konvence pouzivané v této kapitole museji indexy I a n
vzdy nabyvat hodnot 0,1,2..., N — 1.

6K dybychom namisto DFT uvazovali Fourierovu fadu diskrétniho signélu, byla by analogie jesté zieteln&jsi.



202 KAPITOLA 5. FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO SIGNALU — DFT

Linearni kombinace

ho = afn+ Bgn &5  H, =aF + G,

pro libovolné komplexni konstanty « a j.
Dukaz je trivialni, plyne z linearity sumace v defini¢nim vztahu DFT.

Suma vzorku

Jednd se o diskrétni analogii integralu ze signalu. Pro soucet vsech vzorku v N-tici s, plati

N-1

ZSn:NSO.

n=0
Dukaz plyne okamzité z (5.1) po dosazeni [ = 0. Podobné pokud posc¢itame vsechny vzorky ve
spektru, dostaneme
N-1
Z Sl = Sp.
1=0

Dukaz opét plyne okamzité z (5.2) po dosazeni n = 0.

Cyklické posunuti

Cyklické posunuti signalu se od normalniho posunuti lisi tim, ze bere v Uvahu kone¢nou
délku signdlu v rozsahu 0 az N — 1. Nejlépe se cyklické posunuti s, da vysveétlit pomoci posunuti
periodicky prodlouzeného signédlu s,, nebo pomoci pfedstavy o rozvinuti signdlu s, na véalcovou
plochu. Obrézek 5.10 ukazuje piiklad cyklického posunuti signalu [0,1,2,3,4,5,6,7] o dva vzorky
doprava.

Matematicky zapiseme cyklické posunuti jako s(,—m)moan. Pro DFT plati

[
8(n—m)modN 2 Sy exp (—iQﬂ'mW). (5.15)

Vyuzijeme-li pro zkraceni znaceni z odstavee 5.1, wy = exp(—i27/N), muzeme psét

lDf'T[ (n—m) mOdN] Slw%l

N4dsobeni faktorem w% se nazyva modulaci. Cyklické posunuti signdlu je tedy doprovdzeno

modulaci jeho DFT spektra.
Dikaz:

N-1

nl
DfT[ (n—m) modN Z S(n—m)modN €XP <_127Tﬁ> .

n=0
Uvédomime-li si, ze (n — m)modN = (n —m) + jN,j € Z a zavedeme-li substituci k = (n —
m)modN, pak muzeme s uvdzenim N-periodicity séitanci v sumé psét

N-1

DFT[Stmn-mmodN] = D Skexp (—i27rw>
k=0

= exp (—127T ) Z Sk €xXp (—127T ) = S;exp (—iZW%l), c.b.d.
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hyp, = S(n—2)mods8
*

CYKLICKE POSUNUTI T I
—_—
,7TT

hn = §(n — 2)

o-fTTTI

Obrazek 5.10: Ilustrace cyklického posunuti signdlu s, pro N = 8. Puvodni signdl konecné
délky a tentyz signal cyklicky posunuty o dva vzorky doprava (nahote), periodické prodlouzeni
puvodniho signdlu a jeho posunuti o dva vzorky doprava (uprostied), cyklické posunuti signalu
kone¢né délky na vialcové plose (dole).

Dodejme, ze podobné jako u ostatnich Fourierovskych transformaci pfinasi modulace spektra
dodatecny linearni piirustek do fazového spektra, nijak vsak neovliviiuje spektrum amplitudové.
Kladny posun signédlu (posun doprava) zpusobuje linedrni pokles fize, zatimco zédporny posun
(doleva) linearni narust. Tento dodateény linedrni pokles respektive narust byvé ¢asto maskovan
skoky o 27 z duvodu zachovéni fazového spektra v rozsahu (—m, 7).

Modulace

Z duvodu reciprocity DFT je jasné, ze modulace signalu s,,n = 0,1,..., N — 1 se musi
projevit cyklickym posunutim jeho DFT spektra, tj.

mn
) 2 S(—m)mod N (5.16)

Sp €Xp (iQ?TW

Zkracené tedy muzeme psat

DfT[Snw;]mn] = S(lfm)modN-
Dukaz by se provedl pro inverzni DFT posunutého spektra naprosto analogickym zpusobem jako
pii diukazu spektra cyklicky posunutého signalu.

Cyklicka konvoluce

V analogii ke konvoluci spojitych periodickych signdlu (2.33) v odstavci 2.8 definujme tzv.
periodickou diskrétni konvoluci neboli konvoluci diskrétnich periodickych signdlu f(n) a g(n)
jako diskrétni periodicky signél h(n)

,_.

me (n—m),

=0

() = ) ) =

N—
m
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kde vyraz za prvnim rovnitkem je tfeba chépat jako signal (f* §)(n). Odtud je jiz jen krucek k
definici tzv. cyklické konvoluce, kterd se pouziva v souvislosti s DFT. Budeme ji znacit specialnim
symbolem ®. Cyklickou konvoluci dvou signalia f,,n=0,1,.... N—1ag,,n=0,1,... N—1
rozumime signal h,,n =20,1,..., N — 1 dany vzorcem

1
hp = fn Ogn = N Z fmg(n—m)modN- (517)
m=0

(Opét by zde bylo ptesnéjsi znaceni (f ® g),.) Pii vypoctu cyklické konvoluce se tedy jeden z
konvoluovanych signala musi cyklicky zrcadlit. Oba signdly vzajemné vyndsobime a sectenim
ziskdme hg. V dalsim kroku cyklicky zrcadleny signdl posuneme cyklicky o 1 vzorek doprava
a opét vynasobime s druhym signdlem a se¢teme, ¢imz spo¢teme h;. Postup opakujeme az do
vypoctu hy_1, pii kterém je zrcadleny signdl posunut o N — 1 vzorku doprava.

Priklad:
Pomoci definiéniho vztahu najdéte cyklickou konvoluci h = £ © g kde £ = [1,2,3,4] a g =
[0,1,2,3].

o g<om>mﬁijtl):§ﬁ:ﬂ = h0:£(0+6+6+4):_
" 9(1—m>mﬁiﬁggg = hl:%(1+0+9+8):%
"2 9<zm)mﬁ:%i&§ = h2:£(2+2+0+12):§
. g<3m)mﬁ;%:;i§ = h3:£(3+4+3+0):E.

Cyklickou konvoluci muzeme také zapsat v kompaktnim maticovém tvaru

1 .
h=_—F
N &

kde fadky N x N matice F tvori cyklicky zrcadleny Fadkovy vektor f7 a kazdy nasledujici fadek
je oproti predchozimu cyklicky posunut o jeden vzorek doprava

fO f(N 1)modN f 2)modN " fl
b fi Jo f(N .)modN o (5.18)
J(v—1)moaN f(N—2)moaN f(N—3)moan *** fo

Cyklicka konvoluce je komutativni, f, ® g, = ¢, ® fn. V maticovém zapisu muzeme alterna-
tivné psat h = + Gf kde matice G je tvofena analogickym zptsobem k (5.18) pomoci vektoru
g.

Nékteti autofi definuji cyklickou konvoluci bez faktoru 1/N. Souvisi to s jejich definici DFT,
kterd se pravé timto faktorem lisi od definice pouzivané v tomto kurzu. Jde o to, aby DFT
spektrum konvoluce bylo skuteéné rovno sou¢inu DFT spekter konvoluovanych signalu, jak tvrdi
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tzv. konvolucéni teorém

N-1
DFT

1
n n = — m9(n—m)mo — kG 5.19
fr©g Nmzof Jin—mmody Gy (5.19)

Duikaz:

1 N-1N-1 In
DfT[fn @ gn] = m Z Z fmg(nfm)modN exp <—127TN> .

n=0 m=0

V exponentu k n pricteme a odec¢teme m, abychom mohli pfejit k souc¢inu dvou sum

1 = Im\ = I(n —m)
DfT[fn © gn] = m Z fm €xp <_127TW> Z g(nfm)modN €Xp <_127TT> .
m=0 n=0

V druhé sumé provedeme substituci k& = (n — m)modN. Diky N-periodicité exponenciél stejné
jako vzorku v cyklickém posunuti muzeme i po substituci zachovat puvodni meze a psat

1 = Im\ v— Ik
DFT[fu©® gn| = N2 Z fmexp <—127TW> Z gk €Xp <—i27rﬁ> = FG;, c.bd.
m=0 k=0

Tato vlastnost DF'T, tj. ze prevadi konvoluci diskrétnich signali na soucin jejich diskrétnich
spekter, nachazi siroké uplatnéni v problematice linearni filtrace. O linearni filtraci diskrétnich
signdlu jsme se jiz zminovali v odstavci 4.3. V piipadé DFT je jediny (zato vsak podstatny)
rozdil v tom, Ze nejen impulzni odezva, ale i pfenosova funkce je diskrétni. Navic jsou obé tyto
charakteristiky /N-periodické, coz umoznuje zjednoduseni vypoctu z duvodu omezeni na koneény
pocet (N) vzorku.

Konvoluéni teorém nabizi dalsi alternativu vypoctu cyklické konvoluce: pfechodem do spektralni
oblasti, vynasobenim DFT spekter a inverzni DFT. Tento zpusob vypoc¢tu muze byt velmi efek-
tivni, zejména pocitame-li konvoluci mnohavzorkovych signali numericky za pouziti metody
rychlé Fourierovy transformace (viz odstavec 5.4).

Cviceni 5.3.1:
Najdéte cyklickou konvoluci h = £ © g kde £ =[1,2,3,4] a g = [0,1,2,3] (#j. stejnijch signdli
jako v predchdzejicim prikladu) pomoct étyrbodové DFT.

V kapitole 4 jsme se setkali s jinou definici konvoluce dvou diskrétnich signédlu. Pro rozliseni s
cyklickou konvoluci probiranou zde ji nazyvejme konvoluci linearni. Vyjasnéme vztah mezi obéma
konvolucemi. Obrazek 5.11 ukazuje nazorny piiklad srovnani pro konvoluci dvou kauzélnich
pravouhelnikovych signali, o délce 5 a 10 vzorku. Pro vypocet cyklické konvoluce bylo pouzito
N=12.

Obrazek jasné demonstruje vztah obou typu konvoluce. Je ziejmé, ze cyklicka a linearni
konvoluce se obecné lisi, nebot cyklicka konvoluce muze byt zatizena efektem alias. Za jakych
podminek mohou cyklickd a linedrni konvoluce vést ke stejnému vysledku v intervalu (0, N — 1)?
Tyto podminky jsou dvé a slovné je lze popsat takto: 1) oba konvoluované signily musi mit
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konec¢nou délku, tj. musi mit kone¢ny pocet nenulovych vzorku, feknéme N; a N,. Jejich linearni
konvoluce pak mé také koneénou délku, N; + Ny — 1. 2) Pocéet boda N pro vypocet cyklické
konvoluce (a zaroven téz jeji perioda) nesmi byt mensi nez Ny + N, — 1. V piikladu na obrazku
5.11 by se tedy obé konvoluce v zdkladnim intervalu rovnaly, pokud by pro vypocet cyklické
konvoluce bylo pouzito alespon N = 14 vzorku. Pti po¢tu N = 12, pouzitém v obrazku, je délka
periody cyklické konvoluce mensi nez délka N-periodicky se opakujici linedrni konvoluce. Diky
tomu vznikd efekt alias, pfi kterém h§ = L (h§ + hiy) a hY = (A + his). Tento pifklad také
ukazuje, jakym zptisobem miuzeme pocitat cyklickou konvoluci signali konecné délky, zname-li
jejich konvoluci linedrni.

Cviceni 5.3.2:
Najdéte cyklickou konvoluci h = £ © g, kde £ =[1,2,3,4] a g = 1[0,1,2,3] (tj. stejnyjch signdli
jako v predchdzejicim cvicent) pomoct jejich linedrni konvoluce s vyuZitim cviceni 4.2.1.

Naopak, pokud bychom znali pouze cyklickou konvoluci dvou signali, jejich linedrni konvoluci
nelze rekonstruovat (bez znalosti puvodnich signali). Nicméné vztah cyklické a linedrni konvoluce
nabizi vyhodnou moznost vypoctu linedrni konvoluce signalu konec¢né délky z jejich konvoluce
cyklické (s pripadnym vyuzitim DFT, tj. prechodem do spektrilni oblasti) za predpokladu, ze
N je dostatecné velké, aby se do tohoto po¢tu vzorku linedrni konvoluce ,,vesla“ a nedoslo tak k
efektu alias. K tomu je tteba zahrnout do konvoluovanych signali vhodny pocet nulovych vzork,

a)
n=0 n=I n=2 n=I1
§ 00 @ § 00%q @
i g LI i 9 Q
R I
L g s/ ) PO
® 0o 9O e qe O
Y el . 07
5= 3/12 1, = 3/12
O rrrxx O rrxx o O xx
Xy Xy ey XXy

nE =1 ]7\L -9 nk =3 hiy =3

b) c)

0 1 1

Obrézek 5.11: Srovnani cyklické (hS) a linedrni (hL) konvoluce dvou pravouhelnikovych signdli.
Cést a) naznacuje zpusob vypocétu obou typu konvoluce pro 4 vzijemnd posunuti signilu jak
cyklickd (nahote), tak linearni (dole). Ve schématech oznac¢uji plné krouzky body s hodnotou
signdlu 1 a prazdné krouzky oznac¢uji nulové body (u linedrni konvoluce nejsou nulové body
vyznaceny, oba signdly pokracuji nulami od —oo do 4oo. Cést b ukazuje vysledek linedrni
konvoluce — signél se ¢trndcti nenulovymi vzorky. V ¢dsti ¢ vidime vysledek cyklické konvoluce
— periodicky signal s periodou N = 12.
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aby jejich celkovd délka byla N. Opét plati, ze tento zpusob vypoctu linearni konvoluce pomoci
cyklické s vyuzitim rychlé Fourierovy transfromace je pii vétsim poctu vzorku efektivnéjsi nez
vypocet linearni konvoluce piimo z definice.

Cviceni 5.3.3:
Najdéte linedrni konvolucih = fxg kde £ =[1,2,3,4] a g = [0, 1,2, 3] (1. stejnyjch signdli jako
v predchdzejicim cvicent a také ve cvicent 4.2.1) pomoci cyklické konvoluce.

Prosty soucin

Komplementarni operaci k cyklické konvoluci je (az na faktor 1/N) soucin, nebot diky re-

ciprocité DF'T musi platit
N-1

Z FmG(l—m)modN- (520)

m=0

DFT
Jn9n

I bez znalosti reciprocity by bylo jednoduché (5.20) dokazat. Mohli bychom napfiklad postupovat
zcela analogicky jako pii dukazu (5.19), avsak s pouzitim inverzni DFT.

Operace nasobeni se mimo jiné pouziva pii upraveé signalu prenasobenim vhodnym ,,oknem*“,
tedy diskrétnim signélem, ktery je vétsinou na ¢dsti intervalu (0, N — 1) nulovy. Po prendsobeni
i puvodni signal nabyde na ¢asti intervalu (0, N — 1) nulovych hodnot, dojde tedy fakticky k
jeho ofiznuti pii zachovani celkového poctu vzorku.

Cyklicka korelace

Cyklickou korelaci dvou signédlu f,,n = 0,1,...,N —1 a g,,n = 0,1,..., N — 1 budeme
zmacit f, ® g,. Definujeme ji jako signédl h,,n =0,1,..., N — 1 dany vzorcem

1 —
hy, = fn S gn = N Z fmg(n+m)modN- (521)
m=0

Z definice je ziejmé, ze navzdory tradi¢nimu oznaceni f, ® g, by bylo lépe pouzivat (f & g)p.
Provedeme-li substituci m = (—k)modN = —k + jN,j € Z, muzeme korelaci piepsat do
tvaru

fn®gn— Zf mongTL k)modN »

coz je vlastné cyklickd konvoluce signalu g s cyklicky zrcadlenym a komplexné sdruzenym
signdlem f. Odtud jiz snadno odvodime, s vyuzitim (5.5), tzv. korelaéni teorém o DFT cyk-
lické korelace

1 - DFT
fn®gn =5 mgo Fnsmmoay  €—  FiGh. (5.22)
Specidlné pro redlné signily muzeme vyuzit (5.6) a DFT spektrum jejich cyklické korelace
psat jako
DFT(fn® ga) = FiG1 = F(_tymoanGi. (5.23)

Je ztejmé, ze na rozdil od cyklické konvoluce neni Cykhcké korelace komutativni.
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Cviceni 5.3.4:
Najdéte cyklickou korelaci h = f ® g, kde £ = [1,2,3,4] a g = [0,1,2,3] 1) pomoci cyklické
konvoluce, 2) s vyuzitim DFT.

Cyklicka autokorelace

Cyklickou autokorelaci rozumime cyklickou korelaci dvou identickych signala, tj.

MZ

hn =5, s, = S(n+m)modN - (524)
m:
Pro jeji DFT plati (Wiener-Chincintuv teorém)
N-—
DFT
Sy ® 8, = Z S(n+m)mod N — SZSZ |Sl| . (525)

m:

DFT spektrum autokorelace nazyvame vykonové DFT spektrum, nebof se jednd se o kvadrat
amplitudového spektra. Vykonové (stejné jako amplitudové) spektrum nenf citlivé na posunuti
signéalu (pred provedenim autokorelace).

Specidlné pro redlné signaly muzeme s vyuzitim (5.6) psét

DFT 50 ® s5] = SiS1 = |SiI* = S tymoanSi- (5.26)

Skaldrni souéin (Parsevaluv teorém)

N-tice vzorku predstavuje vlastné N-dimenziondlni komplexni vektor. Skaldrnim soucinem
tohoto vektoru s jinym vektorem dostaneme hodnotu, kterd je rovna skalarnimu soucinu jejich
DFT spekter nasobenému faktorem N. Uvazme signdly f a g, se slozkami f,,n =0,1,... N —1
a gn,n = 0,1,...,N — 1, jejichz spektra F a G maji slozky F;,l = 0,1,...,N —1 a G;,[ =

0,1,..., N — 1. Pro skalarni sou¢in muzeme psat
N-1 N-1
=Y fu8,=NY_ FEG =N(F,G). (5.27)
n=0 =0

Tento vzorec se vétSinou uvadi jakozto Parsevaluv teorém pro DFT. Ndazev je vsak ponékud
zavadéjici, nebotf s Parsevalovou rovnost{ zndmou z teorie Fourierovych fad souvisi jen ve
specidlnim ptipadé rovnosti ndsobenych vektoru.

Dikaz:
Dukaz lze provést snadno s vyuzitim znalosti cyklické korelace a jejiho DFT spektra. Plati
N1
=Y [ =Ng®f| =NDFTEG] =N) FGi=N(FG), cbd
= 1=0 1=0 k=0

Suma kvadrati modula (Rayleightiv teorém)
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Secteme-li kvadraty moduli vSech N vzorku signalu s,,, dostaneme soucet kvadrati modula
vsech N vzorku DFT spektra S; nasobeny faktorem N

N-1 N-1
D lsalP =N IS (5.28)
n=0 =0

Jednd se o analogii Rayleighova teorému (3.40) z odstavce 3.8. Dukaz je analogicky jako v piipadé
; . L. . o ; c 212 v ) N—-1 2 _
Parsevalova teorému, jehoz je Rayleighuv teorém specidlnim piipadem, nebot > """ |s,|* =

(s,s).

Nasledujici operace maji spolecné to, ze specifickym zpusobem piidavaji nové vzorky do
puvodniho signdlu a zvétsuji tak celkovy pocet vzorku z N na N'.

Roztazeni signalu

Jedna se o jistou analogii zmény métitka, zde vSak signal pfiddnim jistého poctu nul mezi
jednotlivé vzorky puvodniho signalu miuzeme pouze rozsitit, nikoliv zuzit.

Definujme roztazeni signalu pomoci faktoru L, kde L je pfirozené ¢islo, jako operaci, pii které
se signal s, o N vzorcich rozsiti na signél h,, o LN vzorcich pfidanim L — 1 nul mezi kazdé dva
sousedni vzorky signdlu s,:

o ] Smp pro m=0,L,2L,....,(N—1)L
0 pro m#0,L,2L,...,(N—-1)L °

Napiiklad N-tici [1,2,3, 4] rozsiiime faktorem 3 na 3N-tici [1,0,0,2,0,0,3,0,0,4,0,0]. Tento
piiklad je zndzornén na obrazku 5.12a, b vlevo.

DFT spektrum roztazeného signalu predstavuje LN-tici, jejichz prvnich N vzorku tvoii N-
tice DFT spektra puvodniho signalu a ostatni vzorky jsou (L — 1)-ndsobnym opakovanim tohoto
puvodniho spektra (viz obrizek 5.12b vpravo). Operace roztazeni tedy déva vzniknout DFT
paru Hy = DFT[hy), kde hy, je ddno vzorcem (5.29) a H; lze zapsat jako

S, pro 1=0,1,...,N—1
SN, pro [=N,N+1,....2N -1

(5.29)

H=q . (5.30)
Sttty pro L= (L—1)N,(L— N +1,....LN — 1
S vyuzitim formalismu modulo muzeme tuto vlastnost spektra strucné zapsat jako
H; = Simodn -

Diikaz:
Dukaz plyne piimo z definice DFT.

Jelikoz ptidané vzorky jsou nuly, jejich vliv v sumé se nijak neprojevi. Muzeme tedy prejit k
sumé pies puvodni vzorky, které maji v signalu h,, celoéiselné indexy n = m/L.

Nl nLk = nk
Hy = HZ% hy exp (—12wm> = Z Sp €XP <_127TW> = Skmoan  C.b.d.

n=0
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Doplnéni nulami

S operaci doplnéni nulami jsme se jiz setkali v souvislosti s vypoctem linedrni konvoluce
pomoci cyklické konvoluce s vyuzitim DFT (FFT, Fast Fourier Transform). Tato operace se
vyuziva nejcastéji ze dvou duvodu: kvuli doplnéni na néjaky pozadovany pocet vzorku (napf. na
nejbliz§i mocninu dvou pro pouziti v algoritmu rychlé Fourierovy transformace — viz odstavec
5.4) nebo kvuli interpolaci (zvyseni ,rozlisovaci schopnosti“) v komplementarni oblasti. Zde nas
bude zajimat hlavné tento druhy zpusob, pii kterém nedopliujeme jakykoliv pocet nul, ale N-
tice puvodnich vzorku se doplni na LN-tici ptidanim pravé (L — 1)N nul, kde L je piirozené
¢islo.

V piipadé signélu, ktery je vstupem DFT (signél v ¢asové oblasti), se nuly doplnuji nejéastéji
na jeho konec, tj. za vzorek s indexem N — 1. Tento zpusob je vhodny napiiklad tehdy, je-li
puvodni N-tice diskretizaci néjakého kauzalniho signdlu, tj. N-tice neobsahuje nenulové vzorky
odpovidajici zdpornym ¢asum. Tak napiiklad pro L = 2 vznikne ze ¢tverice [1,2,3,4] touto
operaci signél o osmi vzorcich [1,2,3,4,0,0,0,0]. Pfedpokladejme obecnou N-tici s, a LN-tici hy,
vzniklou z nf doplnénim (L — 1)N nul. Pro jeji DFT spektrum médme

1 ! ml 1 = ml
H = N mz::o hp, exp <—127rm> =IN S €XP <—127Tm> ,

m=0

nebot obecné nenulovych muze byt pouze prvnich N vzorku (nékteré z nich mohou také byt

? 10/4 %{S"}
4JS” ‘ il n
1 I I DFT
| Bt
‘ | n
b)
R{H,,}

10/4 ¢

41}’"" = [T T 1T
T DFT
m {Hn}

)

m

Obrazek 5.12: Roztazeni signalu (vlevo) a jeho vliv na DFT spektrum (vpravo, nahofe reilna
¢ést, dole imagindrni ¢ast): a) signdl pred roztazenim, b) signél po roztazeni.
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nulové). Plati
1
Hi= 7Sy, 1=0,L2L,....,LN - L (5.31)

tedy kazdy L-ty vzorek nového spektra odpovidd (az na faktor 1/L) jednomu vzorku ptivodniho
spektra pti zachovani jejich poradi.

Pro ilustraci této operace muze poslouzit série obrazku 5.5 —5.6. Vidime z nich i to, ze hodnoty
ostatnich spektralnich koeficientu (kromeé vyse uvedenych) jsou vlastné interpolaci spoétenou na
zaklade spojitého (periodického) spektra diskrétniho (neperiodického) signdlu. O vyuziti DFT
pro interpolaci pojedndva odstavec 5.7.

Pro signaly, které predstavuji diskretizaci nekauzalnich signdlu, poptipadé pro signaly ve
spektralni oblasti (spektra v N-tici od 0 do N —1 obecné obsahuji vzorky odpovidajici zdpornym
frekvencim — napft. spektrum realného signdlu v levém okoli vzorku N — 1 obsahuje komplexné
sdruzené vzorky z pravého okoli bodu nula), je tieba nuly doplinovat jinym zpusobem: za vzorek
(N —1)/2 pro N liché a za vzorek (N/2) — 1 pro N sudé. Tomuto zpusobu budeme fikat
centrdlni doplnéni nulami. Z vyse uvedené ctvefice bychom tedy touto operaci ziskali signdl
[1,2,0,0,0,0,3,4]. T pii centrdlnim doplnéni nulami plati pro spektrum (5.31), tj. vzorky nového
spektra s indexy [ = 0, L,2L,..., LN — L odpovidaji spektru puvodni N-tice. Diky periodicité
DFT spektra muzeme totiz ve shora uvedeném odvozeni bez jmy obecnosti uvazovat meze od
—N/2 do (N/2)—1 pro sudé, piipadné od —(N —1)/2 do (N —1)/2 pro liché (coz je pFirozenéjsi
pii centrdlnim doplnéni nul) a ptitom dospét k témuz vysledku. Ostatni vzorky nového spektra
vsak vyjdou jinak, nebof pfi centralnim doplnéni nul de facto ,,interpolujeme“” spektrum jiného
signalu nez pii pouhém pripojeni nul. Dvoji zpusob doplnéni nul a jeho dusledky ve spektralni
oblasti ilustruje obrazek 5.13.

5.4 Algoritmus rychlé Fourierovy transformace (FFT)

Jak je ziejmé z definice DF'T a jak jsme ostatné vidéli i na piikladu vypoctu DFT v odstavcei 5.1,
k vy¢isleni N koeficienti DFT klasickym postupem je tfeba N x N operaci ndsobeni. Numer-
ickou ndro¢nost standardniho vypoctu DFT tedy muzeme odhadnout jako ~ N? (pii zanedbdn{
numerickych ndkladu na vytvoreni mocnin v matici DFT). Algoritmus rychlé Fourierovy trans-
formace (FFT, z anglického Fast Fourier Transform) je algoritmus umoznujici snizit numerickou
narocnost vypoctu DFT na ~ 2N log, N. Algoritmus byl objeven v Sedesatych letech 20. stoleti a
jeho autory jsou J. W. Cooley a J. W. Tukey. Byl ve své dobé revoluci ve vypoctu Fourierovskych
transformaci.

Abychom ziskali predstavu, jak velké urychleni vypoctu algoritmus predstavuje, uvazme
napiiklad, Ze mame milion vzorku®, tedy N = 10°. Naklady na klasicky vypocet by tedy byly
~ 10'2, zatimco ndklady amérné 2N log, N pouze ~ 107, coz je rozdil 5 adi! Piedstavme si
hypoteticky poéitac, ktery by 107 operaci ndsobeni provedl za 10 vteiin. Klasicky vypoéet DFT
by na takovém pocitaci trval vice nez 11 dni. I kdyz jsou dnesni pocitace daleko rychlejsi nez nas
hypoteticky pocitac¢ a v budoucnu jejich vykon stédle poroste, nic to neméni na relativnim poméru
numerickych naroki na oba zpusoby vypoétu. Vykonnéjsi vypocetni technika pouze umoznuje
uvazovat stdle vétsi pocet vzorku pii zachovani ,rozumného* vypocetniho ¢asu.

70 interpolaci bychom spravné méli mluvit pouze v piipadé, Ze signaly v DFT chdpeme jako diskrétni reprezen-
tace spojitych signédlu. V tomto odstavci vsak zatim pfislugné N-tice a LN-tice timto zpusobem neinterpretujeme.

8V z4jmu jednoduchosti a nizornosti této ivahy zde neuvazujeme, ze pocet vzorkdi musi byt roven mocniné
dvou, viz déale. Pti relativnim srovnani numerické naro¢nosti FFT a klasického vypoc¢tu DFT tato skutecnost
nehraje zasadni roli.
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vvvvvv

dat si muzeme udélat predstavu o srovnani numerické naroc¢nosti klasického vypocétu DFT a
algoritmu FFT z grafu na obrazku 5.14.

Enormni zrychleni vypoctu, které algoritmus umoznuje, je podminéno formalnim omezenim
na poéet vzorkt v DFT — N musi byt mocninou 2, jak uvidime déle®. V praxi to nepiedstavuje
vazny problém, nejc¢astéji se skutecny pocet vzorku, vzeslych naptiklad z néjakého méreni, prosté
doplni nulami, aby se dosdhlo poc¢tu rovného nejblizsi vyssi mocniné dvou. Pii velkém poctu
vzorku to vSak muze klast vétsi pamétové ndroky.

Zakladni idea FFT spocivd v tom, ze se séitaji zvlast vzorky se sudym a zvl4sf s lichym
indexem. Piedpoklddejme DFT pro N vzorkia, kde N = 2¥ a rozdélme ji na dvé sumy (pro

9Existuji i dalsf alternativni algoritmy FFT, pracujici s jinym poétem vzorki, napi. mocninou 3 a podobné.
Algoritmus zaloZeny na mocninéch dvou je vsak nejrozsitengjsi, a proto pod pojmem FFT médme v tomto kurzu
na mysli pravé tento pristup.

a) 10/8 ¢ SR{H}
Jtq
jhl TT 1717
DFT
m - 1 S{H}
] I
b)
sy R{H}
}2’771,
4| II - ISR
m - S{H;}
1 T . l
[

Obrazek 5.13: Doplnéni nulami signalu z obrdzku 5.12a: a) pfiddnim nul za posledni vzorek
signalu, b) centrdlnim doplnénim nulami. Ve spektru (vpravo) se objevuji nové vzorky
(zndzornény Sedou barvou); vzorky s indexy [ = 0,2,4,6 odpovidaji podle (5.31) spektralnim
vzorkum z obrazku 5.12a.
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10

6
10"
DFT

Pocet komplexnich nasobeni

Pocet vzorku v DFT

Obrazek 5.14: Odhad numerickych ndroku (méfenych poc¢tem komplexnich nésobeni) FFT v
porovnani s klasickym vypoc¢tem DFT v zavislosti na poc¢tu vzorku.

zkréceni zapisu vyuzijeme notaci wy = exp(—i27/N))

1 Nzl 1 [(V/2)-1 (N/2)—1
S o= N Snw?\fl = N ( Z SQmw]Qle + Z 82m+1w§3m+1)l
n=0 m=0 m=0
1 [W/2)-1 . l (N/2)—1 -
= ﬁ Z SmeNm + wN Z ng+1wNm
m=0 m=0
1 [(N/2)-1 - z (N/2)—1 ) i
= N ij) Som (W) +wy mZ:() Som+1 (W) .

Pro w3, plati
w? = (exp(—i27/N))* = exp(—i2n/(N/2)) = W /2

Diky tomu muzeme psat

L[ (N/2)-1 )
Si= mzo SamW}y + Wl mzo Somt1 Wty :N(5ﬁ+wgv5l0),

kde vzorky SF a SP,1=0,1,...,N—1 jsou poéitany pomoci DFT pro N/2 sudych a N/2 lichych
vzorki (tj. vzorku se sudym a lichym indexem). Vzorky SF a SP jsou periodické s periodou N/2,
.

Sl]iN/Q = SzEa Sl(J)rN/Q = SZO

a plati

Diky tomu muzeme pro S; = DFT [sp],n=0,1,..., N — 1 psét

1
Sy = N (SE—FU)?VSICO) ) Sk+N/2 = (S,f—w’fvs,?) k=0,1,...,— —1, (5.33)
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kde SF = DFT[som) a Sf = DFT[sam+1], piim = 0,1,..., 5 —1. Obrézek 5.15 ukazuje ndzorné
schema vypoctu pro piiklad N = 8.
Abychom si 1épe uvédomili podstatu algoritmu, uved me konkrétni ptiklad.

Piiklad:
Najdéte DFT N-tice [2,8,4,5,6,7,8,9] pomoci metody FFT zndzornéné schematicky na obrdzku
5.15.

Dekompozici na sudé a liché vzorky provedeme pomoci nahrazeni nulou sudych resp. lichych
vzorku nasledujicim zpusobem

[2,3,4,5,6,7,8,9] =[2,0,4,0,6,0,8,0] + [0,3,0,5,0,7,0,9].

Prvni N-tice na pravé strané vlastné predstavuje roztazeni signdlu [2,4,6,8], zatimco druha
roztazeni signalu [3,5,7,9] s cyklickym posunem o jeden vzorek doprava. Necht je DFT[2,4,6,8] =
[A,B,C, D] a DFTI3,5,7,9] = [E, F,G, H]. Pak (pomoci (5.30) a (5.15))

DFT[2,0,4,0,6,0,8,0] = [A,B,C,D,A,B,C,D]

DFTI[3,0,5,0,7,0,9,0] = [E,F,G,H,E,F,G, H|

DFTI[0,3,0,5,0,7,0,9] = [E,wiF, wiG, wiH, wik wiF, wiG, wiH]
[E,wiF, wiG,wiH,—FE, —wiF, —wiG, —wiH],

kde jsme spektrum posunutého signalu nasobili modulacnimi faktory, coz vlastné predstavuje
rotaci v komplexni roviné, viz ndzorny obrazek D.14. Zamérné jsme zde nepocitali DF'T prislusnych
N-tic, ale ponechali jsme spektra v symbolickém oznaceni jednotlivych vzorku pismeny, aby byla
lépe patrnd manipulace s témito vzorky. Vysledné DFT spektrum pak ziskdme sectenim a lze
ho zapsat jako

DFTI2,3,4,5,6,7,8,9] = [A+FE, B+ws F, C+wiG, D+wsH, A—E, B—ws F,C—wiG, D—wi H).

Vsimnéme si uspory numerickych nakladu, které jsme timto postupem dosahli, napt. pro
pocet komplexnich ndsobeni. Namisto 82 = 64 nasobeni v klasickém vypoétu, jsme potiebovali
2 x 4% nasoben{ pro 1 ¢tverici sudych a 1 ¢tvefici lichych vzorka plus tfi ndsobeni faktory wg, w3
a wj, celkem tedy 35 komplexnich ndsobeni. Jiz to piedstavuje znacnou dsporu (cca 45 %), avsak

So—= < o 85‘0
Sg—wl N=4 < /+(u—'83'1
= DFT ~ 7777 85)

. S5

- RS
- X w, -

3 diak ; ==o=8 55

o1 \
X 1wy O
ss—=| DFT |2 -8,
i X w2 \+ S 1
S7—n \‘; e SAST
X Wy

Obrazek 5.15: Rozdéleni DFT pro N = 8 na dva vypocty DFT pro N = 4 pomoci dekompozice
na vzorky se sudym a lichym indexem.
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tim moznosti FFT nekonci. Cely postup muzeme opakovat pro kazdou ze dvou ¢tvetic sudych
a lichych vzork, tj. rozlozime je na dvé dvojice sudych a lichych vzorku, jak ukazuje obrazek
5.16. Vsimnéme si, ze v tomto kroku jsme pocet komplexnich nésobeni zredukovali jiz jen na
4 x 2% +8=24.

S0 —¥ =3 T =085,
s4—+DFT . /.86,
SQ—»HV_ O—>8€’_,

N = 777852
S6 _’DFT = §><>w/+(9"85’3
51 T IN=2 ¥ _\“’"8AS’4
S5 —»DFT . >OA\:">->8AS")
53 —» N =29 — o—bgkgo
s —IDFT 585,

Obrazek 5.16: Rozdéleni DFT pro N = 4 na dva vypocty DFT pro N = 2 pomoci dekompozice
na vzorky se sudym a lichym indexem a jejich zaclenéni do schematu na obrazku 5.15.

Dospéjeme-li v algoritmu FFT k dilécim N-ticim pro N = 2, je néasledny vypocet jiz velmi
jednoduchy. Diky (5.32), mame

250 = (S(] =+ 81), 251 = Sp — S1-.

Tento vypocet je schematicky zndzornén na obrazku 5.17. Tomuto diagramu se pro jeho charak-
teristicky tvar fika ,motylovy“ diagram. Tvori vlastné stavebni kdmen FF'T — i obrazky 5.15 a
5.16 obsahuji v sobé toto zdkladni schema a nékdy se proto téz nazyvaji motylové diagramy°.

2.5

28,

Obrazek 5.17: Schema vypoctu DFT pro N = 2.

Nahradime-li DFT pro N = 2 v obrazku 5.16 dostaneme schema na obrazku 5.18. Vidime
z néj, ze pocet komplexnich nasobeni se zredukoval na 12. Mezi nimi je ovSem zapocitano i 7
nasoben{ faktorem wg = 1, ktera bychom nemuseli uvazovat, avsak subroutiny pro vypocet FFT
musi uvazovat obecny modulac¢ni faktor v dilé¢ich motylovych diagramech, a proto i nasobeni
jednickou realizuji jako nasobeni komplexnim ¢islem 1 + 0i.

Pro N = 2L vzorki musime tedy log, N-krat pierovndvat vzorky vstupujici do DFT za i¢elem
oddéleni sudych a lichych. Kazdé této fazi vypocétu FFT odpovidd N/2 zdkladnich schemat
z obrazku 5.17 a kazdé z nich predstavuje jedno komplexni nasobeni a 2 komplexni sc¢itani.
Celkové numerické naroky FFT lIze tedy shrnout jako (N/2)log, N komplexnich nédsobeni a

19Jedn4 se o specifickou terminologii pouzivanou pouze v souvislosti s FFT.



216 KAPITOLA 5. FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO SIGNALU — DFT
S0 —>o I iy ¥ T 85()
Sy —:UIO : — o~ 85]
Sg o3 = /?f”’ 85,
56 % = — W&’ 853
S1—0 i T 5> e \_t» 8&,’_1
S N 8%
= >~ 856
87 — () ‘Q = l’; ; X\—» 8 AS'T

Obrazek 5.18: Implementace vypoctu DFT pro N = 2 do schematu na obrazku 5.16 — zakladni

schema pro FFT pii N = 8 vzorku.

LN =or DFT FFT
PKN PKS PKN | PKS | tdspora PKN | ispora PKS

1 2 4 2 1 2 5% 0%
2 4 16 12 4 8 5% 30%
3 8 64 56 12 24 81% 57%
4 16 256 240 32 64 87% 73%
5 32 1024 992 80 160 92% 84%
6 64 4096 4032 192 384 95% 90%
7 128 16384 16256 448 896 97% 94%
8 256 65536 65280 | 1024 | 2048 98% 97%
9 512 262144 | 261632 | 2304 | 4608 99% 98%
10 | 1024 | 1048576 | 1047552 | 5120 | 10240 99% 99%

Tabulka 5.3: Srovnani numerickych naroku FFT a klasického vypoétu DFT pro pocty vzorku do
N =219 (PKN = pocet komplexnich ndsobeni, PKS = pocet komplexnich s¢itdni).

N log, N komplexnich s¢itani. Detailni srovnani numerickych naroku FFT a klasického vypoctu
DET poskytuje tabulka 5.3 pro prvnich 10 mocnin dvou. Pro vétsi poc¢ty vzorku jiz je uspora
v numerickych ndrocich pii pouziti FFT vetsi nez 99%! Z tabulky vidime, ze dokonce uz i pri
N > 125 je uspora vypocetniho ¢asu nad 90%.

Ptfipomenme, ze vysledkem postupu FF'T popsaného vyse je N-nasobek DF'T spektra. Vysledné
FFT spektrum tedy jesté musime délit faktorem N (poctem vzorku), abychom dostali spravnou
amplitudu DFT spektra. Pro inverzni DFT lze pouzit presné tentyz zpusob vypoctu pouze s
rozdilnym znaménkem v exponentu modulacnich faktoru. Vysledek se pak jiz po¢tem vzorku
nedéli.

Existuje mnoho programu pro vypocet FFT. Velmi c¢asto se pouziva subroutina FOURI z
knihy Numerickych recepti Press a kol. (1997), obsahujici databdze subroutin v ruznych pro-
gramovacich jazycich. Vzorové stranky z této knihy lze nalézt i na internetu. Pti pohledu na tuto
subroutinu umoznujici tak enormni zrychleni vypoctu ¢tendie mozna piekvapi, jak je kratka —
napf. v jazyce Fortran90 obsahuje pouhych 46 vykonnych fadku. Pti pfebirdni programu od
jinych autoru je tieba peclivé zkoumat, jakou definici DFT ten ktery autor pouziva. Jak vime,
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rozdily se mohou tykat nasobeni faktorem 1/N a piipadné znaménka v exponenciildch.

5.5 Vztah DFT k ostatnim Fourierovskym transformacim

Dosud jsme DFT chapali jako svébytnou transformaci definovanou v odstavci 5.1 aniz bychom
zkoumali ,puvod“ N-tic s, a S, tj. jejich vztah ke spojitym (piipadné diskrétnim) protéjskum
v ostatnich Fourierovskych transformacich. Vrafme se nyni k 1ivahdm v tdvodu této kapitoly,
kdy jsme predpoklddali, ze signal s,, vznikne vzorkovanim spojitého signilu s(t), ptipadné jeho
periodizované verze 5(t), s krokem At. Obdobné DFT spektrum S; muzeme povazovat za signél
vznikly vzorkovanim ze spektra S(f) = F(s(t)), ptipadné ze spojitého periodického spektra
S(f), s krokem Af (popiipadé Aw, pokud bychom pracovali s dhlovymi frekvencemi). Jak vime,
se vzorkovanim v jedné oblasti je vzdy spojena periodizace v oblasti komplementarni. Perioda
opakovani je neprimo umérna vzorkovacimu kroku. Protoze v DFT uvazujeme spolecnou periodu
N v obou oblastech a perioda NAt spojitého signalu v ¢asové oblasti je rovna 1/A f stejné jako
perioda NAf v oblasti spektralni je rovna 1/At, je ziejmé, ze vzorkovaci kroky nejsou nezavislé

a musi pro né platit vztah
1

N:AtAf'

Vyjasnéme nyni podrobnéji vztah DFT k exponencidlni Fourierové fadé spojitého signalu
probirané v kapitole 2. Pro vétsi ndzornost a také v zdjmu nekonfliktniho znaceni nahradime
DFT Fourierovou fadou diskrétniho signdlu. Budeme tedy uvazovat periodické rozsiteni signali
v DFT na cely obor Z, tj. signdly s,,n = 0,£1,...,4+00 a Sl =0,%1,..., +oc0, které jsou v
zakladnim intervalu (0, N — 1) rovny vzoru a obrazu DFT.

Uvazujme spojity T-periodicky signal 5(¢) rozvinuty v exponencidlni Fourierovu fadu

5(t) = i S exp (Q;kt), (5.35)

k=—00

(5.34)

kde koeficient je dan vztahem

L
T

Sk =

i

i2mkt
5(t) exp (—1 ; ) dt.

ol

Diskretizujme §(t) s krokem At tak, abychom dostali N vzorka na periodu 7. Vzorkovaci krok
je tedy At =T/N a ze signalu 5(¢) tak vybereme vzorky

. . T
Sp,=58|n—].
N

I pro tyto diskrétni hodnoty musi platit rozvoj 5.35, tj.
Sp = 3 Sk exp 127rkj : (5.36)
5 2 N

Jak vime, diskrétni exponencidly v sumé na pravé strané rovnice jsou periodické s periodou N.
Muzeme proto substituci £k = [ + Nm prevést sumu na soucet dil¢ich sum v mezich od 0 do
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N — 1, ve kterych tuto periodicitu vyuzijeme

00 00 N-1
Z Z SitNm exp( ( —1—]]\\;'m) ) = Z Z Si4 Nm €XP (127rlﬁn>

m=—oo [=0 m=—oo [=0

Prohodime pofadi séitani (tj. predpokladame obecné absolutni konvergenci fady), ¢imz dostaneme

N—-1 oo I
- Z Z Sl+Nm €xp <12ﬂ-ﬁn>7

=0 m=—o©

odkud jiz snadno pfejdeme k defini¢nimu vztahu Fourierovy fady diskrétniho signalu

N-1
~ l
§p = lz_; Sy exp <i27rﬁn>, (5.37)
oznacime-li

> Siwm. (5.38)

m=—o0

Veli¢ina S, piedstavuje v rovnici (5.37) koeficient Fourierovy fady diskrétniho signdlu. Pak ovsem
rovnice (5.38) ddva hledany vztah mezi Fourierovymi koeficienty fady diskrétniho signélu $,
a rozvoje puvodniho spojitého signdlu 5(¢), ze kterého signdl $,, vznikl diskretizaci s krokem
At =T/N. Z rovnice (5.38) vyplyvd, podle oc¢ekavani, ze koeficienty Fourierovy fady diskrétniho
signalu jsou dany periodizaci Fourierovych koeficientu puvodniho spojitého signalu, viz obrazek
5.19. Je ztejmé, ze pokud Fourierovy koeficienty spojitého signalu nejsou nulové mimo inter-
val (0, N — 1), dojde pfi periodizaci k prekryvani, tj. ve spektralni oblasti nastane efekt alias
(obrdzek 5.19¢ a déle pak 5.20e a g).

Uvazme, ze v zakladnim intervalu (0, N — 1) se koeficienty Fourierovy tady diskrétniho
signdlu rovnaji koeficientim DFT, tj. Sy = SPET, kde hornf index , DFT zde uzivame pro ro-
zliSeni od koeficientu Fourierovy tady spojitého signalu. Pak tvrzem o periodizaci Fourierovych
koeficientu plati i ve vztahu DFT a Fourierovy exponencidlni fady spojitého signédlu

SioodN = Z St nm- (5.39)

m=—00

Pokud pri periodizaci Fourierovych koeficientu nedochazi k efektu alias, je mozné z DFT
spektra (popiipadé Fourierovych koeficientu diskrétniho signdlu) jednoznaéné urcit Fourierovy
koeficienty puvodné spojitého periodického signédlu (viz obr. 5.20b, d a ¢, f). To nabizi moznost
interpolace hodnot signdlu 5(¢) (potazmo s(t)) sectenim piislusné Fourierovy fady. Jedna se o
obdobu vzorkovaciho teorému (4.16) z odstavce 4.5, tentokrat vsak pro periodické signaly!!

1Pokud bychom chtéli timto zptisobem interpolovat i pivodni neperiodicky signal s(t), pak na rozdil od 3(t)
takovd interpolace nikdy nemuze byt pfesnd, nékdy muze dokonce byt zcela chybnd. Duvodem je piitomnost
efektu alias v casové oblasti. Predpokldddme-li kone¢ny pocet Fourierovych koeficientu, je v dusledku Paley-
Wienerova teorému nosi¢ signilu v Casové oblasti nutné neomezeny. Velikost odchylky mezi s(t) a §(t) diky
aliasu v ¢asové oblasti pak zavisi na konkrétnim tvaru signalu 3(¢).
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Obréazek 5.19: Vztah Fourierovy fady spojitého signdlu (a) k Fourierové fadé diskrétniho signdlu
(DFT): b) periodizace bez piekryvéni ve spektralni oblasti, ¢) periodizace s prekryvanim ve
spektralni oblasti. DFT je v ¢dstech b) a ¢) vyznacena Cerné.

Véta (Vzorkovaci teorém pro periodické signdly):

Ptredpokladejme spojity T-periodicky signdl §(t), ktery méa pouze N nenulovych koeficientu
Fourierovy exponencidlni rady. Je-li s, diskrétni signdl vznikly vzorkovanim spojitého
signdlu §(t) s krokem At = T/N, pak hodnoty spojitého signdlu 5(¢) lze rekonstruovat
z hodnot diskrétniho signalu s, pomoci vzorce

r t—nAt

N-1 in|rmr—/——

! . (N = 1)(t — nAt) At

5(t) = N nEO Sp €Xp <17r AT - (Wt — nAt) : (5.40)
NAt

To znamena, ze za splnéni podminek této véty je spojity periodicky signal reprezentovan konec¢nou
mnozinou vhodné vybranych vzorki.

Dikaz:
Funkci §(¢) rozvineme v exponencidlni Fourierovu fadu a periodu vyjddiime jako T = NAt.
Vyuzijeme toho, ze fada ma jen N nenulovych koeficientu

N-1 "
5(t) = Z S) exp <127Tm> :

Podle predpokladu nedochéazi ve spektralni oblasti k prekryvani, a proto muzeme za S; dosadit
z rovnice (5.1). Pak

N-1 N-1

5(t) = % D sa ) exp (i% (NLN(t - nAt)>> :

n=0 =0

Suma pfes [ je suma typu (D.9.8); zde vsak misto proménné ¢ stoji proménnd 27 (t —nAt)/NAt.
Dosazenim souctu této fady pak snadno dostaneme (5.40), ¢.b.d.
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Doplnime-li vztah mezi DFT (Fourierovou fadou diskrétniho signdlu) a Fourierovou fadou
spojitého (periodického) signalu (5.39) o vztah (3.12) mezi Fourierovymi koeficienty spojitého
signalu a Fourierovym spektrem spojitého neperiodického signalu, miuzeme zformulovat nasledujici
veétu:

Véta (O vztahu DFT k Fourierové transformaci a Fourierové tadé spojitého signélu):

Rozvinme funkei s(t) = F1(S(f)) s koneénym nosi¢em v exponencidlni Fourierovu fadu
s koeficienty S,, na intervalu délky 7' obsahujicim tento nosi¢. Funkce s(t) se sectenim
Fourierovy fady periodizuje na 5(¢). Diskretizujme déle funkci §(¢) s krokem T /N, abychom
ziskali N vzorki na kazdém intervalu délky T, coz dava diskrétni signal s, = $(nT/N).
Omezme se u tohoto signalu na zakladn{ interval (0, N — 1): s, = DFT ' SPFT. Pak mezi
spektry ve zminénych Fourierovych transformacich plati vztah

oo

R~ 1 2m(l + Nm
Simodn = 51 = Z SitNm = NA7 Z S <%> . (5.41)

- m=—cQ

Pro tdplnost dodejme, ze pii pouziti obycejné frekvence v reprezentaci spektra spojitého signalu
namisto dhlové bychom museli pouzit vzorec (3.11) a rovnici (5.41) psat formalné ve tvaru

~ > 1 > [+ Nm
DFT _ & _ _
Simodn = S1 = Z Sl+Nm——NAt Z S<—NAt )

m=—0oo m=—0oo

Vztah ti{ Fourierovskych transformaci ve vyse uvedené vété ilustruje graficky schématicky
obrazek 5.20. Véta i obrdzek se vazi k jednomu ze dvou zpusobu ,,odvozeni“ DFT zminénych
v uvodu této kapitoly, a sice diskretizaci spojitého signalu, zname-li jeho diskrétni spektrum
(Fourierovy koeficienty).

Obrazek 5.20 je v mnoha ohledech zjednoduseny. Jednak pomiji pfipadné multiplikativni
faktory 1/T a 1/N na svislé spektralni ose, a jednak muze svddét k dojmu, Ze za jistych okolnosti
nenastavd efekt alias ani v ¢asové, ani ve spektralni oblasti (obrdzek 5.20d). To rozhodné neni
pravda. Jak vime z Paley-Wienerova teorému (odstavec 3.11), mé-li signdl omezeny nosi¢ v jedné
oblasti, nutné musi mit neomezeny nosic¢ v oblasti komplementarni (tedy, striktné vzato, alias v
komplementédrni oblasti nastavad vzdy). Otézkou je, jak rychle signdl v piislusné oblasti ubyva.
Muze se stat, ze ubyva dostatecné rychle, abychom jej mohli povazovat za efektivné nenulovy
pouze na kone¢ném intervalu. Pak by byl efekt alias v komplementarni oblasti nepatrny, pripadné
zanedbatelny (jako napiiklad u Gaussovy funkce z obrdzku 5.20). V takovém piipadé existuje
sance aproximovat pomoci DFT s pfijatelnou presnosti kompletni Fourieruv pér s(t) = F(s(t)).
V praktickych aplikacich se vétsinou nachazime v situaci znazornéné na obrazku 5.20g (alias v
obou oblastech), kterou se snazime vhodnou volbou vzorkovacich kroku a celkového poctu vzorku
priblizit bud pifpadu 5.20e nebo 5.20f, podle toho, zda chceme pomoci DFT poécitat signal v
casové nebo frekvencni oblasti. Dulezité je minimalizovat vliv efektu alias v nasem ,,zajmovém*
intervalu, tedy naptiklad v urcitém casovém okné nebo v uréitém rozsahu frekvenci.

Abychom lépe pochopili druhy ze zptusobu ,,odvozeni“ DFT zminénych v ivodu kapitoly,
zaméime se podrobnéji na vztah Fourierovy fady diskrétniho signdlu (DFT) a Fourierovy trans-
formace diskrétniho signdlu. Z uvodu kapitoly vime, ze tento vztah je dan vzorkovanim spojitého
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Obrazek 5.20: Vztah Fourierovy transformace spojitého signalu (a) k Fourierové fadé spojitého
signalu (b,c) a k Fourierové fadé diskrétniho signdlu - DFT (d — g). Obrdzek demonstruje vliv
volby vzorkovactho kroku 1) ve spektrélni oblasti (b vs. ¢), 2) v ¢asové oblasti (d, f vs. e, g).
Pro jednoduchost nejsou uvazovany konstantni multiplikativni faktory 1/7T a 1/N, tj. vertikalni
osy nejsou vzdy ve stejném meéfitku. Teckovanou ¢arou je v obrazcich b — g znazornén tvar
spojitych signdlu z obrazku a. V ¢astech d — g jsou tuéné znazornény vzorky odpovidajici DFT,
tj. s indexem 0 az N — 1.

periodického spektra. Predpokladejme diskrétni (neperiodicky) signal s,,n € Z, a jeho spojité
spektrum S(2)

o0

S(Q) = Z Sy, exp(—iQn).

n=—oo

Jak vime, perioda tohoto spektra je 2r. Odeberme N vzorku na periodu s krokem AQ = 27 /N.
Vzorky budou odebrany v bodech w; = 27l/N:

- (27l = In
S (W) = Z Sp, €XPp <—127TN> i
n=—oo
Substituci n = m + kN a vyuzitim periodicity exponencial dostaneme
oo N-1

() £ B %),

k=—00 m=0



299 KAPITOLA 5. FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO SIGNALU — DFT

Za ptedpokladu absolutni konvergence fady muzeme piehodit poradi sumaci

(m) Z i N (-1%%) (5.42)

m=0 k=—c0

a oznacit

= > Smukn. (5.43)

k=—o00

Pak rovnice (5.42), az na faktor 1/N, udévé koeficienty Fourierovy fady diskrétniho signélu S,
a zaroven (v ramci zédkladniho intervalu (0, N — 1)) i koeficienty DFT spektra S,, (srov. s (5.1)).
Hledany vztah mezi Fourierovou fadou diskrétniho signdlu (DFT) a Fourierovou transformaci
diskrétniho signdalu je tedy

27l
S; = SPIT. — —S < N) (5.44)

Vztah mezi Fourierovou fadou a transformaci diskrétniho signédlu je demonstrovan na obréazku
5.21. Opét je ziejmé, Ze pfi periodizaci muze nastat alias, tentokrat v casové oblasti'? (viz obrazek
5.21c).

a) s 5(0)

! /]

L, — \/\/

ol n . Of = Q
b) S(IAQ)4

j TT"TTT e _otm—-.m_‘“_{)
©) suan)t N )

| - 29¢009?
ol N1 n S 0

Obrazek 5.21: Vztah Fourierovy transformace diskrétniho signdlu (a) k Fourierové tadé
diskrétniho signdlu (DFT): b) periodizace bez piekryvani v ¢asové oblasti, ¢) periodizace s
prekryvanim v ¢asové oblasti. DFT je v ¢dstech b) a ¢) vyznacena cerné.

Revokujme vztah mezi Fourierovou transformaci spojitého a diskrétniho signdlu (4.12). V
kombinaci s pravé odvozenym vztahem k DFT ndm umoznuje zformulovat nasledujici vétu.

12 Alias ve spektrélni oblasti zde momentdlné nediskutujeme, je pifpadné obsazen uz v periodickém spektru

3(Q).
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Obrazek 5.22: Vztah Fourierovy transformace spojitého signdlu (a) k Fourierové transformaci
diskrétniho signélu (b,c) a k Fourierové radé diskrétniho signalu - DFT (d - g). Obréazek demon-
struje vliv volby vzorkovactho kroku 1) v ¢asové oblasti (b vs. ¢), 2) ve spektralni oblasti (d, f
vs. e, g). Pro jednoduchost nejsou uvazovany konstantni multiplikativni faktory 1/7" a 1/N| tj.
vertikdlni osy nejsou vzdy ve stejném meéritku. Teckovanou ¢arou je v obrazcich b — g zndzornén
tvar spojitych signalu z obrazku a. V ¢astech d — g jsou tuéné znazornény vzorky odpovidajici
DFT, tj. s indexem 0 az N — 1.

Véta (O vztahu DFT spektra k Fourierové transformaci diskrétniho a spojitého signalu):

Diskretizujme funkci s(t) = F~1(S(f)) s casovym krokem 1. Takto vzniklému diskrétnimu
signalu odpovidd ve spektralni oblasti 2m-periodickd funkce S(Q); s, = F~1(S(Q)).
Diskretizujme dale toto spektrum s krokem A{? tak, abychom dostali N vzorku na pe-
riodu 27, tj. AQ = 27 /N, ¢emuz v ¢asové oblasti odpovida periodicky diskrétni signal
Sn s periodou N. Omezime-li se u tohoto signalu i u diskrétniho periodického spektra na
zékladni interval (0, N — 1), muzeme mezi spektry psat pfevodni vztahy:

- 1 < (2nl R 2r(l+ Nm
Slgf)‘cj;N S NS (W) — N—At Z S <(]V—At)> . (545)

Podobné jako v pripadé piredchozi véty, pii pouziti obycejné frekvence namisto tithlové by rovnice
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(5.45) musela byt (s vyuzitim (4.13)) zapsdna ve tvaru

- - (1 1 it [+ Nm
DFT _ & _ & ) = _ -
Simody = 51 = 775 <N> NAthOOS< NAL >

Vztah DFT spektra k Fourierové transformaci diskrétniho a spojitého signdlu ilustruje graficky
schematicky obrazek 5.22. Podobné jako 5.20 je velmi zjednodusujici. ,,Idedlni“ situace na obrazku
5.22d muzeme v praxi dosahnout jen velmi pfiblizné. Z principidlnich duvodu vzdy alespon
v jedné oblasti (¢asové nebo spektralni) musi nastdvat efekt alias, vétSinou vsak nastiva v
obou. Piipad od pifpadu pak musime posoudit, do jaké miry znehodnocuje vypocet s(t) nebo
S(f) pomoci DFT v naSem zajmovém intervalu. Vhodnym zmensenim vzorkovacich kroku (za
piipadného zvyseni celkového poctu vzorku N podle vzorce (5.34)) se pak snazime doséhnout
alespon pfiblizné situace na obrazcich 5.22e nebo f.

V souvislosti se vztahy Fourierovskych transformaci spojitého a diskrétniho signalu zminme
jesté dulezity termin tzv. Nyquistova frekvence. Je to ¢islo definované pomoci vzorkovaciho
kroku v case

1

fNZQ_At-

(5.46)

Pro spektrum reprezentované pomoci uhlové frekvence musime namisto fy uvazovat ihlovou
Nyquistovu frekvenci wy = 27 fy = w/At, kterou jiz zndme z kapitoly 4. Dosadime-li za At ze
vztahu (5.34)

_ N2rAf  NAw
22

_ NAf

fv =5

WN
vidime, ze Nyquistova frekvence je rovna poloviné délky periody ve spektralni oblasti. V DFT
této frekvenci odpovidd spektralni vzorek s indexem N/2—1 (pii sudém poctu vzorki). Jak vime,
za timto vzorkem se pii periodickém opakovani objevuji vzorky pro zaporné indexy. Pro redlné
signély jsou to dokonce pouze komplexné sdruzené hodnoty k vzorkum s indexy —N/2 az —1.
Nyquistova frekvence tedy udava nejvyssi skuteénou frekvenci ve spektru, pro kterou muzeme
spektrum jesté reprezentovat pomoci DFT a ptripadné také pomoci Fourierovy transformace
diskrétniho signalu. Obecné, spektralni hodnoty pro frekvence vyssi nez Nyquistova frekvence
nenf z principidlnich duvodua mozné ziskat ani pomoci DFT (Fourierovy fady diskrétniho signalu)
ani pomoci Fourierovy transformace diskrétniho signdlu. A jak je to se spektralnimi hodnotami
pro frekvence mensi nez frekvence Nyquistova? Ty sice pomoci zminénych metod principidlné
pocitat muzeme, avsak zda odpovidaji skuteénym spektralnim hodnotam pro spojity signal nebo
ne zavisi na tom, jestli dochdzi ve spektru k prekryvani (efektu alias) ¢i nikoliv. Je-li pfitomen
efekt alias, je spektrum zatizeno vétsi ¢i mensi chybou i pro frekvence mensi nez fy (wy), jak
je vidét napriklad na obrézcich 5.20e a 5.20g a 5.22f a 5.22g.

5.6 DFT dvoudimenzionalnich signalia

Dvoudimenziondlni (2D) diskrétni signdl s, ,,m = 0,1,...,N=1:m = 0,1,..., M—1 pfedstavuje
vlastné matici N x M. DFT 2D signdlu (2D DFT) nachazi nejvyznamnéjsi aplikace v problem-
atice zpracovani obrazku. Dva indexy prislusejici 2D signalum pak urcuji jednotlivé pixely v
obrazku.
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Definice: (2D DFT)

Diskrétni Fourierovou transformaci diskrétniho signalu s, ,,n = 0,1,...,N — 1;m =
0,1,...,M — 1 nazveme signdl S;;,l = 0,1,...,. L — 1;k =0,1,...,K — 1, kde L = N
akK=»M

, V1M ol mk
St =DFT{snmtir = Vi Z Spm €XD {—127r (N + ﬁ) } (5.47)

n=0 m=0

Inverzni diskrétni Fourierovou transformaci odpovidajici spektru S(l, k) je

L-1K-1 In km
m=DFT S }nm = Z Sk exp {127T ( + —) } ) (5.48)

=0 k=0

Spektrum v 2D DFT je obecné komplexni (i pro redlny signél s, ,,) a vyjadiuje se bud pomoci
realné a imaginarni ¢asti, nebo pomoci modulu (amplitudového spektra) a faze (fazového spek-
tra). Za ilustraci 2D DFT muzeme povazovat obrdzek 3.27 z kapitoly 3.14, avSak nyni ani signél
ani jeho amplitudové a fazové spektrum nepokracuji do +oo. Oproti konvenci prijaté v této
kapitole, kdy signdl i spektrum lezi v intervalu (0, N — 1) x (0, M — 1), v obrazku 3.27 jsou jak
obrazek, tak obeé jeho spektra zadana v intervalu (—N/2, N/2 — 1) x (—M /2, M /2 — 1) (pfesnéji
feceno (—N/2,N/2 — 1) x(—N/2,N/2 — 1)), tj. M = N). To je umoznéno periodicitou signdlu a
jeho spektra (viz dile) a odpovidd to alternativni moznosti, jak nékteri autofi definuji 2D DFT.
Z dalgich alternativnich definic zminime rozdily ve faktoru 1/NM, ktery se nékdy pfirazuje k
inverzni 2D DFT, piipadné se uvazuje faktor 1/v/ NM symetricky u piimé i inverzni transfor-
mace. Dalsi rozdily mohou byt v zdméné znaménka imaginarni jednotky v exponenciale u piimé
a inverzni transformace.
DFT spektrum 2D signdlu muzeme téz zapsat ve tvaru

N-1M-1 nl  mk

1 M
= — S BT W i
St NM % i S”meXp{ ' 7T(J\f+ M

1 M- k 1 Nt l
= 1 2 exp{—iQW (%)} N - Z snmexp{—iQW <%> },

ze kterého je zitejmé, ze 2D DFT je mozné pocitat metodou rozkladu na radky a sloupce, tj. po-
moci dvou po sobé nésledujicich jednodimenzionélnich DFT, pii kterych se nejprve transformuji
fadky matice s, ,, podle proménné n a poté sloupce piislusného DFT spektra podle proménné
m. Je mozny samoziejmé i postup opacny, tj. nejprve transformovat sloupce a teprve poté radky
(DFT spektra). Analogicky lze rozlozit i inverzni 2D DFT.

V aplikacich se casto setkdvame s piipadem, kdy v obou proménnych mame stejny pocet
hodnot DFT, tedy N = M. Pak muzeme 2D DFT napsat v elegantnim maticovém tvaru

(5.49)

1

a inverzni 2D DFT jako
s=(WS)W,
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kde matice W je Vandermondova matice W, = wi¥ = (exp(—i27/N))"* viz odstavec 5.1. V
maticovém tvaru bychom samoziejmé mohli napsat i obecnou 2D DFT (N # M), pouze matice,
kterymi se nasobi zleva a zprava by byly ruzné.

Rozklad na fadky a sloupce je vyhodny i pro numericky vypocet 2D DFT. Zatimco pro kla-
sicky vypocet pomoci (5.47) bychom potiebovali pfiblizné N2M? operaci komplexniho ndsobeni
(a obdobny pocet komplexnich s¢itani), pii rozkladu na fadky a sloupce jiz jen =~ NM (N + M)
nasobeni a pii pouziti FFT pak dokonce jiz jen &M log,(N/2 + M/2) nésobeni. Napiiklad pri
velikosti obrazku 8 x 8 pixelt se jedna o redukci z 3136 na 64 nasobeni.

Piedpoklddejme, Ze signal s,,,, je mozné specidlné napsat ve faktorizovaném tvaru s, ,, =
fn9m, tj- jako soucin dvou signélu jedné proménné. Z rovnice (5.49) pak plyne okamzité, ze

1= mk . nl
Stk Z Gm €XP {—127r ( i > } fnexp {—127( (N) } = G, F. (5.50)

2D DFT spektrum je tedy opét faktorizovatelné v soucin dvou DFT spekter F; = DFT]f,]
a Gy = DFT|gm)|. Této vlastnosti 2D DFT fikdme separabilita. Je analogii separability 2D
Fourierovy transformace spojitych signdlu, viz rovnice (4.9) v odstavci 3.14.

2D DFT S;, je mozno zobecnit na Fourierovu radu 2D diskrétnihg signalu S’l,k. V zakladnim
intervalu (0, N — 1) x (0, M — 1) je S, = Sy, vné tohoto intervalu je S; ; periodickym rozsifenim
signalu Sy, s periodou N v proménné n a periodou M v proménné m. Uvazujme s,r € Z, pak

1 N=1

Mt : n(l+rN) m(k+sM)
n,m —i2
2 Omzos exp { —i2w i + i

1 Nl . nl  mk . n(rN) m(sM) B
= Nanomzosnmexp{—ﬁﬂ(N—I—W)}exp{—ﬁﬂ( N + i = Sk,

coz muzeme téz zapsat jako SZJ = SimodN,jmodm- Analogicky koeficientum Fourierovy rady
diskrétniho signalu odpovida v komplementdrni oblasti periodicky signdl S;; = SimodN,jmod
ktery predstavuje periodické prodlouzeni inverzni 2D DFT. Tlustraci takovych periodizaci signdlu
a jeho spektra ukazuji obrazky 5.23 a 5.24.

i,j Sl+rNk+sM -
7-]

Vlastnosti 2D DFT jsou analogické vlastnostem DFT, které zndme z jednodimenziondlniho
piipadu. Jsou shrnuty v tabulce 5.4. V tabulce jsou pouzity DFT pdry S = DFT[snm] a
Fix =DFT|fom), Gix = DFT[gnm), kde ,n=0,1,....N—-1ak,m=0,1,...,M — 1.

Obdobné jako v 1D ptipadé, i zde je dusledkem komplexniho sdruzeni a zrcadleni signalu i
to, ze pro spektrum redlného signdlu s, ,, plati

SN 1)modN,(M—k)ymodM = Stk (5.51)

V dusledku toho je redlna ¢ast spektra symetrickd (sudd) a imagindrni antisymetrickd (lichd)
ve smyslu popsaném v odstavci 3.14 (viz téz obrazek 3.29). Stejné symetrie (antisymetrie) na-
jdeme i u amplitudového (fazového) spektra. Obrazek 5.24 ukazuje schematicky sméry symetrif
amplitudového spektra. Naopak fazové spektrum redlného signdlu by bylo ve stejnych smérech
antisymetrické.
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VLASTNOST

DFT VSTUP

DFT VYSTUP

lin. kombinace
cyklické posunuti
modulace
transpozice

cyklické zrcadleni

komplexni sdruzeni

realny signal

fpm + BYnm, o, B € C

S(n—i)modN,(m—j)mod M
Spm €XD (127r (N + ]ﬁ))
Sm,n
S(N—n)modN,m
Sn,(M—m)mod M

S(N —n)modN,(M —m)mod M

aly, + BG

Rl

Sy i, exp (—i27r (% + ]M))
S(1—i)mod N,(k—j)mod M
Sk
S(N—1)mod N,k
S1(M=k)modM
S(N—n)mod N,(M—k)mod M

S(N—1)modN,(M—k)mod M

Stk = S(N=1)mod N,(M—k)mod s

N-1M-1
. 1
cyklickd konvoluce NI Y famIti—n)modN,(j—m)modM FipGug
n=0 m=0
N-1M-1
nasobeni FrmGnm Yo > FiiGlipmodn,(j—k)modM
1=0 k=0
LN _
cyklicka korelace NI S n.m9G+n)mod N, (j-+m)mod M FipGuy
n=0 m=0
L N _ )
cyklickd autokorelace | - Sn,mS(i+n)modN,(j+m)mod M SteSik = |[Sixl
n=0 m=0
L N N-1M-1
Parsevaluv teorém NI JomGnm = 22 > FiuGu
n=0 m=0 =0 k=0
N-1M-1 N-1M-1
Rayleightuv teorém NL |Snm|? = Z Z s
n=0 m=0

Tabulka 5.4: Nejdulezitejsi vlastnosti 2D DFT.
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Obrézek 5.23: Signdl 5, ; vznikly periodizaci signélu s,, ,,, s periodou N v proménné n a periodou
M v proménné m. Hodnoty signdlu jsou vyjadieny piisluSnym stupném Sedi odpovidajicim
danému pixelu.

5.7 Interpolace pomoci DFT

DFT je mozné pouzit k velmi efektivni (zejména pii pouziti FFT) interpolaci hodnot spojitého
signalu z diskrétnich vzorku'?. Nevyhodou této interpolac¢ni metody je, Ze nelze interpolovat
v libovolném bodé ¢, tak jako je to mozné v pripadé vzorkovaciho teorému, ale jen v bodech
odpovidajicim zlomktum puvodniho vzorkovaciho kroku, napf. poloving, ¢tvrting, apod. (viz
déle). Vyhodou je naopak to, ze v jednom kroku dostaneme nardz vSechny funkéni hodnoty
ve zlomcich puvodniho kroku, tedy neinterpolujeme jen v jednom bodé.

Uvazujme spojity signdl s(t) a jeho T-periodické prodlouzeni 5(¢). Podobné jako u vzorko-
vaciho teorému je i zde pro presnou interpolaci nutnou podminkou frekvenéné omezeny signal. Je-
li nosi¢ signdlu omezeny ve spektralni oblasti, musi byt podle Paley-Weinerova teorému (odstavec
3.11) neomezeny v ¢asové oblasti. Pti periodizaci v ¢asové oblasti tedy obecné dochazi k efektu
alias — mira ,,nepfesnosti®, kterou tak do vypoctu interpolovanych hodnot vnasime, zavisi na
konkrétnim tvaru signdlu s(¢)'.

BBPro jednoduchost vysvétlime tuto metodu pro jednodimenzionalni piipad — zobecnéni na 2D DFT je
jednoduché.

14Poznamenejme, 7e periodicky signdl 5(t) muze byt za piedpokladu dostateéné hustého vzorkovani v case
(a frekvenéni omezenosti §(t) potazmo s(t)) interpolovén zcela piesné. Interpolované hodnoty ziskané timto
postupem budou také piresné odpovidat hodnotdm, které bychom dostali pouzitim vzorkovaciho teorému pro
periodické signély, viz rovnice (5.40). Obecné vsak tyto hodnoty v ramci jedné periody neodpovidaji hodnotdm
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Obrazek 5.24: Amplitudové spektrum |S; ;| vzniklé periodizaci amplitudového spektra |S4].
Hvézdicovité usporadané Sipky ukazuji sméry symetrie amplitudového spektra. Cerny obdélnik
ve stfedu obrazku vyznacuje zédkladni interval DF'T spektra.

Odeberme diskrétni hodnoty s krokem At tak, abychom ziskali N vzorku na periodu (T =
NAt). Vznikne tak signal §,, = §(mAt),m = 0,1,... a z ného pak operaci modulo signél
Sn,m =0,1,..., N, ktery predstavuje vstup DFT. Dalsim nutnym predpokladem je, ze Nyquis-
tova frekvence odpovidajici kroku At je vétsi nez maximalni frekvence v signalu obsazena.

DFT spektrum signalu s, oznac¢ime S;,1 = 0,1,..., N, tedy S; = DFT]|s,]. Za vyse uve-
denych predpokladu je jednoznac¢né dédno diskrétnimi hodnotami spektra puvodniho spojitého
signélu a predstavuje vlastné Fourierovy koeficienty exponencidlni fady signalu 5(t) — z duvodu
frekvenéni omezenosti puvodniho signdlu je téchto koeficientu kone¢ny pocet rovny pravé N.
Nyni nasleduje klicovy krok celé metody: doplnéni spektra (L — 1) N nulami, kde L je pfirozené
¢islo. Vznikne tak spektrum Pl =0,1,..., M, kde M = LN a plati

P_{&l:MWWKal:M—K+th
) =

0 I=K+1,....M—K ; (5.52)

kde K = (IN/2) — 1 pro N sudé a K = (N —1)/2 pro N liché. Nuly tedy dopliujeme za vzorek
(N/2)—1 puvodniho spektra S;, pokud je N sudé, nebo piipadné za vzorek s indexem (N —1)/2,
je-li N liché, kazdopadné vzdy ,,do stiedu“ spektra za vzorek odpovidajici Nyquistovée frekvenci.
Spektrum si tim zachova zdkladni ,,tvar®, jen se prodlouzi o doplnéné nuly.

V nésledujicim vykladu pro jednoduchost piedpoklddejme N sudé®. Prodlouzenému spektru

puvodniho neperiodického signélu.
5pPro N liché bychom pouze v nésledujicich rovnicich upravili sumaéni meze (posunutim o 1 vzorek). Na
podstaté odvozeni to vSak nic neméni.



230 KAPITOLA 5. FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO SIGNALU — DFT

odpovida signdl

M—1 mi M—-1—-(N/2) mi
=DFT Z P exp <127TM> = Z P exp (127TM> , (5.53)

I=—N/2

kde m = 0,1,..., M. Posledni rovnost zde je dusledkem M -periodicity DFT spektra prod-
louzeného signalu — meze muzeme libovolné posunovat pti zachovani celkového po¢tu M séitancu.
Dale plati

M—1—(N/2) . (N/2)—1 .
D, = Z P exp (127rﬁ> = Z S;exp <127Tm> (5.54)
I=—N/2 I=—N/2

nebot za vzorkem (N/2) — 1 jiz ve spektru nasleduji jen samé nuly.

Zaroven vime, ze
(N/2)—

Z S) exp (127T—l>

I=—N/2

a ze srovnani obou vzorcu okamzité vidime, ze
Pm =S, Dpro m=nlL. (5.55)

Pokud by napi. L bylo rovno 2, pak kazdy druhy vzorek signédlu p,, odpovida jednomu vzorku
signalu s, (pfi zachovani jejich pofadf). Ctendi si jisté povsiml jasné analogie s doplnénim
signdlu nulami, probiranym v odstavci 5.3; zde se opét jednd o projev reciprocity DFT. Signal
Pm vSak obsahuje i vzorky mezi témito hodnotami, a ty praveé predstavuji interpolované hodnoty
ptvodniho signdlu. Cemu konkrétné odpovidaji tyto nové vzorky?

Vyjadieme spojity periodicky signal pomoci exponencidlni Fourierovy fady, kterd ma, jak
vime, pouze N nenulovych koeficientu S

(N/2)—

It
Z Sy exp <127Tm> (5.56)

I=—N/2

Polozme 6t = At/L (pfirozené zlomky puvodniho kroku). V rovnici (5.56) specifikujme diskrétni

casy t = mot
(N/2)—

§(mdt) = (mm> Z Sy exp (m%) _—— (5.57)

= N/2

kde posledni rovnost plyne pifmo z (5.54).

Sumarizujme k ¢emu jsme dospéli: doplnéni spektra (L — 1)N nulami a nasledné inverzni
DFT nam d& diskrétni signal p,, o délce M = LN, jehoz vzorky na pozicich m = Ln jsou
rovny signdlu s, = §(nAt) a ostatni vzorky (mezi) jsou rovny diskrétnim hodnotdm signalu
5(mdt) = §(mAt/L), tedy hodnotdm v pfislusnych zlomcich puvodniho vzorkovaciho kroku a
predstavuji tak hledanou interpolaci. Situaci ilustruje ndzorné obrézek 5.25. Jeho ¢asti a) a
b) odpovidaji obrazkum 5.20c¢ respektive 5.20f. Ptipomenme znovu, ze predpoklad frekvenéni
omezenosti spektra je pro celé odvozeni podstatny. Za tohoto piedpokladu také dostaneme
timto postupem pfesné tytéz interpolované hodnoty, jaké bychom dostali pti pouziti vzorkovaciho
teorému (5.40), pokud bychom jej aplikovali pro vsechny ¢asy odpovidajici hledanym vzorkam
Prm-
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a)
5(t),s(t)
0
b) o
0
c)
e
[Tl
0 N-1 n
d)
il I 1
0 2N-1 1 0 2N-1 N

Obrazek 5.25: Interpolace pomoci DFT: a) spojity periodicky signdl §(¢) a jeho Fourierovy
koeficienty S,, (spojity neperiodicky signil zndzornén tenkou carou), b) diskrétni periodicky
signél §,, vznikly diskretizaci 5(¢) a periodické opakovani Fourierovych koeficientu bez piekryvu
(diskrétni signal S,,), ¢) detail DFT paru S,, = DFT|[s,] pouzitého pro interpolaci, d) detail DFT
paru p, = D]:’T_I[Pn], sedou barvou jsou u p, vyznaceny interpolované hodnoty po doplnéni N
nul za (N — 1)-ni vzorek spektra P,.

Pouziti algoritmu FFT vyse uvedenou interpolaci vyrazné zefektiviiuje. Vlastni doplnéni nul
ve spektru z numerického hlediska témér nic nestoji, jen je tieba, aby pocet vzorku, puvodni
N i vysledny LN, byl roven mocniné dvou (pfi pouziti nejbéznéjsitho typu FFT). Ziskame tak
interpolované hodnoty ve zlomcich vzorkovaciho kroku, jejichz jmenovatel je rovnéz mocninou
dvou, tedy napi. v polovinach, ¢tvrtinach, osminéch, atd.

Na zavér jesté poznamenejme, ze stejnou metodu bychom mohli pouzit i pro interpolaci
spektra, kdy bychom nulami rozsiiili naopak signal v ¢asové oblasti. Zda by se jednalo o centralni
doplnéni nulami, nebo jejich piipojeni za vzorek N —1 zavisi na tom, obsahuje-li signdl nenulové
vzorky i pro zdporné ¢asy, nebo je kauzalni (viz odstavec 5.3).
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Vysledky cviceni

Cviceni 2.4.1

S_p =25, tj. |S_n|exp(ig_n) = |Sn|exp(—igy,)
)
|S_n| = |Su| -..sudd funkce
¢_pn=—0¢, ...licha funkce

Cviceni 2.4.2

5(t) ={o(t)} — i%{5(7ﬁ} +R{et)} —i3{e(?)}
= _1%{0—71} + %{O—n} + %{E—n} - 1%{E—n} = S_—n
Cviceni 2.5.1

Cviceni 2.5.2

Cviceni 2.5.3

a)

202 412
_ = y = -1 n7
o 37 n27r2( )
b, =0, n=12,..
b)
812 412
an = — n = s
T 30 n2m?
412
b,=——, n=12,
nw
Cviceni 2.8.1
a)
ap = a, =0 (integrél z liché funkce od —7 do )
17T 1 [ cos(nt)]” 1 7
b, = — [ tsin(nt)dt = —— [t—" - #)dt
W,J;r sin(nt) - [ - }_W + 7{; cos(nt)
1 — 2 2
_ L [Cos(mr) N cos( mr)] = 2 cos(nm) = —2(—1)
m n n n n

233
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b)
2 2
bn:__a Sn:__l
~ " " 2 12mnm 21 21 2
h(t) = 5(t — H,=— — = — = (=1, b,=—=(-1)"
t)y=35(t—7m) exp( 27r) ncos(mr) n( ) n( )

2 ™
=— [1ldt=1
0 27?‘!
2 7 1 "
an, = — [ cos(nt)dt = [— sm(nt)] =0 n=12,...
21y nmw 0
2 7 1
b, = 5 Ofsm(nt)dt = [E Cos(mf)]o = E(l — (=" n=1,2,
b)
An = 2@0 =0
Bu= b= 11— (1)) n=1,2
n— aUn — —\1 =™ n=14z
2 nw
c)
in(75)
1. nm SIS T
Sh §smc(7) — H, =5, eXP(—IT)
v 1
HO = SO = —
=)
sin(— 1—(=1)"
H, = m? (cos(%”) - isin(n;)) = —é(sm(%))z = —% (2 L
\
ag = 250 =1

p, =S, +5_,=0 '
by =1(S, — S ,) =1 (——(1 —(-)") - —(1- (—1)”)) =—@{1-(=D") n=1,2,...

Cviceni 2.9.1

Cviceni 2.10.1

1
P0:17 P1:t7 P2:t2__
3 ) 3 1
Py=1"——t, Po=t"—_t*—<
3 5 ) 4 7 5
(az na multiplikdtor se jednd o Legendrovy polynomy).

Cviceni 2.10.2

2 , . )
co = c1=0, c= 3 ostatni koeficienty nulové.

W —
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Cviceni 2.10.3

d d /32 -1
Pl = (1 — 2128 P = (1 — )12 8 — (] — $2)1/2
b0 = (1= eV p) = (- e (M) s - )
d? d? /3t -1
P = (-0 n0 = -5 (P =sa -
d3 a3 /32 -1
P3 — (1 — 2 3/2_P — (1 - 2\3/2 = —
30 = (1 - P ) = (- ey ()
d? d? /5t — 3t
PEH) = (1 - ) TPt = (1L 1) o (%) — 15¢(1 — £2)
Cviéeni 2.10.4
2 1 -1
o= V=Dt b ey prgya

2(n+2)!
co = a/3, ostatni nulové diky ortogonalité

Cviceni 2.11.1

g duv 20 ) 2v
- sinc | —7n | sinc | —7mm | .
’ T, T " T, "

Cviceni 2.11.2

Qpm = bn,m Cn,m 0
4
dom = —(=D)"™  m>0,n>0,
nm
dno = dom =dy =0

Cviceni 3.2.1

exp(—i2w ft) = cos(2m ft) — isin(27 ft)

J
|exp(—i27 ft)| = \/cos?(2m ft) + sin? (27 ft) = 1
i3
|s(t) exp(—i2m ft)| = [s(t)]
Tudiz
S(f):/s(t)exp(—i%ft)dtg / 15(t) exp(—i2m f#)|dt = / Is(8)[dt < oo,
Cviceni 3.2.2
S() = [ expl—nt?)exp(—i2nft)dt = [ expl—m(i +i2f1))dt
= [ expl—n(2+i2ft+ 2 — fA]dt = [ exp(—mf?)exp[n(t +if)2dt

= exp(—nf?) [ expl- (At +if)?dt.

—0
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Substituci y = /7 (t +1f) dostaneme

S(f) = exp(—nf?) \/_ / exp(—y?)dy = exp(—7f?), nebot / exp(—y®)dy = /7.
Gaussova funkce tedy tvori symetricky Fourieruv pér.
Cviceni 3.2.3
o0 1/2 1 172
S(f) = [ I(t)exp(—i2nft)dt = [ exp(—i2nft)dt = [ . eXp(—iZﬂ'ft):|
% _1/2 —i2r f 172

L [exp(irf) — exp(—inf)] _ sin(rf)
wf 2i mf

= —i;rf [exp(—im f) — exp(in f)] =
= sinc(nf) = sinc.(f)

Cviceni 3.2.4

S(f) = Texp(—at)exp( 27 ft)dt = fexp (a + 127 f)t]dt
0

- _a+1127rf [exp(=(or+i2m 1))y = a+1i27rf
Cviceni 3.2.5
S(f) = Z exp(—alt]) exp(—i2r f)dt :fo exp(at) exp(—i2n ft)dt+:foexp(—ayt\)exp(—ﬁwft)dt
— | expl—(i2nf — a)tldt + :foexp[—(a +i2m ) de
S g (e 2 = g et e

o—2nf Tatiznf a2+
Cviceni 3.4.1

S(f) = Ts(t)exp( 27 ft)d }l—t ) cos(27 ft)dt
o 0

= 2{} cos(2m ft)dt — ftcos 2 ft)dt} = 1f [sin(27 f)]} ftcos 2m ft)dt}
0 0

= 7T1—f{sin(27rf) — [tsin(27 f1)]s + flsin (2r ft)dt} =
0
1
27

2f2 ——[cos(2m f1)]°

L SiHZ(ﬂ'f) = SiHCz(Wf) = SIHCW(f)

1 —cos(2nf)) = YD

Cviceni 3.4.2

0.9} o0

S(f) = / sin(mrt) exp(—i2r ft)dt = 2/ sin(7t) cos(27 ft) &

7t

—00 0
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Pomoci (D.8.6)

sm (mt + 2w ft)  sin(wt — 27 ft)

SU) = 2f ot o
_ {[Sm(ﬂt(;;— 21)) N sm(ﬂt(;t— Qf))]dt
1 +42f % sin(nt(1+2f)) 1—2f % sin(mt(l—2f))
= 5 gy M aey @

S vyuzitim (D.10.7)

S(f) = 1+2f 1-2f —H(f):{l pro —1/2< f<1/2

AT+2f] T Ar-2f] 0 pro |f]>1/2
Cviceni 3.5.1

FOU—a) = [ 6(t—a)exp(—i2nft)dt = exp(—i2nft)| = exp(—i2r fa)
FL6(f—a) = j? O(f —a)exp(i2r ft)df = exp(i2n ft) = exp(i27ta)
f=a

= F(exp(i2nta)) = d(f —a)
Cviceni 3.6.1

R{F((t))} =1...sudd S{F((t))} =0

R{F(O(t—a))}= Cos(27rfa) .suda S{F(5(t —a))} =sin(2nfa)...licha
R{F(or(t))} = }nzooé(t—nT)...sudé R{F(Or(t))} =

R{F(A)} = AS(f)...sudd S{F(A)} =

R{F(sgu(t))} =0 S{F(sgu(t))} = ——...licha
R{F(u(t))} = %5(f) ...sudd S{F(u(t))} = —% ... licha

Cviceni 3.7.1
Necht s(t) je redlny signdl. Pak is(f) je ryze imaginarn{ a plat{
F(is(t)) =iF(s(t)) = i%(A(f) —iB(f)) = %(B(f) +IA(f)) = R{F(is(1) } +iS{F(is(1))},
nebot A(f) a B(f) jsou redlné.
Cviceni 3.7.2

Necht s(t) je redlny lichy signél. Pak is(¢) je ryze imagindrn{ lichy sugnél a plat{

F(is(t)) = iF(s(t)) = i(—i

coz je v tomto pripadé redlnd licha funkce.
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Cviceni 3.7.3

Cviceni 3.8.1

H(f)

Cviceni 3.8.2

KAPITOLA 5. FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO SIGNALU — DFT

1

F(—) = —isga()).

h(t) = s(t) = R{o(t)} — igﬁo(t)} + R{e(t)} — iS{e(t)}
i3{O(f)} = R{O()} + RIE(f)} — 13{E(f)}
SO +R{OEN+R{E(=)} —{E(=f)} = S(=f)

1 f i1
Flulat) = %6(5) B a2rf 56 2 f’

kde jsme pouzili (D.17.5)

Cviceni 3.8.3

Cviceni 3.8.4

Fleos(rt—4)) = L(5(f+3)+0(f—3))exp(—inf)
= L0(f+3)+6(f—1)) (cos(—nf) +isin(—n[))
= L0 (f+ 1) cos(—mf) +id (f + L) sin(—7f)
+0 (f = 3) cos(=nf) +i6 (f - 3) sin(~))
= 500 +3)-0(f-3)
II(t) = u(t + %) - U(}t - %),
Flult+3)) = 36(7) - 5 (i)
Flut = 3)) = 3607) = 57 exp(—i)

F(1I(1) =

Cviceni 3.8.5

Cviceni 3.8.6

_L(exp(iﬂ'f) — eXP(—in))

7 %%(exp(iwﬁ — exp(—inf)) = sinc(r f)

SU) = Y lexp(—n®(f — fo)?/8) + exp(—(f + fo)?/ )]

26
I
F(Iy(t)) = 7 sin(r fd)
N
s(y = S = f)d) _ sinlalf + f)a

i2r(f — fo) i27(f + fo)
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Cviceni 3.8.7
7 modula¢niho teorému

F(2is(t) sin(27rgt)) — S(f - g) —S(f + g)

Z reciprocity

F(St—5)—S(t+3)) = —2is( l{) sin(raf) = —2iF(S(t)) sin(raf)
Fs((t+5) = s(t = 5)) = 2.F(s(t)) sin(maf)

Cviceni 3.8.8

lim 2isin(w fa)S(f) _ 2%i5(f) lim sin(7 fa)

a—0 a a—0 a
Cviceni 3.8.9

. Tfa
—215(f)7

= 2ir fS(f)

(ri)rns(t) = FH (LA ) = ot (~ 40
Y
v =7 (e t) = 7 (e i)

Cviceni 3.8.10

S(f) = (m)27 Ft (Mil%f) = exp(—at),t > 0

U
s(t) = _}O exp(—ar) exp(—a(t — 7))dr = bfexp(—on') exp(—a(t —7))dr

= exp(—at) de = texp(—at)
Cviceni 3.8.11
Flo(t) x (b)) = Gu
= F(Gi(t)Ga2(t)) = gi(—f) * go(— f) = F(G1(t)) = F(G1(t)), c.b.d.
Cviceni 3.8.12
sinc, (f) # sine, (f) = F(LL(¢)IL(t)) = F(IL(t)) = sinc,(f)

(autokonvoluce funkce sinc, je opét funkce sinc,)

U

[ sinc2(t)dt = [ sincg(t)sincy(a —t)dt| = (sinc, xsinc,)(0) = sinc,(0) = 1

Cviceni 3.8.13 -
}“(f s(T)dT> = 7{f S(T)dT} exp(—i2w ft)dt

= (1 strar) SRR L F s etz = oostn
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Cviceni 3.9.1

5(t) = exp(—at),t > 0,0 > 0, F(s(t)) = S(f) = %ﬁwf
0 0 U/
[exp(—at)dt = [ exp(—at)dt = S(0) = é
0 —00
Cviceni 3.9.2
s(t) = exp(—at), t > 0,0 >0, F(s(t)) = S(f) = %ﬁwf
U
Zot exp(—at)dt = Zi texp(—at)dt = QL%(@ +i27f) ! . = (a+i27f) B = %
Cviceni 3.9.3
s(t) = exp(—at),t > 0,0 > 0, F(s(t)) = S(f) = +1127rf
U
o0 d2
—L t? exp(—at)dt = — ﬁd_f?(a +i2nf)~! B = 33
Cviceni 3.9.4
1/ 1
()= 1/a a
Cviceni 3.9.5
2/a® 2
(#) = l/a  «?
Cviceni 3.9.6
s 2 1\ 1
o= (a) =
Cviceni 3.12.1
1 i
S = FO0) = 300) - 507
(R{S()}) ey () = G {5}
Cviceni 3.15.1
i) = LOW) =L <2i f1-exp(iwt)dw)
_ 1 T L(exp(iwt))d 70 w) exp(iwt)dw = F~ YT (w))

— o0 — o0
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Cviceni 4.2.1

hy =[1,2,3,4] %[0,1,2,3] = [0,1,4, 10, 16, 17, 12]

Ostatni prvky jsou nulové.
Cviceni 4.2.2

pin) = 5 s(ni,na)

ng:ljoo
Fipm) = 3 {3 st m)bexp(-im)

= Z Z s(ny, ng) exp(—iniQy — ing0)

— S(Ql,O)
Cviceni 4.3.1

Ty (Q) = T(Q+7) = hyp(n) = h(n) exp(—inr) = h(n)(—1)" = (—1)"&sinc7T <M>
Cviceni 4.4.1

S(n):s(nAt):s(t) ff 5(t — nAt)

Fs(n)) = %{S(“) sziof(w_k_)}
L

. ZS :OO (g k:-) d¢
>

1 o
Ek:_oo_L S{w—&€)6 (5 k—) d¢

1 o0 wAt — 27k
= s (n) = 2 s ()

=—00

Pieznacenim ) = wA¢t

1 = o [(Q-27k) _ 5
Fom) =55 30 8(T ) =56 eba

Cviceni 5.1.1

1 1
DFTIL,0,0,0] = 7[1, 1, 1,1,  DFTL,1,1,1] = 7[4,0,0,0]

Cviéeni 5.3.1
1 1
F,=DFTI1,2,3,4] = 1[10, —2+2i,—2,-2-2i], G, =DFTI0,1,2,3] = 1[6, —2+42i, —2, —2-2i],

1 1
FG, = E[m -6, (=24 21)%, (=2)%, (-2 - 21)%] = E[60, —8i,4, 8i],
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1 1 1
h, = DFT FG)] = EDJET—l[(so, —8i,4,8i] = E[64, 72,64,40] = Z[16, 18,16, 10]
Cviceni 5.3.2

Rl =11,2,3,4] % [0,1,2,3] = [0,1,4, 10, 16,17, 1]
1 Y 1
pron=0,1,23 h{=_[0+16,1+17,4+12,10] = [16,18,16,10]

Cviceni 5.3.3
Linearni konvoluce dvou ¢tyfvzorkovych signalu ma délku 4+4-1=7

hﬁ =1,2,3,4,0,0,0] ®[0,1,2,3,0,0,0] = [0,1,4,10,16,17,12]
Cviceni 5.3.4

1)

1
1,2,3,4/©[0,1,2,3] = [1,4,3,2100,1,2,3] = {[20,14,12,14]

G, =DFT|ga] = DFTI0,1,2,3] = %[6, —242i, -2, -2 — 2i]
1
Fy=DFT(f,] = DFT(1,2,3,4] = J[10,~2+2i, -2, -2 - 2i

1
F(—l)modN = DFT[L 47 37 2] - 1[107 -2 - 217 _27 —2+ 21]
1
F(—l)modNGl — —6[60, 8, 4, 8]

1
DFT ' [FiymoanGi] = D]—“T‘l(E[GO, 8,4,8]) = 1[207 14,12, 14]



Dodatky

D.8 Neékteré vzorce pro goniometrické funkce.

Exponencidlni funkci muzeme vyjadiit pomoci funkei cos a sin jako
exp(it) = cos(t) + isin(t). (D.8.1)
Odtud jiz snadno plynou tzv. Eulerovy vzorce

exp(it) + exp(—it) sin(t) = exp(it) — exp(—it).

cos(t) = 5 , 51 (D.8.2)
7 Pythagorovy véty plyne vzorec
sin?(¢) + cos?(t) = 1.
Velmi uzitec¢né jsou i vzorce pro cos a sin souctu
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) (D.8.3)
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y). (D.8.4)
Jednoduchym dusledkem téchto vzorcu jsou také vztahy
2sin’(x/2) =1 — cos(x), 2cos?(z/2) =1+ cos(z), (D.8.5)
a
2sin(z) cos(y) = sin(z + y) + sin(z — y) (D.8.6)

D.9 Uziteéné goniometrické soucty.

V praktickych dlohdch se ¢asto vyskytuji konecné fady >, exp(ikt), > ,_, sin(kt) a D ;_, cos(kt).
Prvni s téchto sum pfedstavuje vlastné geometrickou fadu s kvocientem exp(it). Pro ¢dste¢ny
soucet této fady tedy mame

- o) — exn(i 1 —exp(int) _exp(i(t/?)) —exp(i(n + 1/2)t)
2 expik) = Pl G = expli0/2)) — exp(i(1/2) (D3
Vyjadiime-li exponencidly pomoci vzorce (D.8.1), dostaneme
" . _ —cos(t/2) —isin(t/2) + cos((n + 1/2)t) +isin((n + 1/2)t)
Igl(cos(kt) +isin(kt)) = S ein(1/2)

_ - sin(t/2) + sin((n + 1/2)t) +i(cos(t/2) — cos((n + 1/2)t))

2sin(t/2) '
(D.9.2)

243
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Rozdélenim tohoto vyrazu na redlnou a imaginarni cast mame

e 093)

zn:cos(k:t) _ sin{(n +1/2)t) —sin(t/2) _ sin((n +1/2)t) (D.9.4)

1
2sin(t/2) T 2sin(t/2) 2

Tyto vzorce lze pouzit pro t # 0, £27, 4w .. ..
S vyuzitim dprav zalozenych na vzorcich (D.8.3) — (D.8.5) muzeme dospét k alternativnim
vzorcum pro sumy (D.9.4), (D.9.3) a tedy i (D.9.1)

Z cos(kt) = cos B(n + 1)t] % (D.9.5)
S sin(kt) = sin B(n + 1)4 % (D.9.6)
S explikt) = exp {1%(71 + 1)15} % (D.9.7)

Casto potiebujeme znét soucet exponencidl v mezich 0 az n — 1 namisto 1 az n. Z (D.9.1)
snadno dostaneme

:z_:: exp(ikt) = 1+ kz: exp(ikt) — exp(int) = exp(it)ll_%)m + 1 — exp(int)
) _ B ;X ™ exp(it) 1 —exp(int)
= p(int)) <1 + 1— exp(it)) 1 —exp(it)

Oproti (D.9.1) se tento vyraz lisi pouze chybéjicim faktorem exp(it). Z rovnice (D.9.7) pak
délenim timto faktorem dostaneme

n—1

sin (nt/2)

" exp(ikt) = exp [i%(n _ 1)4 iR (D.9.8)

D.10 Funkce sinc a integralni sinus.

Funkce sinc se nejcastéji definuje takto:

sin(t)
sinc(t) = { ;- pro t#0 (D.10.1)
1 pro t=10

V oblasti zpracovani signalu se nékdy pouziva alternativni definice funkce sinc:

sin(7t)
sinc, (t) = { o P t#0 (D.10.2)
1 pro t=10

Néktefi autori i funkei sinc, (t) zna¢i sinc(t). V téchto skriptech se dusledné drzime vyse uve-
denych definic.



D.10. FUNKCE SINC A INTEGRALNI SINUS. 245

1 —
1
_ !
1
08 — :
{
7 ]
!
06 — [}
[}
- |
[}
04— {
!
_ [}
1
02 — :
i " |
R Vo
0 Al VAR v N
Y % R
- L
i
02 — v
-3n 2n T T 2n 3
0.4 T T I T | T
10 8 -6 4 -7 0 2 4 5] 3 10

Obrazek D.1: Funkce sinc (plné) a sinc, (¢drkované).

Funkce sinc je totoznd se sférickou Besselovou funkei prvntho druhu nultého iadu
sinc(t) = jo(t). (D.10.3)
Je znazornéna plnou ¢arou na obrazku D.1. M4 maximum v nule a nulové body v nasobcich 7.
S funkei sinc 1zce souvisi dalsi dulezita funkce — tzv. integralni sinus
t

Si(t) = / ST (D.10.4)
X
0
D& se ukéazat, ze limita
lim Si(t) = / LY (D.10.5)
t—o00 xr

0

Jelikoz sinc je funkce sudd, dostdvdme z vyse uvedeného vzorce téz

/ Ry = (D.10.6)
X

Pti zméné métitka (z — ax,a # 0) plati
7 T pro a >0
a (D.10.7)

sin ax T
/ de = — = T ,
|a| —— pro a<0
a

axr
—00
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nebof pro a < 0 se pii substituci méni smér integrace.

D.11 Gram-Schmidtova ortogonalizace posloupnosti.

Gram-Schmidtova ortogonalizace posloupnosti je procedura, pii které se rutinnim zpusobem z
neortogondlni posloupnosti {z,} € H vytvoii ortogondlni posloupnost {y,} € H, piipadné jeji
ortonormdln{ varianta {e,} € H, e, = yn|lys]| ' a plati, ze kazdy vektor z, ktery je linedrni
kombinaci vektoru x1, s, ..., Ty, je také linedrni kombinaci yy, s, . . ., ym a naopak.

Predpoklddejme, ze jiz mdme prvnich k—1 (nenulovych) ortogonalnich vektoru y; € H, (y;,y;) =
0 pii ¢ # j. Pak vektor y, vytvorime pomoci vektoru z; a linedrni kombinace téchto k£ — 1 orto-
gonalnich vektoru

k-1
Y = Tk + Z AikYis
i=1
kde koeficient a;, se urc¢i z podminky ortogonality (yx, y;) = 0 pro j < k, tudiz pro néj dostaneme

k—1
(i y5) = (Th, y5) + D2 aw(yin yy) = (@, y5) + asilly; ][> =0
=1

4
aje = —(zx, y)[ly;] >
Pro vytvoreni k-tého vektoru tedy mame predpis
k—1
y .
=1 Vi

Pokud by timto zpusobem vznikl nulovy vektor, vynecha se a dalsim prvkem vytvarené orto-
gonalni posloupnosti je prvni nasledujici nenulovy vektor.

Vzorec (D.11.1) je rekurentni, pouzitelny pro libovolné £ > 1. Prvni vektor ortogonalni
posloupnosti definujeme jednoznac¢né vztahem

Y1 = T1.

Vyraz (z, y;)uilly;]| 2 (tj. séitanec v sume v (D.11.1)) pFedstavuje ortogonalni projekei vek-
toru z, na vektor y;. Pfi procedufe ortogonalizace tedy vytvaiime novy vektor y, tak, ze od
vektoru xp postupné odecidame jeho ortogonalni projekce na piedchazejicich £ —1 ortogondlnich
vektoru y;, 4 < k. Graficky je tento proces znazornén pro k = 2 na obrizku D.2.

Proces ortogonalizace je zcela formalni a lze jej pouzit na libovolnou posloupnost z obecného
Hilbertova prostoru, tedy i na posloupnost funkci {v;} z Ls(a,b). Odpovidajici ortogonalni
posloupnost {u;} je pak ddna predpisem
b

ﬂi/vi(t)u_j(t)dt- (D.11.2)
=0 [ ug(8)[dt

Tento vzorec lze snadno zobecnit pro ortogonalizaci s vahovou funkei w(t), tedy na piipad
prostoru LY (a,b)

uz(t) = Uz(t) —

4 () / w(t)u ()T (8) dt. (D.11.3)
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Obrazek D.2: Vytvoreni yy z vektord x1 = y; a xo pomoci Gram-Schmidtovy ortogonalizace.

D.12 Schwarzova nerovnost.

Je-li H Hilbertuv prostor s definovanym skaldrnim sou¢inem a v € H ay € H dva prvky z tohoto
Hilbertova prostoru, pak pro né plati tzv. Schwarzova (nékdy téz zvand Cauchy-Schwarzova)
nerovnost:

(@, 9)I” < (z.2)(y.y). (D.12.1)

Odmocnénim pfejde tato nerovnost na tvar

[, )| < [l

Dukaz je velmi jednoduchy. Predpoklddejme, ze y # 0 (pro y = 0 je (D.12.1) jisté splnéno,
plati pfimo rovnost). Pak pro libovolné komplexn{ ¢islo oz musi platit

0< lz—ay|® = (x — ay,x — ay) = (x,2) —a(z,y) — aly, z) + [ (y,).

Tato nerovnost musi byt splnéna pro libovolné «, tedy i pro o = (z,4)/(y,y), pro které prejde
vySe uvedend nerovnost na tvar

P Ct O (G20 | P )

O< (@)= (4,9) () " (y,v) (y,v)

Tato nerovnost je splnéna pravé tehdy kdyz plati (D.12.1), ¢.b.d.
Je-li prostorem H specidlné prostor funkei integrovatelnych s kvadrdtem, Ly(—o00,00), mé
Schwarzova nerovnost tvar

/f /|f 2dt/|g P2dt = /f dt]og (D.12.2)
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Schwarzovu nerovnost muzeme psat v ruznych variantnich tvarech, které jsou dusledkem
tvaru zakladniho. Tak napt. v Ly(—o00, 00) plati take Schwarzova nerovnost

]of gy f)ydt | <4 f dt7g (D.12.3)

Tuto nerovnost lze velmi snadno dokazat ptimo, uvazime-li, ze pro libovolné redlné e musi
platit

o0

0 < ;/1 (f(£) + €g())(f () + eg(t))dt

= ff dt+e fg dt+6ff ) g(®)(f(t)dt

Aby byla tato nerovnost splnéna, musi byt diskriminant kvadratického vyrazu na pravé strané
mensi nebo roven nule. Tato podminka implikuje (D.12.3).

D.13 Tayloruv rozvoj.

Podle Taylorovy véty, méa-li funkce f(¢) v intervalu (a,a + h) (resp. (a + h,a) pro h ziporné)
spojité derivace do n-tého fadu véetné a v intervalu (a, a+h) (resp. (a+h, a)) spojitou (n+1)-ni
derivaci, pak jeji hodnotu v bodé a + h lze vyjadrit jako

k) = f(@) + L Lo Ly (D13.1)

kde zbytek R, ., lze vyjadrtit jako

f(n+1)(a 4 gh) ikl

(1)1 , 0<f<l.

Rn+1 =

Uzitecnym specidlnim piipadem je napi. rozvoj exponencidlni funkce, jejiz vSechny derivace
jsou rovny puvodni funkci. Pro a = 0 méame

ho h: h? hk
exp(h) =1+ 57+ 5 + o7 +- Z o (D.13.2)
=0

D.14 Reziduova véta.

Reziduovd véta umoznuje pocitat nékteré integréaly jednoznaéné funkce f(z) komplexni proménné
z, kde integracni cestou je uzaviend krivka C' v komplexni roviné obklopujici nejvyse konecny
pocet singuldrnich bodu zy, 29, . .., 2z, funkce f(z). Nechf zddny singuldrni bod nelezi na kiivce
C a funkce f je ve vSech bodech kiivky spojita. Pak plati

§ 1O =20y Res, 1 (2), (D.141)

kde Res,, f(z) oznacuje tzv. reziduum funkce f(z) v bodé z.
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Pro vypocet reziduji existuji znamé vzorce. Tak napiiklad, ma-li analyticka funkce f(z) pdl
m-tého fadu v bodé z = a # o0, je

Res, f(z) = (m i 1 lim ;me_ll [(z —a)™f(2)].

Je-1i specidlné a jednondasobnym pdlem, muzeme pro reziduum psat jednoduchy vzorec
Res,f(z) = lim[(z — a) f(2)]. (D.14.2)
zZ—ra
Je-li navic f(z) mozno psit jako podil dvou funkei holomorfnich v bodé a # oo, f(2) =
9(2)/h(2), g(a) # 0, pak pro jednoduchy pdl (tj. h(a) =0,h'(a) # 0) mame

Res, f(z) = i,((‘;)), (D.14.3)

kde ¢arkou v hornim indexu znac¢ime derivaci podle proménné prislusné funkce.

Reziduovou vétu 1ze s vyhodou vyuzit i pro vypocet urcitych integralu typu ffooo z realné
funkce f, pokud se kiivka C' sklddd z intervalu (—R, R) na redlné ose a polokruznice Cg o
poloméru R a stfedu [0, 0] v horni nebo dolni komplexni poloroviné (viz obrazek D.3). Podminkou
této metody je ubyvani integrandu pii zvétsujicim se poloméru polokruznice tak, ze limp_,o0 [, f(£)dE =
0. Proto naprt. u integrandu ve tvaru podilu dvou polynomu pozadujeme, aby polynom ve jmen-
ovateli byl alespon o dva rady vyssi nez polynom v ¢itateli. Ubyvani integrandu s rostoucim R
posiluje také pritomnost exponencialniho faktoru, coz je pravé pripad vypoc¢tu piimé a inverzni
Fourierovy transformace touto metodou.

Obréazek D.3: Priklad integracni cesty pro vypocet integralu redlné funkce s vyuzitim reziduové
veéty.

D.15 Besselovy funkce.

Besselovy funkce délime na funkce prvniho a druhého druhu. Besselova funkce prvniho druhu
fadu (indexu) v, J,(z), je definovana jako

Tolw) = (g) 2 k:!I‘(z(/_%—lL +1) (g)% ’

k=0
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kde I'-funkce je tzv. Euleruv integral druhého druhu
I(z) = / exp(—2)tldt, Rz} > 0.
0

Rada v definici Besselovy funkce konverguje pro kazdé realné v a pro kazdé z.
Besselovy funkce jsou feseni tzv. Besselovy rovnice

o2y +ay + (2 — vy = 0. (D.15.1)
Zde v predstavuje pro dané feseni index piislusné Besselovy funkce, y = J, ().
Pro kazdé redlné v ma funkce J, spocetné mnoho kladnych nulovych bodu kladnych kotenii
T1 < To < ...; Ty — 00 Pro n — 00.
Pro celociselné n plati
J n(z) = (=1)" T (z).

Besselovy funkce J, s celoc¢iselnym indexem piedstavuji koeficienty rozvoje tzv. vytvorujici

funkce
wfi(-1))- £ e

m=—oQ

Specidlnimi volbami proménné ¢ muzeme z tohoto rozvoje dostat ruzné rady s Besselovymi
funkcemi, které mohou byt uzitecné v mnoha aplikacich. Tak napiiklad volbou ¢ = exp(—i¢)
dostavame rozvoj

exp(—iz sin(¢ Z I () exp(—ime).

Vynésobime-li celou tuto rovnici faktorem exp(ing), kde n je celé ¢islo, dostaneme

exp [i(ng — x sin( Z I () exp(i(n — m)o). (D.15.2)

m=—0o0

Integrujme celou rovnici pro ¢ na intervalu od 0 do 2x. S vyuzitim ortogonality exponencial na
tomto intervalu dojdeme k integralnimu vyjadieni Besselovy funkce prvniho druhu

27
1
Jo(z) = Py /exp[i(ngb — zsin(¢))|de.
0
Specidlné pro n = 0 plati
1 2w . .
Jo(z) = %/exp[—lx sin(¢)|de.

0
Ruznymi substitucemi muzeme dale dospét k ruznym alternativnim integralnim vyrazum, napi.
pro ¢ — ¢ + m/2 mame

Jolz) = 2i / exp|—iz cos(6)]dg, (D.15.3)

v

kde se substituce nedotkla mezi integralu diky periodicité integrandu.
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Velmi znamou integralni reprezentaci Besselovy funkce prvniho druhu dostaneme téz rozdélenim
(D.15.2) na redlnou a imaginarni ¢dst. Napf. pro redlnou ¢ast plati

cos(ng — xsin(¢)) = Z T (x) cos((n — m)g).
Integrujeme-li celou rovnici pro ¢ na intervalu od 0 do 7 a uvazime-li

™

sin[(n — m)qs]] = T 6m;

0

j cos(n — m)oido = |

n—m
dostaneme integralni reprezentaci
™

Tn(z) = % / cos[ne — 2 sin(6)]do

0

a specielné pak pron =0

Jo(x) = l/cos[a: sin(¢)]de, (D.15.4)

T
0

kde jsme téz vyuzili sudost funkce cos.
Besselovy funkce spliuji rekurentni vzorce

T() = 501 (2) ~ T (@)

zJ,(z) = v, (x) — xJ,41(x),

d v v

a[x J,(x)] = 2".J, 1(x),
d [J,(z) Jyi1(x)
dz [ xv } T

kde ¢arka v hornim indexu znaci derivaci podle argumentu funkce. Z téchto vztahu specidlné
vyplyva pro v =0
Jy(z) = —J1 () (D.15.5)

aprorv=1

e = o). (D.15.6)

Besselovy funkce druhého druhu tddu (indexu) v, Y,(z), jsou pro redlné necelo¢iselné v
definovany vztahem
Jy(x)cos(vm) — J_,(x)

sin(v)

Y, (z) =

?
zatimco pro celo¢iselny index v = n vztahem

Y, (z) = Tim J,(x) cos(vm) — J,,,(x).

v—n sin(v)
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a) b)
0.5 0 ’_L ) 277 3 X’l(t)
p R \\)\/—x
0.5 /’/;//; } —
NV
i

Obrazek D.4: Besselovy funkce prvniho (a) a druhého (b) druhu. Tuénd kiivka odpovidd n = 0.

Rovnéz funce Y, () jsou Fesenim rovnice (D.15.1).
Podobné jako v ptipadé funkce .J, i funkce Y, mé pro kazdé redlné v spocetné mnoho kladnych
kofent 21 < 13 < ...; T, — 0O Pro n — oQ.
Pro celociselné n opét plati
Yo, (x) = (=1)"Y,(2).

Obecnym tesenim rovnice (D.15.1) pro celoéiselny index je y = C1J,(x) + CoY,(z), kde C}
a (5 jsou realné konstanty. Besselovy funkce prvniho i druhého druhu pro nékolik celociselnych
indextu jsou znazornény na obrazku D.4.

D.16 Konvoluce spojitych signald.

Konvoluci muzeme chépat jako operator, ktery ze dvou funkcei proménné ¢, napt. f(t) a g(t),
vytvoil treti funkci proménné ¢, h(t) = f(t) * g(t) (znaceni f(¢) * g(t) se tradiéné pouzivé,
presnéjsi by vsak bylo psat (f*g¢)(¢)). Vétsinou se viak konvoluci rozumi piimo vysledna funkce
h(t). Tato funkce je definovana jako integrél ze sou¢inu f a g, pficemz jedna z téchto funkci je
v integrandu zrcadlove otoc¢ena kolem ¢ = 0 a posunuta o ¢ (viz obrdzek D.5):

h(t) = f(t) x g(t) = / f(r)g(t —r)dr = / g(7)f(t —7)dr. (D.16.1)

Integrac¢ni meze se mohou lisit podle toho, jaky nosi¢ maji funkce f a g. Jsou-li naptiklad obé
funkce kauzdlni, tj. nenulové pro t > 0, integrujeme pouze od 0 do ¢. Jsou-li obé funkce finitni s
dobou trvdni T}, respektive Ty, integrujeme od 0 do ¢ < Ty + Tj.

Jsou-li funkce f a g absolutné integrovatelné, pak konvoluce je funkce spojita a také absolutné
integrovatelna. Je to operace komutativni

f(t) = g(t) = g(t) = f(t),
asociativni
F(t) * (g1(2) * g2(8)) = (f(t) % 91(¢)) * ga2(2),

asociativni vzhledem ke skaldrnimu nasobeni

a(f(t) x g(t)) = (af (1)) x g(t) = f(t) * (ag(t)),
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1
1
*
-1/2 2t 1 t
f(m)g(=7) ft)y=g(t), t<0
. 1/27; ....... :
-2 12 T ) 1’2 ..... t
f(r)g(l—7) ft)+g(t), t=<1
-1/2 12 1 T -12 1’/2 T t
f(T)g(t—1) Ft)=g(t). t>15
t>15 /‘ %K
-12 172 T 212 1,’"2 t

Obrazek D.5: Grafické znazornéni konvoluce dvou spojitych signali.

a distributivni
f(@) * (g1(1) + g2(1) = f(t) x 91 (t) + f(F) * go(2).-

Konvoluce ma zajimavou vlastnost vzhledem k derivaci podle proménné t:

00 =g = L ) = sy« L. (D.16.2)

Integrédl z konvoluce dvou funkci pres cely definiéni obor je roven soucinu integralu téchto
funkci

o0

T @sear = [ ar ] fogt—rjdr= | {_Z glt - T)dt} dr
- {Z’; f(T)dT} {Z’; g(t)dt} .

D.17 Diracova 6 funkce.

Diracova d-funkce predstavuje tzv. zobecnénou funkci neboli distribuci. Je definovana podminkami

5(15)2{ 0 pro t#0

oo pro t=0

/ 5(1)dt

— 0

a vazebni podminkou

1. (D.17.1)

Tato zobecnéna funkce ma tedy jednotkovou plochu. Muzeme si ji predstavit napiiklad jako

limitu pravouhelnikovych funkci
11
lim —II(-
a—0 @ a

),
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kde

0 pro [t|>1/2

[(t) =< 1/2 pro |t|=1/2 .

1 pro |t <1/2
Vsechny pravothelnikové funkce v této limité maji jednotkovou plochu, viz obrazek D.6. Z této
nézorné predstavy vidime, ze ve vazebni podmince (D.17.1) muzeme integrovat pies libovolny
interval (a, b) obsahujici 0.

Dulezitou vlastnosti §-funkce je jeji schopnost vyéislit funkci f(¢) v daném bodé a. Integral

z f(t) vynasobené J-funkci posunutou do bodu a je totiz

/f §(t —a)d /5t—a = f(a), (D.17.2)

nebot posunutd d-funkce je nulovd vsude mimo bod a a vzhledem k nekonecné kratkému trvani
f(t) muze byt tato vytknuta pted integrél coby konstanta f(a). Posledni rovnost je pak dusledkem
vazebni podminky (D.17.1). Specidlné pro a = 0 dostaneme

/ F(0)3(t)dt = f(0). (D17.3)

Vyse uvedené dvé rovnice zustanou v platnosti, i kdyz budeme v integrandu misto f(¢) psat
f(a), respektive f(0):

[ 705t — a)dt Tf S(t—a)dt = f(a) = [(1)5(t—a) = f(a)S(t — a)
—oe (D.17.4)
_f f(t)é(t)dt:_f F(0)6(t)dt = f(0) = f()o() = f(0)d(¢).

Tyto vzorce maji striktni matematicky vyznam pouze v integralnich vyrazech! Prestoze casto
formélné v dpravich piseme d-funkci samostané (mimo integral), vzdy bychom méli mit na
pameéti, ze prislusnd operace s d-funkci dava spravny vysledek az poté, co se d-funkce octne v
integrandu néjakého integralu. V tomto kurzu to je nejéastéji Fourieruv integral.

Pro konvoluci s posunutou d-funkeci mame

f@*é@—@:i/f@ﬁ@—a—TMT:f@—@

a) b)

” ”
0 ¢ 0ajay das ay t

Obrazek D.6: Diracova d-funkce (a) jakozto limita pravouhelnikovych funkei (b).
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a specialné pro a =0
Sy =a(t) = f(t).
Pfi zméné meéfitka v (D.17.1) dostaneme

o0 o

/5(%)&:%/5(@@ S Sat) = —5(0). (D.17.5)

lal

Dulezity je vztah é-funkce a Heavisideovy funkce u(t), kterd je nespojitd v bodé t = 0.

Uvazujme funkei
0 t<0
h(t):/é(t):{ RN

V bodé 0 mame limitu zleva h(07) = 0 a zprava h(07) = 1. V samotném bodé ji muzeme
dodefinovat libovolnou hodnotou, vétsinou se voli h(0) = 1/2. Je zjevné, ze h(t) = u(t) a tedy
o-funkce je derivaci Heavisideovy funkce

5(1) = %u(t). (D.17.6)

D.18 Korelace a autokorelace spojitych signali.

Korelace dvou spojitych signdlu f(¢) a g(t) je funkce h(t) = f(t)xg(t) (presnéji h(t) = (f*xg)(t))
definovans predpisem'®

o.¢] o.¢]

h(t):f(t)*g(t):/mg(T—i—t)dT:/f(T—t)g(T)dT. (D.18.1)

Pro redlny signdl f(t) se tato funkce lis{ od konvoluce (D.16.1) pouze znaménkem v argumentu
g(t). Pii autokorelaci se tedy zadnd z korelovanych funkci zrcadlové nepieklapi — viz ndzorny
obrazek D.7 korelace dvou redlnych funkei.

Na rozdil od konvoluce neni korelace komutativni. U korelace obecné zédlezi na potradi korelo-
vanych funkei.

F(@) % g(t) # g(t) x f(1), g(t)* f(t) = /Wf(TH)dT: /g(T—t)f(T)dT-

Pti korelaci funkei g(t) % f(t) se tedy oproti konvoluci funkce g(t) nejen zrcadlové nepietaci, ale
navic se posouva pres f(t) opactnym smérem — viz obrdazek D.8. Plati, ze je-li h(t) = f(t) % g(%),
je

g9(t) % f(t) = h(=1).
Z porovnani definic konvoluce a korelace ((D.16.1) a (D.18.1)) je ziejmé, ze plati

f(#)*g(t) = f(=1t) = g(t). (D.18.2)

16Razni autoii definuji korelaci dvou funkei rizné. Casto se vyskytuje definice, kde v integrandu je komplexné
sdruzend funkce g, ptipadné role funkci f a g je zcela prohozena.
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f() g(t)
! 1
*
172 2t 1 t
f(T)g(7+1) f)*g(t), t<-L5
t<—15 ‘ s 12
172 172 T 1,?'2 12 t
F(mg(r = 1) Ft)xgt), t=-1
[\ . F T2
-2 172 T -1 .1,?'2 172 t
F()g(r) f()yxg(t), t=0
12 12 T -1,!'2 l 1,"-2 t

Obrazek D.7: Ukazka korelace realnych funkef h(t) = f(¢) * g(?).

f(t) g(t)
L 1
*
12 12t 1 l
f(7)g(T) gt = f(t), t=0
. . % ----
12 1,;\1 T an ] 1,{2 t
FDg(r +1) 9@ f8), =1
-2 12 T 12 1}2 - t
F()g(t+7) gty x f(t), t>15
t>15 ‘ ?1
12 12 T 12 1}/2 t

Obrazek D.8: Ukazka korelace redlnych funkef h(t) = g(t) * f(%).

Ve specidlnim piipadé, kdy f(¢) je redlnd a sudd, plati rovnost f x g = f * g, viz téz srovnani
obrazkiu D.5 a D.7.
Autokorelace je korelace funkce sama se sebou. Je definovéna integrdlem

o.¢] o¢]

f@)x f(t) = / @) (7 +t)dr = / fr =8 f(r)dr = f(=t) = f(1). (D.18.3)

Na jednoduchém piikladu pravouhelnikové funkce je tato operace zndazornéna na obrizku
D.9. Jelikoz pravouhelnikovd funkce je redlnd sudd, je jeji autokorelace rovna vlastné konvoluci
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dvou stejnych (v daném piipadé pravouhelnikovych) funkei, nékdy nazyvané autokonvoluce.

J(t) [
1 1
*
172 172t -1/2 172t
f(r)f(r—1/2) fO)xft), t<-1/2
12 12 1 T -2 t
FE)f () fO=f1), t<0
-172 12 T -1 I .'.'1 t
J(T)f(r+1/2) @)= f(t), %\
1 -1z 12 T -1 Y ".‘1 t

Obrazek D.9: Ukazka autokorelace na ptikladu pravoihelnikové funkce.

Jak je zfejmé z ndzorného obrazku i z defini¢niho integralu, autokorelace realné funkce je vzdy
sudou funkei proménné ¢. Navic md vzdy maximum v bodé 0, nebot pii nulovém vzdjemném
posunu dvou identickych funkei je plocha pod kiivkou odpovidajici jejich souc¢inu (kvadrat
funkce) nejvétsi. Pro komplexni funkei f rovnéz plati, ze autokorelace ma maximum v nule

a ddle f(—t)* f(—t) = f(t) * [(1).
Poznamenejme, ze autokorelace nékterych specidlnich signala je identicky rovna puvodnimu
signédlu (napf. d-funkce).

D.19 Hilbertova transformace

Hilbertova transformace je integralni transformace, ktera realné funkci redlné proménné, napf.
f(t), pritazuje obecné jinou redlnou funkci téze redlné proménné, h(t). Nejednd se tedy o pritazeni
7 jedné oblasti do druhé (napf. z ¢asové do spektralni jako je tomu u Fourierovy transformace).
Prirazeni je definovano nasledujicim predpisem

- % v 1(8), (D.19.1)

>
=
I
=
—
=
I
S|
o

kde * znaci konvoluci, viz D.16. Hilbertova transformace ptedstavuje tedy svého druhu linearni
¢asové invariantni filtr pusobici na funkei f(¢), jehoz impulzni odezva je 1/7¢ (viz kapitola 3.15).

Integrand v (D.19.1) obsahuje singularitu bodé ¢ = £, proto je nutné integral chapat ve
smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty

h(t):H(f(t)):%V.P./%dﬁzigﬁ{/ﬁ—f)dgqt/%df} (D.19.2)
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Inverzni Hilbertovu transformaci definujeme obdobnym pfedpisem, avsak s opacnym znaménkem

f(t)z%l(h(t)):%V.P. Oog—_tdg_ ;Eliw{/g_td&r/g_tdf} - h(r).

—00 t+e
(D.19.3)
Funkce f(t) a h(t), odpovidajici vyse uvedenym definicim, nazyvame Hilbertuv par. Pro
nékteré funkce (pripadné distribuce) je snadné spocitat Hilbertovu transformaci piimo z definice
vypoctem prislusného integralu. Tak napiiklad snadno zjistime, ze

H(sin(t)) = —cos(t), H(cos(t)) =sin(t), H(6(t)) =L, H(const) =0,

H(II(t) = LIn|(t+1/2)/(t — 1/2)| apod. ™ (D.19.4)

Pro jiné funkce je teba piislusné integraly vycislit numericky anebo vyuzit k vypoctu Hilbertovy
transformace Fourierovo spektrum (odstavec 3.12). Obrazek D.10 ukazuje piiklad Hilbertovy
transformace pravouhelnikové funkce. Obrazek demonstruje obecné chovani Hilbertovy transfor-
mace: v bodech, kde je transformovana funkce spojita, nabyva transformace relativné nizkych
hodnot, avsak v okoli bodu nespojitosti vykazuje prudky nédrust (v bodé nespojitosti je log-
aritmicka singularita). Obréazek také ukazuje, ze Hilbertova transformace obecné nezachovava
kauzalitu funkce: vstupuje-li do transformace funkce kauzalni (nenulova od ¢ = 0 piipadné od
jistého ty), vystupem z transformace je funkce nekauzalni.

Obrazek D.10: Hilbertova transformace pravouhelnikové funkce.

Dalsi ukazku Hilberova paru poskytuje obrazek D.11. V levé ¢asti (a) ukazuje tzv. Gdboruv

signal
5(t) = exp[— (27 fart/v)?]| cos(27 fast + v).

Jednd se o kosinus s gaussovskou obdlkou, kde parametr 7 kontroluje Sitku této obalky, fas
je prevlddajici frekvence a v fizovy posun. V pravé ¢ésti (b) obrézek ukazuje odpovidajici
Hilbertovu transformaci. Z obrdzku muzeme usoudit, Ze pro signaly s harmonickym nosi¢em!’
prendsobenym hladkou dostateéné sirokou obédlkou (vzhledem k 1/f5/), se tato obalka v Hilber-
tové transformaci ptiblizné zachovava a harmonicky nosi¢ se transformuje na svij Hilbertovsky
obraz, tedy v nasem ptipadé cos na -sin.

1"Nosi¢em se zde nemysli interval, na kterém je signil nenulovy, ale funkce pod obélkou.
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Obrazek D.11: Gaboruv signdl (a) s parametry fy;, = 2.5,v = 0,7 = 6 a jeho Hilbertova
transformace (b).

vvvvvv

flat+0b) «— h(at+0b) a#0, a,bé€R, (D.19.5)

alfl(t) + (lgfg(t) < alhl(t) + CLQhQ(t) ai,as - O, (D196)
df@®) ,  dh(t)

TR T (D.19.7)

f1(t) * fot) +— hy(t) = fot) = f1(t) * ha(2), (D.19.8)

[ #omar=o (D.19.9)

Juwra= [z, (D.19.10)

—0 —0
kde h(t) = H(f(t)) (popiipade h;(t) = H(f;(t)),7 = 1,2). Dals{ vlastnosti Hilbertovy transfor-
mace, které souviseji s transformaci Fourierovou, jsou diskutovany v podkapitole 3.12.
Poznamenejme, 7e ortogonalita signdlu a jeho Hilbertovy transformace (D.19.9), spolu s
chovanim Hilbertovy transformace vuéi derivaci (D.19.7) ma své dusledky pro teseni obycejnych
diferencidlnich rovnic druhého réadu: je-li s(¢) feSenim takové rovnice, h(t) = H(s(t)) je druhym
linedrné nezavislym resenim.

D.20 Analyticky signal

Analyticky signdl s(¢) je komplexni funkce redlné proménné, jejiz redlna a imagindrni ¢ast jsou
ve vztahu Hilbertovy transformace (viz dodatek D.19). Nejednd se tedy o analytickou funkci
znamou z analyzy funkei komplexni proménné.

Definujeme analyticky signal odpovidajici redlnému signélu s(¢)

s (1) = s(t) + iH(s(t)). (D.20.1)

Znaménko pfed imaginarni jednotkou souvisi se znaménkem v exponentu v definici Fourierovy
transformace a se znaménkem u pirimé Hilbertovy transformace. Znaménko ,,+* je konzistentni
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s definici Fourierovy a Hilbertovy transformace pouzivané v tomto ucebnim textu; jini autofi
‘

mohou analyticky signal definovat se znaménkem ,,—“.
Jako piiklad uved' me analyticky signdl odpovidajici kosinu, sinu a §-funkci

cos (t) = cos(t) + iH(cos(t)) = cos(t) +1 sin(t) = exp(it), (D.20.2)
sin (1) = sin(t) + iH(sin(t)) = sin(t) — i cos(t) = iexp(—it), (D.20.3)
&Wozaaymﬂw@n:5@+4%. (D.20.4)

Analyticky signal odpovidajici é-funkci muze téz poslouzit k nésledujicimu vyjadreni obecného
analytického signalu

ﬁmwz(aﬂ—i>*qw:&m@*qw

7t

7 této reprezentace analytického signdlu je také okamzité vidét, ze analyticky signdl posunuty o
néjaké realné ¢y odpovida puvodnimu signalu se stejnym posunem. Plati dokonce

s (at — 1) = 6 (1)  s(at — to), (D.20.5)

kde a je libovolnd nenulova redlna konstanta. Tato vlastnost analytického signdlu je téz zifejma
z vlastnosti Hilbertovy transformace, viz dodatek D.19.

Obrazek D.12: Analyticky signal sV (¢) odpovidajici redlnému signalu s(t) = E(t) sin(t).

Obrazek D.12 ukazuje ndzorné analyticky signdl s4)(¢) odpovidajici sinu piendsobenému
pomalu se ménici obdlkou (vzhledem k periodé sinu) E(t).



D.21. OBALKA JEDNOPARAMETRICKE SOUSTAVY KRIVEK 261

Shrime nékteré dalsi vlastnosti analytického signalu:

ds(t) _ (ds(t) ) ) | (D.20.6)

dt dt
[51(£) * 52 ()] = sV () x 55(8) = 51(8) = s5V(2), (D.20.7)
/(s(A>(t))2dt: /(S(A>(t))2dt: 0, (D.20.8)
/ SO B[ dt = / (2(8) + (H(s(8)))2)dt = 2 / 2(1)dt = 2 / (H(s()2dt.  (D.20.9)

Fourierovo spektrum analytického signalu je diskutovano v odstavci 3.13.

D.21 Obalka jednoparametrické soustavy krivek

Nalezeni obéalky (obalové kiivky) jednoparametrické soustavy kiivek v roviné patii mezi stan-
dardn{ tilohy diferencidlni geometrie. Necht je jednoparametricky systém rovinnych kiivek defi-
novan implicitni rovnici

F(z,y,a) =0,

kde « je parametr nezavisly na x a y nabyvajici spojité vSech hodnot z néjakého intervalu.
Funkce F' je spojitd a mé spojitou prvni a druhou derivaci podle «. Jedna konkrétni kiivka
parametrického systému, odpovidajici parametru g, je pak ddna implicitni rovnici F(z, y, ag) =
0.
Urcuji-li rovnice
OF (z,y, @)
Oa

pro kazdé « bod, nazyvame takovy bod charakteristickym (meznim) bodem soustavy kfivek.
Je-li mozno z (D.21.1) eliminovat « a vysledek této eliminace je dédn rovnici

F(z,y,a) =0, =0 (D.21.1)

G(z,y) =0, (D.21.2)

predstavuje (D.21.2) implicitni rovnici tzv. obalové kiivky soustavy. Obalovd kiivka je tedy
tvofena meznimi body. V kazdém bodé obélky (tj. v kazdém meznim bodé) [z, o, 20], pro ktery
0?F/0a* # 0, se obdlka dotykd nékteré kiivky soustavy (maji tam spoleénou tecnu). Obélka se
tedy dotyka v jednom nebo vice bodech kazdé z kiivek soustavy a kazdy bod obdlky je dotykovym
bodem s nékterou kiivkou soustavy. Situaci ilustruje obrazek D.13.

Je tfeba zduraznit, ze pii hledani obédlky podle (D.21.1) provadime derivaci podle «. Kdy-
bychom jednu kazdou kiivku soustavy popsali explicitni rovnici y = f,(z), neurc¢ujeme lokdlni
extrém této funkce (ktery by odpovidal podmince df,/dz = 0), jako je vidét i na obrazku D.13.
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— G(z,y) =0
[170; Yo, (%0]
Y i
/
~L
F(z,y,a9) =0
X - ~ )
Fo,y,0) =

Obrazek D.13: Obalova kiivka (Sedd plna ¢éra) jednoparametrické soustavy kiivek v roviné
(z,y).

D.22 Diskrétni ortogonalita diskrétnich exponencial

V tomto odstavci zkoumejme sumu

N-1 k N—-1 k n
2tn— | = 27T — D.22.1
;exp (1 7TTLN> ;exp (1 7TN> , ( )
kde £ je celé ¢islo. Jednd se vlastné o geometrickou fadu typu

a+aq+aq2+aq3+...

s a = 1 a kvocientem

o kY o1
q = exp 127TN =wy, WxN =exp 127rﬁ )

kde wy je primitivn{ kofen n-té odmocniny z 1 (nebot exp(i27) = 1). Veliciny w%,k =0,1,..., N—
1, jsou také komplexnimi odmocninami z jednicky:

(exp (m%))N — exp (i27k) = 1.

Graficky je lze zndzornit, rozdélime-li kruznici v komplexni roviné, o poloméru 1 a stiedu (0,0), na
N stejnych dilu poéinaje bodem (1,0). Obrézek D.14 poskytuje piiklad kofenu N-té odmocniny
z 1 pro N =8.

Scitance fady (D.22.1) jsou tedy w¥ = (w%)", n,k =0,1,..., N—1. Je-li k = 0, jsou viechny
sGitance v sumeé rovny jedné a jejich soucet je tedy N. Pro k # 0 dostaneme pro ¢astecny soucet
geometrické rady

N-1 N-1 n ]
ok 1 — exp(i27k)
nk
nzngv nz;exp (1 WN) 1~ exp (127k /) )
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: 2
3 | wy = exp <1_ﬁ—7>
u'{ = exp <1‘2n—> 38 |
: \ 38 ol SWN = u'l\ = exp (i'_),T*)
" x

0 ’ N
1:'% =exp (iZFT) = u':: = exp (iZFT) , VYN

x
1

- T
wy = exp (l_’,. §>

Obrézek D.14: Osm komplexnich kofent v/1.

nebot ¢itatel je roven 0. Celkové tedy

N—1 k
_—
;exp ( MN)

N pro k=0
0 pro kK#0
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(D.22.2)
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Seznam nejdulezitéjsich symbolu

Oznaceni veli¢in a mnozin

Gy, Koeficient trigonometrické Fourierovy fady

A(t) Funkce charakterizujici okrajovou tilohu

A(f) Sudd ¢ést spojitého spektra

by, Koeficient trigonometrické Fourierovy rady

B(t) Funkce charakterizujici okrajovou tlohu

B(f) Lich& ¢ast spojitého spektra

Cn Koeficient obecné Fourierovy fady

C Mnozina komplexnich ¢isel

Cgr Pulkruznice v metodé konturnich integralu

Cnm Koeficient obecné 2D Fourierovy fady

{e;} Ortonormalni posloupnost v Hilbertové prostoru
{€mn} Ortonormalni posloupnost v 2D Hilbertové prostoru
e(t) Sudy spojity signédl v ¢asové oblasti

e(n), ey, Sudy diskrétni signdl v casové oblasti

E(f),E(w) Sudé spojité spektrum

E(n), B, Sudé diskrétni spektrum

f Obycejna frekvence spojitého signalu

a Obycejnd frekvence spojitého spektra diskrétniho signalu

fi(t), fi(n)  Vstup filtru
fot), fo(n)  Vystup filtru

fr Okamzita frekvence

() Tézisté ve spektralni oblasti

(f%) Stiedni kvadraticka odchylka ve spektralni oblasti

H Hilbertuv prostor

i Imagindrni jednotka

i(t) Impulzni odezva

I Besselova funkce prvniho druhu fadu n

L Obecny linedrni operdtor

Li(a,b) Hilbertuv prostor funkef integrovatelnych na (a, b)

Lo(a,b) Hilbertuv prostor funkef integrovatelnych s kvadratem na (a, b)
LY (a,b) Vahovy Hilbertiuv prostor funkei integrovatelnych s kvadratem na (a,b) s vahou w(t)
N Perioda diskrétniho signalu
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Lichy spojity signdl v c¢asové oblasti

Lichy diskrétni signal v ¢asové oblasti

Liché spojité spektrum

Liché diskrétni spektrum

Obecny ortogondlni polynom stupné n

Pfidruzena Legenderova funkce

Radius v polarnich soufadnicich ve spektralni oblasti
Radius v poldrnich nebo sférickych souradnicich v ¢asové oblasti
Mnozina realnych ¢isel nebo polomér kruznice v metodé konturnich integralu
Matice rotace

Chyba castecného souctu Fourierovy rady

Spojity signal v ¢asové oblasti

Analyticky signal v casové oblasti

Spojity periodicky signdl v ¢asové oblasti

Diskrétni signal v ¢asové oblasti

Diskrétni periodicky signal v ¢asové oblasti

Spojité spektrum

Spojité periodické spektrum

Diskrétni spektrum

Diskrétni spektrum, koeficient exponencialni Fourierovy fady
Diskrétni periodické spektrum

Proménnd v casové oblasti

Stredni kvadratickd odchylka v ¢asové oblasti
Perioda spojitého signdlu v ¢asové oblasti

Prenosova funkce

Uhlové frekvence

Heavisidova funkce nebo vlastni funkce okrajové tulohy
Vlastni funkce okrajové ulohy

Vahova funkce

Primitivni kofen N-té odmocniny z 1

Ekvivalentni §itka signalu v ¢asové oblasti
Ekvivalentni sitka spektra

Vandermondova matice (matice DFT)

Besselova funkce druhého druhu fadu n

Sférické harmonické funkce

Mnozina celych ¢isel

Diracova distribuce (0-funkce)

Diskrétni Diracova distribuce (d-funkce)
Kroneckerovo delta

Casovy krok nebo casové disperze

Koneéna diference funkce s(¢) na intervalu délky a
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> b
-

TOE OAgegees s
N
=
—

> 9,9

Frekvenc¢ni krok nebo frekvenéni disperze
Vlastni ¢islo okrajové ulohy
Trojuhelnikova funkce
Uhlové soufadnice

Spojité fazové spektrum
Diskrétni fazové spektrum
Obecna 1plna soustava ortonormdlnich funkei na Ls(a, b), piipadné LY (a,b)
Féazogram (faze analytického signalu)
Obecna 1iplna soustava ortonormdlnich funkei na Ls(c, d), piipadné LY (¢, d)
Pravothelnikova funkce

Uhlové frekvence spojitého signalu
Uhlov frekvence spojitého spektra diskrétniho signdlu

Smérodatnd odchylka
Variance
Uhlova souradnice

Symbolické vyjadreni operaci

5(t), 3n
(f(t),9(t)),
f(t) * g(t)
f(t)*g(t)
fn © gn

fn @ gn
s'(t)

tl

|s(t)]
1s(2)]]
pWWWD
mod

DFT

BERNH

Res

Komplexné sdruzeny signél k signalu s(t), s,

Skalarn{ soucin funkei f(t) a ¢g(t) a vektoru x a y'®
Konvoluce funkei f(¢) a g(t) (ve smyslu (f * g)(t))
Korelace funkei f(t) a g(t) (ve smyslu (f x g)(t))
Cyklicka konvoluce funkei f,, a g, (ve smyslu (f ® g),)
Cyklicka korelace funkei f,, a g, (ve smyslu (f ® g),)
Derivace funkce s(t) podle argumentu ¢

Transpozice vektoru t

Modul komplexnf funkce s(t), absolutni hodnota redlné funkce s(¢)

Norma (velikost) s(t)

Vzdélenost f(t) a g(t)

n faktorial

Modulo

Diskrétni Fourierova transformace
Fourierova transformace
Fourierova kosinové transformace
Fourierova sinova transformace
Hilbertova transformace
Imagindrni cast

Redlna cast

Residuum

18Vektory alternativné znaceny téz x,y a jejich skaldrni soucin (z,y)
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