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Problém dvou t€les

v nebeské mechanice:
dva hmotné body + gravita¢ni sila = Keplerova uloha

________________ keplerovska
rychlost
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V=g rd ' M

ve vazaném systému je feSenim stacionarni elipticka draha

trojice ODR druhého fadu — 6 nezavislych integra¢nich konstant
r =r(t.c1.c2,C3. €4, C5,Cp) v =v(t.c1. .03, ¢4, 65, Cg)

hodnota integra¢nich konstant ¢; jednozna¢né ur¢ena pocate¢nimi podminkami



Vyznam integraCnich konstant

» 1integraCni konstanty voleny v zavislosti na typu ulohy, kterou se chceme
zabyvat

popis tvaru drahy: Keplerovy elementy (a, e, i, Q, o, t;)

hlavni poloosa delka vystupneho uzlu
) vystirednost (excentricita) argument pericentra
sklon (inklinace) cas priichodu pericentrem

popis dynamiky systemu: kanonicke elementy (M, M, E, Q, o, t;)

Z-sloZzka momentu hybnosti delka vystupneho uzlu
velikost momentu hybnosti argument pericentra
energie soustavy cas priichodu pericentrem




Keplerovy elementy

Tvar drahy: Pozice planety:

pericentrem

e - vystfednost
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a - hlavni poloosa 1! t; - €as priichodu |
|
L |
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rovina obéhu

referencni rovina

Orientace drahy:

I - inklinace (sklon)

Q - délka vystupného uzlu

® - argument pericentra



Zahrnuti poruchy

e feSenim problému dvou téles je stacionarni eliptickd draha

e Casovy vyvoj soustavy jen diky ,,poruse

. M
Co predstavuje poruchu: L= Qﬁr =0
ostatni télesa v soustave l
atmosféra nebo prachoplynny disk
nesfericita hvézdy (rotacni zplosténi) F— G g r— of
G -
_} nesféricita planety

* rovnici s nenulovou pravou stranou feSime metodou variace konstant

—a(t), et), i(t), Q), o), t,(t) obecné ¢(t)



Variace konstant

M M

r=cf , znadme feSenirovnice T —G—r =0

hledame feSeni rovnice ¥ —G— .
-

P—v r = f(t.c;(1))
_ M e + ansatz rovnice feSime pro C;(t)
VoG =e v =gt c;(t))

Diky ansatzu je pro kazd¢ t
feSenim keplerovska draha
- ale ktera?




Oskulacni elementy

______________________

Of | Of dg | dg VI
- —Ci =V - —Cji—Y—r=¢
/ f}f—P:Zr}nJ ! r}t—[rzr}rj ! gr*
gzt '\ S S
keplerovska okamzita rychlost
rychlost (te€na k trajektorii)

(teCna k elipse)

Necht’ je skutecna trajektorie v kazdém
okamziku aproximovana keplerovskou
drahou, ktera je k ni te¢na.

Podminky oskulace ._
Z —c; =0 Z —qu — f *\ . " Oskl_llacnl

parametry c;(t) vyhovujici této vazb¢ = oskulacni elementy



Poruchoveé rovnice

- za parametry ¢;(t) budeme nadale volit Keplerovy elementy
« Uprava podminek oskulace vede na sadu poruchovych rovnic

Lagrangeovy rovnice
porucha vyjadfena ve formé potencialu

na prave stran¢ parcialni derivace
potencialu podle Keplerovych elementt

vyhodné, mame-li analyticky vztah pro
poruchovy potencial

typicky 2 Ay, cos A
k

Gaussovy rovnice
porucha vyjadiena ve formé sily

na prave stran¢ slozky sily v pravouhle
souradné soustave korotujici s obéhem

vyhodné pro numericky vypocet a pro
poruchy, jez nelze vyjadrit jako potencial

(odpor hmotného prostiredi)
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Zadani ulohy

studujeme Casovy vyvoj oskulaénich elementu a(t), e(t), i(t), (1), w(t), ty(t)
poruchou oproti problému dvou téles je naruseni sférické symetrie planety
referen¢ni rovinu polozime do roviny obéhu

—i1=0°BUNO Q=0° 0=0°

— hledame vyvoj tvaru drahy, tedy a(t), e(t)

predpokladame, Ze rotaéni osa planety je kolma k roviné ob&hu

feSime Gaussovy poruchové rovnice



Gaussovy poruchové

R - radidlni sloZka slapové sily

S - tecna slozka slapové sily

celkovy moment hybnosti soustavy se zachovava

Evolu¢ni rovnice

rovnice

da 2 [
dt N nyv' 1 — e2

le V1 — e? r
«©_ ‘ [EREillH—F(E—L)H]

dt nae T a

)
e sinr + I—S}
|r'i

rotaéni frekvence

/

M
m a’nv1—e2 + O = const.
M4+m

obéh planety rotace planety

odtud vyvoj rotacni frekvence

prlﬂ 1 GMmv1—e? da N Mm nale de
~ dt 2 na? dt M+m 1 —e2 dt




Slapova deformace  ,.oqamangya

doc. Cadka
« deformace viskoelastické kulove slupky (plast’ planety)

nestlacitelné prostiedi

—Vr+V-D+f =0 f - slapové buzeni a self-gravitace
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Maxwellova reologie

« v lateralnich smérech rozklad do sférickych harmonik
v radialnim sméru metoda kone¢nych diferenci s posunutou siti

« deformace rozhrani je za predpokladu malych posunuti reprezentovana

omoci plosné hustot
P P y o= Apu, (1, ©)
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Slapove zahiivani

n - efektivni ,,slapova‘ viskosita (pro Zemi ~ 108 Pa.s)
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Slapove zahiivani

n - efektivni ,,slapova‘ viskosita (pro Zemi ~ 108 Pa.s)
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explicitni integra¢ni schéma

Vypocetni schema

maly cyklus

Gaussovy .
nové a, e, Q \ervnice 50 nebo 100 obéhi

pozice hvézdy

velky cyklus slapova budici sila
¢asovy krok sila
100 - 106 let

deformace
rozhrani

f da de dQ ] /
L

dt’ dt’ dt
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Ukéazka vyvoje a, e, /n a slapového zahiivani pro planetu se severo-jiznim
rozloZzenim viskozity (10%° Pa.s + 10'8 Pa.s).




Tradi€ni slapove teorie

odezva télesa na slapové zatézovani popsana Loveovym dcislem k; a
fazovym ¢i ¢asovym rozestupem mezi budicim a slapovym potencialem
(nebo Uhlem mezi slapovou vyduti a smérem K rusicimu télesu)

fazovy rozestu 7 oy
y P Loveovo &islo: ki = v
€ = wAt l
relativni zména vnéjsiho potencialu
slapovy potencial kvvuh self-gravitaci deformovaného
SV télesa

_ bud|C| potenC|aI

fazovy, Casovy nebo geometricky
rozestup charakterizuje anelasticitu
planety




Relk,]

Loveova Cisla k,

» numericky vypocet pro spin-orbitalni resonanci 1:1 a vysttednost e=0,24

Tm[k,]

n=10"Pas
n= 10'® Pas

or n=10"%Pas
severo-jizni rozlokeni, 102 10" Pas severo-jizni rozldzeni, 10'® a 10'® Pa.s
]
zapado-vychodni rozlozeni, 10'%2 10" Pas zapado-vychodni rozlozeni, 10" a 10'® Pa.s
0.2 I 1 1 1 -1 1 L
15 16 17 18 19 20 15 16 17 18 19 20

Pocet obehu Pocet obehu
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realna ¢ast imaginarni ¢ast



Kaulova-Darwinova expanze

« William M. Kaula (1964) v navaznosti na George Darwina (1908) rozviji
budici potencial do Fourierovych rad

. Gm* fr\JI (j—m)! i
l""'jmpq - = . (_) —(2 - {}DIII)P]IHI(CGH 19) _]1111’3( )g_]pq( )

a* \a*/ (j+m)!
COB J—rmn sudé
X { ’ . } {anmq ﬂ?(}‘ + 9)}

— SIln
J—m liché

Mj’;npq — (} — 2;})@!“ + (} — 2?3' + l’]’)i’uh + me)

* obecné frekvencné zavisly fazovy rozestup ¢, a frekvencné nezavisla
Loveova ¢isla k;

 analytické vyjadieni — Lagrangeovy poruchove rovnice



Konvergence Kaulovych rad

prepis budici sily do sférickych harmonik:

fr.9.9) jzln F{}";ﬁ} 2}+.m{} ~- Y, ,)

na nasledujicich obrazcich ¢asovy prubch koeficientl pro rozvoj do
raznych fadu ve vystiednosti (e az e)

,,pseudo-Merkur, vysttednost e=0,2 a spin-orbitalni resonance 3:2
porovnani s numericky vypoctenymi koeficienty budici sily

. ArGm' | j ( r )J—
__t; 1 — o }/’x 9!‘. -,».’
jm (T‘) {T‘F)E 2} +1 \y __,I'J‘Fl{I T bl )

okamzitd poloha hvézdy







Z1ednoduseni: konstantni rozestup

dva obvyklé predpoklady: N —

konstantni fazovy rozestup s |

constant phase lag, CPL P : |

e~ S R R R N A
konstantni ¢asovy rozestup At R R R > B
constant time lag, CTL | |

e ~ ol, viskdzni limita 1S = . . v 0

(&

oba modely pfedpovidaji vazanou rotaci planet na kruhové draze, pro vyssi
vystifednosti ov§em zachyceni do spin-orbitalni resonance neumoznuji

stabilni pseudo-synchronni rotace

protiptiklad: Mé&sic a ostatni velké mésice ve Slunecni soustavé



n =10"® Pas ™ = 0.58 days 1]=1l[)18 Pa.s ™ = 58 days
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Konecné spin-orbitalni poméry pro planetu zpomalujici anebo zrychlujici z
poméru Q/n = 2,3. Vliv vystiednosti a viskosity. Obézna doba 4,71 dni.
CTL - constant time lag, CPL - constant phase lag




™ = 58 days
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Konecné spin-orbitalni poméry pro planetu zpomalujici anebo zrychlujici z
poméru Q/n = 2,3. Vliv vystiednosti a viskosity. Obézna doba 14,9 dni.
CTL - constant time lag, CPL - constant phase lag




Zaver

VVVVVV

ob&zné drahy a prirozen¢ piedvida spin-orbitalni resonance
 zachyt do pseudo-synchronni rotace ve viskdzni nebo elastické limité

e v resonancich lokdlni minima slapového zahtivani (a lokalni maxima
prumérné maximalni teploty)

Vyhled do budoucha

« slapovy vyvoj téles s vnitini strukturou

» viceplanetarni soustavy, pfipadné vliv mésice — piispévek k vyvoji obézné
drahy diky vzajemnym interakcim



