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Motivace

Merkur generuje vlastńı magnetické pole (dynamo)

slabé magnetické pole na povrchu (1% zemského),
dominantńı p̌ŕıspěvek dipólového členu

velké jádro (75 % poloměru planety)

zaj́ımá nás p̌ŕıspěvek Jouleovského tepla k pláš̌tové konvekci
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Formulace

řeš́ım sférickou rovnici ~B + k2
s
~B = 0,

kde k2
s = ıωµ0σs

vrstevnatý model, vodivost v jednotlivých vrstvách považuji za

konstantńı

magnetické pole generováno hluboko ve vniťrńım jádru
(Christensen, 2006)
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Formulace

dvouslupkový model
poloměr spodku stabilńı vrstvy: r0 = 1250km
poloměr na hranici jádro-pláš̌t: rCMB = 1900km
poloměr planety: rp = 2440km

uvažujeme nulový vněǰśı ponteciál: U(ext) = 0

p̌redepisujeme radiálńı složku pole na spodńı hranici (hranice
vniťrńıho jádra a stabilńı vrstvy)

normálová a tečná složka muśı být spojitá na hranićıch vrstev
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Vztahy

magnetické pole uvniťr
~B =

∑∞
j=1

∑j
m=−j

∑j+1
l=j−1 α

l
jmwl(kr)~Y l

jm(ϑ, ϕ)

potenciál

U = rp
∑∞

j=1

∑j
m=−j [(

r
rp

)jG
(e)
jm + (

rp
r )j+1G

(i)
jm ]Yjm(ϑ, ϕ)

vede na vztah pro mag. pole vně
~B = −∇U =
−
∑∞

j=1

∑j
m=−j [

√
j(2j + 1)( r

rp
)j−1G

(e)
jm
~Y j−1
jm (ϑ, ϕ) +√

(j + 1)(2j + 1)(
rp
r )j+2G

(i)
jm
~Y j+1
jm (ϑ, ϕ)]
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Vztahy

žádné plošné proudy, podḿınka spojitosti ~B na rozhrańı

~er .~Bs =
∑

jm

√
j

2j+1α
j−1
jm [wj−1(ksr) + wj+1(ksr)]Yjm(ϑ, ϕ)

=
∑

jm

√
j(2j + 1)αj−1

jm
wj (ks r)
ks r

Yjm(ϑ, ϕ)

~er × ~Bs =

i
∑

jm

√
j+1

2j+1α
j−1
jm [wj−1(ksr)− j

j+1wj+1(ksr)]~Y j
jm(ϑ, ϕ)

= i
∑

jm

√
2j+1
j+1 α

j−1
jm

1
ks r

d
dr (rwj(ksr))~Y j

jm

parametry α jsou v daných vrstvách konstantńı
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Označeńı

hjm(r) := αj−1
jm

1
ks r

wj(ksr)

tjm(r) := d
dr (rwj(ksr))

αj−1
jm

ks

což vede na jednoduš̌śı zápis:

~er .~Bs = 1
r

∑
jm

√
j

2j+1hjm(r)Yjm

~er × ~Bs = i
r

∑
jm

√
j+1

2j+1 tjm(r)~Y j
jm
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Maticový tvar

αj−1
jm

ks
wj(ksr) = asjmJj(ksr) + bsjmYj(ksr) = hjm(r)

tjm(r) = asjm
d
dr (rJj(ksr)) + bsjm

d
dr (rYj(ksr))

maticově: (
hjm
tjm

)
(r) = As

j (r)

(
asjm
bsjm

)
kde

As
j (r) =

(
Jj(ksr) Yj(ksr)

d
dr (rJj(ksr)) d

dr (rYj(ksr))

)
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Maticový tvar

ze vztahu na dolńı, resp. horńı, hranici:(
hjm
tjm

)
(rs−1) = As

j (rs−1)

(
asjm
bsjm

)
(

hjm
tjm

)
(rs) = As

j (rs)

(
asjm
bsjm

)
źıskáme maticový vztah na hranićıch dané vrstvy(

hjm
tjm

)
(rs) = As

j (rs)[As
j (rs−1)]−1

(
hjm
tjm

)
(rs−1)

(Pěč et al., 1985)
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Maticový tvar

p̌renosová matice s-té vrstvy má tvar

⇒ Bs
j =

(
Pj + z2Qj −Pj

Pj + z1Rj + z2Qj + z1z2Sj −Pj − z1Rj

)
z2

kde z1 = ksrs a z2 = ksrs−1

Pj+1 = Sj + j2

z1z2
Pj − j

z1
Qj − j

z2
Rj

Qj+1 = j
z1
Pj − j+2

z2
Pj+1 − Rj

Rj+1 = j
z2
Pj − j+2

z1
Pj+1 − Qj

Sj+1 = Rj − (j+2)2

z1z2
Pj+1 − j+2

z1
Qj+1 − j+2

z2
Rj+1
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Maticový tvar

kontrolńı součin a počátečńı podḿınky maj́ı tvar:

PjSj − QjRj = 1
z2

1 z
2
2

P0 = sin(z2−z1)
z1z2

Q0 = cos(z2−z1)
z1z2

− sin(z2−z1)
z1z2

2

R0 = − cos(z2−z1)
z1z2

− sin(z2−z1)
z2

1 z2

S0 = sin(z2−z1)
z1z2

− cos(z2−z1)
z2

1 z2
+ cos(z2−z1)

z1z2
2

+ sin(z2−z1)
z2

1 z
2
2
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Maticový tvar

vztah pole na spodńı hranici výpočetńı oblasti (horńı hranice
magnetokonvekce) a pole na povrchu hjm(rp) = − rp√

j(2j+1)
[jG

(e)
jm − (j + 1)G

(i)
jm ]

tjm(rp) = −rp(j + 1)
√

j
2j+1 [G

(e)
jm + G

(i)
jm ]


= C .

(
hjm
tjm

)
(r0)

kde C =
∏2

s=N Bs

známe: G
(e)
jm , hjm(r0)

poč́ıtáme: G
(i)
jm , tjm(r0)

Onďrej Peisar Jouleovské zaȟŕıváńı Merkuru



Momentálńı stav

použ́ıvaný kód byl otestován na správné použit́ı rekurźı
Besselových funkćı proti kódu prof. Martince

uvažujeme periodu T = 10 000 yr

ve stabilńı vrstvě p̌redpokládáme vodivost σ = 106S .m−1

v plášti pak σ = 1S .m−1 a menš́ı (až o dva řády)

z pak nabývá ve stabilńı vrstvě hodnot okolo 1, v plášti pak
10−4

program funguje dob̌re pro malá j (do j=4)

snahy o zlepšeńı výpočt̊u:
čty̌rnásobná p̌resnost
vytknut́ı 1

z1z2

poč́ıtáńı Besselových funkćı jako nekonečné řady
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Jouleovské teplo

poč́ıtáme Jouleovské teplo∫
r

1
µ0
|∇ × ~H|2dV

lze pomoćı rekurźı pro Besselovy funkce a vztahy pro sférické
harmoniky upravit na tvar∫
r

1
µ0
r2
∑∞

j=1

∑j
n=−j(α

j−1
jm )2 2j+1

j+1 (kswj(ksr))2dr
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Co nás čeká

stabilizace kódu pro věťśı j

integrace vztahu obsahuj́ıćıho Besselovy funkce, pomoćı
knihovny slatec

spoč́ıtáńı výsledk̊u pro r̊uzné hodnoty vodivosti
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