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Linearni algebra v softwarovych knihovnach

Linearni algebra
Ulohy
zde:  feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic
A.x=b, A Ctvercova matice (N krat N prvkd), x vektor feseni, b vektor pravé strany (oba N prvk{)
jindy: vlastni Cisla a vektory, (linearni) metoda nejmensich ¢tvercll, metoda singularniho rozkladu

Casova sloZitost metod

matice metody Casova slozitost uziteCnost
pfimé metody

plna faktorizace o(n®) ano

trojuhelnikova doptedna/zpétna substituce o(n?) ano

pasova (Sitka pasu m) faktorizace a substituce O(n.m?) ano

fidka (nnz; nonzero prvkl na f.) faktorizace a substituce O(2(nnz)?) ano
iteracni metody

fidka (nnz nonzero prvk{) Jacobiova/Gaussova-Seidelova O(hnz.n?) malo

fidka (nnz prvka) superrelaxacni (SOR) 0O(nnz.n?) az O(nnz.n) nékdy

fidka (nnz prvka) krylovovské (CG/BCG, GMRES) O(nnz.n) ano

fidka multigridova (MG) O(nnz) ano

zde: faktorizace (LU dense, LU band, LU sparse) a krylovovské metody (BCG a GMRES) pro nesymetrickou matici

Knihovny a prekladace
Prehled knihoven

low-level libraries BLAS a LAPACK (Linear Algebra Package) 3.4.0
vendor libraries Intel MKL (Math Kernel Library) 10.2/10.3
ACML (AMD Core Math Library) 4.4.0/5.1.0
GPU libraries CUBLAS a CULA Tools (CUDA-based LA) 4.0/4.1 a R13/R14, Sparse S1/S2
all-in-one libraries IMSL (Int. Mathematics and Statistics Library)  FNL (Fortran Numerical Library) 6.0/7.0
NAG (Numerical Algorithms Group) FL (Fortran Library) Mark 23

zde: LAPACK, MKL, ACML, CULA a IMSL
dalgf Fegite: Hypre, MAGMA (pro GPU), MUMPS, PARDISO (je v MKL), SPOOLES, SUPERLU, UMFPACK aj.

Knihovna BLAS (1979)

specifikace rozhrani pro zakladni operace mezi vektory a maticemi

obvykle volan prostrednictvim Fesi¢l, pfimo jen nasobeni gemv/gemm (general matrix-vector/matrix multiplication)
referencni fortranské zdrojové kddy: netlib.org

optimalizované implementace: Intel MKL, ACML, ATLAS (automatically tuned LA), (Kazushige) Goto BLAS aj.

implementace pro GPU: NVIDIA CUBLAS, véetné procedur pro presun dat mezi pamétmi CPU a GPU

Prekladace
zde:  komer¢ni Intel Fortran ifort 11.1/12.1, PGI (Portland) Fortran pgfortran 12.2/12.3
volné dostupné GNU gfortran 4.4/4.6, (one-man show) g95 0.93

Operacni systémy
zde: Linux (Ubuntu 10.04 64bit), Windows (XP 32bit, Vista a 7 64bit)
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Testovaci tloha

Laplaceova a Poissonova rovnice ve 2D
Au(X) =f(X), X=(x,y) nebo (r, 8)

Obdélnikova oblast v kartézskych souradnicich nebo kruhova oblast v polarnich souradnicich

Dirichletovy, Neumannovy nebo periodické okrajové podminky

Reseni hrubou silou: konecné diference 2. fadu (FD2) na siti JxK vnitfnich bodd, j=1..J, k=1..K

Matice: 2D kartézsky — symetricka blokové ttidiagonalni (5 diagonal, na ekvidistantni siti s konstantnimi hodnotami)
2D polarné — nesymetricka blokové tfidiagonalni (5 diagonal s nekonstantnimi hodnotami)

pocet rovnic N = J.K, poCet nenulovych prvkd nnz ~ 5.N, Sitka pasu m = 2.J+1 (rovnice fazeny podle j, pak k)

Struktura zdrojovych kdd
1. inicializace sité, okrajovych podminek a pravé strany
2. inicializace matice:  plna (GE) nebo pasova (GB) pro LAPACK (MKL/ACML/CULA Dense)
compressed sparse row (CSR) format pro PARDISO/Sparse BLAS (MKL)/CULA Sparse
3. konfigurace a volani fesice

Formaty matice
plné matice o N fadcich, N = J.K:
(Fortran obecné) po sloupcich, prvek aj v prvku pole A(j,k) ekvivalentnim s A(i), i = j+(k-1).J
pasové matice o N fadcich a Sifce pasu m = ml+1+mu:
(LAPACK band) pole A(m+ml,N), sloupcovy index zachovan, diagonaly matice v fadcich pole, prostor navic
A(1:ml,:) pracovni prostor
A(ml+1:ml+m;,:) diagonaly matice (horni diagonala prvni shora)
(NR band) pole A(N,m) a AL(N,ml), fadkovy index zachovan, diagonaly ve sloupcich (dolni je prvni zleva)
fidké matice o N fadcich a nnz nenulovych prvcich:
(CSR) pole A(nnz), ICOL(nnz), IROW(N+1), v poli A nenulové prvky matice zleva po fadcich
v poli ICOL sloupcové indexy prislusné prvkim z A
v poli IROW indexy v poli A pro prvni nenulové prvky na fadcich matice a
pf. Saad, Intel MKL Reference Manual, CULA Sparse Reference Manual
jiné formaty: coordinate format (COO), compressed sparse column (CSC), row-indexed sparse storage (NR) aj.

Resice pro pIné matice
LU faktorizace, obvykle 2 kroky (faktorizace a substituce), nékdy sloucené v 1 driver

NR kap. 2.3 ludcmp, lubksb
LAPACK driver routines: dgesv (simple driver), dgesvx (expert driver)
computational routines: dgetrf, dgetrs
CULA Dense culaDgetrf, culaDgetrs
nutna inicializace knihovny culalnitialize, vhodna finalizace culaShutdown
IMSL stejné jako LAPACK a navic vlastni driver lin_sol_gen nebo 2 kroky dlftrg, dlfsrg

Resice pro pasové matice

LU faktorizace, 2 kroky nebo 1 driver

NR kap. 2.4 bandec, banbks s maticemi v NR band formatu

LAPACK driver routines: dgbsv (simple driver), dgbsvx (expert driver) s maticemi v LAPACK band formatu
computational routines: dgbtrf, dgbtrs

Pfimy FeSi¢ pro fidké matice

Faktorizace, 3 kroky (analyza a preskupeni, faktorizace, substituce), volba reZzimu pro symetrické definitni, symetrické
indefinitni a nesymetrické matice.

PARDISO (MKL) pardiso s matici v CSR formatu

Iteracni reSice pro fidké matice
Pro symetrické definitni matice metoda sdruzenych gradient (CG), pro obecné matice metoda bikonjugovanych
gradient’ (BCG) nebo zobecnéna metoda nejmensich rezidui (GMRES) a varianty.

Uzivatel fesSice obvykle na vyzadani metody provadi soucin r=A.v, napf. volanim Sparse BLAS. Konvergenci (rychlost
poklesu normy rezidui |A.x — b]) mlZe urychlit pfedpodmifiovanim, tj. fedenim soustavy P*.A.x = P~1.b; knihovny pak



http://geo.mff.cuni.cz/~lh

Zadaji reSeni soustavy P.r=v nebo samy nabizeji predpodminéni Jacobiho P=diag(A), ILUO (incomplete LU) s udrzenim
struktury Ffidké matice v maticovych faktorech, ILUT s pfidavanim potfebnych novych prvkd do maticovych faktor{ aj.
NR kap. 2.7 linbcg s voldnim dodanych podprogrami atimes (pro r=A.v), asolve (pro r=P™.v)
MKL dcg s reverznim komunikacnim rozhranim (RCI) a pomocnymi podprogramy
dcg_init, dcg_check, dcg_get
dfgmres (flexible GMRES) a dfgmres_init, dfgmres_check a dfgmres_get
Sparse BLAS (MKL) mkl_dcsrgemv pro nasobeni y=A.x s polem A v CSR (nebo jiném) formatu ad.
CULA Sparse culaDcsrSolverPrecond, Solver: Cg|Bicg|Gmres aj., Precond: nic|Jacobi|Ilu0
matice explicitné v CSR (COO, CSC) formatu
nutna inicializace knihovny a parametr{ fesice i pfedpodmiriovace
IMSL dpcgre (preconditioned CG with Reverse Communication)
dgmres, rovnéz s reverzni komunikaci (s moznosti volani Sparse BLAS)

Ovérené kombinace knihoven a prekladact
Default LAPACK
Linux gfortran/g95: default (ATLAS?), pgfortran: vlastni default
gfortran -02 -llapack f.f90
g95 -02 -llapack f.fo0
pgfortran -llapack f.f90
Win  Zadny default, projekt LAPACK for Windows (icl.cs.utk.edu/lapack-for-windows) vhodny pro gfortran a g95,
gfortran -02 -L. -llapack -Iblas f.f90 ; MinGW gfortran necte proménné prostfedi a vyZaduje volbu -L
g95 -02 -llapack -Iblas f.f90 ; g95 hleda knihovny na cesté dané proménnou G95_LIBRARY_PATH
pgfortran -llapack f.f90 ; vlastni default
Intel MKL
Linux linkovatelné se vSemi 4 prekladaci, vlaknové (OpenMP) paralelizované
Sparse BLAS pro fidké matice, MPI-paralelizovany ScaLAPACK
ifort -mkl f.f90 ; pro 1vlaknovy béh ifort -mkl=sequential f.f90 nebo export MKL_NUM_THREADS=1
pgfortran -L$LIBMKL -ImkI_intel_Ip64 -Imkl_sequential -Imkl_core f.f90
gfortran -O2 -Imkl_gf_Ip64 -Imkl_sequential -Imkl_core f.f90
g95 -02 -Imkl_gf_Ip64 -Imkl_sequential -Imkl_core f.f90
Win  linkovatelné s prekladadi ifort a pgfortran, vlaknové paralelizované, Sparse BLAS pro fidké matice
ifort /Qmkl f.f90 /nologo ; set MKL_NUM_THREADS=1 nebo vice
pgfortran -Imkl_intel_s_dlIl -Imkl_sequential_dIl -Imkl_core_dll f.f90 pro neparalelizovany béh
ACML
ACML je soucasti instalace pgfortranu. Na webu ACML jsou nabizeny verze i pro jiné prekladace. Linkovani acml.lib je
urceno pro 1vlaknovy béh, linkovani acml_mp.lib pro béh vicevlaknovy.
Linux pgfortran -L$LIBACML -lacml f.f90
Win pgfortran -Mdll -Munix f.f90 %LIBACML%\libacml.lib
CULA Tools
Linux GPU hardware: geof30/40/50 14x32 jader, geof10/20/60/70/80/90 4x48 jader, karel 27x8 jader
CULA Dense (cula_lapack) i CULA Sparse (cula_sparse) linkovatelné se vSemi 4 prekladaci
ifort -lcula_lapack f.f90 ; ifort -cula_sparse f.f90
pgfortran -L/usr/local/cula/lib64 -lcula_lapack f.f90 ; pgfortran -L/usr/local/culasparse/lib64 -Icula_sparse f.f90
gfortran -lcula_lapack -Icula_sparse f.fo0 ; g95 stejné
Win  GPU hardware: poslucharna, v PCL (zatim) ne
CULA Dense i Sparse linkovatelné se vsemi 4 piekladaci, nékdy potieba i cula_core
ifort f.f90 cula_lapack.lib /nologo
pgfortran -lcula_lapack f.f90
gfortran -02 -L"C:\Program Files\CULA\R13\bin" -Icula_lapack f.f90 ; g95 stejné
IMSL
Linux (geof30) ifort: BLAS/LAPACK z knihovny MKL (Ize paralelng), volitelné CUBLAS
ifort $FFLAGS f.f90 $LINK_FNL I FNL = Fortran Numerical Library, verze 7.0
Win ifort: BLAS/LAPACK z knihovny MKL (lze paralelné), bez GPU
ifort %FFLAGS% f.f90 %LINK_FNL% ! inicializace: fnlsetup.bat (vhodné fnlsetup7.bat, nebot’ verze 7.0)
pgfortran: referencni BLAS/LAPACK (nelze paralelné), bez GPU
ifort %FFLAGS% f.f90 %LINK_FNL% ! inicializace: fnlsetup.bat (vhodné fnlsetup6.bat, nebot’ verze 6.0)
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Zdrojové kody

ReSice pro piné matice: NR (lubksb), LAPACK general (dgetrf), CULA Dense (culaDgetrf), IMSL (dlftrg)
Resice pro pasové matice: LAPACK band (dgbtrf)

Primy Fesi¢ pro fidké matice: PARDISO (pardiso)

Iteracni reSice pro Fidké matice: NR (linbcg), MKL (dfgmres), CULA Sparse (Bicg, Gmres), IMSL (dgmres)

Odkazy

Linearni algebra
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Intel MKL Reference Manual (PDF k verzi 10.2)

CULA Tools Programmer’s Guide & Reference Manuals: CULA Dense, CULA Sparse (PDF)
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Web

LAPACK: netlib.org

MKL: software.intel.com/en-us/articles/intel-mkl

ACML: developer.amd.com/libraries/acml

CULA Tools: www.culatools.com

IMSL: www.roguewave.com/products
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